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Εισvαγωγή

Οι μαγνητικές διαμορφώσvεις βρέθηκαν σvτο επίκεντρο του ερευνητικού ενδι-

αφέροντος σvαν αποτέλεσvμα της κατασvκευής διαφόρων σvιδηρομαγνητικών υλικών.
Οι μαγνητικές φυσvαλλίδες σvυγκεκριμένα, μελετήθηκαν εντατικά τη δεκαετία του
60 και του 70 για διάφορες τεχνολογικές εφαρμογές [5] . Oι σvτατικές μαγνητικές
διαμορφώσvεις μελετήθηκαν θεωρητικά σvαν ελάχισvτα της ενέργειας και με την

παρουσvία του όρουDzyaloshinskii-Moriya (DM) σvε αυτήν, σvτις αρχές τις δεκαετίας
του 90 [6] . Σε αυτά τα υλικά παρατηρήθηκαν τα τελευταία χρόνια τέτοιου είδους
διαμορφώσvεις, ως απομονομένες δομές αλλά και ως πλέγματα [10] .
Η δυναμική των διαφόρων μαγνητικών διαμορφώσvεων, όπως είναι οι μαγν-

ητικές φυσvαλλίδες, έχει μελετηθεί προ πολλού για τα ιδιαίτερα χαρακτηρισvτικά
τα οποία παρουσvιάζει [7] . Οι διαμορφώσvεις αυτές κινούνται σvε μια κατεύθυνσvη
σvχεδόν κάθετη σvε κάποιο εφαρμοζόμενο εξωτερικό μαγνητικό πεδίο [5] και τα
χαρακτηρισvτικά της κίνησvης αυτής φαίνονται να είναι παρόμοια με την κίνησvη ενός

φορτισvμένου σvωματιδίου σvε ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο.
Το ενδιαφέρον τώρα έχει σvτραφεί σvτη μελέτη μαγνητικών φυσvαλλίδων σvε

σvιδηρομαγνητικά υλικά των οποίων η ενέργεια περιέχει τον όρο Dzyaloshinskkii-
Moriya, αφού αυτού του είδους τα υλικά είναι κατάλληλα για τη μελέτη των μαγν-
ητικών φυσvαλλίδων για δύο λόγους. Αρχικά, η αλληλεπίδρασvη DM επιτρέπει

σvτις φυσvαλλίδες να είναι σvχετικά μεγάλες και να μένουν άκαμπτες, πράγμα το
οποίο τις καθισvτά ικανές να χρησvιμοποιηθούν σvα μέσvα μεταφοράς πληροφοριών

και δεδομένων σvτα διάφορα σvιδηρημογνητικά υλικά αυτού του είδους. Επίσvης με
ακόμα έναν όρο σvτην ενέργεια, μπορεί να δημιουργηθεί μια ανισvοτροπία σvτον κά-
θετο άξονα σvτο επίπεδο του υλικού και να μπορεί έτσvι να υποσvτηριχθεί, εκτός
της μαγνητικής φυσvαλλίδας με αριθμό Skyrme Q = 1 και μαγνητική φυσvαλλίδα
με Q = 0 [8] [9] . Πράγμα το οποίο μας επιτρέπει δουλεύοντας τη διαφορετική
δυναμική σvυμπεριφορά των δυο αυτών περιπτώσvεων, την άντλησvη περισvσvοτέρων
πληροφοριών και σvυμπερασvμάτων για αυτού του είδους τις δομές.
Στις ακόλουθες σvελίδες της μεταπτυχιακής αυτής εργασvίας, γίνεται μια μελέτη

της δυναμικής μαγνητικών φυσvαλλίδων σvε σvιδηρομαγνητικά υλικά, των οποίων η
ενέργεια περιέχει τον όρο Dzyaloshinskii-Moriya και τα οποία χαρακτηριζόνται
επιπλέον από μια ανισvοτροπία σvτον άξονα z, ο οποίος είναι κάθετος σvτο επίπεδο
xy. Πιο σvυγκεκριμένα μελετάμε την κίνησvη της μαγνητικής φυσvαλλίδας με αρι-
θμό Skyrme Q = 1 και προσvπαθούμε λόγω της ομοιότητας της με την κίνησvη
του ηλεκτρονίου όταν αυτό βρίσvκεται μέσvα σvε ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο, να
σvυνδυάσvουμε κατάλληλα αυτές τις δύο περιπτώσvεις και να καταλήξουμε σvε κάποια

σvυμπεράσvματα για τη σvυγκεκριμένη φυσvαλλίδα. Η Q = 1 μαγνητική φυσvαλλίδα
υπό την επίδρασvη ενός εξωτερικού μαγνητικού πεδίου κατά μήκος του άξονα x,
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αναγκάζεται σvε μια κυκλοειδή κίνησvη κάθετη σvε αυτόν και όταν αυτό το πεδίο σvτα-

ματήσvει να εφαρμόζεται, η μαγνητική φυσvαλλίδα παρουσvιάζει μια κυκλική κίνησvη
γύρω από το σvταθερό πλέον οδηγό κίνησvης της.
΄Ομως και το ηλεκτρόνιο υπό την επίδρασvη ενός ηλεκτρικού και μαγνητικού

πεδίου, αναγκάζεται και αυτό σvε μία κυκλοειδή κίνησvη κάθετη σvτον άξονα που
εφαρμόζεται το ηλεκτρικό πεδίο. Μάλισvτα όταν αυτό δεν υπάρχει, το ηλεκτρόνιο
θέτει τον εαυτό του σvε μια περισvτροφική κίνησvη γύρω από τον οδηγό κίνησvης που

σvταματάει και σvε αυτή την περίπτωσvη να κινείται. Η τόσvο μεγάλη ομοιότητα των
δύο αυτών περιπτώσvεων αποτελεί την ιδέα της πραγματοποίησvης της δουλειάς η

οποία εμφανίζεται σvτις ακόλουθες σvελίδες.
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Κεφάλαιο 1

Κίνησvη φορτίου σvε ηλεκτρικό και μαγνητικό

πεδίο

1.1. Δύναμη Lorentz
Θεωρούμε ένα σvωμάτιο το οποίο έχει μάζαm και φορτίο q. ΄Εσvτω ότι το φορτίο

βρίσvκεται μέσvα σvε ηλεκτρικό πεδίο E και μαγνητικό πεδίο B. Η ηλεκτρική δύναμη
που ασvκείται σvτο φορτίο είναι η FE = qE και η δύναμη λόγω του μαγνητικού
πεδίου η FB = q (v ×B) η οποία είναι ανάλογη της ταχύτητας v. Η σvυνολική
δύναμη η οποία ασvκείται σvτο φορτίο λέγεται δύναμη Lorentz και είναι

F = q [E + (v ×B)] . (1.1)

Χρησvιμοποιώντας το ηλεκτρικό δυναμικό φ(r) καθώς επίσvης και το μαγνητικό δι-
ανυσvματικό δυναμικό A(r, t), όπως αυτά προκύπτουν σvτο Παράρτημα 1, το ηλεκ-
τρικό και μαγνητικό πεδίο γράφονται ως εξής

E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A. (1.2)

΄Αρα, η παραπάνω δύναμη Lorrentz γίνεται

F = q

[
−∇φ− ∂A

∂t
+ (v × (∇×A))

]
. (1.3)

Ας δούμε τώρα κάθε μια από τις σvυνισvτώσvες της δύναμης αυτής. Εφόσvον
γνωρίσvουμε ότι

∇×A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣=
(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

)
î+
(
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

)
ĵ+
(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
k̂,

τότε
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(v × (∇×A))x = vy
∂Ay
∂x
− vy

∂Ax
∂y
− vz

∂Ax
∂z

+ vz
∂Az
∂x

. (1.4)

Αν όμως προσvθέσvουμε και αφαιρέσvουμε σvτο δεύτερο μέλος της (1.4) τον όρο
vx (∂Ax/∂x) , θα έχουμε

(v × (∇×A))x

=
(
vx
∂Ax
∂x

+ vy
∂Ay
∂x

+ vz
∂Az
∂x

)
+
(
−vx

∂Ax
∂x
− vy

∂Ax
∂y
− vz

∂Ax
∂z

)
.

(1.5)
΄Ομως, η ολική παράγωγος της Ax ως προς το χρόνο είναι

dAx
dt

= ∂Ax
∂t

+ (v · ∇)Ax ⇒
dAx
dt

= ∂Ax
∂t

+
(
vx
∂Ax
∂x

+ vy
∂Ax
∂y

+ vz
∂Ax
∂z

)

και επομένως η (1.5) γίνεται

(v × (∇×A))x = ∂

∂x
(v ·A)− dAx

dt
+ ∂Ax

∂t
.

Τελικά, η σvυνισvτώσvα Fx της δύναμης Lorrentz μπορεί να γραφεί ως εξής

Fx = q

[
−∂φ
∂x
− ∂Ax

∂t
+
(
∂

∂x
(v ·A)− dAx

dt
+ ∂Ax

∂t

)]

= q

[
− ∂

∂x
(φ− (v ·A))− d

dt

(
∂

∂vx
(v ·A)

)]
. (1.6)

1.2. Λαγκρανζιανός φορμαλισvμός

Θεωρούμε τη σvυνήθη κινητική ενέργεια ενός σvωμάτιου

T = 1
2mv

2 = 1
2m

.
r

2
. (1.7)

Αν U η δυναμική ενέργεια του σvωμάτιου, τότε από την εξίσvωσvη Euler-Lagrange
θα πρέπει καταλήξουμε σvτη δύναμη Lorentz της εξίσvωσvης (1.1). ΄Ετσvι γράφουμε
τη Lagrangian
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L = T − U = 1
2m

.
r

2 − U. (1.8)

Επομένως, η Euler-Lagrange γράφεται

d

dt

(
∂L

∂
.
r

)
= ∂L

∂r
⇒ d

dt

(
∂T

∂ṙ

)
= −∂U

∂r
+ d

dt

(
∂U

∂ṙ

)

⇒ mr̈ = −∂U
∂r

+ d

dt

(
∂U

∂ṙ

)
. (1.9)

Η σvυνισvτώσvα x της παραπάνω εξίσvωσvης δίνεται από

mr̈x = −∂U
∂x

+ d

dt

(
∂U

∂ṙx

)
, (1.10)

όπου αν θεωρήσvουμε σvα δυναμική ενέργεια την

U = qφ− q (ṙ ·A) , (1.11)

θα έχουμε γράψει τη σvυνισvτώσvα Fx της δύναμης Lorrentz όπως αυτή προέκυψε
σvτη σvχέσvη (1.6).
΄Ετσvι, γράφοντας τη Lagrangian

L = 1
2m

.
r

2 + q
( .
r ·A

)
− qφ, (1.12)

η εξίσvωσvη κίνησvης που προκύπτει, μπορεί να εκφρασvτεί σvε καρτεσvιανές σvυντεταγ-
μένες για i, j = 1, 2, 3, ως

m
..
ri = −q

(
∂φ

∂ri
+ ∂Ai

∂t

)
+ q

(
∂Aj
∂ri
− ∂Ai
∂rj

)
.
rj . (1.13)

΄Ομως, για την i σvυνισvτώσvα του ηλεκτρικού πεδίου έχουμε ότι

Ei = − ∂φ
∂ri
− ∂Ai

∂t

και για την i σvυνισvτώσvα του εξωτερικού γινομένου ( .r ×B)
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( .
r ×B

)
i

=
[ .
r × (∇×A)

]
i

= εijkṙj (∇×A)k = εijkṙjεk`m
∂

∂r`
Am

= (δi`δjm − δimδj`) ṙj
∂

∂r`
Am =

(
∂Aj
∂ri
− ∂Ai
∂rj

)
.
rj .

΄Ετσvι, η εξίσvωσvη κίνησvης (1.13) γράφεται

m
..
ri = q

[
E +

( .
r ×B

)]
i
, (1.14)

η οποία πράγματι είναι η εξίσvωσvη του Νεύτωνα, όπως αυτή προκύπτει από τη
δύναμη Lorentz (1.1) που ασvκείται σvτο φορτίο.

1.3. Χαμιλτονιανός φορμαλισvμός

1.3.1. Hamiltonian του σvυσvτήματος

Η κανονική ορμή p του σvυσvτήματος δίνεται από

p = ∂L

∂
.
r
⇒ p = m

.
r + qA = π + qA, (1.15)

όπου π η σvυνήθης ορμή για την οποία ισvχύει ότι

π = mṙ (1.16)

και η οποία διαφέρει από την κανονική, διότι η γενικευμένη δυναμική ενέργεια U,
εξαρτάται και από την ταχύτητα του φορτίου. Επομένως, η Hamiltonian σvτην
περίπτωσvη μας είναι η παρακάτω

H = p · ṙ − L

= 1
m
p (p− qA)− 1

2m (p− qA)2 − q

m
(p− qA)A+ qφ

= − 1
m

(p− qA) (qA− p)− 1
2m (p− qA)2 + qφ

= 1
2m (p− qA)2 + qφ. (1.17)
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Στα επόμενα, θα μελετήσvουμε την περίπτωσvη ενός ομογενούς μαγνητικού
πεδίου το οποίο είναι κάθετο σvτο επίπεδο xy της κίνησvης του φορτίου, δηλαδή
B = (0, 0, B) όπου B είναι σvταθερά. Οι επιλογές για το μαγνητικό διανυσvματικό
δυναμικό ώσvτε να ισvχύει B = ∇×A, είναι η A = B(−y, 0, 0) καθώς επίσvης και
η A = B/2(x, −y, 0) . Για την πρώτη επιλογή, η Hamiltonian παίρνει την εξής
μορφή

H = 1
2m (px + qBy)2 + 1

2mp2
y + qφ, (1.18)

και η οποία χρησvιμοποιώντας τη σvχέσvη (1.16), μπορεί τελικά να εκφρασvτεί ως

H = 1
2m

(
π2

1 + π2
2
)

+ qφ(x1, x2). (1.19)

1.3.2. Εξισvώσvεις κίνησvης

Οι εξισvώσvεις Hamilton οι οποίες προκύπτουν από τη Hamiltonian (1.18) είναι

.
px = −q ∂φ

∂x
,

.
x = 1

m
px + 1

m
qBy (1.20)

και

.
py = − 1

m
qB (px + qBy)− q ∂φ

∂y
,

.
y = 1

m
py. (1.21)

Συνδυάζοντας κατάλληλα τις παραπάνω σvχέσvεις, βρίσvκουμε τις εξισvώσvεις κίνησvης
του φορτίου

m
..
x = qB

.
y − q ∂φ

∂x
, (1.22)

m
..
y = −qB .

x− q ∂φ
∂y
. (1.23)

Αν θέσvουμε τώρα το q = 1, δεν μειώνεται η γενικότητα των εξισvώσvεων (1.22)
και (1.23), οι οποίες εκφράζονται ως

m
..
x = B

.
y − ∂U

∂x
, (1.24)
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m
..
y = −B .

x− ∂U

∂y
. (1.25)

Μπορούμε να ανακτήσvουμε τις αρχικές εξισvώσvεις με τις αντικατασvτάσvεις B −→ qB
και U −→ qφ.
Οι εξισvώσvεις αυτές, μπορούν να γραφούν σvα σvύσvτημα πρώτης τάξης ως

m
.
x1 = π1, m

.
x2 = π2, (1.26)

.
π1 = B

m
π2 −

∂U

∂x1
,

.
π2 = −B

m
π1 −

∂U

∂x2
. (1.27)

1.3.3. Ειδικές λύσvεις

Θεωρώντας ομογενές μαγνητικό πεδίο B = Bk̂ κάθετο σvτο επίπεδο xy σvτο
οποίο κινείται το φορτίο, καθώς επίσvης και ομογενές ηλεκτρικό πεδίο σvτο επίπεδο
xy για το οποίο έσvτω ότι ισvχύει E = Eî όπου E σvταθερά, οι εξισvώσvεις κίνησvης οι
οποίες προκύπτουν από τη δύναμη Lorentz (1.3) είναι οι παρακάτω

m
..
x = qB

.
y + qE, (1.28)

m
..
y = −qB .

x (1.29)

και οι οποίες σvυμπίπτουν με τις εξισvώσvεις (1.22) και (1.23) αντίσvτοιχα, που εξάγαμε
σvτην προηγούμενη παράγραφο με το χαμιλτονιανό φορμαλισvμό. Οι παραπάνω δύο
εξισvώσvεις είναι γραμμικές και μπορούμε έτσvι να βρούμε τη γενική λύσvη τους.
Ακολουθούμε την εξής μέθοδο. Ορίζουμε τη μεταβλητή θέσvης y+ix του σvωμάτιου
σvτο επίπεδο xy, για την οποία η εξίσvωσvη κίνησvης είναι

d

dt
(ẏ + iẋ)− iωc(ẏ + iẋ) = i

q

m
E, (1.30)

όπου

ωc = qB

m
, (1.31)

ονομάζεται σvυχνότητα κυκλότρου.
Την παραπάνω εξίσvωσvη (1.30), μπορούμε να τη δούμε σvα μια πρωτοτάξια γραμμική
εξίσvωσvη με άγνωσvτη τη μεταβλητή ẏ + iẋ. ΄Ετσvι βρίσvκουμε ότι
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ẏ + iẋ = c0e
iωct − 1

B
E

⇒ ẏ + iẋ = c0 cos(ωct) + ic0 sin(ωct)−
1
B
E. (1.32)

΄Αρα, για την (1.32) θα πρέπει να ισvχύει

ẋ = c0 sin(ωct) (1.33)

και

ẏ = c0 cos(ωct)−
1
B
E. (1.34)

Λύνοντας τις παραπάνω με αρχικές σvυνθήκες x(t = 0) = 0 και y(t = 0) = 0
αντίσvτοιχα, θα βρούμε ότι

x = c0

ωc
(1− cos(ωct)) , y = c0

ωc
sin(ωct)−

1
B
Et. (1.35)

Οι εξισvώσvεις αυτές, οι οποίες περιγράφουν τη θέσvη του φορτίου, ορίζουν το τρο-
χοειδές.
Από τη μορφή των (1.35) βλέπουμε, ότι σvτην απουσvία ηλεκτρικού ομογενούς

πεδίου E, το φορτίο εκτελεί κυκλική κίνησvη με εξισvώσvεις

x = c0

ωc
(1− cos(ωct)) , y = c0

ωc
sin(ωct). (1.36)

Μια άλλη περίπτωσvη που πρέπει να αναφερθεί είναι όταν το φορτίο κινείται ευθύ-

γραμμα και ομαλά. Αυτό σvυμβαίνει όταν c0 = 0. Τότε, το φορτίο κινείται κατά
μήκος του άξονα y με σvταθερή ταχύτητα

v = −E
B
. (1.37)

Αν τώρα η αρχική ταχύτητα του φορτίου είναι ίσvη με το μηδέν, από την (1.34) θα
βρούμε ότι c0 = E/B. Αν αντικατασvτήσvουμε αυτό το αποτέλεσvμα σvτις εξισvώσvεις
(1.35), καταλήγουμε σvτην παρακάτω έκφρασvη για τις εξισvώσvεις κίνησvης
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x = E

Bωc
(1− cos(ωct)) , y = E

Bωc
(sin(ωct)− ωct) . (1.38)

Επομένως σvτην περίπτωσvη αυτή έχουμε την κυκλοειδή κίνησvη, η οποία είναι κάθετη
σvτον άξονα εφαρμογής του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου.

1.4. Η κίνησvη του φορτίου ως χαμιλτονιανό σvύσvτημα

1.4.1. Αγκύλες Poisson

΄Ενα πολύ χρήσvιμο εργαλείο για την περιγραφή σvυσvτημάτων, αποτελούν οι
αγκύλες Poisson. Γενικά μια αγκύλη Poisson για δύο τυχαίες σvυναρτήσvεις f =
f (qi, pi) και g = g (qi, pi) ορίζεται ως

{f, g} =
∑
i

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
, (1.39)

όπου qi, pi οι κανονικές σvυντεταγμένες και ορμές του σvυσvτήματος αντίσvτοιχα.
Ειδικότερα για τη Hamiltonian H = H (qi, pi) του σvυσvτήματος, οι εξισvώσvεις
Hamilton δίνονται με χρήσvη των αγκύλων Poisson ως εξής

q̇i = {qi, H} =
∑
i

(
∂qi
∂qi

∂H

∂pi
− ∂qi
∂pi

∂H

∂qi

)
= ∂H

∂pi
, (1.40)

ṗi = {pi, H} =
∑
i

(
∂pi
∂qi

∂H

∂pi
− ∂pi
∂pi

∂H

∂qi

)
= −∂H

∂qi
. (1.41)

Οι βασvικές αλγεβρικές ιδιότητες των αγκύλων Poisson οι οποίες μπορούν να
αναφερθούν για οποιεσvδήποτε σvυναρτήσvεις f, g, h είναι οι παρακάτω

• {f, g} = −{g, f} , (1.42)

• {αf + βg, h} = α {f, h}+ β {g, h} , α, β ∈ R, (1.43)

• {fg, h} = f {g, h}+ g {f, h} , (1.44)

• {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0. (1.45)

Η αγκύλη Poisson δύο τυχαίων σvυναρτήσvεων f, g σvτο σvύσvτημα q, p είναι
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{f, g}q, p =
∑
j

(
∂f

∂qj

∂g

∂pj
− ∂f

∂pj

∂g

∂qj

)
. (1.46)

Εάν οι qj , pj εκφρασvτούν, μέσvω κάποιου μετασvχηματισvμού, ως σvυναρτήσvεις των
νέων μεταβλητών Qk, Pk, η παραπάνω εξίσvωσvη θα πάρει τη μορφή

{f, g}q, p =
∑
j, k

[
∂f

∂qj

(
∂g

∂Qk

∂Qk
∂pj

− ∂g

∂Pk

∂Pk
∂pj

)
− ∂f

∂pj

(
∂g

∂Qk

∂Qk
∂qj

− ∂g

∂Pk

∂Pk
∂qj

)]
,

από την οποία καταλήγουμε σvτην παρακάτω έκφρασvη

{f, g}q, p =
∑
k

(
∂g

∂Qk
{f, Qk}q, p + ∂g

∂Pk
{f, Pk}q, p

)
. (1.47)

1.4.2. Αγκύλες Poisson του σvυσvτήματος

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, οι εξισvώσvεις κίνησvης (1.27) θα μπορούσvαν να
κατανοηθούν ως xαμιλτονιανό σvύσvτημα με Hamiltonian την

H = 1
2m

(
π2

1 + π2
2
)

+ U(x1, x2) (1.48)

και το οποίο για µ, ν = 1, 2, είναι εφοδιασvμένο με τις παρακάτω αγκύλες Poisson

{x1, x2} = 0, {π1, π2} = B, {xµ, πν} = δµν . (1.49)

Επομένως, χρησvιμοποιώντας τις παραπάνω αγκύλες θα πρέπει να καταλήξουμε σvτις
εξισvώσvεις κίνησvης. ΄Ετσvι έχουμε ότι

π̇1 = {π1, H} = ∂H

∂xi
{π1, xi}+ ∂H

∂πi
{π1, πi}

⇒ π̇1 = B

m
π2 −

∂U

∂x1

και

π̇2 = {π2, H} = ∂H

∂xi
{π2, xi}+ ∂H

∂πi
{π2, πi}
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⇒ .
π2 = −B

m
π1 −

∂U

∂x2
,

οι οποίες πράγματι είναι οι εξισvώσvεις κίνησvης (1.27), όπως αυτές εκφράσvτηκαν σvε
προηγούμενη παράγραφο.

1.5. Διατηρήσvιμες ποσvότητες

Θα προσvπαθήσvουμε σvτο σvημείο αυτό να γράψουμε τις εξισvώσvεις κίνησvης σvε

μορφή νόμου διατήρησvης. Η εξίσvωσvη κίνησvης (1.22) μπορεί να εκφρασvτεί ως

qB
.
y −m..

x = q
∂φ

∂x
⇒ d

dt

(
y − 1

ωc

.
x

)
= 1
B

∂φ

∂x
, (1.50)

καθώς επίσvης και η εξίσvωσvη κίνησvης (1.23)

qB
.
x+m

..
y = −q ∂φ

∂y
⇒ d

dt

(
x+ 1

ωc

.
y

)
= − 1

B

∂φ

∂y
. (1.51)

Η παραπάνω μορφή των εξισvώσvεων μας υποδεικνύει να ορίσvουμε τις εξής ποσvότητες

Ry := y −
.
x

ωc
, Rx := x+

.
y

ωc
. (1.52)

Αυτές οι ποσvότητες είναι χρήσvιμες για την περιγραφή της κίνησvης επειδή είναι

διατηρήσvιμες. Tο διάνυσvμα (Rx, Ry) λέγεται οδηγός κίνησvης(guiding center),
γιατί δίνει κατά κάποιον τρόπο τη μέσvο όρο θέσvη του φορτίου.
΄Ωσvτε τις εξισvώσvεις κίνησvης (1.50) και (1.51) μπορούμε αν θεωρήσvουμε όπως

και πριν, ομογενές ηλεκτρικό πεδίοE = Eî σvτο επίπεδο xy και ομογενές μαγνητικό

πεδίο B = Bk̂ κάθετο σvε αυτό, να τις γράψουμε ως

dRy
dt

= 1
B

∂φ

∂x
⇒ Ṙy = − 1

B
E (1.53)

και

dRx
dt

= − 1
B

∂φ

∂y
⇒ Ṙx = 0. (1.54)
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Οι λύσvεις αυτών των εξισvώσvεων βρίσvκονται εύκολα και είναι

Ry = − 1
B
Et+R i

y, Rx = R i
x, (1.55)

όπου R i
x, R

i
y είναι κάποιες σvταθερές που καθορίζονται από τις αρχικές σvυνθήκες

του προβλήματος και οι οποίες δίνουν τον οδηγό κίνησvης σvτην αρχική χρονική

σvτιγμή t = 0.
Στο σvημείο αυτό, αντίσvτοιχα με την παράγραφο (1.3.3) σvτην οποία γράψαμε

τις αγκύλες Poisson για το σvύσvτημα μας, θα κάνουμε το ίδιο, εισvάγοντας τώρα τις
σvυντεταγμένες του οδηγού κίνησvης όπως τις ορίσvαμε σvτην παραπάνω σvχέσvη (1.52).
Θεωρώντας τις σvυνήθεις ορμές π1, π2 και θέτοντας το q = 1, οι σvυντεταγμένες
αυτές παίρνουν την παρακάτω μορφή

R1 = x1 + π2

B
, R2 = x2 −

π1

B
. (1.56)

Επομένως η Hamiltonian (1.48) εισvάγοντας τις παραπάνω σvυντεταγμένες γράφεται

H = 1
2m

(
π2

1 + π2
2
)

+ U(R1 −
π2

B
, R2 + π1

B
) (1.57)

και το σvύσvτημα μας αποτελεί χαμιλτονιανό, όταν είναι εφοδιασvμένο με τις παρακάτω
αγκύλες Poisson

{π1, π2} = B, {R1, R2} = − 1
B
, {πµ, Rν} = 0. (1.58)

΄Ετσvι, οι εξισvώσvεις κίνησvης οι οποίες προκύπτουν είναι

π̇1 = {π1, H} = ∂H

∂Ri
{π1, Ri}+ ∂H

∂πi
{π1, πi} ⇒

.
π1 = B

m
π2 −

∂U

∂R1
,

(1.59)

π̇2 = {π2, H} = ∂H

∂Ri
{π2, Ri}+ ∂H

∂πi
{π2, πi} ⇒

.
π2 = −B

m
π1 −

∂U

∂R2
,

(1.60)
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Ṙ1 = {R1, H} = ∂H

∂Ri
{R1, Ri}+ ∂H

∂πi
{R1, πi} ⇒ Ṙ1 = − 1

B

∂U

∂R2

(1.61)

και

Ṙ2 = {R2, H} = ∂H

∂Ri
{R2, Ri}+ ∂H

∂πi
{R2, πi} ⇒ Ṙ2 = 1

B

∂U

∂R1
.

(1.62)

1.6. Παράρτημα 1 : Εξισvώσvεις Maxwell
Το ηλεκτρικό πεδίοE = E(r, t) και το μαγνητικό πεδίοB = B(r, t), ικανοποιούν

τις εξισvώσvεις Maxwell

∇×E = −∂B
∂t

,

∇ ·E = ρ

ε0
, (1.63)

∇×B = µ0

(
J + ε0

∂E

∂t

)
,

∇ ·B = 0,

όπου ρ η πυκνότητα φορτίου, ε0 η ηλεκτρική επιτρεπτότητα του κενού, µ0 η μαγν-
ητική διαπερατότητα του κενού και J η πυκνότητα του ρεύματος.
Μέσvα σvε ένα υλικό είναι δυνατόν να έχουμε ηλεκτρική πόλωσvη με πυκνότητα

ηλεκτρικής διπολικής ροπής P = P (r, t), είτε μαγνητική πόλωσvη με πυκνότητα
μαγνητικής διπολικής ροπής M = M(r, t) την οποία την αποκαλούμε και μαγ-
νήτισvη. Ορίζουμε δύο νέα πεδία, την ηλεκτρική μετατόπισvη

D(r, t) = ε0E(r, t) + P (r, t) (1.64)

και τη μαγνητική διέγερσvη

H(r, t) = 1
µ0
B(r, t)−M(r, t). (1.65)

Οι εξισvώσvεις Maxwell μέσvα σvε υλικά τα οποία παρουσvιάζουν είτε ηλεκτρική είτε
μαγνητική πόλωσvη, παίρνουν τη μορφή
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∇×E = −∂B
∂t

,

∇ ·D = ρf , (1.66)

∇×H − ∂D

∂t
= Jf ,

∇ ·B = 0.

Στην μορφή αυτή εμφανίζεται η ρf η οποία είναι η πυκνότητα ελεύθερου φορτίου
και η Jf η οποία είναι η πυκνότητα ελεύθερου ρεύματος.
Από τη μορφή της τελευταίας από τις εξισvώσvεις (1.66), θα μπορούσvαμε με

χρήσvη μιας διανυσvματικής σvυνάρτησvης A(r, t) να εκφράσvουμε το μαγνητικό πεδίο
ως

B = ∇×A, (1.67)

όπου τη σvυνάρτησvη A(r, t) την αποκαλούμε μαγνητικό διανυσvματικό δυναμικό.
΄Ετσvι, η πρώτη από τις εξισvώσvεις (1.66) γράφεται

∇×E + ∂

∂t
(∇×A) = 0

⇒ ∇×
(
E + ∂A

∂t

)
= 0.

Επομένως μπορούμε να ορίσvουμε τη σvυνάρτησvη ηλεκτρικού δυναμικού φ(r, t),
τέτοια ώσvτε το ηλεκτρικό πεδίο να δίνεται ως

E = −∇φ− ∂A

∂t
. (1.68)
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Κεφάλαιο 2

Mαγνητική δομή σvιδηρομαγνητικών υλικών

2.1. Εξίσvωσvη Landau-Lifshitz-Gilbert

΄Ενα σvιδηρομαγνητικό υλικό περιγράφεται από την πυκνότητα της μαγνητικής

ροπής ή αλλιώς μαγνήτισvηM . Το διάνυσvμα της μαγνήτισvηςM = (Mx,My,Mz)
είναι μια σvυνάρτησvη της θέσvης και του χρόνου και που επιπλέον το μήκος της μπορεί

να θεωρηθεί μια σvταθερά, για ένα ευρύ φάσvμα θερμοκρασvιών αρκετά χαμηλότερων
από εκείνων του σvημείου Curie :

M = M(r, t), M2 = M2
x +M2

y +M2
z = M2

s , (2.1)

όπου r = (x, y, z) είναι το διάνυσvμα της θέσvης, t η μεταβλητή του χρόνου και Ms

η σvταθερά η οποία ονομάζεται μαγνήτισvη κορεσvμού.
Οι σvτατικές όσvο και οι δυναμικές ιδιότητες της μαγνήτισvης, διέπονται από την

εξίσvωσvη Landau-Lifshitz-Gilbert (LLG)

∂M

∂t
+ γ(M × F ) = α

Ms
(M × ∂M

∂t
), (2.2)

με το F να είναι το ενεργό πεδίο και ο γυρομαγνητικός λόγος γ να δίνεται από
τον τύπο

γ = ge |e|
2me

, (2.3)

όπου ge είναι ο παράγοντας Landé, που σvτην περίπτωσvη μας ισvχύει ότι ge ∼ 2
και e, me το φορτίο και μάζα του ηλεκτρονίου αντίσvτοιχα . Η εξίσvωσvη (2.2) σvτο
δεύτερο μέλος της εμπεριέχει τον όρο Landau-Gilbert όπου η σvταθερά α είναι
αδιάσvτατη.
Για το ενεργό πεδίο ισvχύει ότι

F = Fe + F a + µ0Hb + FDM . (2.4)

Το Fe είναι το πεδίο ανταλλαγής
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Fe = 2A
M2
s

∇2M , (2.5)

όπου A η σvταθερά ανταλλαγής. Το Fa είναι το πεδίο ανισvοτροπίας

Fa = − 2K
M2
s

· (Mx,My, 0), (2.6)

το οποίο οδηγεί σvε μια ανισvοτροπία σvτον κάθετο σvτο επίπεδο xy άξονα z και που
K είναι η θετική σvταθερά της ανισvοτροπίας . ΤοHb είναι το εξωτερικό μαγνητικό

πεδίο για το οποίο ισvχύει

Hb = (0, 0, Hb), Hb = σταθ (2.7)

και που εφαρμόζεται και αυτό κατά μήκος του κάθετου άξονα σvτην επιφάνεια του

υλικού. Τέλος, το FDM είναι το πεδίο το οποίο ονομάζεται Dzyaloshinskii-Moriya
(DM)

FDM = − 2D
M2
s

(∇×M) , (2.8)

όπου D είναι η σvταθερά Dzyaloshinskii-Moriya.

2.2. Αδιασvτατοποίησvη της Landau-Lifshitz-Gilbert

Πληροφορίες για οποιοδήποτε σvιδηρομαγνητικό υλικό περιέχονται σvε διάφορες

παραμέτρους οι οποίες το χαρακτηρίζουν, όπως είναι και κάποιες ποσvότητες που
όρισvαμε και χρησvιμοποιήσvαμε σvτην παραπάνω παράγραφο. Εάν αυτές οι παραμέτροι
σvυνδυασvτούν με κάποιον κατάλληλο τρόπο ώσvτε να παράγουν ποσvότητες οι οποίες

να είναι αδιάσvτατες, τότε καθισvτούν ικανό να πάρουμε πληροφορίες και να εξά-
γουμε αποτελέσvματα τόσvο σvε μεγάλες όσvο και σvε μικρές κλίμακες. Τέτοιου είδους
ποσvότητες για την εξίσvωσvη (2.2) είναι

m = M

Ms
, με m2 = 1 (2.9)

και

r? = r

`D

, (2.10)

όπου
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`D = 2A
D

. (2.11)

΄Ετσvι, χρησvιμοποιώντας τις παραπάνω σvχέσvεις και ορίζοντας τις παρακάτω αδιάσv-
τατες ποσvότητες

κ = K

K0
, K0 = D2

4A (2.12)

και

hb = Hb

H0
, H0 = D2

2µ0MsA
, (2.13)

η εξίσvωσvη LLG (2.2) μπορεί να γραφεί ως εξής

Ms
∂m

∂t
+ γ

D2

2A

[
m×

(
∂2m

∂r?2 − κ · (mx,my, 0) + hb − 2
(

∂

∂r?
×m

))]

= αMs

(
m× ∂m

∂t

)
. (2.14)

Αν σvτο σvημείο αυτό θέσvουμε

t? = t

τ0
, τ0 = 2AMs

γD2 , (2.15)

καταλήγουμε σvτο ότι

∂m

∂t?
+ (m× f) = α(m× ∂m

∂t?
)

⇒ ṁ+ (m× f) = α(m× .
m), m2 = 1. (2.16)

Tο ενεργό πεδίο f δίνεται τώρα από

f = ∇2m− κ · (mx,my, 0) + hb − 2 (∇×m) , (2.17)
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όπου hb = (0, 0, hb) με hb = σταθ, είναι το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο.
Η (2.16) αποτελεί την αδιάσvτατη μορφή της LLG, η οποία επιλέγοντας την αδιάσv-
τατη σvταθερά α να ισvούται με 0 γίνεται

.
m+ (m× f) = 0, m2 = 1, (2.18)

με το f να δίνεται όπως και πριν από την (2.17) και την (2.18) να την αποκαλούμε
πλέον Landau-Lifshitz (LL) .

2.3. Ενέργεια του σvυσvτήματος

Στο σvημείο αυτό αφού πρώτα θεωρήσvουμε ότι για το διάνυσvμα της μαγνήτισvης

ισvχύει M = M(x, y) δηλαδή r = (x, y), πρέπει να αναφέρουμε ότι το σvυ-
ναρτησvοειδές της ενέργειας ενός κάθετα σvτο επίπεδο xy ανισvοτροπικού υλικού
τύπουDzyalosinskii-Moriya, υπό την επίδρασvη ενός εξωτερικού μαγνητικού πεδίου
Hb δίνεται από

E(M) = A

M2
s

�
(∂µM · ∂µM) dxdy + K

M2
s

� (
M2

1 +M2
2
)
dxdy

−µ0

�
(Hb ·M) dxdy + D

M2
s

�
[M · (∇×M)] dxdy. (2.19)

Προκειμένου να προχωρήσvουμε σvτην αδιασvτατοποίησvη του παραπάνω σvυναρτησvοει-

δούς της ενέγειας, θα πρέπει να ανακαλέσvουμε τις σvχέσvεις (2.9), (2.10) και (2.11)
οι οποίες χρησvιμοποιήθηκαν σvτην προηγούμενη παράγραφο. ΄Ετσvι, το σvυναρτησvοει-
δές το οποίο θα προκύψει θα είναι

E(m) = A

�
(∂µm · ∂µm) dx1dx2 + ` 2

DK

� (
m2

1 +m2
2
)
dx1dx2

−µ0Ms`
2
DHb

�
m dx1dx2 + `DD

�
[m · (∇×m)] dx1dx2.

(2.20)

Αν τώρα θέσvουμε

W = E

E0
, E0 = 2A, (2.21)
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σvτο αδιάσvτατο σvυναρτησvοειδές σvτο οποίο θα καταλήξουμε είναι το παρακάτω

W (m) = 1
2

�
(∂µm · ∂µm) dx1dx2 + κ

2

� (
m2

1 +m2
2
)
dx1dx2

+hb

�
(1−m3) dx1dx2 +

�
[m · (∇×m)] dx1dx2. (2.22)

Eίναι πολύ σvημαντικό να αναφέρουμε ότι ένα σvυντηρητικό σvυναρτησvοειδές
ενέργειας W = W (m) υπάρχει, όταν το ενεργό πεδίο προκύπτει από τη σvχέσvη η
οποία ισvχύει γενικά

f = −δW
δm

(2.23)

και που το σvύμβολο δ δηλώνει τη σvυνήθη μεταβολή ενός σvυναρτησvοειδούς. Την
παραπάνω σvχέσvη μπορούμε να τη γράψουμε τώρα λίγο διαφορετικά οπού χρησvι-

μοποιώντας την πυκνότητα ενέργειας w, καταλήγουμε σvτην παρακάτω έκφρασvη η
οποία είναι ισvοδύναμη

f =
∑
j

d

dxj

 ∂w

∂

(
∂m

∂xj

)
− ∂w

∂m
. (2.24)

Το σvυναρτησvοειδές της ενέργειας (2.22) θα μπορούσvαμε να το εκφράσvουμε ως

W = We +Wa +Wb +WDM ,

όπου παρατηρούμε την εμφάνισvη τεσvσvάρων όρων οι οποίοι απευθύνονται σvτην

ενέργεια του πεδίου ανταλλαγής, ανισvοτροπίας, εξωτερικού μαγνητικού πεδίου και
του πεδίου Dzyaloshinskii-Moriya αντίσvτοιχα. Για την ενέργεια του πεδίου αντα-
λαγής έχουμε

We =
�
we dx1dx2,

όπου για την πυκνότητα της ενέργειας we ισvχύει

we = 1
2 (∂µm · ∂µm) . (2.25)
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Αντίσvτοιχα, για την ενέργεια του πεδίου ανισvοτροπίας

Wa =
�
wa dx1dx2, wa = 1

2κ
(
m2

1 +m2
2
)
, (2.26)

για την ενέργεια του πεδίου πόλωσvης

Wb =
�
wb dx1dx2, wb = hb(1−m3) (2.27)

και για το πεδίο DM

WDM =
�
wDM dx1dx2, wDM = m · (∇×m) . (2.28)

΄Ετσvι, εύκολα μπορεί κάποιος χρησvιμοποιώντας τη σvχέσvη (2.24) να καταλήξει σvτο
ότι πράγματι, η ενέργεια της εξίσvωσvης (2.22) είναι αυτή η οποία επαληθεύει το
ενεργό πεδίο f της εξίσvωσvης (2.17), όπως αυτό προέκυψε σvτο τέλος της προ-
ηγούμενης παραγράφου.

2.4. Διαμορφώσvεις σvε σvιδηρομαγνητικό υλικό

2.4.1. Αριθμός Skyrme

Σε κάποιο σvιδηρομαγνητικό υλικό είναι δυνατόν να εμφανισvτούν διάφορες μαγν-

ητικές διαμορφώσvεις όπως είναι οι μαγνητικές φυσvαλλίδες και οι δίνες. Η διαμόρ-
φωσvη για μια μαγνητική φυσvαλλίδα δεν είναι τετριμμένη, ιδιαιτέρως για το δι-
αχωρισvτικό πεδίο που σvχηματίζεται μεταξύ της εσvωτερικής και της εξωτερικής πε-

ριοχής αυτής. Με σvκοπό την πιο σvυσvτηματική προσvέγγισvη για την περιγραφή των
πιθανών διαμορφώσvεων τέτοιων φυσvσvαλίδων, αρχίζουμε τονίζοντας ένα βασvικό
γεγονός, ότι δηλαδή το διάνυσvμα της μαγνήτισvης m βρίσvκεται πάντα μέσvα σvε μια
μοναδιαία σvφαίρα. Αυτός είναι ένας άλλος τρόπος για να πούμε ότι το διάνυσvμα
αυτό έχει σvταθερό μήκος το οποίο είναι ίσvο προς τη μονάδα όπως και φαίνεται σvτη

δεύτερη εκ των (2.18) εξισvώσvεων. Επιπλέον σvτο σvημείο αυτό πρέπει να τονίσvουμε
ακόμα ένα βασvικό χαρακτηρισvτικό το οποίο έχει να κάνει με τις σvυνοριακές σvυν-

θήκες των κάθετα ανισvοτροπικών υλικών. Για το διάνυσvμα της μαγνήτισvης m
τέτοιων υλικών ισvχύει ότι m (|r| → ∞) = (0, 0, 1), το οποίο ουσvιασvτικά σvημαίνει
ότι η μαγνήτισvη δείχνει σvτο βόρειο πόλο της σvφαίρας και για λύσvεις που έχουν
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να κάνουν με φυσvαλλίδες ισvχύει ότι m (r = 0) = (0, 0,−1), το οποίο σvημαίνει ότι
σvτο κέντρο της μαγνητικής φυσvαλλίδας η μαγνήτισvη δείχνει σvτο νότιο πόλο της

σvφαίρας. Επομένως είναι ξεκάθαρο από τα παραπάνω, ότι η μαγνήτισvηm καλύπτει
περιοχές της σvφαίρας σvτα ενδιάμεσvα σvημεία μεταξύ r = 0 και ∞.
Γενικά υπάρχουν διάφορες πιθανότητες για τη δημιουργία διαφορετικών δι-

αχωρισvτικών πεδίων μεταξύ της εσvωτερικής και της εξωτερικής περιοχής μαγν-

ητικών φυσvαλλίδων. Οι πιθανότητες αυτές έχουν να κάνουν με τον τροπό αλλά
και τον αριθμό των φορών που καλύπτεται ο ισvημερινός της μοναδιαίας αυτής σv-

φαίρας και οι οποίες μας οδηγούν σvτο να προσvδιορίσvουμε έναν τοπολογικό αριθμό

για όλες αυτές τις δομές σvτο διαχωρισvτικό αυτό πεδίο. Τον τοπολογικό αυτόν
αριθμό τον αποκαλούμε αριθμό Skyrme, το σvυμβολίζουμε με Q , παίρνει μόνο
ακέραιες τιμές Q = 0,±1,±2, ... και ορίζεται σvαν

Q = 1
4π

�
q dx1dx2, (2.29)

όπου

q = 1
2εµνm · (∂µm× ∂νm) , (2.30)

ονομάζεται τοπολογική πυκνότητα με µ, ν = 1, 2. Ανάλογα με την ακέραια τιμή
του αριθμού Skyrme Q , καταλαβαίνουμε τις πόσvες ακέραιες φορές καλύφθηκε η
μοναδιαία σvφαίρα. Το πρόσvημο του Q δηλώνει σvυμβατικά την αίσvθησvη της φοράς
της μαγνήτισvης.

2.4.2. ΄Υπαρξη σvτατικών μαγνητικών φυσvαλλίδων

Στο σvυγκεκριμένο σvημείο, ας θεωρήσvουμε προς το παρόν την απουσvία του
όρου του μαγνητικού πεδίου hb και του όρου Dzyaloshinskii-Moriya από το σvυ-
ναρτησvοειδές της ενέργειας W (m). ΄Ετσvι, η σvχέσvη (2.22) παίρνει τη μορφή

W = We +Wa

⇒W = 1
2

�
(∂µm · ∂µm) dx1dx2 + κ

2

� (
m2

1 +m2
2
)
dx1dx2. (2.31)

Σκοπός μας είναι να βρούμε σvτατικές λύσvεις της εξίσvωσvης Landau-Lifshitz (2.18),
δηλαδή λύσvεις οι οποίες να ικανοποιούν την εξίσvωσvη m× f = 0 με ενέργεια την
παραπάνω. Εκτός των τετριμμένωνm = (0, 0,±1) οι οποίες μας δίνουν ότι για την
ολική ενέργεια ισvχύει W = 0, δηλαδή μας οδηγούν σvε μια ομοιόμορφη κατάσvτασvη,
γνωρίζουμε ότι οι σvτατικές λύσvεις είναι τα σvτάσvιμα σvημεία του σvυναρτησvοειδούς
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της ενέργειας W = W (m) , υπό την προϋπόθεσvη όμως, ότι ο δεσvμός m2 = 1
λαμβάνεται υπόψη.
Τώρα, προκειμένου να πάρουμε πληροφορίες για τις σvτατικές λύσvεις τις οποίες

αναζητάμε, ας θεωρήσvουμε αρχικά ότι το διάνυσvμα της μαγνήτισvης m0(x1, x2)
αποτελεί σvτατική λύσvη. Υποθέτοντας την εισvαγωγή ενός παράγοντα λ και σvτις
δύο χωρικές σvυντεταγμένες της μαγνήτισvης m0, ας θεωρήσvουμε μια οικογένεια
απεικονίσvεων για τις οποίες να ισvχύει ότι

mλ(x1, x2) = m0(λx1, λx2), με λ = σταθ. (2.32)

΄Ετσvι, σvύμφωνα με τα παραπάνω και ορίζοντας τις μεταβλητές x′
1 = λx1, x

′
2 = λx2,

θα προσvπαθήσvουμε να γράψουμε το κάθε ολοκλήρωμα της ενέργειας (2.31) σvε
αυτό με λ = 1. Επομένως ο κάθε όρος της ενέργειας θα μπορούσvε να εκφρασvτεί
ξεχωρισvτά ως

We(λ) = 1
2

�
(∂µm0(λx1, λx2) · ∂µm0(λx1, λx2)) d2x

= 1
2

� (
∂′
µm0(x′

1, x
′
2) · ∂′

µm0(x′
1, x

′
2)
)
d2x′ = We(λ = 1),

(2.33)
και

Wa(λ) = κ

2

� (
[m1(λx1, λx2)]2 + [m2(λx1, λx2)]2

)
d2x

= 1
λ2
κ

2

� (
[m1(x′

1, x
′
2)]2 + [m2(x′

1, x
′
2)]2
)
d2x′ = 1

λ2Wa(λ = 1).

(2.34)

Επομένως για τη λύσvη με τη μικρότερη ενέργεια, το επιχείρημα του Derrick [4]
υποδεικνύει να γράψουμε τη σvυνθήκη προκειμένου η ενέργεια να είναι ελάχισvτη

για λ = 1. ΄Αρα θα πρέπει να ισvχύει ότι

d (W (mλ(x1, x2)))
dλ

= 0, σvτο σvημείο λ = 1. (2.35)

Δηλαδή
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dWe

dλ

∣∣∣∣∣
λ=1

+dWα

dλ

∣∣∣∣∣
λ=1

= 0

⇒Wa(λ = 1) = 0. (2.36)

Επομένως, ένα υλικό με ενέργεια την (2.31) σvύμφωνα με την υπόδειξη του Derrick,
δεν μπορεί να υποσvτηρίξει άλλες σvτατικές λύσvεις εκτός των τετριμμένων. Αν όμως
σvτο υλικό υπάρχει ο όρος DM, εφαρμόζοντας την ίδια μέθοδο και γράφοντας τον
όρο WDM σvε αυτόν με λ = 1, δηλαδή

WDM(λ) =
�

[m0(λx1, λx2) · (∇×m0(λx1, λx2))] d2x

= 1
λ

�
[m0(x′

1, x
′
2) · (∇′ ×m0(x′

1, x
′
2))] d2x′ = 1

λ
WDM (λ = 1),

αν χρησvιμοποιήσvουμε τη σvχέσvη (2.35), θα βρούμε ότι

2Wa(λ = 1) +WDM(λ = 1) = 0. (2.37)

Στη σvχέσvη που μόλις καταλήξαμε προκύπτει ο όροςWa που είναι η θετική ενέργεια

ανισvοτροπίας και ο όροςWDM που είναι η ενέργεια Dzyaloshinskii-Moriya, η οποία
θα μπορούσvε να είναι είτε θετική είτε αρνητική. Επομένως, ένα μοντέλο σvιδηρο-
μαγνητικού υλικού με ενέργεια W = We + Wa + WDM , δεν αποκλείεται να έχει
σvτατικές λύσvεις εκτός των τετριμμένων.

2.4.3. Στατικές μαγνητικές φυσvαλλίδες

΄Εχοντας υπόψη τη δομή μιας σvτατικής μαγνητικής φυσvαλλίδας, δηλαδή πιο
σvυγκεκριμένα την αξονικά σvυμμετρική δομή του διαχωρισvτικού πεδίου μεταξύ της

εσvωτερικής και της εξωτερικής της περιοχής, αφού πρώτα είναι καταλληλότερο
να χρησvιμοποιήσvουμε κυλινδρικές σvυντεταγμένες για τις σvυνισvτώσvες της θέσvης,
δηλαδή να τις γράψουμε σvτην εξής μορφή

x1 = ρ cosφ, x2 = ρ sinφ και x3 = z, (2.38)

μπορούμε να περιγράψουμε αυτού του είδους τις διαμορφώσvεις για το διάνυσvμα της

μαγνήτισvης m = (m1,m2,m3), με την παρακάτω γενική έκφρασvη

m1 + im2 = [mρ(ρ) + imφ(ρ)] ei(φ+π
2 ), m3 = mz(ρ). (2.39)

Η οποία είναι ακριβώς η ίδια με το να γράψουμε
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m1 = mρ sinφ+mφ cosφ,

m2 = mφ sinφ−mρ cosφ, (2.40)

m3 = mz(ρ),

όπου mρ η ακτινική, mφ η αζιμουθιακή και mz η κατά μήκος σvυνισvτώσvα της

μαγνήτισvης και για την οποία σvυνεχίζει να ισvχύει ο δεσvμός

m2
ρ +m2

φ +m2
z = 1. (2.41)

Είναι επίσvης πάρα πολύ σvημαντικό το να μπορέσvουμε να καταλήξουμε σvε ένα γενικό

τύπο για τον αριθμό Skyrme των μαγνητικών φυσvαλλίδων οι οποίες χαρακτηρί-
ζονται από την παραπάνω δομή. Για να γίνει αυτό πρέπει πρώτα να εκφράσvουμε
την τοπολογική πυκνότητα ως

q = (∂2m× ∂1m) ·m = 1
ρ

(∂φm× ∂ρm) ·m.

Επομένως για την αξονικά σvυμμετρική δομή της μορφής (2.40) αυτή γίνεται

q = 1
ρ

[(m1∂φm2 −m2∂φm1) ∂ρm3 + (∂φm1∂ρm2 − ∂φm2∂ρm2)m3] .

΄Ομως

m1∂φm2 −m2∂φm1 = (mρ sinφ+mφ cosφ)2 + (mφ sinφ−mρ cosφ)2

= m2
ρ +m2

φ

και

∂φm1∂ρm2 − ∂φm2∂ρm2 = − (mρ∂ρmρ +mφ∂φmφ) = mz∂ρmz.

΄Αρα

q = 1
ρ

((
m2
ρ +m2

φ

)
∂ρmz +m2

z∂ρmz

)
= 1
ρ

∂mz

∂ρ

και τελικά έχουμε

Q = 1
4π

� ∞

0

1
ρ

∂mz

∂ρ
2πρ dρ = 1

2 [mz(ρ→∞)−mz(ρ = 0)] . (2.42)
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΄Ετσvι, εάν η παραπάνω εξίσvωσvη λυθεί για σvυνοριακές σvυνθήκες mz(ρ = 0) = −1
και mz(ρ → ∞) = 1, μας οδηγεί σvε μια σvτατική μαγνητική φυσvαλλίδα με αριθμό
Skyrme Q = 1.
Γενικά άλλες αξονικά σvυμμετρικές σvτατικές μαγνητικές φυσvαλλίδες μπορούν να

βρεθούν, εάν θεωρήσvουμε πολλαπλές περισvτροφές του διανύσvματος της μαγνήτισvης
m(r) καθώς κινούμασvτε ακτινικά από το κέντρο αυτών. Για να γίνει αυτό θα ήταν
πιο βολικό να περιγράψουμε το διάνυσvμα της μαγνήτισvης m με τη χρήσvη των

γωνιών Θ και Φ, δηλαδή

m1 = sin Θ cos Φ, m2 = sin Θ sin Φ, m3 = cos Θ. (2.43)

Εάν σvτην σvυνέχεια θεωρήσvουμε ότι

Θ = Θ(ρ), Φ = φ+ Φ0(ρ), (2.44)

όπου (ρ, φ) οι πολικές σvυντεταγμένες και επιλέξουμε Φ0(ρ) = π/2, η ενέργεια
(2.31) με την προσvθήκη του όρου WDM γράφεται ως

W = 1
2

� [
(∂ρΘ(ρ))2 + sin2 Θ(ρ)

ρ2

]
2πρ dρ+ κ

2

�
sin2 Θ(ρ) 2πρ dρ

−
� [

∂ρΘ(ρ) + cos Θ(ρ) sin Θ(ρ)
ρ

]
2πρ dρ.

Επομένως για τα σvτάσvιμα σvημεία της, θα πρέπει να ισvχύει ότι

δW

δΘ(ρ) = 0,

δηλαδή

d2Θ(ρ)
dρ2 + 1

ρ

dΘ(ρ)
dρ

−
(
κ+ 1

ρ2

)
cos Θ(ρ) sin Θ(ρ) + 2

ρ
sin2 Θ(ρ) = 0. (2.45)

Επομένως αξονικά σvυμμετρικές φυσvαλλίδες θεωρώντας πολλαπλές περισvτροφές

της μαγνήτισvης βρίσvκονται, όταν λύσvουμε την εξίσvωσvη (2.45) με σvυνοριακές σvυν-
θήκες θ(ρ = 0) = kπ και θ(ρ → ∞) = 0 με k = 1, 2, 3, ..., N , όπου για k = 1
καταλήγουμε σvτη θεμελιώδη σvτατική μαγνητική φυσvαλλίδα Q = 1 για την οποία
κάναμε λόγο προηγουμένως.

45



Η σvτατική και αξονικά σvυμμετρική μαγνητική φυσvαλλίδα με αριμό Skyrme
Q = 1 για διαφορετικές επιλογές της σvταθεράς ανισvοτροπίας κ = 3, 2.9, 2.8,
εκπροσvωπείται μέσvω της προβολής (m1,m2) του διανύσvματος της μαγνήτισvης m,
από τις παρακάτω εικόνες (Εικόνα 2.1, 2.2, 2.3) αντίσvτοιχα. ΄Ετσvι μπορεί κάποιος
να καταλήξει σvτο σvυμπέρασvμα, ότι καθώς η σvταθερά κ μικραίνει, η μαγνητική φυσ-
vαλλίδα μεγαλώνει. Δηλαδή ο όρος της ανισvοτροπίας σvτην ενέργεια ευνοεί την τιμή
της μαγνητισvης m = (0, 0,±1), δηλαδή την κάθετη σvτο σvιδηρομαγνητικό υλικό.

Εικόνα 2.1: Η προβολή (m1, m2) του διανύσvματος της μαγνήτισvης m μιας σvτατικής και αξονικά
σvυμμετρικής μαγνητικής φυσvαλλίδας Q = 1, με σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 3.

Εικόνα 2.2: Η προβολή (m1, m2) του διανύσvματος της μαγνήτισvης m μιας σvτατικής και αξονικά
σvυμμετρικής μαγνητικής φυσvαλλίδας Q = 1, με σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 2.9.
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Εικόνα 2.3: Η προβολή (m1, m2) του διανύσvματος της μαγνήτισvης m μιας σvτατικής και αξονικά
σvυμμετρικής μαγνητικής φυσvαλλίδας Q = 1, με σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 2.8.

2.5. Δυναμική μαγνητικών φυσvαλλίδων

2.5.1. Νόμοι διατήρησvης

Μελετώντας ένα σvύσvτημα από εξισvώσvεις δε σvημαίνει απαραίτητα ότι μπορούμε

να βρούμε και τις λύσvεις του. ΄Ενα πολύ χρήσvιμο εργαλείο για την ποιοτική και
κάποιες φορές για την ποσvοτική μελέτη σvυσvτημάτων είναι οι νόμοι διατήρησvης, οι
οποίοι είναι σvχέσvεις που μας οδηγούν σvε κάποιες ποσvότητες που διατηρούνται από

τις εξισvώσvεις της κίνησvης. Εννοείται ότι όλες οι λύσvεις των εξισvώσvεων πρέπει να
ικανοποιούν αυτές τις σvχέσvεις.
Αρχικά θα μελετήσvουμε τη διατηρητική εξίσvωσvη Landau-Lifshitz (LL) σvε δύο

διασvτάσvεις και θα θεωρήσvουμε ότι το ενεργό πεδίο f περιέχει τους όρους της
ανισvοτροπίας, ανταλλαγής καθώς επίσvης και ένα πιθανό εξωτερικό πεδίο hb, δηλαδή

∂m

∂t?
= − (m× f) , f = ∇2m+ κ · (0, 0, m3) + hb. (2.46)

Καθώς η παραπάνω εξίσvωσvη παρουσvιάζει μια ανισvοτροπία σvτην τρίτη κατεύθυνσvη

του χώρου της μαγνήτισvης, θα ήταν σvκόπιμο να προσvπαθήσvουμε να μελετήσvουμε
τη σvυγκεκριμένη κατεύθυνσvη. ΄Ετσvι γίνεται κατανοητός ο λόγος για τον οποίο θα
εξετάσvουμε το παρακάτω ολοκλήρωμα το οποίο εκφράζει την ολική μαγνήτισvη για

την τρίτη σvυνισvτώσvα του διανύσvματος m

µ =
�
m3 d

2x. (2.47)
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Με σvκοπό να φτάσvουμε σvε μια διατηρήσvιμη ποσvότητα που να έχει σvχέσvη με τη μαγ-

νήτισvη, θα μπορούσvαμε να πάρουμε τη χρονική παράγωγο της ολικής μαγνήτισvης
για την οποία ισvχύει

µ̇ =
�
ṁ3 d

2x = −
�

(m× f)3 d
2x = −

�
(m× ∂µ∂µm+m× hb)3 d

2x

= −
�
∂µ (m× ∂µm)3 d

2x−
�

(m× hb)3 d
2x.

Ο πρώτος όρος της δεξιάς μεριάς της παραπάνω εξίσvωσvης είναι σvε μορφή ολικής

χωρικής παραγώγου. Επομένως αν εφαρμόσvουμε το Θεώρημα Απόκλισvης για το
ολοκλήρωμα αυτό, θα μεταφερθούμε από ολόκληρο το επίπεδο σvτο επικαμπύλιο
ολοκλήρωμα του σvυνόρου του χώρου του οποίου ολοκληρώνουμε, δηλαδή

� �
S

∂µ (m× ∂µm)3 d
2x =

�
∂S

(m× ∂µm)3 d`,

όπου S είναι η επιφάνεια ολοκλήρωσvης και ∂S η σvυνοριακή καμπύλη. Στην
περίπτωσvη μας την οποία ολοκληρώνουμε σvτο άπειρο επίπεδο θα μπορούσvαμε να

πάρουμε το σvύνορο σvτο άπειρο. Εάν υποθέσvουμε ότι η παραπάνω ολοκληρωτέα
ποσvότητα σvτο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα φθήνει αρκέτα γρήγορα καθώς πηγαίνουμε

σvτο χωρικό άπειρο, τότε τα ολοκλήρωμα αυτό είναι ίσvο με το μηδέν.
Ας θεωρήσvουμε τώρα ότι

hb = (h1, h2, h3) ,

έτσvι, για τη χρονική παράγωγο της ολικής μαγνήτισvης καταλήγουμε σvτην παρακάτω
έκφρασvη

µ̇ = −
�

(m1h2 −m2h1) d2x. (2.48)

Μία ενδιαφέρουσvα περίπτωσvη είναι όταν δεν έχουμε καθόλου την επίδρασvη

κάποιου εξωτερικού πεδίου ή όταν το εξωτερικό πεδίο είναι της μορφής hb =
(0, 0, h), το οποίο μας οδήγεί σvτο να έχουμε το νόμο διατήρησvης µ̇ = 0 ⇒ µ =
σταθ. Δηλαδή αυτό σvημαίνει ότι σvτην απουσvία εξωτερικού πεδίου ή όταν το πεδίο
είναι της παραπάνω μορφής, η ολική μαγνήτισvη πρέπει να διατηρείται για όλες τις εξ-
ισvώσvεις της κίνησvης. Θα μπορούσvαμε για παράδειγμα να θεωρήσvουμε μια μαγνητική
φυσvαλλίδα η οποία σvτην αρχή θα κινηθεί λόγω της εφαρμογής ενός εξωτερικού
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πεδίου και το οποίο σvτη σvυνέχεια θα σvταματήσvει να εφαρμόζεται. Η φυσvσvαλίδα
αυτή είναι πολύ πιθανό να παρουσvιάσvει κάποιες ταλαντώσvεις, αλλά αυτές θα είναι
τέτοιες ώσvτε η ολική μαγνήτισvη της να παραμένει σvταθερή. Σίγουρα, εάν υπάρχει
και ο όρος της απόσvβεσvης (Landau-Gilbert) οι ταλαντώσvεις θα αρχίζουν να εξασv-
θενούν και τελικά θα σvταματήσvουν, την ίδια σvτιγμή που η ολική μαγνήτισvη µ θα
αλλάξει και θα σvυγκλίνει σvτην τιμή για τη σvτατική πλέον μαγνητική φυσvαλλίδα.
Για μια μαγνητική φυσvαλλίδα η ολική μαγνήτισvη της έτσvι όπως την ορίσvαμε σvτην

(2.47) θα μπορούσvε να είναι άπειρη. Επομένως θα ήταν πιο χρήσvιμο προκειμένου
να αποφευχθεί αυτή η περίπτωσvη να την ορίσvουμε ως

µ =
�

(1−m3) d2x, (2.49)

όπου m3 = 1, είναι η μαγνήτισvη σvτο χωρικό άπειρο δηλαδή πολύ μακριά από
την φυσvαλλίδα. Αυτή η ποσvότητα είναι πεπερασvμένη και πράγματι διατηρείται.
Αν όμως σvτο ενεργό πεδίο μας υπάρχει ο όρος Dzyaloshinskii-Moriya fDM =
−2 (∇×m) , δεν ισvχύει κάτι τέτοιο και η ολική μαγνήτισvη παύει πλέον να αποτελεί
μια διατηρήσvιμη ποσvότητα για το σvύσvτημα μας.
Μία πολύ βασvική σvχέσvη [12] για τη δυναμική της τοπολογικής πυκνότητας q

και των άλλων ποσvοτήτων που ορίζονται μέσvω αυτής είναι

q̇ = −εµν (∂µf · ∂νm) = −εµν∂µ (f · ∂νm) = εµν∂µ∂λσνλ, (2.50)

όπου

∂µσνµ = −f · ∂νm. (2.51)

Τώρα μπορούμε να υπολογίσvουμε τη χρονική παράγωγο του αριθμού Skyrme

Q̇ = 1
4π

�
q̇ d2x = − 1

4π

�
εµν∂µ (f · ∂νm) d2x. (2.52)

Χρησvιμοποιώντας όπως και προηγουμένως το Θεώρημα Απόκλισvης, το ολοκλήρ-
ωμα αυτό δίνει ένα επικαμπύλιο ολοκλήρωμα σvτο χωρικό άπειρο. Κάνοντας αντίσv-
τοιχα με πριν την εύλογη υπόθεσvη, ότι δηλαδή η ποσvότητα που βρίσvκεται μέσvα σvτο
ολοκλήρωμα φθήνει αρκετά γρήγορα σvτο χωρικό άπειρο, το ολοκλήρωμα κάνει
μηδέν και από το οποίο καταλήγουμε ότι ο αριθμός Skyrme είναι και αυτός μια
διατηρήσvιμη ποσvότητα. ΄Ετσvι δώσvαμε μια απόδειξη για ένα αποτέλεσvμα που σvε
προηγούμενη παράγραφο βασvίσvτηκε σvε τοπολογικά επιχειρήματα.
Κάποιες επιπλέον πολύ χρήσvιμες ποσvότητες για την περιγραφή της κίνησvης μιας

μαγνητικής φυσvαλλίδας είναι οι παρακάτω

Iµ =
�
xµq d

2x, µ = 1, 2. (2.53)
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Η χρονική παράγωγος των παραπάνω ποσvοτήτων, χρησvιμοποιώντας ξανά τη σvχέσvη
(2.50) και χωρίς σvτο ενεργό πεδίο να υπάρχει ο όρος του εξωτερικού μαγνητικού
πεδίου hb, γράφεται

İµ =
�
xµq̇ d

2x = −ελν
�
xµ∂λ (f · ∂νm) d2x = εµν

�
(f · ∂νm) d2x

= εµν

� [(
∇2m+ κm3ê3

)
· ∂νm

]
d2x.

΄Αρα, χρησvιμοποιώντας ότι

∇2m · ∂νm = ∂k∂km · ∂νm = ∂k (∂km · ∂νm)− 1
2∂ν (∂km · ∂km)

= ∂k

[
(∂km · ∂νm)− δνk

(
1
2∂λm · ∂λm

)]
και

m3ê3 · ∂νm = m3∂νm3 = 1
2∂ν

(
m2

3
)
,

θα έχουμε εκφράσvει την ολοκληρωτέα ποσvότητα που προέκυψε για τη χρονική

παράγωγο των ποσvοτήτων Iµ σvε μορφή ολικής χωρικής παραγώγου. ΄Ετσvι, αν
χρησvιμοποιηθεί για άλλη μια φορά το Θεώρημα Απόκλισvης θα μεταφερθούμε από

την επιφάνεια του υλικού σvτο σvύνορο του σvτο χωρικό άπειρο, όπου όπως και πριν,
θεωρούμε ότι εκεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα δίνει αποτέλεσvμα ίσvο με το μηδέν

και επομένως οι παραπάνω ποσvότητες είναι διατηρήσvιμες.
Εαν τώρα σvτο ενεργό πεδίο f υπάρχει ο όρος Dzyaloshinskii-Moriya fDM =

−2 (∇×m) , ο τανυσvτής σνµ με σvυνισvτώσvες [13] τις

σ11 = 1
2 (∂2m · ∂2m− ∂1m · ∂1m)− κ

2m
2
3 + (m1∂2m3 −m3∂2m1),

σ12 = −∂1m · ∂2m+ (m3∂1m1 −m1∂1m3),
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σ21 = −∂1m · ∂2m+ (m2∂2m3 −m3∂2m2),

σ22 = 1
2 (∂1m · ∂1m− ∂2m · ∂2m)− κ

2m
2
3 + (m3∂1m2 −m2∂1m3),

μας επιτρέπει να εκφράσvουμε την ολοκληρωτέα ποσvότητα που προκύπτει σvτη χρονική

παράγωγο των ποσvοτήτων Iµ, σvε μορφή ολικής χωρικής παραγώγου. Πράγματι

− (∂1σ11 + ∂2σ12)

= ∂1m (∂1∂1m+ ∂2∂2m) + κm3ê3 · ∂1m− 2 (∇×m) · ∂1m = f · ∂1m

και

− (∂1σ21 + ∂2σ22)

= ∂2m (∂1∂1m+ ∂2∂2m) + κm3ê3 · ∂2m− 2 (∇×m) · ∂2m = f · ∂2m.

΄Ετσvι αποδείξαμε ότι οι ποσvότητες αυτές είναι διατηρήσvιμες και σvε αυτήν την

περίπτωσvη.
Για την εξήγησvη των αποτελεσvμάτων θα πρέπει πρώτα να τονίσvουμε ότι η

τοπολογική πυκνότητα q, παίρνει σvημαντικές τιμές σvτην περιοχή του κέντρου της
μαγνητικής φυσvσvαλίδας. Αυτό οδηγεί ξεκάθαρα σvτο ότι οι ποσvότητες Iµ οι οποίες
δίνουν τη μέσvη θέσvη της τοπολογικής πυκνότητας, αποτελούν ένα σvημαντικό σv-
τοιχείο για τον προσvδιορισvμό της θέσvης της φυσvαλλίδας. Ειδικότερα, η θέσvη δίνε-
ται από τις ποσvότητες Iµ κανονικοποιημένες σvτην ολική τοπολογική πυκνότητα,
ορίζοντας έτσvι τον οδηγό κίνησvης R = (R1, R2) για τον οποίο ισvχύει

R1 = I1

4πQ =
�
x1 q d

2x�
q d2x

, R2 = I2

4πQ =
�
x2 q d

2x�
q d2x

(2.54)

και ο οποίος προέκυψε από την ανάγκη να ορίσvουμε τη θέσvη της μαγνητικής φυσ-

vαλλίδας για Q 6= 0, προκειμένου να μελετήσvουμε μια πιθανή κίνησvη αυτής.
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2.5.2. Κίνησvη μαγνητικών φυσvαλλίδων

Με σvκοπό τη μελέτη της δυναμικής των μαγνητικών φυσvαλλίδων, θεωρούμε
την επίδρασvη ενός εξωτερικού μαγνητικού πεδίου hb = hb(x1, x2, t) = (0, 0, hb).
Το ζήτημα τώρα είναι να προβλέψουμε τη σvυμπεριφορά των φυσvαλλίδων όταν το

εξωτερικό αυτό πεδίο εφαρμοσvτεί. Από τη σvτιγμή που γίνει κάτι τέτοιο, ο αριθμός
Skyrme θα σvυνεχίσvει να διατηρείται αλλά δε θα γίνει το ίδιο και με τις ποσvότητες
Iµ της σvχέσvης (2.52), για τις οποίες θα ισvχύει πλέον ότι

İµ = εµν

�
hbê3 · ∂νm d2x = εµν

�
hb∂νm3 d

2x

= εµν

�
hb∂ν(m3 − 1) d2x = −εµν

�
hb∂ν(1−m3) d2x. (2.55)

Στο σvημείο αυτό ας θεωρήσvουμε μια αρχικά σvτατική μαγνητική φυσvαλλίδα με

Q = 1 και κ = 3 σvαν αυτήν την οποία μπορούμε να δούμε σvτην (Εικόνα 2.1). Στη
σvυνέχεια εφαρμόζουμε ένα εξωτερικό μαγνητικό πεδίο τέτοιο ώσvτε

hb = (0, 0, gx1), (2.56)

δηλαδή hb = gx1. Η ταχύτητα τώρα του οδηγού κίνησvης προκύπτει από την εισ-
vαγωγή της εξίσvωσvης (2.56) σvτην εξίσvωσvη (2.55). Πραγματοποιώντας σvτη σvυνέχεια
μια ολοκλήρωσvη κατά παράγοντες έχουμε ότι

Ṙ1 = 0, Ṙ2 = − 1
4πQ

�
∂1hb(1−m3) d2x, (2.57)

δηλαδή

Ṙ1 = 0, Ṙ2 = − gµ

4πQ, (2.58)

οπού µ =
�

(1−m3)d2x είναι η ολική μαγνήτισvη όπως την ορίσvαμε σvτην παραπάνω
εξίσvωσvη (2.49).
Κάποιος θα μπορούσvε να εφεύρει και άλλες ποσvότητες για να περιγράψει τη

θέσvη και την κίνησvη της φυσvαλλίδας, των οποίων η χρησvιμότητα έχει να κάνει με
τη σvύνδεσvη αυτών σvτις πραγματικές μετρήσvεις. ΄Ενα εύλογο μέτρο της θέσvης της
τρίτης σvυνισvτώσvας της μαγνήτισvης m δίνεται από τις παρακάτω ποσvότητες
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X1 =
�
x1(1−m3) d2x�
(1−m3) d2x

, X2 =
�
x2(1−m3) d2x�
(1−m3) d2x

. (2.59)

Στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 2.4), παρατηρούμε την αρχική θέσvη της σv-
τατικής μαγνητικής φυσvαλλίδας με Q = 1 και κ = 3, εκφρασvμένης μέσvω της
τρίτης σvυνισvτώσvας m3 του διανύσvματος της μαγνήτισvης m. Mετά από την εφαρ-
μογή ενός εξωτερικού μαγνητικού πεδίου της μορφής (2.56), η θέσvη της φυσ-
vαλλίδας λίγο πριν αυτό σvταματήσvει να εφαρμόζεται δίνεται από την Εικόνα 2.5.
Στην Εικόνα 2.6 παρατηρούμε την τροχιά που διέγραψε η ίδια μαγνητική φυσvαλ-
λίδα από την αρχική της θέσvη, μέχρι να φτάσvει σvτο σvημείο που φαίνεται από την
Εικόνα 2.5. Ο οδηγός κίνησvης (2.58), ο οποίος αντιπροσvωπεύεται από τη μαύρη
γραμμή, διαδίδεται κάθετα σvτην κατεύθυνσvη του εφαρμοζόμενου πεδίου. Η τροχιά
για το διάνυσvμα της θέσvης (X1, X2) είναι κυκλοειδής και αντιπροσvωπεύεται από
την κόκκινη γραμμή. Από τη σvτιγμή που το εφαρμοζόμενο πεδίο σvταματήσvει, ο
οδηγός κίνησvης παύει να κινείται περαιτέρω και η φυσvαλλίδα θέτει τον εαυτό της

σvε μια περισvτροφική κίνησvη γύρω από το σvταθερό πλέον οδηγό κίνησvης. Η θέσvη
(X1, X2) πριν το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο σvταματήσvει, ακολουθεί τον οδηγό
κίνησvης R = (R1, R2) πραγματοποιώντας ταυτόχρονα κάποιες ταλαντώσvεις. Δεν
υπάρχει καμία αμφιβολία ότι αυτή η κίνησvη, είναι ακριβώς αντίσvτοιχη με την κίνησvη
του ηλεκτρονίου την οποία μελετήσvαμε σvτο Κεφάλαιο 1 και το οποίο κινούταν
υπό την επίδρασvη ηλεκτρικού E = Eι̂ και μαγνητικού B = Bk̂ πεδίου, πραγ-
ματοποιώντας και αυτό μια κυκλοειδή κίνησvη, κάθετη σvτον άξονα εφαρμογής του
ηλεκτρικού αυτού πεδίου.

Εικόνα 2.4: Η τρίτη σvυνισvτώσvα m3 του διανύσvματος της μαγνήτισvης m της μαγνητικής φυσvαλ-
λίδας με Q = 1 και σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 3 σvτην αρχική της θέσvη (Εικόνα 2.1).
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Εικόνα 2.5: Η τρίτη σvυνισvτώσvα m3 του διανύσvματος της μαγνήτισvηςm της μαγνητικής φυσvαλλί-
δας με Q = 1 και σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 3, λίγο πριν σvταματήσvει η εφαρμογή ενός εξωτερικού
μαγνητικού πεδίου hb = (0, 0, hb) με hb = gx1, το οποίο ήταν υπεύθυνο για την μετακίνησvη
αυτής από την αρχική της θέσvη (Εικόνα 2.4).

Εικόνα 2.6: H τροχιά που διέγραψε η μαγνητική φυσvαλλίδα Q = 1 με κ = 3 από την αρχική
της θέσvη μέχρι λίγο πριν απενεργοποιηθεί το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο hb = (0, 0, gx1). Mε
τη μαύρη γραμμή αντιπροσvωπεύεται ο οδηγός κίνησvης R = (R1, R2) και με την κόκκινη γραμμή
η τροχιά του διανύσvματος (X1, X2) . Από τη σvτιγμή που το hb απενεργοποιηθεί, η μανγητική
φυσvαλλίδα θέτει τον εαυτό της σvε μια περισvτροφική κίνησvη γύρω από τον οδηγό κίνησvης της ο

οποίος σvταματάει να κινείται.
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2.5.3. Αγκύλες Poisson

΄Εσvτω τώρα ότι η Hamiltonian του σvυσvτήματος μας είναι το σvυναρτησvοειδές
της ενέργειας W = W (m) όπως αυτό δίνεται από την εξίσvωσvη (2.22). Τότε
το σvύσvτημα μας αποτελεί χαμιλτονιανό, αν είναι επιπλέον εφοδιασvμένο με την
παρακάτω αγκύλη Poisson

{mi(x), mj(x′)} = εijkmk(x)δ(x− x′). (2.60)

΄Ετσvι, η εξίσvωσvη Hamiton δίνεται από

∂m

∂t
+ {m,W} = 0⇒ ∂m

∂t
+ δW

δmi
{mj , mi} = 0

⇒ ∂m

∂t
+ εkij

[
mk

(
− δW
δmi

)
êj

]
= 0

⇒ ∂m

∂t
= − (m× f) (2.61)

και η οποία πράγματι σvυμπίπτει με τη γενική μορφή της εξίσvωσvης Landau-Lifshitz
(2.18), όπου το ενεργό πεδίο f δίνεται από την εξίσvωσvη (2.17).
Μια πολύ χρήσvιμη αγκύλη Poisson που πρέπει να αναφέρουμε και η οποία

έχει να κάνει με τις σvυνισvτώσvες του οδηγού κίνησvης της μαγνητικής φυσvαλλίδας

R = (R1, R2) , ο οποίος ορίσvτηκε σvτη σvχέσvη (2.54) της παραγράφου σvτην οποία
κάναμε λόγο για τις διατηρήσvιμες ποσvότητες του σvυσvτήματος, είναι η παρακάτω

{R1, R2} = 1
4πQ , (2.62)

όπου Q ο διατηρήσvιμος αριθμός Skyrme του σvυσvτήματος και για τον οποίο ισvχύει
σvτην περίπτωσvη μας ότι Q = 1.
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2.6. Παράρτημα 2 : Το ισvοτροπικό μοντέλο

2.6.1. Στατική Landau-Lifshitz

Ας θυμηθούμε σvτο σvημείο αυτό ότι για το διάνυσvμα της μαγνήτισvης ισvχύει

m ·m = 1⇒m2 = 1. Δηλαδή αν έχουμε ότιm(x, t) = {ma(x, t); a = 1, 2, 3} ,
θα μπορούσvαμε να εκφράσvουμε το σvυγκεκριμένο δεσvμό ως

∑
a

m2
a(x, t) = m ·m = 1. (2.63)

Επομένως αν θεωρήσvουμε σvαν πυκνότητα της Lagrangian την

L = 1
2
∑
µ

∑
a

(∂µma) (∂µma) = 1
2 (∂µm) · (∂µm) (2.64)

και με το δεσvμό (2.63) ο οποίος ισvχύει να επιβάλλεται μέσvω ενός πολλαπλασvιασvτή
Lagrange λ(x, t), μπορούμε να γράψουμε το παρακάτω σvυναρτησvοειδές

S(m) =
�
d2x

�
dt

1
2 [(∂µm · ∂µm) + λ(x, t)(m ·m− 1)] . (2.65)

Αν τώρα εφαρμόσvουμε την εξίσvωσvη Euler-Lagrange

2∑
i=1

d

dxi

 ∂S

∂

(
∂m

∂xi

)
− ∂S

∂m
= 0,

όπου S είναι η πυκνότητα του σvυναρτησvοειδούς (2.65), η εξίσvωσvη σvτην οποία θα
καταλήξουμε είναι η

∂µ∂µm+ λm = 0⇒
(
∇2 + λ

)
m = 0. (2.66)

΄Ομως, χρησvιμοποιώντας αυτό το αποτέλεσvμα και το δεσvμό (2.63), μπορούμε να
εξαλείψουμε τον πολλαπλασvιασvτή Lagrange λ(x, t)

λ(x, t) = λ(x, t)(m ·m) = −m · ∇2m. (2.67)
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΄Ετσvι, αν εισvάγουμε σvτη σvχέσvη (2.66) το αποτέλεσvμα της (2.67), θα προκύψει ότι

∇2m−
(
m · ∇2m

)
m = 0. (2.68)

΄Ομως, η (2.68) είναι ακριβώς η ίδια εξίσvωσvη με την

m×
(
m×∇2m

)
= 0, (2.69)

η οποία ισvχύει μόνο όταν

m× f = 0, με f = ∇2m. (2.70)

Τελικά, η εξίσvωσvη (2.70) είναι αυτή που πρέπει να ικανοποιείται, προκειμένου να
βρούμε σvτατικές λύσvεις για κάποιο σvιδηρομαγνητικό υλικό με ενέργεια την

W (m) = 1
2

�
(∂µm · ∂µm) d2x. (2.71)

2.6.2. Ελαχισvτοποίησvη της ενέργειας

΄Εσvτω τώρα η παρακάτω ανισvότητα

�
d2x [(∂µm± εµνm× ∂νm) · (∂µm± εµσm× ∂σm)] ≥ 0, (2.72)

η οποία ισvχύει, αφού μέσvα σvτο ολοκλήρωμα το μονόμετρο μέγεθος το οποίο
προκύπτει, είναι αποτέλεσvμα πολλαπλασvιασvμού του ίδιου διανύσvματος. Kάνοντας
τις πράξεις, η (2.72) γίνεται

�
d2x [(∂µm) · (∂µm) + εµν (m× ∂νm) · εµσ (m× ∂σm)]

≥ ±2
�
d2x [εµνm · (∂µm× ∂νm)] . (2.73)

Για το δεύτερο γινόμενο της ολοκληρωτέας ποσvότητας της αρισvτερής μεριάς της

(2.73) έχουμε
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εµν (m× ∂νm) · εµσ (m× ∂σm) = εµνεµσ [(m× ∂νm) · (m× ∂σm)]

= δνσ [(m× ∂νm) · (m× ∂σm)]

= δνσ [εijkε`mkmi(∂νm)jm`(∂σm)m] .

(2.74)
Εφόσvον γνωρίζουμε ότι

εijkε`mk =
∣∣∣∣δi` δim
δj` δjm

∣∣∣∣ = δi`δjm − δimδj`,

η (2.74) γίνεται

δνσ [(δi`δjm − δimδj`)mi(∂νm)jm`(∂σm)m]

= δνσ [δi`mim`δjm(∂νm)j(∂σm)m − δimmi(∂σm)mδj`m`(∂νm)j ]. (2.75)

΄Ομως για την πρώτη παράγωγο του δεσvμού ισvχύει ότι m · (∂νm) = 0, επομένως
η (2.75) μπορεί να εκφρασvτεί ως

δνσ [(m ·m) (∂νm · ∂σm)− (m · ∂σm) (m · ∂νm)]

= δνσ (∂νm · ∂σm) = ∂νm · ∂νm.

΄Ετσvι, η (2.73) γράφεται ως

2
�
d2x (∂µm) · (∂µm) ≥ ±2

�
d2x [εµνm · (∂µm× ∂νm)]

⇒ 4W ≥ 16π |Q|

⇒W ≥ 4π |Q| . (2.76)

Η παραπάνω ανισvότητα θέτει ένα κάτω φράγμα για την ενέργεια, για κάθε σvτατική
διαμόρφωσvη σvε ένα δεδομένο αριθμό Skyrme Q. ΄Αρα, για οποιονδήποτε αριθμό
Skyrme η ενέργεια ελαχισvτοποιείται, όταν η ισvότητα (2.76) ικανοποιείται. Αυτό
με τη σvειρά του μας λέει ότι πρέπει να ικανοποιείται η ισvότητα (2.72), το οποίο
σvυμβαίνει αν και μόνο αν
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∂µm± εµνm× ∂νm = 0⇒ ∂µm = ±εµνm× ∂νm. (2.77)

Κάθε διάνυσvμα της μαγνήτισvης το οποίο ικανοποιεί την (2.77) καθώς επίσvης και
το δεσvμόm ·m = 1, ελαχισvτοποιεί την ενέργεια W σvε κάποιον αριθμό Skyrme Q
και που αυτομάτως ικανοποιείται η εξίσvωσvη m× f = 0 με f = ∇2m.

2.6.3. Αξονικά σvυμμετρική Q = 1 μαγνητική φυσvαλλίδα

Η εξίσvωσvη (2.77) η οποία προέκυψε, μας λέει ότι ένα διάνυσvμα της μαγνήτισvης
m αποτελεί σvτατική λύσvη της εξίσvωσvης Landau-Lifshitz όταν

∂1m = m× ∂2m και ∂2m = −m× ∂1m. (2.78)

Λύνοντας τις παραπάνω εξισvώσvεις μπορούν να βρεθούν πολλοί διαφορετικοί αριθμοί

Skyrme. Από αυτούς, η αξονικά σvυμμετρική διαμόρφωσvη της μαγνητικής φυσvαλ-
λίδας με Q = 1 της μορφής (2.44) που κάναμε λόγο σvε προηγούμενη παράγραφο,
δίνεται όταν για τις σvυνισvτώσvες της μαγνήτισvης ισvχύει

m1 = − 2ax2

ρ2 + a2 , m2 = 2ax1

ρ2 + α2 , m3 = ρ2 − a2

ρ2 + a2 , (2.79)

όπου a μια αυθαίρετη θετική σvταθερά η οποία δίνει την ακτίνα της μαγνητικής
φυσvαλλίδας και ρ2 = x2

1 + x2
2. Η παραπάνω διαμόρφωσvη (2.79) έχει παρόμοια

χαρακτηρισvτικά με αυτά της μαγνητικής φυσvαλλίδας που φαίνεται σvτην Εικόνα

2.1.
Χρησvιμοποιώντας κάποιος τον τελεσvτή Laplace, ο οποίος σvτη σvυγκεκριμένη

περίπτωσvη δίνεται ως

∇2 = ∂2

∂ρ2 + 1
ρ

∂

∂ρ

και κάνοντας τις πράξεις, θα δει ότι η διαμόρφωσvη (2.79) πράγματι επαληθεύει την
εξίσvωσvη (2.70), δηλαδή αποτελεί μια σvτατική λύσvη της εξίσvωσvης Landau-Lifshitz.
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Κεφάλαιο 3

Σύγκρισvη των σvυσvτημάτων

3.1. Σύγκρισvη διατηρήσvιμων ποσvοτήτων

΄Οπως αναφέραμε σvτις τελευταίες παραγράφους του Κεφαλαίου 2, η προσvο-
μοίωσvη της κίνησvης της μαγνητικής φυσvαλλίδας με Q = 1 και κ = 3 όπως φαίνεται
σvτην (Εικόνα 2.6), μας οδηγεί σvτη διαπίσvτωσvη ότι με την προσvθήκη ενός εξω-
τερικού μαγνητικού πεδίου hb = (0, 0, hb) με hb = gx1, η φυσvαλλίδα παρουσvιάζει
μια κυκλοειδή κίνησvη, κάθετη σvτην κατεύθυνσvη του πεδίου αυτού. Η σvυγκεκριμένη
κίνησvη είναι αντίσvτοιχη με την προβολή της τροχιάς του ηλεκτρονίου όταν αυτό

κινείται μέσvα σvε ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο. Πιο σvυγκεκριμένα, αν εφαρ-
μόσvουμε ένα ομογενές ηλεκτρικό πεδίο σvτο επίπεδο τέτοιο ώσvτε E = Eι̂ και ένα

μαγνητικό πεδίο κάθετο σvε αυτό B = Bk̂, τότε και το ηλεκτρόνιο κάνει μια κυκ-
λοειδή κίνησvη κάθετη σvτον άξονα τον οποίο εφαρμόζεται το ηλεκτρικό πεδίο και η

οποία έχει εξισvώσvεις τις παρακάτω

x = E

Bωc
− E

Bωc
cos(ωct), (3.1)

y = E

Bωc
sin(ωct)−

E

B
t, (3.2)

όπως αυτές προέκυψαν σvτο Κεφάλαιο 1.
Προκειμένου όμως να κάνουμε οποιαδήποτε σvύγκρισvη των δύο αυτών παρό-

μοιων περιπτώσvεων πρέπει να αναφέρουμε ότι σvτην πρώτη περίπτωσvη, δηλαδή αυτής
της κίνησvης του ηλεκτρονίου, φτάσvαμε σvε μια αναλυτική λύσvη όπως και φαίνεται
από τις εξισvώσvεις (3.1) και (3.2). Αντιθέτα με τη δεύτερη περίπτωσvη, δηλαδή αυτής
της κίνησvης της φυσvαλλίδας, έχουμε μια προσvομοίωσvη της κίνησvης της βασvιζόμενοι
κυρίως σvτις διατηρήσvιμες ποσvότητες.
Για το διατηρήσvιμο οδηγό κίνησvης R = (R1, R2) της μαγνητικής φυσvαλλίδας και
του ηλεκτρονίου, έχουμε αντίσvτοιχα τις παρακάτω αγκύλες Poisson

{R1, R2} = 1
4πQ και {R1, R2} = 1

B
. (3.3)

Επομένως από τις παραπάνω εκφράσvεις, θα μπορούσvαμε να κάνουμε την αναλογία
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B ←→ 4πQ. (3.4)

Από την κίνησvη του ηλεκτρονίου γνωρίζουμε ότι εαν θεωρήσvουμε σvτο σvύσvτημα

μας μια δυναμική ενέργεια της μορφής U = U(x1, x2), περιμένουμε η ταχύτητα
του οδηγού κίνησvης να είναι

vRe
= ∂iU

B
⇒ vRe

= Ei
B

. (3.5)

΄Ωσvτε σvτην περίπτωσvη του οδηγού κίνησvης της μαγνητικής φυσvαλλίδας, περιμέ-
νουμε να καταλήξουμε για την ταχύτητα του σvτην παρακάτω έκφρασvη

vR = ∂iU

4πQ . (3.6)

Επομένως αν θεωρήσvουμε σvτη σvυγκεκριμένη περίπτωσvη, σvαν αντίσvτοιχη δυναμική
ενέργεια της U = U(x1, x2) που έθεσvε το ηλεκτρόνιο σvε κίνησvη κατά μήκος του
άξονα y, την ενέργεια Wb του εξωτερικού μαγνητικού πεδίου hb, η οποία ήταν η
υπεύθυνη για την κίνησvη τη φυσvαλλίδας, η σvχέσvη (3.6) θα μας δώσvει ότι

vR = gµ

4πQ . (3.7)

Αυτή σvυμπίπτει με την ταχύτητα του οδηγού κίνησvης (R1, R2) της μαγνητικής
φυσvαλλίδας, όπως αυτή προέκυψε σvτη σvχέσvη (2.58).

3.2. Απλός αρμονικός ταλαντωτής

Με σvκοπό την εξαγωγή αποτελεσvμάτων και πληροφοριών για τη μαγνητική

φυσvαλλίδα με Q = 1 και την κίνησvη αυτής, προκύπτει η ανάγκη σvύγκρισvης των
Χαμιλτονιανών σvυσvτημάτων τα οποία έχουμε ήδη μελετήσvει, με το σvύσvτημα του
απλού αρμονικού ταλαντωτή. Για τη Lagrangian L = T −V του απλού αρμονικού
ταλαντωτή με T την κινητική του ενέργεια και V τη δυναμική ενέργεια λόγω της
δύναμης του ελλατηρίου Fk = −kq όπως αυτή προκύπτει από το νόμο του Hooke,
έχουμε ότι

L = 1
2mq̇

2 − 1
2kq

2, (3.8)

όπου k είναι η σvταθερά του ελλατηρίου.
Η κανονική ορμή του σvυσvτήματος δίνεται από
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p = ∂L

∂q̇
⇒ q̇ = p

m
. (3.9)

΄Αρα μπορούμε να βρούμε τηHamiltonian του σvυσvτήματος, η οποία τελικά προκύπτει
ως

H = 1
2mp

2 + 1
2mm2ω2q2, (3.10)

με

ω =
√
k

m
, (3.11)

να είναι η γωνιακή σvυχνότητα του σvυσvτήματος.

3.3. Μάζα Q = 1 μαγνητικής φυσvαλλίδας
Στο σvημείο αυτό πρέπει να αναφέρουμε, ότι το σvύσvτημα του απλού αρμονικού

ταλαντωτή αποτελεί Χαμιλτονιανό με Hamiltonian την εξίσvωσvη (3.10), όταν για
αυτό ισvχύει η παρακάτω αγκύλη Poisson

{p, q} = 1. (3.12)

Ανακαλώντας τώρα από το Κεφάλαιο 1 την Hamiltonian του ηλεκτρονίου με την
παρουσvία του ηλεκτρικού δυναμικού, έχουμε ότι

H = 1
2mπ2

1 + 1
2mπ2

2 + U(x1, x2). (3.13)

Το σvύσvτημα μας αποτελούσvε Χαμιλτονιανό εαν επιπλέον ίσvχυε και η παρακάτω

αγκύλη Poisson

{π1, π2} = B ⇒
{
π1,

π2

B

}
= 1. (3.14)

Αν όμως σvυγκρίνουμε τις Hamiltonians (3.10) και (3.13) θα μπορούσvαμε να
κάνουμε τις παρακάτω αντισvτοιχίες
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π1 ←→ p και π2 ←→ mωq. (3.15)

΄Ετσvι, έχουμε {
p,

mωq

B

}
= 1⇒ {p, q} = B

mω

⇒ m = B

ω
. (3.16)

Χρησvιμοποιώντας όμως την αναλογία (3.4), την οποία μπορούμε να κάνουμε αφού

{πµ, Rν} = 0,

καταλήγουμε σvτο ότι

m = B

ω
−→ m = 4πQ

ω
, (3.17)

όπου αν θέσvουμε το Q = 1 που είναι ο αριθμός Skyrme και ο οποίος χαρακτηρίζει
τη μαγνητική φυσvαλλίδα του σvυσvτήματος μας, παίρνουμε για τη μάζα της την εξής
σvχέσvη

mS = 4π
ω

. (3.18)

3.4. Γωνιακή σvυχνότητα και σvυμπεράσvματα

Με σvκοπό να φτάσvουμε σvε μία τιμή για τη μάζαmS της Q = 1 μαγνητικής φυσ-
vαλλίδας όπως αυτή προέκυψε παραπάνω, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι η γωνιακή
σvυχνότητα κάποιας ταλάντωσvης δίνεται από

ω = 2πf ⇒ ω = 2π
Τ
, (3.19)

όπου f η σvυχνότητα και T η περίοδος της.
΄Ομως από την προσvομοίωσvη της κίνησvης, μπορούμε να δούμε ότι οι ποσvότητες
X1 και X2 τις οποίες θεωρήσvαμε τις πιο λογικές ώσvτε να αντιπροσvωπεύουν τη
θέσvη της μαγνητικής φυσvαλλίδας καθώς αυτή κινείται, ταλαντώνονται για κ = 3
με περίοδο

Τ ≈ π (3.20)
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και για κ = 2.9 με περίοδο
Τ ≈ 1.22π, (3.21)

όπως αυτές προκύπτουν από τις παρακάτω εικόνες (Εικόνα 2.7, Εικόνα 2.8) αν-
τίσvτοιχα.

Εικόνα 2.7: Η ταλάντωσvη των ποσvοτήτων X1 και X2 −R2, για σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 3.

Εικόνα 2.8: Η ταλάντωσvη των ποσvοτήτων X1 και X2 −R2, για σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 2.9.
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Επομένως για τη γωνιακή σvυχνότητα σvτην περίπτωσvη όπου κ = 3 ισvχύει ότι

ω = 2 (3.22)

και σvτην περίπτωσvη όπου κ = 2.9

ω = 1.64. (3.23)

΄Ετσvι από τη σvχέσvη (3.18) καταλήγουμε σvτο ότι η μάζα της Q = 1 μαγνητικής
φυσvαλλίδας για κ = 3 δίνεται ως

mS = 2π (3.24)

και για κ = 2.9 ως

mS = 2.43π. (3.25)

΄Ομως σvτο σvύσvτημα μας μπορούν να παρατηρηθούν και κάποιες άλλες ποσvότητες

οι οποίες ταλαντώνονται, όπως είναι η ολική μαγνήτισvη µ και η σvτροφορμή `.
Στις παρακάτω εικόνες (Εικόνα 2.9, 2.10) δίνονται οι ταλαντώσvεις των δύο αυτών
ποσvοτήτων για σvταθερά ανισvοτροπίας κ = 3, 2.9 αντίσvτοιχα.

Εικόνα 2.9: Η ταλάντωσvη των ποσvοτήτων µ (ολική μαγνήτισvη) και ` (σvτροφορμή), για σvταθερά
ανισvοτροπίας κ = 3.
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Εικόνα 2.10: Η ταλάντωσvη των ποσvοτήτων µ (ολική μαγνήτισvη) και ` (σvτροφορμή), για σvταθερά
ανισvοτροπίας κ = 2.9.

΄Ετσvι μπορούμε να δούμε ότι καθώς η μαγνητική φυσvαλλίδα μεγαλώνει (η σvτα-
θερά ανισvοτροπίας κ μικραίνει), μεγαλώνει και η περίοδος ταλάντωσvης αυτών των
ποσvοτήτων, αφού για κ = 3 ταλαντώνονται με περίοδο Τ ≈ 5.4π και για κ = 2.9 με
περίοδο Τ ≈ 11.6π. Επομένως αν παρακολουθούσvαμε την κίνησvη της φυσvαλλίδας
με βάσvη αυτές τις ποσvότητες, θα παίρναμε σvα μάζα της φυσvαλλίδας για κ = 3 την

mS = 10.84π (3.26)

και για κ = 2.9 την

mS = 23.27π. (3.27)
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