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Πρόλογος

Για A Ď R, συμβολίζουμε με id τη πραγματική ταυτοτική συνάρτηση και με id2 τη πραγματική
συνάρτηση f με τύπο fpxq “ x2, όπου x P A. Το 1953 ο Korovkin απέδειξε τα εξής: Για
pLnqnPN μια ακολουθία θετικών γραμμικών τελεστών στον Cpr0, 1sq για κάθε n “ 1, 2, . . .
`

Cpr0, 1sq ο χώρος των συνεχών πραγματικών συναρτήσεων ορισμένων στο r0, 1s
˘

, αν

Ln1
||.||8

! 1

Lnid
||.||8

! id

Lnid2
||.||8

! id2,

τότε Lnf
||.||8

! f για κάθε f P Cpr0, 1sq. Το θεώρημα είναι γνωστό ως το ῾῾Πρώτο Θεώρημα

του Korovkin᾿᾿. Επίσης απέδειξε ότι ισχύει το ίδιο αν αλλάξουμε τον Cpr0, 1sq με τον χώρο

των συνεχών και 2π-περιοδικών πραγματικών συναρτήσεων και τις id, id2 με τις cos, sin. Αυτό
ονομάζεται ῾῾Δεύτερο Θεώρημα του Korovkin᾿᾿. Τα θεωρήματα αυτά βρίσκονται στα [6] και
[7]. Ανεξάρτητα από τον Korovkin, το 1951 ο Bohman στο [4] απέδειξε το ίδιο συμπέρασμα
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για τελεστές ειδικής (αρκετά ευρείας) μορφής. Για αυτό το Πρώτο Θεώρημα του Korovkin
είναι γνωστό και ως το Θεώρημα Bohman-Korovkin. Μία εφαρμογή του δίνει απόδειξη του
Θεωρήματος Προσέγγισης τουWeierstrass για πραγματικές συνεχείς συναρτήσεις σε συμπαγή
διαστήματα. Από τα θεωρήματα του Korovkin προκύπτει ένα ερώτημα. Αν T είναι ένα σύνολο
συνεχών συναρτήσεων ορισμένων σε συμπαγή χώρο X, ποιές είναι οι συναρτήσεις f με την
εξής ιδιότητα: Η σύγκλιση μιας ακολουθίας θετικών γραμμικών τελεστών για τα στοιχεία του

T συνεπάγεται σύγκλιση και για την f . Ο προσδιορισμός συνθηκών για σύνολα συναρτήσεων
που είναι απαραίτητες για να έχουμε συμπεράσματα όμοια με αυτό του Θεωρήματος του Koro-
vkin είναι το βασικό αντικείμενο της εργασίας. Το 1973 ο Bauer στο [1] και το 1978 στο [2]
και το 1975 οι Berens και Lorenz στο [3] χρησιμοποίησαν εργαλεία κυρτής και συναρτησιακής
ανάλυσης και θεωρίας μέτρου για να προσδιορίσουν τέτοιες συνθήκες.

Στο πρώτο κεφάλαιο αναφέρονται βασικές έννοιες και συμπεράσματα όπως για παράδειγμα,

οι έννοιες των κυρτών συνόλων και των ακραίων σημείων κυρτών συνόλων, το Θεώρημα Hahn-
Banach, το Λήμμα του Zorn.
Στο δεύτερο κεφάλαιο αποδεικνύουμε το Θεώρημα Krein-Millman από το οποίο συμπε-

ραίνουμε ότι σε ένα κυρτό συμπαγές σύνολο υπάρχουν ῾῾πολλά᾿᾿ ακραία σημεία. Εισάγουμε

έννοιες όπως του μέτρου αναπαράστασης και του βαρύκεντρου ενός μέτρου πιθανότητας σύμ-

φωνα με τα οποία δίνεται μια νέα διατύπωση του Θεωρήματος Krein-Millman χρησιμοποιώντας
μέτρα πιθανότητας και βαρύκεντρα μέτρων πιθανότητας αντί για ακραία σημεία και τη κυρτή

θήκη. Αποδεικνύουμε το Θεώρημα του Choquet το οποίο είναι ουσιαστικά μια ισχυροποίηση
του Θεωρήματος Krein-Millman στην περίπτωση μετρικοποιήσιμου συνόλου με χρήση της έν-
νοιας του βαρύκεντρου. Δίνεται, επίσης, χαρακτηρισμός των ακραίων σημείων x ενός κυρτού
συμπαγούς συνόλου K μέσω της μοναδικότητας του μέτρου πιθανότητας που έχει βαρύκεντρο

το x.

Στο τρίτο κεφάλαιο γενικεύονται οι έννοιες και τα συμπεράσματα του δευτέρου κεφαλαίου

στο εξής πλαίσιο: Αν K κυρτό συμπαγές σύνολο και ApKq ο χώρος των συνεχών αφφινι-

κών συναρτήσεων πάνω στο X, το ζευγάρι pK,ApKqq γενικεύεται σε ζευγάρι pX,Nq όπου

X συμπαγής μετρικός χώρος και N γραμμικός υπόχωρος του CpXq, ο οποίος περιέχει τις

σταθερές και διαχωρίζει σημεία του X. Το σύνολο που παίζει εδώ το ρόλο του συνόλου των
ακραίων σημείων είναι το σύνορο Choquet ως προς το N (δείτε Πρόταση 3.1).
Στο τέταρτο κεφάλαιο δίνεται μια απάντηση στο αρχικό μας ερώτημα: Η σύγκλιση μιας

ακολουθίας θετικών γραμμικών τελεστών για τα στοιχεία του T συνεπάγεται σύγκλιση για
όλα τα στοιχεία του CpXq αν και μόνο αν ο X ταυτίζεται με το σύνορο Choquet του ως προς
τη γραμμική θήκη του T. Η απόδειξη των συμπερασμάτων αυτού του κεφαλαίου βρίσκονται
στα άρθρα του Bauer ([1],[2]), των Berens και Lorenz ([3]) καθώς και στο βιβλίο του Phelps
([8]).

Βλέπουμε τέλος, στο πέμπτο κεφάλαιο, εφαρμογές και παραδείγματα τα οποία βρίσκονται

στα άρθρα του Bauer ([2]) και των Berens και Lorenz ([3]).
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Κεφάλαιο 1: Προκαταρκτικά

Για αρχή, τα βασικά σύμβολα και έννοιες που θα χρησιμοποιουθούν είναι τα ακόλουθα.

Για συμπαγή μετρικό χώρο X έχουμε το σύνολο των πραγματικών συναρτήσεων στον
X · το οποίο συμβολίζουμε με CpXq. Το CpXq εφοδιασμένο με τη sup-νόρμα ||.||8, που
ορίζεται ως ||f ||8 “ sup

xPX
|fpxq| για f P CpXq, είναι χώρος Banach. Βάσει αυτού, μπορούμε

να ορίσουμε και μια μετρική σύμφωνα με τον τύπο ρpf, gq “ ||f ´ g||8 για κάθε f, g P CpXq.

Στον R έχουμε την συνηθισμένη μετρική dpa, bq “ |a´ b|, για κάθε a, b P R, όπου |.| είναι η
απόλυτη τιμή.

Ορισμός 1.1 ΄Εστω E διανυσματικός χώρος και A κυρτό υποσύνολο του E. 1. ΄Ενα
x P A ονομάζεται ακραίο σημείο του A αν έχει την εξής ιδιότητα: Αν x “ λy` p1´λqz όπου
y, z P A και λ P p0, 1q τότε x “ y “ z. Το σύνολο τέτοιων x P E συμβολίζεται expEq.

2. ΄Ενα σύνολο A Ď E ονομάζεται κυρτό όταν, για κάθε x, y P A, λ P p0, 1q ισχύει λx` p1´

λqy P A.

3. Η κυρτή θήκη ενός A υποσυνόλου του E ορίζεται ως η τομή των κυρτών υποσυνόλων του
E που περιέχουν το A και συμβολίζεται copAq.

΄Εστω ότι ο E είναι τοπικά κυρτός.

4. Η κλειστή κυρτή θήκη ενός A υποσυνόλου του E ορίζεται ως η τομή των κυρτών και
κλειστών υποσυνόλων του E που περιέχουν το A και συμβολίζεται copAq.

5. ΄Εστω A,B κυρτά υποσύνολα του E τέτοια ώστε A Ď B. Το A ονομάζεται ακραίο σύνολο

του B αν έχει την εξής ιδιότητα: Αν λx ` p1 ´ λqy P A για κάποια λ P p0, 1q, x, y P B τότε

x, y P A.

Παρατήρηση. 1. Αν A είναι κυρτό τότε και η τοπολογική κλειστότητα του, την οποία

συμβολίζουμε A, είναι κυρτό σύνολο: ΄Εστω x, y P A, λ P p0, 1q. Υπάρχουν δίκτυα pxαq, pyαq

στοιχείων του A τέτοια ώστε xα ! x, yα ! y και επειδή το A είναι κυρτό, το pλxα`p1´λqyαq

είναι δίκτυο στοιχείων του A. Αυτό σημαίνει ότι το όριο του, δηλαδή το λx` p1´λqy, ανήκει

στο A.

2. Η κλειστή κυρτή θήκη του συνόλου A είναι ίσο με την τοπολογική κλειστότητα της
κυρτής θήκης του συνόλου A: Ισχύει copAq Ď copAq, αφού copAq Ď copAq και copAq είναι

κλειστό. Το copAq είναι κυρτό και κλειστό που περιέχει το A άρα από τον ορισμό της κλειστής
κυρτής θήκης, άρα copAq Ď copAq.

3. ΄Εστω A,B όπως στο 5 του Ορισμού 1.1. Τότε κάθε ακραίο σημείο του A είναι και
ακραίο σημείο του B και ένα σημείο του B είναι ακραίο αν και μόνο αν το txu είναι ακραίο

σύνολο του B: ΄Εστω x P BzexpBq. Τότε υπάρχουν y, z P B, λ P p0, 1q τέτοια ώστε

x “ λy`p1´λqz. Αν x P A τότε πρέπει y, z P A επειδή το A είναι ακραίο και άρα x R expAq.

Αν x R A τότε κατευθείαν έχουμε x R expAq. Οπότε expAq Ď expBq. Επίσης x P expBq αν

και μόνο αν txu ακραίο σύνολο του B. Αν x P expBq και λy ` p1 ´ λqz P txu για κάποια
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y, z P B, λ P p0, 1q τότε λy` p1´λqz “ x και, αφού x είναι ακραίο σημείο του B, παίρνουμε
x “ y “ z. ΄Αρα y, z P txu. Αντίστροφα, αν txu είναι ακραίο σύνολο του B για x P B και
υπάρχουν y, z P B, λ P p0, 1q τέτοια ώστε x “ λy ` p1 ´ λqz, τότε λy ` p1 ´ λqz P txu και

y, z P txu. ΄Αρα x “ y “ z.

΄Ενα γραμμικό συνεχές συναρτησιακό ονομάζεται θετικό αν για κάθε μη αρνητική συνάρτη-

ση του CpXq, η εικόνα της μέσω του συναρτησιακού είναι μη αρνητικός πραγματικός αριθμός.

Παρατήρηση: Κάθε θετικό γραμμικό συνεχές συναρτησιακό είναι αύξουσα απεικόνιση.

΄Εστω ψ P CpXq˚
θετικό και f, g P CpXq τέτοιες ώστε f ě g. Τότε f ´ g ě 0, άρα

ψpf ´ gq ě 0, αφού ψ είναι θετικό · το οποίο μας δίνει τελικά ψpfq ě ψpgq. Επίσης, λόγω

της ανισότητας ´|f | ď f ď |f | έχουμε ´ψp|f |q “ ψp´|f |q ď ψpfq ď ψp|f |q · άρα και

|ψpfq| ď ψp|f |q, για κάθε f P CpXq.

΄Ενα χρήσιμο θεώρημα είναι το εξής:

Θεώρημα. ΄Εστω Ω μερικά διατεταγμένος τοπολογικός διανυσματικός χώρος (πάνω
από το R). Θέτουμε K “ tf P CpΩq|f ě 0u. Αν Ω είναι πλήρης, μετρικοποιήσιμος και
Ω “ K ´ K τότε κάθε θετικό γραμμικό συναρτησιακό είναι συνεχές.

Για X συμπαγή μετρικό χώρο και Ω “ CpXq το αμέσως προηγούμενο θεώρημα μας

εξασφαλίζει ότι κάθε θετικό γραμμικό συναρτησιακό ορισμένο στον CpXq είναι και συνεχές.

Απαραίτητα είναι τα τρία θεωρήματα που ακολουθούν καθώς και το Λήμμα του Zorn.

Θεώρημα Hahn-Banach. ΄Εστω X διανυσματικός χώρος. Αν η απεικόνιση p : X !
R έχει τις ιδιότητες ppx ` yq ď ppxq ` ppyq, ppλxq “ λx για λ ě 0 και αν ψ είναι γραμμικό
συνεχές συναρτησιακό ορισμένο σε κάποιο Y υπόχωρο του X έτσι ώστε ψpyq ď ppyq για

κάθε y P Y τότε υπάρχει Ψ γραμμικό συνεχές συναρτησιακό ορισμένο σε ολόκληρο τον X
τέτοιο ώστε Ψpyq “ ψpyq για κάθε y P Y και Ψpxq ď ppxq για κάθε x P X.

Θεώρημα Hahn-Banach (Γεωμετρική Μορφή). ΄Εστω E τοπολογικός διανυ-
σματικός χώρος (πάνω από το R) και A,B δύο ξένα, κυρτά υποσύνολα του.

1. ΄Εστω ότι A είναι ανοιχτό. Τότε υπάρχουν ψ P E˚
, s P R τέτοια ώστε ψpaq ă s ď ψpbq

για κάθε a P A, b P B. Αν A, B είναι και τα δύο ανοιχτά, τότε υπάρχουν ψ P E˚
, s P R

τέτοια ώστε ψpaq ă s ă ψpbq για κάθε a P A, b P B.

2. ΄Εστω ότι E είναι τοπικά κυρτός, A είναι συμπαγές και B είναι κλειστό. Τότε υπάρχουν
ψ P E˚

, t, s P R τέτοια ώστε ψpaq ă t ă s ă ψpbq για κάθε a P A, b P B.

΄Εστω Ω τοπολογικός χώρος. Συμβολίζουμε τη σ-άλγεβρα των συνόλων Borel του Ω
με BpΩq. ΄Ενα μέτρο µ ορισμένο στην BpΩq (μέτρο Borel) λέγεται κανονικό αν για κάθε
E P BpΩq έχουμε µpEq “ suptK|K Ď Ω, K συμπαγέςu “ inftU |U Ě Ω, U ανοιχτόu. Το
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σύνολο των κανονικών μέτρων Borel που ορίζονται στην BpΩq συμβολίζεται με ArpΩq 1. ΄Ενα

μέτρο Borel µ λέγεται τοπικά πεπεραμένο αν για κάθε x P Ω υπάρχει περιοχή V του x στον Ω
τέτοια ώστε µpV q ă `8. Αν Ω είναι τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff και ένα µ P ArpΩq

είναι επίσης τοπικά πεπερασμένο και μη αρνητικό τότε λέγεται μέτρο Radon στον Ω.

Θεώρημα F.Riesz-Markov-Kakutani. ΄Εστω Ω Hausdorff τοπολογικός τοπικά συ-
μπαγής χώρος. Τότε για κάθε θετικό γραμμικό συνεχές συναρτησιακό στον CcpΩq (χώρος

των συνεχών συναρτήσεων στον Ω με συμπαγή φορέα) υπάρχει μοναδικό μέτρο Radon µ
τέτοιο ώστε

ψpfq “

ż

Ω
fdµ για κάθε f P CcpΩq.

Λήμμα του Zorn. ΄Εστω σύνολο Ω και A μια μη κενή μερικά διατεταγμένη οικογένεια
υποσυνόλων του Ω όπου κάθε μη κενή αλυσίδα στοιχείων της είναι άνω φραγμένη σε αυτή.
Τότε η A περιέχει τουλάχιστον ένα μεγιστικό στοιχείο.

Σε τοπολογικό χώρο Ω, για x P Ω μία συνάρτηση f : Ω ! R ονομάζεται άνω ημισυνεχής
στο x P Ω αν για κάθε t P R τέτοιο ώστε fpxq ă t υπάρχει ανοιχτή περιοχή του x, την οποία

συμβολίζουμε με U , στην οποία ισχύει fpyq ă t για κάθε y P U . Ισοδύναμα, η f είναι άνω
ημισυνεχής στο x αν lim sup

y!x
fpyq ď fpxq. Μία f : Ω ! R ονομάζεται κάτω ημισυνεχής αν η

´f είναι άνω ημισυνεχής. Παρατηρούμε άμεσα από τον ορισμό ότι η f είναι άνω ημισυνεχής σε
όλο το Ω αν και μόνο αν για κάθε t P R το f´1pr´8, tqq “ tx P Ω|fpxq ă tu είναι ανοιχτό.

Ορισμός 1.2. ΄Εστω N διανυσματικός υπόχωρος του CpXq ο οποίος διαχωρίζει στοι-

χεία του X και 1 P N . Ορίζουμε τις f˚pxq “ infthpxq|h P N, h ě fu, f˚pxq “ supthpxq|h P

N, h ď fu, όπου x P X. Ενδέχεται να μην είναι συνεχείς. Επίσης, από τον ορισμό άμεσα

βλέπουμε ότι ισχύει f˚ ď f ď f˚
, για κάθε f P CpXq.

Πρόταση 1.1. ΄Εστω f, g P CpXq, λ ě 0. Ισχύει:

1. pf ` gq˚ ď f˚ ` g˚

2. pλfq˚ “ λf˚

3. p´fq˚ “ ´f˚

4. pf ` h0q˚ “ f˚ ` h0, αν h0 P N

5. f˚ ´ g˚ ď ||f ´ g||8

6. η f˚
είναι φραγμένη

7. η f˚
είναι άνω ημισυνεχής

1
Στο εξής, όταν λέμε ότι ένα μέτρο µ ορίζεται στον Ω εννοούμε ότι ορίζεται στην BpΩq.
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Απόδειξη. 1. ΄Εστω x P X. Αν έχουμε h1, h2 P N τέτοιες ώστε h1 ě f , h2 ě g, τότε
h1 ` h2 ě f ` g. Επομένως

th1
pxq|h1

P N, h1
ě fu ` th2

pxq|h2
P N, h2

ě gu Ď thpxq|h P N, h ě f ` gu και τότε

infthpxq|h P N, h ě f ` gu ď inf
`

th1
pxq|h1

P N, h1
ě fu ` th2

pxq|h2
P N, h2

ě gu
˘

“

infth1
pxq|h1

P N, h1
ě fu ` infth2

pxq|h2
P N, h2

ě gu,

ή ισοδύναμα pf ` gq˚pxq ď f˚pxq ` g˚pxq.

2. Για λ ą 0, θέτουμε h1 “ h
λ . ΄Ετσι παίρνουμε

pλfq
˚
pxq “ infthpxq|h P N, h ě λfu “ inftλh1

pxq|h1
P N, h1

ě fu “

λ infth1
pxq|h1

P N, h1
ě fu “ λf˚

pxq.

Για λ “ 0, 0˚ “ 0 διότι 0 P N .

3. Θέτουμε h1 “ ´h. ΄Ετσι παίρνουμε

p´fq
˚
pxq “ infthpxq|h P N, h ě ´fu “ inft´h1

pxq|h1
P N, h1

ď fu “

´ supth1
pxq|h1

P N, h1
ď fu “ ´f˚pxq.

Από αυτό βλέπουμε ότι για λ ă 0 ισχύει pλfq˚pxq “ p´λp´fqq˚pxq
´λą0

“ ´λp´fq˚pxq “

λf˚pxq.

4. Αν h0 P N τότε pf ` h0q˚ “ f˚ ` h0 :

pf ` h0q
˚
pxq “ infthpxq|h P N, h ě f ` h0u “

infth1
pxq ` h0pxq|h1

P N, h1
ě fu “ f˚

pxq ` h0pxq,

όπου h1 “ h ´ h0.

5. f˚ ´ g˚ ď ||f ´ g||8 : Αφού f ď ||f ||8 και οι όλες οι σταθερές συναρτήσεις

ανήκουν στον N , τότε f˚ ď ||f ||8. Επιπλέον f
˚ “ pf ` g ´ gq˚ ď pf ´ gq˚ ` g˚

άρα

f˚ ´ g˚ ď pf ´ gq˚ ď ||f ´ g||8 (από τα πάνω).

6. Η f είναι φραγμένη, δηλαδή υπάρχει θετική σταθερή συνάρτησηM τέτοια ώστε f ď M .
Επειδή M P N , ισχύει ότι f˚ ď M .

7. Θα δείξουμε γενικότερα ότι το infimum οικογένειας S άνω ημισυνεχών συναρτήσεων
που ορίζονται στο X είναι άνω ημισυνεχής. ΄Εστω gpxq :“ infthpxq|h P Su και t P R. Από
τον ορισμό της g, έχουμε tx|hpxq ă tu Ď tx|gpxq ă tu, για κάθε h P S. Οπότε,

ď

h

tx|hpxq ă tu Ď tx|gpxq ă tu.
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Και μάλιστα,

tx|gpxq ă tuz
ď

h

tx|hpxq ă tu “ tx|gpxq ă tu X
č

h

tx|hpxq ě tu “ H.

΄Αρα,
ď

h

tx|hpxq ă tu “ tx|gpxq ă tu.

Τώρα, αφού η κάθε τέτοια h είναι άνω ημισυνεχής, το h´1pp´8, tqq “ tx|hpxq ă tu είναι
ανοιχτό. ΄Αρα, και το tx|gpxq ă tu είναι ανοιχτό ως ένωση ανοιχτών.

Ορισμός 1.3. 1. Για N όπως στον Ορισμό 1.2, ορίζουμε το KpNq “ tL P N˚|Lp1q “

1 “ ||L||u.

2. Ορίζουμε τη w˚
-συνεχή απεικόνιση ϕ : X ! KpNq σύμφωνα με τον τύπο ϕpxqphq “

hpxq, h P N .

Παρατήρηση. Στο 1 του Ορισμού 1.3 η συνθήκη Lp1q “ 1 “ ||L|| μας εξασφαλίζει

ότι τα στοιχεία του KpNq είναι θετικά συναρτησιακά. Αυτό ισχύει διότι: Αν h P N , h ě 0
τότε max

xPX
h ´ Lphq “ Lpmax

xPX
h ´ hq ď ||max

xPX
h ´ h||8 ď max

xPX
h. ΄Αρα Lphq ě 0.

Στο 2 του Ορισμού 1.3 η ϕ είναι 1-1 διότι ο N διαχωρίζει σημεία του X. Πράγματι, για

x1, x2 P X, αν ϕpx1q “ ϕpx2q τότε hpx1q “ hpx2q, για κάθε h P N και συνεπώς x1 “ x2.

Πρόταση 1.2. Το KpNq είναι w˚
-συμπαγές και κυρτό υποσύνολο του τοπικά κυρτού

N˚
.

Απόδειξη. ΄Εστω δίκτυο pLαqαPA στοιχείων του KpNq και L P N˚
τέτοια ώστε Lα

w˚

! L.

Τότε έχουμε Lp1q “ limLαp1q “ 1. Επίσης, 1 “ |Lp1q| ď ||L|| ¨ ||1||8 “ ||L|| και (αφού

η |.| είναι συνεχής στο R) |Lphq| “ | limLαphq| “ lim |Lαphq| ď lim ||Lα|| ¨ ||h||8 “ ||h||8

για κάθε n P N, άρα και ||L|| ď 1. Οπότε τελικά ||L|| “ 1. ΄Αρα το KpNq είναι w˚
-κλειστό.

Τώρα, από Θεώρημα Alaoglu γνωρίζουμε πως το B˚
N “ tL P N˚| ||L|| ď 1u είναι συμπαγές.

΄Ετσι για το τυχαίο δίκτυο στοιχείων του KpNq, έστω Lα, υπάρχουν υποδίκτυό του Lβ στο

B˚
N και L P B˚

N Ď N˚
τέτοια ώστε Lβ

w˚

! L και αμέσως πριν είδαμε πως το KpNq είναι

w˚
-κλειστό · άρα L P KpNq. Δηλαδή, το KpNq είναι w˚

-συμπαγές. ΄Εστω L1, L2 P KpNq

και λ P r0, 1s. Τότε ||λL1 ` p1 ´ λqL2|| ď λ||L1|| ` p1 ´ λq||L2|| “ 1. ΄Εχουμε ακόμα
1 “ |

`

λL1 ` p1 ´ λqL2

˘

p1q| ď ||λL1 ` p1 ´ λqL2|| ¨ ||1||8 “ ||λL1 ` p1 ´ λqL2||8. ΄Αρα

||λL1 ` p1 ´ λqL2||8 “ 1. Δηλαδή, το KpNq είναι κυρτό.

Ερώτημα/Παρατήρηση. Είναι φυσιολογικό κανείς να αναρωτηθεί αν το expKpNqq

είναι κενό ή όχι. Ας υποθέσουμε ότι είναι κενό. Τότε από τη Πρόταση 1.2 και το Θεώρημα

Krein-Millman (το αναφέρουμε στο επόμενο κεφάλαιο)

H “ expKpNqq “ copexpKpNqqq “ KpNq,
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το οποίο είναι άτοπο.

Μας είναι απαραίτητα και τα δύο επόμενα γνωστά θεωρήματα:

Θεώρημα 1.1 (Θεώρημα του Carathéodory για τη κυρτή θήκη). ΄Εστω
K συμπαγές υποσύνολο του Rk

. Κάθε στοιχείο της κυρτής θήκης του K γράφεται ως κυρτός
συνδυασμός το πολύ k ` 1 στο πλήθος στοιχείων του K.

Απόδειξη. ΄Εστω k P N. Θα δείξουμε ότι αν x P copKq, x1, . . . , xm P K, λ1, . . . , λm P r0, 1s

τέτοια ώστε

m
ř

i“1
λi “ 1 και x “

m
ř

i“1
λixi, τότε x “

m1
ř

i“1
λ1
ixji για κάποια m

1 P t1, . . . , k ` 1u,

j1, . . . , jm1 P t1, . . . ,mu και λ1
1, . . . , λ

1
m1 P r0, 1s με

m1
ř

i“1
λ1
i “ 1. Αν m ď k ` 1 τότε για

m1 “ m, έχουμε το ζητούμενο. Αν m ą k ` 1, ορίζουμε τον πίνακα

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 . . . 1
x11 . . . x1m
x21 . . . x2m
...

...

xk1 . . . xkm

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

με x1 “ px11, . . . , xk1q, . . . , xm “ px1m, . . . , xkmq. Η γραμμική απεικόνιση που αντιστοιχεί

σε αυτόν, δηλαδή η L : Rm ! Rk`1
με τύπο Lpyq “ Ay, y P Rm

, έχει μη τετριμμένο πυρήνα

·θεωρούμε ένα y1 ‰ 0 τέτοιο ώστε Lpy1q “ Ay1 “ 0. ΄Αρα, για y1 “ py1, . . . , ymq, παίρνουμε

y1 ` . . . ` ym “ 0 και
m
ř

i“1
yixi “ 0. Δεν είναι όλες οι συντεταγμένες του y1

μηδενικές διότι

y1 ‰ 0 οπότε αφού το άθροισμα τους είναι μηδέν, έχουμε θετικούς και αρνητικούς όρους yi.
΄Ετσι βλέπουμε ότι υπάρχει l P t1, . . . ,mu τέτοιο ώστε

λl

yl
“ τ “ mint

λi

yi
|1 ď i ď m, yi ą 0u,

εφόσον
␣

i P t1, . . . ,mu|yi ą 0
(

‰ H. ΄Εστω τ “
λl

yl
. Στη συνέχεια, θέτουμε λ1

i “ λi ´ τyi.

Αυτό μας δίνει λ1
i ě 0, για κάθε i P t1, . . . ,mu και λl “ 0. Επίσης,

m
ř

i“1
λ1
i “ 1 και

m
ř

i“1
λ1
ixi “

m
ÿ

i“1

λixi
loomoon

“x

´τ
m
ÿ

i“1

yixi
loomoon

“0

“ x. Αφού λ1
l “ 0 άρα x “

m
ř

i“1,i‰l

λ1
ixi. Επαναλαμβάνοντας

αυτό το βήμα πεπερασμένες φορές, καταλήγουμε στο m1 ď k ` 1.

Θεώρημα 1.2. ΓιαK συμπαγές υποσύνολο τουRk
, η κυρτή θήκη τουK είναι συμπαγές

σύνολο του Rk
.
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Απόδειξη. Λόγω του Θεωρήματος 1.1 μπορούμε να ορίσουμε συνεχή και επί απεικόνιση T :
!

pλ1, . . . , λk`1q P r0, 1sk`1
ˇ

ˇ

ˇ

k`1
ř

i“1
λi “ 1

)

ˆ Kk`1 ! copKq μέσω του τύπου

T pλ1, . . . , λk`1, x1, . . . , xk`1q “

m
ÿ

i“1

λixi,

όπου λ1, . . . , λk`1 P r0, 1s, x1, . . . , xk`1 P K. ΄Αρα το copKq είναι συμπαγές ως εικόνα

συμπαγούς μέσω συνεχής απεικόνισης.

Και τέλος ένα χρήσιμο λήμμα και πρόταση για το τελευταίο κεφάλαιο:

Πρόταση 1.3. ΄Εστω f κυρτή συνάρτηση στο διάστημα ra, bs με a ă b και K το
υπεργράφημα της. Αν η f είναι γνήσια κυρτή στο υποδιάστημα rc, ds με a ă c ă d ă b, τότε

για κάθε x P rc, ds το px, fpxqq είναι ακραίο σημείο του K.

Απόδειξη. ΄Εστω f γνήσια κυρτή στο rc, ds και x P rc, ds. Υποθέτουμε ότι το x δεν είναι

ακραίο σημείο του rc, ds, δηλαδή υπάρχουν y, z P rc, ds και λ P p0, 1q τέτοια ώστε px, fpxqq “

λpy, fpyqq`p1´λqpz, fpzqq · άρα έπεται fpxq “ λfpyq`p1´λqfpzq. ΄Ομως η f είναι γνήσια
κυρτή στο rc, ds, άρα fpxq “ fpλy` p1´λqzq ă λfpyq ` p1´λqfpzq · άτοπο. Οπότε πρέπει

να ισχύει x “ y “ z, άρα και px, fpxqq “ py, fpyqq “ pz, fpzqq · δηλαδή px, fpxqq P K.

Παρατήρηση. Σύμφωνα με τη Πρόταση 1.3 έχουμε και το εξής αποτέλεσμα: Αν η f
είναι γνήσια κοίλη σε διάστημα rc, ds τότε για κάθε x0 P rc, ds το px0, fpx0qq είναι ακραίο

σημείο του tpx, rq P rc, ds ˆ R|r ď fpxqu.

Λήμμα 1.1. ΄Εστω K κυρτό συμπαγές υποσύνολο του Rk
, k P N με μη κενό εσωτερικό

και H ένα υπερεπίπεδο το οποίο τέμνει το K μόνο στο τοπολογικό σύνορο του. Τότε:

1.Κάθε ακραίο σημείο της τομής του K με το H είναι και
ακραίο σημείο του K.

2.Υπάρχει τουλάχιστον ένα ακραίο σημείο του K το οποίο ανήκει στην τομή

του K με το H.

Απόδειξη. 1. Το ότι υπάρχει υπερεπίπεδο σημαίνει ότι υπάρχουν α P R, l P pRkq˚
τέτοια

ώστε H “ tx P Rk|lpxq “ αu και K Ď tx P Rk|lpxq ě αu. Το K X H είναι κυρτό
συμπαγές. ΄Εστω τώρα x0 P expK X Hq. Μένει να δείξουμε ότι x0 P expKq. ΄Εστω ότι

υπάρχουν y0, z0 P K και λ P p0, 1q τέτοια ώστε x0 “ λy0 ` p1 ´ λqz0. Επειδή έχουμε

α “ lpx0q “ λlpy0q ` p1 ´ λqlpz0q ě λα ` p1 ´ λqα “ α, έπεται ότι lpy0q “ lpz0q “ α.
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Δηλαδή y0, z0 P H, άρα και y0, z0 P K X H. Οπότε τελικά πρέπει x0 “ y0 “ z0 αφού το x0
είναι ακραίο του K X H. Και άρα, x0 P expKq.

2. ΄Εστω ότι ισχύει το αντίθετο, δηλαδή expKqXpKXHq “ H. ΄Αρα και expKqXexpKX

Hq “ H, το οποίο είναι άτοπο λόγω του 1.

Κεφάλαιο 2: Ακραία σημεία κυρτών συνόλων

Θεώρημα Krein-Millman. ΑνM μη κενό, συμπαγές και κυρτό υποσύνολο τοπικά κυρτού
χώρου E, τότε η κλειστή κυρτή θήκη του συνόλου ακραίων σημείων του M ταυτίζεται με το
M .

Απόδειξη. Το expMq δεν είναι κενό: Λόγω της παρατήρησης αμέσως μετά τον Ορισμό 1.2

αρκεί να δείξουμε ότι το M περιέχει ακραίο μονοσύνολο. ΄Εστω

A “ tK Ď M |K μη κενό, συπαγές και ακραίοu

(δεν είναι κενό διότι M P A) και έστω μια αλυσίδα tKiuiPI στην A, ως προς την σχέση Ď και

I ένα σύνολο δεικτών. Ισχύει ότι H ‰
Ş

iPI
Ki διαφορετικά αν H “

Ş

iPI
Ki τότε E “

Ť

iPI
EzKi

· το M είναι συμπαγές άρα αυτό το κάλυμμα του M ανάγεται σε πεπερασμένο υποκάλυμμα
n
Ť

j“1
EzKij με n P N, i1, . . . , in P I, Ki1, . . . , Kin στοιχεία της αλυσίδας (άρα υπάρχει j0 P

t1, . . . , nu τέτοιο ώστε EzKi1, . . . , EzKin Ď EzKij0
), και M Ď

n
Ť

j“1
EzKij “ EzKij0

. Τότε

H “ Kij0
ενώ έχουμεKij0

‰ H. Το
Ş

iPI
Ki είναι και ακραίο, διότι αν λx`p1´λqy P

Ş

iPI
Ki για

κάποια λ P p0, 1q, x, y P M , τότε λx` p1´ λqy P Ki, για κάθε i P I · το Ki είναι ακραίο άρα

x, y P Ki, για κάθε i P I και συνεπώς x, y P
Ş

iPI
Ki P A. ΄Αρα

Ş

iPI
Ki P A. Από το Λήμμα του

Zorn το A έχει minimal στοιχείο · το οποίο ονομάζουμε Ã. ΄Εστω ότι δεν είναι μονοσύνολο.
Τότε υπάρχουν x1, x2 P Ã τέτοια ώστε x1 ‰ x2 και εφαρμόζοντας το γεωμετρικό Θεώρημα

Hahn-Banach, υπάρχει L P M˚
τέτοιο ώστε Lpx1q ă Lpx2q. Θέτουμε

ÃL “

!

x P Ã|Lpxq “ max
yPÃ

Lpyq

)

.

Τώρα παρατηρούμε ότι, αν λy1`p1´λqy2 P ÃL, όπου λ P p0, 1q, y1, y2 P M τότε y1, y2 P ÃL

· διαφορετικά max
yPÃ

Lpyq “ Lpλy1 ` p1 ´ λqy2q “ λLpy1q ` p1 ´ λqLpy2q ă max
yPÃ

Lpyq,

άτοπο. Δηλαδή, το ÃL είναι ακραίο. Επίσης είναι κλειστό επειδή L είναι συνεχής και
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L´1ptmax
yPÃ

Lpyquq “ ÃL, άρα και συμπαγές επειδή ÃL Ď M με το M να είναι συμπαγές.

Οπότε, ÃL P A και x1 R ÃL άρα ÃL Ř Ã. ΄Ατοπο, επειδή το Ã είναι minimal. Το M είναι
συμπαγές και κυρτό, άρα άμεσα από τον ορισμό βλέπουμε ότι copexpMqq Ď M .

MzcopexpMqq “ H: ΄Εστω ότι υπάρχει x P MzcopexpMqq. Εφαρμόζοντας πάλι το Γε-

ωμετρικό Θεώρημα Hahn-Banach, υπάρχει L P M˚
τέτοιο ώστε Lpyq ă Lpxq, για κάθε

y P copexpMqq και θέτουμε

ML “

!

y P M |Lpyq “ max
zPÃ

|Lpzq|

)

.

Τότε ML X copexpMqq “ H. Το ML είναι ακραίο και συμπαγές σύμφωνα με τα ίδια επιχει-

ρήματα που χρησιμοποιήσαμε για να δείξουμε το ίδιο για το ÃL. Αυτό που αποδείξαμε μόλις

πριν είναι ότι σε αυτή την περίπτωση έχουμε ότι expMLq ‰ H και expMLq Ď expMq. Οπότε

τελικά έχουμε H Ř expMLq Ď expMq Ď copexpMqq άρα και ML X copexpMqq ‰ H, που

είναι άτοπο.

Ορισμός 2.1. 1. ΄Εστω N όπως στον Ορισμό 1.2. ΄Ενα μέτρο πιθανότητας µ στον X

λέγεται μέτρο αναπαράστασης του x P X ως προς το N αν
ż

X
hdµ “ hpxq, για κάθε h P N.

Σχόλιο. Το μέτρο Dirac εx, όπου x P X, είναι πάντα μέτρο αναπαράστασης του x.

Ορισμός 2.2. ΄Εστω X μη κενό, συμπαγές υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου E και µ

μέτρο πιθανότητας στο X. Λέμε ότι κάποιο x P E είναι βαρύκεντρο του µ αν,
ż

X
fdµ “ fpxq, για κάθε f P E˚.

Ο E είναι τοπικά κυρτός άρα ο E˚
διαχωρίζει σημεία του X. Αυτό μας εξασφαλίζει ότι κάθε

μέτρο πιθανότητας µ στο X θα έχει το πολύ ένα βαρύκεντρο. Ωστόσο δεν μπορούμε να
είμαστε βέβαιοι για το αν ένα μέτρο πιθανότητας στο X έχει βαρύκεντρο · και αν όντως έχει,
που βρίσκεται. Για αυτό χρειαζόμαστε την επόμενη πρόταση.

Πρόταση 2.1. ΄Εστω X συμπαγές υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου E, MpXq το

σύνολο των μέτρων πιθανότητας στο X και έστω ότι η κλειστή κυρτή θήκη του X είναι
συμπαγές. Αν µ ανήκει στο MpXq, τότε το βαρύκεντρο τού, rpµq, ανήκει στην κλειστή

κυρτή θήκη του X και η συνάρτηση κ : MpXq ! copXq είναι αφφινική w˚
-συνεχής.

Απόδειξη. Δείχνουμε ότι το copXq έχει στοιχείο x τέτοιο ώστε

fpxq “

ż

X
fdµ, για κάθε f P E˚.
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΄Εστω τυχαία f P E˚
. Θέτουμε

Hf “

!

y P E
ˇ

ˇ fpyq “

ż

X
fdµ

)

.

Το Hf είναι κλειστό υπερεπίπεδο και θέλουμε να δείξουμε ότι

Ω :“
´

č

fPE˚

Hf

¯

X copXq ‰ H.

Επειδή το copXq είναι συμπαγές, κάθε οικογένεια κλειστών υποσυνολών του που έχει την

ιδιότητα της πεπερασμένης τομής έχει μη κενή τομή. ΄Αρα αρκεί να

δείξουμε ότι για πεπερασμένη συλλογή f1, . . . , fn P E˚
, n P N ισχύει

´

n
č

i“1

Hfi

¯

X copXq ‰ H.

Ορίζουμε T : E ! Rn
σύμφωνα με το τύπο T pyq “ pf1pyq, . . . , fnpyqq. Η T είναι γραμμική

και συνεχής. ΄Αρα το T pcopXqq είναι συμπαγές και κυρτό. Θέτουμε επίσης

s “

´

ż

X
f1dµ, . . . ,

ż

X
fndµ

¯

.

Τώρα αρκεί να δείξουμε ότι s P T pcopXqq. ΄Εστω ότι s R T pcopXqq. Τότε από το Γε-

ωμετρικό Θεώρημα Hahn-Banach υπάρχει l P pRnq˚
τέτοιο ώστε lpsq ą sup

yPcopXq

lpT pyqq.

Υπάρχει διάνυσμα l1 :“ pl1, . . . , lnq P Rn
τέτοιο ώστε lpsq “ xl1, sy ą sup

yPT pcopXqq

xl1, T pyqy “

sup
yPT pcopXqq

lpT pyqq. Αν θέσουμε g “
n
ř

i“1
lifi, τότε η ανισότητα γράφεται

ż

X
gdµ ą sup gpcopXqq.

Και αυτή με τη σειρά της μας δίνει

sup gpcopXqq ă

ż

X
gdµ ď sup gpXq ď sup gpcopXqq, αφούX Ď copXq, µpXq “ 1,

άτοπο. Δείξαμε, δηλαδή, ότι Ω ‰ H. Και επειδή κάθε μέτρο πιθανότητας έχει το πολύ ένα

βαρύκεντρο, τότε το Ω είναι μονοσύνολο. Τώρα δείχνουμε ότι η r είναι w˚
-συνεχής. ΄Εστω

δίκτυο pµαq στοιχείων του MpXq και µ P MpXq με xα, x τα βαρύκεντρα τους αντίστοιχα
τέτοια ώστε, για

ψαpfq :“

ż

X
fdµα, ψpfq :“

ż

X
fdµ, για κάθε f P CpXq,
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έχουμε ότι ψα
w˚

! ψ. Επειδή το X είναι συμπαγές, για να δείξουμε ότι xα ! x αρκεί να
δείξουμε ότι για κάθε υποδίκτυο του pxαq που συγκλίνει, έστω pxβq, ισχύει xβ ! x. ΄Εστω

ότι xβ ! y, για κάποιο y P X και άρα fpxβq ! fpyq, για κάθε f P E˚
. Τότε, αφού ψβ

w˚

! ψ,
fpxβq “ ψβpfq ! ψpfq “ fpxq, για κάθε f P E˚

. Το E˚
όμως διαχωρίζει σημεία, άρα πρέπει

x “ y. Για να δείξουμε ότι η r είναι αφφινική παίρνουμε µ1, µ2 P MpXq με x1, x2 P copXq

τα βαρύκεντρά τους αντίστοιχα και

ψ1pfq :“

ż

X
fdµ1, ψ2pfq :“

ż

X
fdµ2 για κάθε f P CpXq.

Τότε λψ1pfq`p1´λqψ2pfq “ λfpx1q`p1´λqfpx2q “ fpλx1`p1´λqx2q για κάθε f P E˚

· δηλαδή το λx1`p1´λqx2 είναι βαρύκεντρο του λµ1`p1´λqµ2. ΄Αρα rpλψ1`p1´λqψ2q “

λx1 ` p1 ´ λqx2 “ λrpψ1q ` p1 ´ λqrpψ2q.

Η Πρόταση 2.1, δεδομένου κάποιου μέτρου πιθανότητας σε συμπαγές σύνολο μας δίνει

πληροφορίες για το βαρύκεντρο του. Τι συμβαίνει όμως αν ισχύει το ανάποδο· δηλαδή δεδο-

μένου στοιχείου ενός συμπαγούς συνόλου, τι πληροφορίες είναι δυνατό να αποκτήσουμε; Η

απάντηση σε αυτό το ερώτημα αποκαλύπτει μια ενδιαφέρον σύνδεση των μέτρων πιθανότη-

τας καθώς και των βαρύκεντρών τους με το Θεώρημα Krein-Millman. Για αυτό το λόγο θα
χρειαστούμε μια καινούργια πρόταση.

Πρόταση 2.2. ΄Εστω X μη κενό, συμπαγές υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου E. Τότε,

για x P E, ισχύει ότι το x ανήκει στην κλειστή κυρτή θήκη του X αν και μόνο αν το x είναι
βαρύκεντρο κάποιου µ μέτρου πιθανότητας στο X.

Απόδειξη. Θέτουμε X̃ “ copXq και έστω x P E. ΄Εστω µ μέτρο πιθανότητας στο X που έχει

το x βαρύκεντρο. Τότε,

fpxq “

ż

X
fdµ ď sup

yPX
fpyq ď sup

yPX̃

fpyq για κάθε f P E˚.

Αν x R
„

X, τότε txu X
„

X “ H. Από Γεωμετρικό Θεώρημα Hanh-Banach υπάρχουν f0 P E˚
,

t, s P R τέτοια ώστε f0pyq ă t ă s ă f0pxq, για κάθε y P
„

X. ΄Αρα και sup

yP
„

X

f0pyq ă f0pxq,

άτοπο. ΄Αρα τελικά, x P
„

X. Για την άλλη κατεύθυνση, έστω x P
„

X. Αφού
„

X είναι κλειστό,

υπάρχει δίκτυο pxαq, α ανήκει σε κάποιο κατευθυνόμενο σύνολο A, στοιχείων του
„

X που

συγκλίνει στο x. Επειδή
„

X είναι η κλειστή κυρτή θήκη του X, υπάρχουν nα P N, λαi ą

0, xαi P X τέτοια ώστε
nα
ř

i“1
λαi “ 1 και xα “

nα
ř

i“1
λαi x

α
i . Το κάθε xα είναι βαρύκεντρο του
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μέτρου πιθανότητας µα “
nα
ř

i“1
λαi εxα

i
στο X. Τα συναρτησιακά του CpXq˚

, που ορίζονται

μέσω του τύπου

ψαpfq “

ż

X
fdµα “ fpxαq, για κάθε f P CpXq, α P A

αποτελούν ένα δίκτυο του KpCpXqq “ tL P CpXq˚|Lp1q “ 1 “ ||L||u. Σύμφωνα με την

Πρόταση 1.2, το KpCpXqq είναι w˚´συμπαγές και κυρτό. ΄Ετσι, το δίκτυο pψαq έχει κάποιο

υποδίκτυο pψβq τέτοιο ώστε ψβ
w˚

! ψ, όπου ψ P KpCpXq˚q. Από Θεώρημα F.Riesz-Markov-
Kakutani υπάρχει κανονικό μέτρο Borel το οποίο σε αυτή τη περίπτωση θα είναι και μέτρο
πιθανότητας στο X, µ τέτοιο ώστε

ψpfq “

ż

X
fdµ, για κάθε f P CpXq.

΄Αρα έχουμε fpxβq “ ψβpfq και άρα fpxβq ! ψpfq, για κάθε f P E˚
(ο περιορισμός κάθε

f P E˚
στο X είναι στοιχείο του CpXq). Επίσης, επειδή το δίκτυο pxαq έχει όριο το x, τότε

και το υποδίκτυο pxβq έχει όριο το x. Αυτό σημαίνει και ότι το δίκτυο fpxβq έχει όριο το

fpxq για κάθε f P E˚
. ΄Αρα, από μοναδικότητα ορίου έχουμε ψpfq “ fpxq, για κάθε f P E˚

.

Δηλαδή, το x είναι βαρύκεντρο του µ.

Τώρα είμαστε έτοιμοι να δώσουμε τη μορφή του ΘεωρήματοςKrein-Milman που σχετίζεται
με μέτρα πιθανότητας.

Θεώρημα Krein-Milman 2. Κάθε στοιχείο ενός συμπαγούς κυρτού υποσυνόλου X
τοπικά κυρτού χώρου E είναι το βαρύκεντρο ενός μέτρου πιθανότητας µ στο X, το οποίο

φέρεται από την κλειστότητα του συνόλου των ακραίων σημείων του X.

Απόδειξη. Θα δείξουμε την ισοδυναμία των δύο μορφών του θεωρήματος Krein-Milman.
Θέτουμε Y “ expXq. Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι πρϋποθέσεις της αρχικής μορφής. ΄Ε-

στω x P X. Τότε x P copY q Ě copexpXqq “ X. Από Πρόταση 2.2 το x είναι το βαρύκεντρο

κάποιου μέτρου πιθανότητας µ στο Y . Και τότε, το μέτρο πιθανότητας
„
µ στο X που ορίζεται

σύμφωνα με το τύπο
„
µpBq “ µpB X Y q, όπου B είναι Borel του X, έχει το x βαρύκε-

ντρο και φέρεται από το Y . Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι ισχύουν οι συνθήκες της δεύτερης
μορφής. ΄Εστω x P X, άρα από Πρόταση 2.2 έχουμε x P copY q “ copexpXqq. Οπότε

X “ copexpXqq.

Το Θεώρημα Krein-Milman 2 μας εξασφαλίζει για κάθε στοιχείο x ενός κυρτού συμπα-
γούς X την ύπαρξη μέτρων πιθανότητας, που έχουν βαρύκεντρο το x και φέρονται από την
κλειστότητα των ακραίων σημείων του X. Το επόμενο θεώρημα που θα δούμε, είναι μια εκ-
πλέπτυνση του Θεωρήματος Krein-Milman 2 · αυτά τα μέτρα φέρονται από το σύνολο των
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ακραίων σημείων και όχι τη κλειστότητα του. Χρειάζεται πρώτα η εισαγωγή κάποιων χρήσιμων

εργαλείων.

Πρόταση 2.3. ΄Εστω X συμπαγές κυρτό υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού χώρου E και
x P X. Το x είναι ακραίο σημείο του X αν και μόνο αν το x είναι βαρύκεντρο μόνο του εx.

Απόδειξη. ΄Εστω x P expXq και έστω ότι είναι βαρύκεντρο κάποιου μέτρου πιθανότητας µ στο
X. Θέλουμε να δείξουμε ότι το µ έχει φορέα το txu. Λόγω κανονικότητας του µ, αρκεί να
δείξουμε ότι µpDq “ 0, για κάθε D Ď Xztxu συμπαγές. ΄Εστω ότι υπάρχει D συμπαγές
υποσύνολο του Xztxu τέτοιο ώστε µpDq ą 0. Από συμπάγεια του D μπορούμε να πούμε ότι
υπάρχει y P D τέτοιο ώστε για κάθε περιοχή U του y στο X να ισχύει µpUq ą 0 : ΄Εστω ότι
για κάθε y P D υπάρχει περιοχή του Ny στο X τέτοια ώστε µpNyq “ 0. Τότε

0 ă µpDq ď µp
ď

yPD

Nyq,

D όμως είναι συμπαγές άρα το κάλυμμα tNy|y P Du έχει υποκάλυμμα tNyi|i “ 1, . . . , n, y1, . . . , yn P

Du. ΄Αρα

0 ă µpDq ď µ
´

n
ď

i“1

Nyi

¯

ď

n
ÿ

i“1

µpNyiq “ 0, άτοπο.

Επιλέγουμε K μια κλειστή κυρτή περιοχή του y στο X τέτοια ώστε K Ď Xztxu. Τότε, το

K είναι συμπαγές κυρτό και 0 ă µpKq :“ s. Ισχύει s ă 1, γιατί αν µpKq “ 1 τότε

fpxq “

ż

X
fdµ “

ż

K
fdµ ď sup fpKq, για κάθε f P E˚

και πρέπει x P K· διαφορετικά, από Γεωμετρικό Θεώρημα Hanh-Bancah τότε, υπάρχει f0 P E˚

τέτοιο ώστε sup f0pKq ă f0pxq, άτοπο. Τώρα μπορούμε να ορίσουμε μέτρα Borel µ1, µ2 στο
X σύμφωνα με τους τύπους µ1pBq “ s´1µpB XKq, µ2pBq “ p1 ´ sq´1µpB X pXzKqq, για

κάθε B Borel του X. Από την Πρόταση 2.2, υπάρχουν x1, x2 P X βαρύκεντρα των µ1, µ2
αντίστοιχα. Αφού µ1pKq “ 1, x1 P K άρα x1 ‰ x και ακόμα, µpBq “ sµ1pBq`p1´sqµ2pBq,

για κάθε B Borel του X. Για

ψpfq :“

ż

X
fdµ, ψ1pfq :“

ż

X
fdµ1, ψ2pfq :“

ż

X
fdµ2 για κάθε f P CpXq,

έχουμε rpψq “ rpsψ1 ` p1 ´ sqψ2q “ srpψ1q ` p1 ´ sqrpψ2q άρα x “ sx1 ` p1 ´ sqx2.

΄Αρα x R expXq, άτοπο. Αντίστροφα, έστω ότι το x είναι βαρύκεντρο μόνο του εx. Θέλουμε
να δείξουμε ότι x P expXq. ΄Εστω ότι x R expXq. Τότε υπάρχουν y, z P X, λ P p0, 1q τέτοια

ώστε x “ λy ` p1 ´ λqz και έχουμε
ż

X
fdεx “ fpxq “ fpλy ` p1 ´ λqzq “ λfpyq ` p1 ´ λqfpzq “
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λ

ż

X
fdεy ` p1 ´ λq

ż

X
fdεz, για κάθε f P E˚.

Από αυτό βλέπουμε ότι το µ :“ λεy ` p1 ´ λqεz είναι µ ‰ εx, αφού x ‰ y, z, και έχει
βαρύκεντρό του το x · άτοπο.

Πρόταση 2.4. ΄Εστω X συμπαγές κυρτό υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού χώρου E.
Ο ApXq είναι κλειστός υπόχωρος του CpXq ως προς τη sup´νόρμα και ο E˚|X ` R είναι
πυκνός υπόχωρος του ApXq.

Απόδειξη. ΄Εστω ακολουθία στοιχείων panqnPN του ApXq τέτοια ώστε an
||.||8

! a, όπου a P

CpXq. ΄Εστω x, y P X, λ P r0, 1s. Επειδή

apλx ` p1 ´ λqyq “ lim anpλx ` p1 ´ λqyq “ λapxq ` p1 ´ λqapyq,

ισχύει a P ApXq. Δηλαδή ο ApXq είναι κλειστός. Τώρα, έστω g P ApXq, ϵ ą 0 και θέτουμε
J1 “ tpx, rq P E ˆ R|x P X, gpxq “ ru, J2 “ tpx, rq P E ˆ R|x P X, gpxq ` ϵ “ ru

(τα γραφήματα των g, g ` ϵ). Τα J1, J2 είναι συμπαγή κυρτά, μη κενά και ξένα. Από
το Γεωμετρικό Θεώρημα Hahn-Banach υπάρχουν L P pE ˆ Rq˚

και s P R τέτοια ώστε
supLpJ1q ă s ă inf LpJ2q. Με το ίδιο επιχρείρημα που χρησιμοποιούμε στην απόδειξη της

ιδιότητας 2.pbq στις ιδιότητες αμέσως μετά τον Ορισμό 2.3 (παρακάτω) υπάρχει h P ApXq

τέτοια ώστε g ă h ă g ` ϵ.

Η Πρόταση 2.4 μας δίνει το εξής χρήσιμο αποτέλεσμα:

Πόρισμα 2.1. ΄Εστω X συμπαγές κυρτό υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού χώρου E,

N “ E˚|X `R, µ μέτρο πιθανότητας στο X και x P X. Τότε το µ είναι μέτρο αναπαράστασης
του x στο X ως προς το N αν και μόνο αν το µ μέτρο αναπαράστασης του x στο X ως προς

το ApXq αν και μόνο αν το x είναι βαρύκεντρο του µ.

Απόδειξη. Για την πρώτη ισοδυναμία: Αν το µ είναι μέτρο αναπαράστασης του x στο X ως
προς το N τότε από την Πρόταση 2.4 έχουμε ότι είναι και ως προς το ApXq. Αντίστροφα, αν

το µ είναι μέτρο αναπαράστασης του x στο X ως προς το ApXq τότε είναι και ως προς το N
αφού N Ď ApXq.

Για τη δεύτερη ισοδυναμία: Για x P X αν ισχύει (για κάποιο µ όπως πάνω),
ż

X
adµ “ apxq, για κάθε a P ApXq,

τότε βλέπουμε ότι το x είναι βαρύκεντρο του µ αφού E˚|X ` R Ď ApXq. Για την άλλη

κατεύθυνση, αν το x P X είναι βαρύκεντρο κάποιου µ (το µ όπως στην υπόθεση), τότε
ż

X
fdµ “ fpxq, για κάθε f P E˚.
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Αφού µpXq “ 1, έχουμε

ż

X
f ` rdµ “ fpxq ` r, για κάθε f P E˚, r P R,

άρα από Πρόταση 2.4 παίρνουμε

ż

X
adµ “ apxq, για κάθε a P ApXq.

Ορισμός 2.3. 1. Μια απεικόνιση L : K1 ! K2, όπου K1, K2 είναι κυρτά υποσύνολα

διανυσματικών χώρων (πάνω από το R) V1, V2 αντίστοιχα, ονομάζεται αφφινική όταν Lpλx`

p1 ´ λqyq “ λLpxq ` p1 ´ λqLpyq, για κάθε x, y P X και λ P R.
2. ΄Εστω X συμπαγές υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού χώρου E. Συμβολίζουμε με ApXq το

σύνολο των συνεχών αφφινικών πραγματικών συναρτήσεων στον X. Ο ApXq είναι υπόχωρος

του CpXq και σε αυτόν ανήκουν οι σταθερές συναρτήσεις, καθώς και όλες οι απεικονίσεις της

μορφής x 7! fpxq ` r, όπου x P X, f P E˚
, r P R.

3. ΄Εστω f φραγμένη πραγματική συνάρτηση στον X. Για N “ ApXq (N όπως στον Ορισμό

1.2), η f˚
θα λέγεται άνω θήκη της f .

Στην Πρόταση 1.1 η f ήταν στοιχείο του CpXq όμως στην απόδειξη για τα (1)-(7) της

Πρότασης 1.1 δεν χρησιμοποιήσαμε τη συνέχεια της παρά μόνο ότι η f είναι φραγμένη (ως

συνεχής ορισμένη σε συμπαγές). Εκτός από τις ιδιότητες των f˚, f˚ που έχουμε δει, σε αυτή

την περίπτωση έχουμε κάποιες ακόμα:

(a) η f˚
είναι κοίλη

(b) αν η f είναι κοίλη άνω ημισυνεχής, τότε f “ f˚
.

Απόδειξη. (a). f˚
είναι κοίλη: Θα δείξουμε γενικότερα ότι το infimum οικογένειας H κοίλων

πραγματικών συναρτήσεων που ορίζονται στο X είναι κοίλη. ΄Εστω gpxq :“ infthpxq|h P Hu

και x, y P X και λ P r0, 1s. ΄Εστω τυχαίο ϵ ą 0. Τότε υπάρχει h P H τέτοια ώστε
gpλx ` p1 ´ λqyq ` ϵ ą hpλx ` p1 ´ λqyq ě λhpxq ` p1 ´ λqhpyq ě λgpxq ` p1 ´ λqgpyq.

΄Αρα, gpλx ` p1 ´ λqyq ě λgpxq ` p1 ´ λqgpyq.

(b). f ď f˚
: ΄Εστω x P X. Το fpxq είναι άνω φράγμα του thpxq|h P A, h ě fu

και το f˚pxq είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του, άρα fpxq ď f˚pxq. ΄Εστω f κοίλη και άνω
ημισυνεχής. Παίρνουμε, το υποσύνολο του τοπικά κυρτού EˆR, K “ tpx, rq P EˆR|fpxq ě

ru. ΄Εστω px1, r1q, px2, r2q P K. Τότε λr1 ` p1 ´ λqr2 ď λfpx1q ` p1 ´ λqfpx2q ď

fpλx1 ` p1 ´ λqx2q, αφού η f είναι κοίλη · άρα και K Q pλx1 ` p1 ´ λqx2, λr1 ` p1 ´
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λqr2q “ λpx1, r1q ` p1 ´ λqpx2, r2q. Δηλαδή το K είναι κυρτό. Επειδή η f είναι άνω
ημισυνεχής το tx P X|fpxq ă ru, όπου r P R , είναι ανοιχτό ως προς την τοπολογία
του E και το p´8, rq είναι ανοιχτό ως προς την τοπολογία του R άρα το tx P X|fpxq ă

ru ˆ p´8, rq “ tpx, rq P E ˆ R|fpxq ă ru είναι ανοιχτό ως προς την τοπολογία του E ˆ R.
΄Αρα το K :“ tpx, rq|fpxq ě ru “ pE ˆ Rqztpx, rq|fpxq ă ru είναι κλειστό. ΄Εστω ότι
υπάρχει κάποιο x0 P X για το οποίο ισχύει fpx0q ă f˚px0q. Τότε px0, f

˚px0qq R K, οπότε
από γεωμετρικό θεώρημα Hahn-Banach (K κυρτό και κλειστό) υπάρχουν L P pE ˆ Rq˚

,

t, s P R τέτοια ώστε Lpx, fpxqq ă t ă s ă Lpx0, f
˚px0qq, για κάθε x P K. Επειδή

ισχύει Lpx0, fpx0qq ă Lpx0, f
˚px0qq, έπεται ότι 0 ă Lp0, f˚px0q ´ fpx0qq και άρα 0 ă

`

f˚
px0q ´ fpx0q

looooooomooooooon

ą0

˘

Lp0, 1q · άρα Lp0, 1q ą 0. Για το τυχαίο x P X υπάρχει r1
x ą 0 τέτοιο

ώστε Lp0, r1
xq “ s ´ Lpx, fpxqq. Επειδή r1

xLp0, 1q “ s ´ Lpx, fpxqq και το Lp0, 1q είναι

αυστηρά θετικό, το r1
x “

s´Lpx,fpxqq

Lp0,1q
είναι μοναδικό. Ορίζουμε hpxq “ fpxq ` r1

x, για x P X

και τότε Lpx, hpxqq “ Lpx, fpxqq ` Lp0, r1
xq “ s για κάθε x P X. Η h είναι αφφινική. Για

y, z P X, λ P r0, 1s έχουμε

L
`

λy`p1´λqz, hpλy`p1´λqzq
˘

“ s “ λs`p1´λqs “ λLpy, hpyqq`p1´λqLpz, hpzqq “

L
`

λy ` p1 ´ λqz, λhpyq ` p1 ´ λqhpzq
˘

.

Αυτό μας δίνει ότι

L
`

0, hpλy ` p1 ´ λqzq ´ λhpyq ´ p1 ´ λqhpzq
˘

“

“

hpλy ` p1 ´ λqzq ´ λhpyq ´ p1 ´ λqhpzq
‰

Lp0, 1q
loomoon

ą0

“ 0,

άρα και

hpλy ` p1 ´ λqzq “ λhpyq ` p1 ´ λqhpzq.

Επίσης Lpx, fpxqq ă s “ Lpx, hpxqq. Ισοδύναμα 0 ă Lp0, hpxq ´ fpxqq “
`

hpxq ´

fpxq
˘

Lp0, 1q
loomoon

ą0

για κάθε x P X άρα fpxq ă hpxq για κάθε x P X. Και ακόμη Lpx0, hpx0qq “

s ă Lpx0, f
˚px0qq, οπότε 0 ă Lp0, f˚px0q ´ hpx0qq “

`

f˚px0q ´ hpx0q
˘

Lp0, 1q
loomoon

ą0

· άρα

hpx0q ă f˚px0q, που έιναι άτοπο από τον ορισμό της f˚
.

Ορολογία. ΄Εστω X συμπαγής χώρος Hausdorff και S ένα σύνολο Borel του. Λέμε
ότι ένα μη αρνητικό κανονικό μέτρο Borel µ στον X φέρεται από το S αν µpXzSq “ 0.

Πρόταση 2.5. ΄Εστω X μετρικοποιήσιμο κυρτό συμπαγές υποσύνολο ενός τοπικά
κυρτού χώρου E και τυχαία f P CpXq. Θέτουμε S “ tx P X|f˚pxq “ fpxqu. Τότε:

1. Το S είναι σύνολο Borel του X.
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2. Το expXq είναι σύνολο Borel του X.

Απόδειξη. 1. Η f˚
είναι άνω ημισυνεχής και η f το ίδιο διότι είναι συνεχής, άρα η f˚ ´ f

είναι άνω ημισυνεχής. Δηλαδή για κάθε t P R το tx P X|f˚pxq´fpxq ă tu είναι ανοιχτό,
άρα είναι σύνολο Borel. Επειδή τώρα για κάθε n P N το tx P X|f˚pxq ´ fpxq ă 1

nu είναι

σύνολο Borel και
č

nPN
tx P X|f˚

pxq ´ fpxq ă
1

n
u “ S,

έχουμε ότι το S είναι σύνολο Borel.

2. ΄Εστω d0 μια μετρική του X και για m P N,

Fm :“ tx P X|x “
y ` z

2
, για κάποια y, z P X όπου d0py, zq ě

1

m
u.

΄Εστω μια ακολουθία στοιχείων του Fm, pxnqnPN, και x
1 P X τέτοια ώστε d0pxn, x

1q ! 0.
Τότε υπάρχουν ακολουθίες pynq, pznq στοX τέτοιες ώστε d0p

yn`zn
2 , x1q ! 0, d0pyn, znq ě

1
m για κάθε n P N. Αφού ο X είναι συμπαγής υπάρχουν υπακολουθίες pynk

qkPN, pznk
qkPN

των pynq, pznq αντίστοιχα και y1, z1 P X ώστε d0py1, z1q ě 1
m , d0pynk

, y1q ! 0, d0pznk
, z1q !

0. Και τότε για την p
ynk`znk

2 q έχουμε ότι d0p
ynk`znk

2 , y
1`z1

2 q ! 0 η οποία είναι υπακολουθία

της pxnq · άρα x1 “
y1`z1

2 με d0py1, z1q ě 1
m . Δηλαδή, x

1 P Fm. Αυτό σημαίνει ότι το Fm,

m P N, είναι κλειστό και παρατηρούμε ότι x R expXq αν και μόνο αν υπάρχει m0 P N
τέτοιο ώστε x P Fm0

. Οπότε expXq “
Ş

mPN
XzFm, όπου για κάθε m P N, το XzFm είναι

ανοιχτό άρα και σύνολο Borel · συνεπώς το expXq είναι και αυτό σύνολο Borel.

Τώρα μπορούμε να μιλήσουμε για το θεώρημα που αναφέραμε πριν.

Θεώρημα του Choquet. ΄Εστω X μετρικοποιήσιμο κυρτό συμπαγές υποσύνολο ενός
τοπικά κυρτού χώρου E και x0 ένα στοιχείο του X. Τότε υπάρχει μέτρο πιθανότητας στον
X που έχει το x0 βαρύκεντρο και φέρεται από το σύνολο των ακραίων σημείων του X.

Απόδειξη. X είναι μετρικοποιήσιμος, οπότε ο CpXq, άρα και ο ApXq, είναι διαχωρίσιμος.

Βάσει αυτού, επιλέγουμε ακολουθία συναρτήσεων του ApXq, έστω phmqmPN, τέτοιες ώστε

||hm||8 “ 1 και το σύνολο thmumPN είναι πυκνό στη μοναδιαία σφαίρα ta P ApXq| ||a||8 ď 1u

του ApXq και επιπλέον, διαχωρίζει σημεία του X. ΄Εστω f “
8
ř

m“1

h2
m

2m . Η σειρά συγκλίνει

ομοιόμορφα άρα f P CpXq. Αν x, y P X τέτοια ώστε x ‰ y, τότε υπάρχει m0 P N τέτοιο
ώστε hm0

pxq ‰ hm0
pyq, άρα η hm0

δεν είναι σταθερή στο διάστημα rx, ys. Τότε και η h2m0
είναι

αυστηρά κυρτή σε αυτό, άρα και η f . Οπότε, η f είναι αυστηρά κυρτή. Θεωρούμε τον υπόχωρο
B “ ta ` rf |a P ApXq, r P Ru του CpXq. Για την απεικόνιση p : CpXq ! R που ορίζεται
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σύμφωνα με το τύπο ppgq “ g˚px0q, όπου g P CpXq, ισχύει ppg1 ` g2q “ pg1 ` g2q˚px0q ď

g˚
1px0q ` g˚

2px0q “ ppg1q ` ppg2q, pprgq “ prgq˚px0q “ rg˚px0q, για r ě 0, λόγω του (c).
Ορίζουμε γραμμική απεικόνιση m0 : B ! R με τον τύπο m0ph ` rfq “ hpx0q ` rf˚px0q,

όπου h P ApXq, r P R. Για r ě 0, h P ApXq έχουμε h` rf˚ “ ph` rfq˚
από τα (2) και (4)

της Πρότασης 1.1. ΄Εστω r ă 0, h P ApXq. Η f είναι κυρτή, δηλαδή για y, z P X, y ‰ z,
λ P p0, 1q ισχύει

λfpyq ` p1 ´ λqfpzq ď fpλy ` p1 ´ λqzq ·

και άρα

rfpλy ` p1 ´ λqzq ď λrfpyq ` p1 ´ λqrfpzq.

Οπότε για y, z P X, y ‰ z, λ P p0, 1q ισχύει

h ` rfpλy ` p1 ´ λqzq “ hpλy ` p1 ´ λqzq ` rfpλy ` p1 ´ λqzq “

λhpyq ` p1 ´ λqhpzq ` rfpλy ` p1 ´ λqzq ď λhpyq ` p1 ´ λqhpzq ` λrfpyq ` p1 ´ λqrfpzq.

Δηλαδή η h`rf κοίλη και άνω ημισυνεχής αφού h και f είναι συνεχείς (η f είναι επίσης κοίλη

και άνω ημισυνεχής). ΄Ετσι από το 3.(b) του Ορισμού 2.3 έχουμε h`rf˚ “ h`rf “ ph`rfq˚
.

Από το Θεώρημα Hahn-Banach τώρα, υπάρχει συναρτησιακό m : CpXq ! R που επεκτείνει
το m0 και κυριαρχείται από την p. Επίσης για κάθε g P CpXq, g ě 0 ισοδυναμεί με 0 ě ´g
από το οποίο έπεται ότι 0 ě p´gq˚px0q ě mp´gq όπου και αυτό με τη σειρά του ισοδυναμεί

με mpgq ě 0 · δηλαδή το m είναι θετικό άρα και συνεχές. Από το Θεώρημα F.Riesz-Markov-
Kakutani υπάρχει µ μη αρνητικό κανονικό μέτρο Borel στον X τέτοιο ώστε

mpgq “

ż

X
gdµ, για κάθε g P CpXq.

Επειδή 1 P ApXq,

1 “ mp1q “

ż

X
1dµ “ µpXq.

Οπότε το µ είναι μέτρο πιθανότητας. Επίσης, έχουμε ότι

ż

X
fdµ “ mpfq “ f˚

px0q.

Στη συνέχεια αφού f ď f˚
, παίρνουμε

ż

X
fdµ ď

ż

X
f˚dµ.

Αν h P ApXq και h ě f , τότε h ě f˚
και

hpx0q “ mphq “

ż

X
hdµ ě

ż

X
f˚dµ.

20



Το µ-ολοκλήρωμα της f˚
είναι κάτω φράγμα του thpx0q|h P ApXq, h ě fu ενώ το f˚px0q

είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του · άρα

f˚
px0q ě

ż

X
fdµ.

Θέτουμε S “ tx P X|f˚pxq “ fpxqu. Από τη Πρόταση 2.5 έχουμε

ż

X
fdµ “

ż

X
f˚dµ άρα

ż

X
f˚

´ fdµ “ 0 και τότε

ż

XzS
f˚

´ fdµ “ 0

και εντέλει έπεται ότι µpXzSq “ 0, αφού f˚ ´ f ą 0 στο XzS. ΄Εστω τώρα x P X. Αν
x R expXq, τότε υπάρχουν λ P p0, 1q, y, z P X, y ‰ z τέτοια ώστε x “ λy ` p1 ´ λqz και από
την αυστηρή κυρτότητα της f έχουμε

fpxq ă λfpyq ` p1 ´ λqfpzq ď λf˚
pyq ` p1 ´ λqf˚

pzq ď f˚
pxq.

΄Αρα x R S. Δηλαδή, δείξαμε ότι το μέτρο πιθανότητας µ που έχει βαρύκεντρο το x0 φέρεται

από το S, ένα υποσύνολο του expXq.

Κεφάλαιο 3: Σύνορο Choquet ενός χώρου συναρ-
τήσεων

Ορισμός συνόρου Choquet. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος υποσύνολο τοπικά
κυρτού χώρου E.
α) ΄Εστω f P CpXq και f˚, f˚, N όπως στον Ορισμό 1.2. Ο πρώτος ορισμός του συνόρου
Choquet είναι

C˚N “ tx P X|f˚
pxq “ f˚pxq για κάθε f P CpXqu.

β) ΄Εστω µ όπως στον Ορισμό 2.1 και N όπως στον Ορισμό 1.2. Ο δεύτερος ορισμός του

συνόρου Choquet είναι

pCN “ tx P X|εx είναι το μοναδικό μέτρο αναπαράστασης του x ως προς τοNu.

γ) ΄Εστω KpNq και ϕ όπως στον Ορισμό 1.3. Ο τρίτος ορισμός του συνόρου Choquet

είναι

„

CN “ tx P X|ϕpxq P expKpNqqu.

Θα αποδειχθεί παρακάτω η ταύτιση τους. Για το σκοπό αυτό αναφέρουμε το επόμενο

λήμμα. Πριν από αυτό όμως, ας δούμε μια πρόταση που θα μας βοηθήσει να απαντήσουμε σε

ερωτήματα που ενδεχομένως προκύπτουν από κάποια σημεία της απόδειξής του Θεωρήματος

Choquet. ΄Ενα τέτοιο διευκρινίζεται παρακάτω.
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Πρόταση 3.1. ΄Εστω X συμπαγές κυρτό υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου E και
N “ ApXq ή N “ E˚|X ` R. Τότε κάθε x P X είναι ακραίο αν και μόνο αν x ανήκει στο
σύνορο Choquet του X ως προς το N .

Απόδειξη. Για κάθε x P X, η Πρόταση 2.3 μας λέει ότι x P expXq αν και μόνο αν το x είναι
βαρύκεντρο μόνο του εx και από το Πόρισμα 2.1 αυτό ισοδυναμεί με το εx να είναι το μοναδικό

μέτρο αναπαράστασης του X ως προς το N , δηλαδή το x ανήκει στο σύνορο Choquet του X
σύμφωνα με τον δεύτερο ορισμό του συνόρου Choquet.

Στην απόδειξη του Θεωρήματος Choquet είδαμε πως το S “ tx|fpxq “ f˚pxqu είναι

υποσύνολο των ακραίων σημείων του X. Ισχύει όμως ότι κάθε ακραίο σημείο του X είναι
και σημείο του S; Εδώ ακριβώς γίνεται φανερός ο ρόλος της Πρότασης 2.5, σύμφωνα με την
οποία το σύνολο των ακράιων σημείων του X είναι υποσύνολο του συνόρου Choquet του X
το οποίο με τη σειρά του είναι υποσύνολο του X.

Επιστρέφουμε τώρα στη διατύπωση και απόδειξη του λήμματος.

Λήμμα 3.1. Για τυχαίο x P X και τυχαία f P CpXq έχουμε ότι

rf˚pxq, f˚
pxqs “

!

ż

X
fdµ

ˇ

ˇ µ μέτρο αναπαράστασης του x
)

.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχαίο x P X και τυχαία f P CpXq. ΄Εστω τώρα τυχαίο µ μέτρο αναπα-

ράστασης για το x και τυχαίες h1, h2 P N για τις οποίες ισχύει h1 ď f ď h2. Τότε

ż

X
h1dµ ď

ż

X
fdµ ď

ż

X
h2dµ.

Από τον ορισμό της f˚, το f˚pxq είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του συνόλου thpxq|h P N, h ď

fu και το
ż

X
fdµ είναι ένα άνω φράγμα του, άρα f˚pxq ď

ż

X
fdµ.

Αντίστοιχα καταλήγουμε στην ανισότητα

ż

X
fdµ ď f˚

pxq, άρα τελικά

ż

X
fdµ P rf˚pxq, f˚

pxqs.

Αντίστροφα, επιλέγουμε ένα α P rf˚pxq, f˚pxqs και ορίζουμε τη γραμμική απεικόνιση από τον

γραμμικό υπόχωρο tλf |λ P Ru του CpXq στο R, την οποία ονομάζουμε ψ, σύμφωνα με το
τύπο ψpλfq “ λα.

Επίσης, ορίζουμε την απεικόνιση p : CpXq ! R σύμφωνα με ppgq “ g˚pxq, όπου g P

CpXq. Από τη Πρόταση 1.1 έχουμε δύο αποτελέσματα. Πρώτο, για την p ισχύει ppg1 `g2q ď

ppg1q ` ppg2q, για κάθε g1, g2 P CpXq και ppλgq “ λppgq, για κάθε λ ě 0, g P CpXq.
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Δεύτερο, όταν λ ě 0 έχουμε ψpλfq “ λα ď λf˚pxq “ pλfq˚pxq “ ppλfq και όταν λ ă 0,
ψpλfq “ λα ď λf˚pxq “ ´λp´f˚pxqq “ ´λp´fq˚pxq “ pλfq˚pxq “ ppλfq. ΄Αρα για
κάθε λ ě 0 ισχύει ψpλfq ď ppλfq. Δηλαδή, η ψ κυριαρχείται από την p και εφαρμόζοντας
το Θεώρημα Hahn-Banach, υπάρχει συναρτησιακό ψ : CpXq ! R που την επεκτείνει και
κυριαρχείται από την p.

Για g P CpXq, ισχύει g ě 0 οπότε ψp´gq ď pp´gq “ p´gq˚pxq “ ´g˚pxq ď 0, συνεπώς
´ψpgq ď 0 και τέλος παίρνουμε ψpgq ě 0, άρα το ψ είναι θετικό. Για τυχαία h P N , ισχύει
ψphq ď pphq “ h˚pxq “ hpxq και ´ψphq “ ψp´hq ď pp´hq “ p´hq˚pxq “ ´h˚pxq “

´hpxq. ΄Αρα ψphq “ hpxq. Τώρα από το Θεώρημα F.Riesz-Markov-Kakutani, υπάρχει
μοναδικό μέτρο Radon µ στον X τέτοιο ώστε

ψpgq “

ż

X
gdµ, για κάθε g P CpXq.

Από αυτά που μόλις δείξαμε, το µ είναι μέτρο αναπαράστασης για το x και

ż

X
fdµ “ ψpfq “ α.

Με άμεση εφαρμογή του Λήμματος 3.1 μπορούμε πλέον να δείξουμε ότι C˚N “ pCN . Για

x P X, αν f˚pxq “ f˚pxq, για κάθε f P CpXq, τότε από το λήμμα έχουμε

!

ż

X
fdµ

ˇ

ˇ µ μέτρο αναπαράστασης του x
)

“ rf˚pxq, f˚
pxqs “ tfpxqu

αφού ισχύει f˚pxq ď fpxq ď f˚pxq, για κάθε f P CpXq. ΄Αρα

ż

X
fdµ “ fpxq, για κάθε f P CpXq

και τότε µ “ εx, όπου µ μέτρο αναπαράστασης του x.

Αν εx είναι το μοναδικό μέτρο αναπαράστασης του x, τότε από το Λήμμα 3.1 έχουμε

rf˚pxq, f˚
pxqs “

!

ż

X
fdµ

ˇ

ˇ µ μέτρο αναπαράστασης του x
)

“

!

ż

X
fdεx

)

“ tfpxqu,

για κάθε f P CpXq. ΄Αρα f˚pxq “ f˚pxq “ fpxq, για κάθε f P CpXq. Ουσιαστικά αποδείξαμε

το εξής.

Πρόταση 3.2. Για N όπως στον Ορισμό 1.2, x P X, έχουμε ότι f˚pxq “ f˚pxq για

κάθε f P CpXq αν και μόνο αν το εx είναι το μοναδικό μέτρο αναπαράστασης του x ως προς
το N .
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Εφόσον δείξαμε την ισοδυναμία των ορισμών 1 και 2 του συνόρου Choquet, για να ολο-
κληρώσουμε τον σκοπό μας, πρέπει να δείξουμε ότι ο τρίτος ορισμός του συνόρου Choquet
είναι ισοδύναμος με έναν από τους δύο. Επιλέγουμε να δείξουμε την ισοδυναμία του με τον

δεύτερο. Η επόμενη πρόταση θα μας εξασφαλίσει αυτό ακριβώς.

Πρόταση 3.3. ΄Εστω X συμπαγής χώρος Hausdorff υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου
E. Για x P X και ϕ, KpNq όπως στον Ορισμό 1.3, το x είναι βαρύκεντρο μόνο για το εx αν
και μόνο αν το ϕpxq είναι ακραίο σημείο του KpNq.

Απόδειξη. ΄Εστω x P X τέτοιο ώστε ϕpxq P expKpNqq και έστω µ μέτρο στο X για το οποίο
ισχύει

hpxq “

ż

X
hdµ, για κάθε h P N.

Κάθε διανυσματικός χώρος είναι πυκνός στη πλήρωση του άρα

hpxq “

ż

X
hdµ, για κάθε h P N. διότι η κλειστότητα N του N είναι και η πλήρωση του N.

Ορίζουμε το κανονικό μέτρο Borel στο KpNq μέσω της σχέσης µ1 “ µ ˝ ϕ´1
.

Τότε,

h ˝ ϕ´1
pϕpxqq “

ż

ϕpXq

h ˝ ϕ´1dµ1
για κάθε h P N

και

h ˝ ϕ´1
pϕpxqq ` r “

ż

ϕpXq

ph ˝ ϕ´1
` rqdµ1

για κάθε h P N, r P R.

Είναι γνωστό ότι ppNq˚,w˚q˚ “ N και από Πρόταση 2.5 έχουμε ότι το N |KpNq ` R είναι
πυκνό στο ApKpNqq ως προς τη sup´νόρμα και τότε

a1
pϕpxqq “

ż

ϕpXq

a1dµ1
για κάθε a1

P ApKpNqq

και επειδή
ż

ϕpXq

a1dεϕpxq “ a1
pϕpxqq, για κάθε a1

P ApKpNqq

από το Πόρισμα 2.1 επομένως, έχουμε ότι το ϕpxq είναι βαρύκεντρο του µ1
. Αφού ϕpxq P

expKpNqq, η Πρόταση 2.4 μας εξασφαλίζει ότι µ1 “ εϕpxq άρα και, µ “ εx. ΄Εστω τώρα

x P X τέτοιο ώστε ϕpxq R expKpNqq. Τότε υπάρχουν L1, L2 P KpNq, L1 ‰ L2 τέτοια ώστε

ϕpxqphq “ 1
2L1phq ` 1

2L2phq, για κάθε h P N άρα υπάρχουν µ1, µ2 μέτρα πιθανότητας στο X
τέτοια ώστε µ1 ‰ µ2,

L1 “

ż

X
hdµ1, L2 “

ż

X
hdµ2, για κάθε h P N.
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Θέτουμε τώρα µ “ 1
2µ1 ` 1

2µ2, το οποίο είναι και αυτό μέτρο πιθανότητας στο X · τότε

ż

X
hdµ “ hpyq, για κάθε h P N.

Αν το x όμως είναι βαρύκεντρο μόνο για το εx, τότε εx “ µ “ 1
2µ1 ` 1

2µ2. ΄Ετσι έπεται ότι
εx “ µ1 “ µ2 · άτοπο. ΄Αρα καταλήγουμε στο ότι το x δεν είναι βαρύκεντρο μόνο για το
εx.

Ορολογία/Ορισμός συνόλου ελέγχου, χώρου ελέγχου, μέτρου ελέγ-

χου. Επιλέγουμε ένα υποσύνολο T του διανυσματικού χώρου CpXq στο οποίο ανήκει η

σταθερή συνάρτηση 1 και το οποίο διαχωρίζει σημεία του X · δηλαδή αν έχουμε x, y P X
όπου x ‰ y, τότε υπάρχει t P T τέτοια ώστε tpxq ‰ tpyq. Το ονομάζουμε σύνολο

(του X) ελέγχου και τα στοιχεία του λέγονται συναρτήσεις ελέγχου (του X). Το σύνο-
λο linT “ th P CpXq|f “ a1t1 ` . . . ` antn, n P N, t1, . . . , tn P T, a1, . . . , an P Ru είναι

διανυματικός υπόχωρος του CpXq και ονομάζεται χώρος ελέγχου. Αν ένα θετικό μέτρο Ra-
don µ είναι μέτρο αναπαραστάσης ενός στοιχείου του Χ, έστω x, ως προς τη γραμμική θήκη
του συνόλου ελέγχου T (Ορισμός 2.1) · τότε αυτό το µ ονομάζεται μέτρο ελέγχου ως προς το
T. Σύμφωνα με τα (1),(2),(3) της Πρότασης 1.1 όταν πάρουμε για N τη γραμμική θήκη του
συνόλου ελέγχου T, ισχύει ότι ο χώρος T˚ “ tf P CpXq|f˚pxq “ f˚pxq, για κάθε x P Xu

είναι διανυσματικός υπόχωρος του CpXq.

Απόδειξη. 0 P T˚
αφού 0 P linT, άρα και 0˚ “ 0˚ . Φυσικά, το ίδιο ισχύει για κάθε h P linT.

Για λ ě 0, αν

f P T˚
τότε έπεται f˚

“ f˚ και τότε λf
˚

“ λf˚ και τότε pλfq
˚

“ pλfq˚,

επειδή

λf˚ “ ´λp´f˚q “ ´λp´fq
˚

“ ´p´λfq
˚

“ pλfq˚.

Για λ ă 0, αφού

f˚
“ f˚ ισχύει ´ λf˚

“ ´λf˚ άρα p´λfq
˚

“ p´λfq˚ άρα και ´ pλfq˚ “ ´pλfq
˚

που προκύπτει από την ισότητα p´fq˚ “ ´f˚. ΄Αρα λf P T˚
για κάθε λ P R. Επίσης, αν

f, g P T˚
τότε f˚

“ f˚, g
˚

“ g˚ και τότε f
˚

` g˚
“ f˚ ` g˚,

και αφού

pf ` gq˚ “ ´r´pf ` gq˚s “ ´r´pf ` gqs
˚

ě ´rp´fq
˚

` p´gq
˚
s “ f˚ ` g˚

έχουμε f˚ `g˚ ď pf `gq˚ ď f `g ď pf `gq˚ ď f˚ `g˚ “ f˚ `g˚. ΄Αρα pf `gq˚ “ pf `gq˚
,

δηλαδή f ` g P T˚
.
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΄Ετσι καταλήξαμε στην αλυσίδα T Ď linT Ď T˚ Ď CpXq.

Ορισμός 3.1. ΄Οταν f P T˚
, για f P CpXq, η f ονομάζεται T-αφφινική.

Στη συνέχεια δίνονται δύο παραδείγματα ώστε να αποκτήσουμε μια εικόνα για το ῾῾μέγεθος᾿᾿

και τη μορφή του linT στον CpXq. ΄Ετσι θα πάρουμε κάποιες ενδιαφέρουσες πληροφορίες για

τις f˚
, f˚, όπου f P CpXq.

Παράδειγμα 3.1. ΄Εστω X “ rt1, t2s, με t1, t2 P R, t1 ă t2 και T “ t1, id, id2u.

Τότε linT “ th P CpXq|hpxq “ ax2 ` bx ` c όπου a, b, c P Ru. Το ενδιαφέρον εδώ είναι

ότι για κάθε f P CpXq ισχύει f˚ “ f˚ “ f . Πως φαίνεται αυτό: Θα δείξουμε ότι fpxq “

f˚pxq “ infthpxq|h P linT, h ě fu, για κάθε x P X. ΄Εστω ϵ ą 0, x P X και f P CpXq.

Κατασκευάζουμε πολυωνυμική συνάρτηση δευτέρου βαθμού, έστω g ě f στο X, τέτοια ώστε
η κορυφή της να είναι στο x και |gpxq ´ fpxq| ă ϵ. ΄Αρα για gpyq “ ay2 ` by ` c, όπου
a, b, c P R, y P X πρέπει να ισχύει g1pxq “ 0. Επειδή g1pxq “ 2ax ` b, έπεται b “ ´2ax
και έτσι παίρνουμε gpyq “ ay2 ´ 2axy ` c. Επίσης, πρέπει 0 ď gpxq ´ fpxq ă ϵ άρα

gpxq ´ fpxq “ ax2 ´ 2ax2 ` c´ fpxq “ c´ pfpxq `ax2q, συνεπώς 0 ď c´ pfpxq `ax2q ă ϵ

και τότε fpxq ` ax2 ď c ă fpxq ` ax2 ` ϵ. Μπορούμε να επιλέξουμε c “ fpxq ` ax2 ` ϵ
2 .

Τώρα μένει να προσδιορίσουμε κατάλληλα την σταθερά a έτσι ώστε να ισχύει gpyq ě fpyq,

για κάθε y P X. Η f είναι συνεχής στο x άρα υπάρχει δ ą 0 τέτοιο ώστε για κάθε y P X,

αν |x ´ y| ă δ τότε |fpxq ´ fpyq| ă ϵ
4 . Εξετάζουμε πρώτα τα y με |y ´ x| ă δ. Τότε

gpyq ´fpyq “ apx´yq2 ` ϵ
2 `fpxq ´fpyq ą apx´yq2 ` ϵ

2 ´ ϵ
4 “ apx´yq2 ` ϵ

4 και ψάχνουμε

a P R τέτοιο ώστε apx ´ yq2 ` ϵ
4 ě 0. ΄Αρα μπορούμε να επιλέξουμε το a να είναι ένας

οποιοσδήποτε μη αρνητικός αριθμός. Εξετάζουμε τώρα τα y με |y ´ x| ě δ. Επειδή η f είναι

συνεχής σε συμπαγές, υπάρχει σταθεράM ą 0 τέτοια ώστε |fpyq| ď M , για κάθε y P X. Για
το επόμενο βήμα πρέπει, και μπορούμε, να περιορίσουμε τις δυνατές τιμές του ϵ στο p0, 4Mq.

Σε αυτή τη περίπτωση, gpyq ´ fpyq “ apx ´ yq2 ` ϵ
2 ` fpxq ´ fpyq ě aδ2 ` ϵ

2 ´ 2M και

ψάχνουμε a P R τέτοιο ώστε aδ2 ` ϵ
2 ´ 2M ě 0 ή ισοδύναμα a ě 4M´ϵ

2δ2 . Οπότε, επιλέγοντας

c0 “ 4M´ϵ
2δ2 και hϵpyq “ c0px ´ yq2 ` fpxq ` ϵ

2 , έχουμε hϵ ě f και hϵpxq ´ fpxq ă ϵ
· άρα hϵpxq ´ ϵ ă fpxq. Εντέλει, μόλις δείξαμε ότι για τυχαίο ϵ ą 0 υπάρχει hϵ τέτοια
ώστε για κάθε x ισχύει hϵpxq P thpxq|h P linT, h ě fu και hϵpxq ´ ϵ ă fpxq, δηλαδή

fpxq “ infthpxq|h P linTu. ΄Αρα f˚ “ f , για κάθε f P CpXq: Από αυτό και το (3) της

Πρότασης 1.1 έχουμε και f˚ “ ´p´fq˚ “ ´p´fq “ f .

Παράδειγμα 3.2. X “ rt1, t2s, με t1, t2 P R, t1 ă t2, T1 “ t1, idu. Τότε linT1 “

th P CpXq|hpxq “ ax` b, a, b P Ru “ ApXq. ΄Εστω f P CpXq. Από τις ιδιότητες κάτω από

τον Ορισμό 2.3 έχουμε ότι η f˚
είναι πάντα κοίλη και η f˚ είναι πάντα κυρτή. Οπότε έχουμε

την ισοδυναμία f˚ “ f “ f˚
αν και μόνο αν f P linT1

.

Η χαρακτηριστική ιδιότητα των T´αφφινικών μοιάζει πολύ με τον Ορισμό 2 του συνόρου

Choquet. Παρατηρούμε, σύμφωνα με αυτό, ότι ο X ταυτίζεται με το σύνορο Choquet του
αν και μόνο αν ο T˚

ταυτίζεται με τον CpXq. Οπότε, βλέπουμε ότι το σύνορο Choquet
συνδέεται άμεσα με το σύνολο των T-αφφινικών του CpXq. Ας δούμε αυτή τη σύνδεση στα
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δύο παραδείγματα που εξετάσαμε πριν.

Για το Παράδειγμα 3.1. Για κάθε f P CpXq έχουμε f˚ “ f˚
. ΄Αρα T˚ “ CpXq και

από την ισοδυναμία που έχουμε από πάνω, X “ C˚linT.

Για το Παράδειγμα 3.2. Εφαρμόζοντας την Πρόταση 3.2 έχουμε την ισότητα

expXq “ C˚ApXq. Αφού expXq “ tt1, t2u τότε C˚ApXq “ tt1, t2u.

Σε αυτά τα δύο παραδείγματα παρατηρούμε ότι κάθε στοιχείο του χώρου ελέγχου έχει

ολικό μέγιστο και ελάχιστο στο σύνορο Choquet. Αυτό ισχύει γενικά. Η επόμενη πρόταση
μας δείχνει γιατί.

Πρόταση 3.4. ΄Εστω X συμπαγής χώρος Hausdorff υποσύνολο τοπικά κυρτού χώρου

E και N όπως στον Ορισμό 1.3. Αν f P N τότε υπάρχει x P
„

CN τέτοιο ώστε |fpxq| “ ||f ||8.

Απόδειξη. ΄Εστω f P N . Επιλέγουμε y P X για το οποίο ισχύει |fpyq| “ ||f ||8. Ορίζουμε

συναρτησιακό του N˚
σύμφωνα με

ψpgq “ gpyq, για κάθε g P CpXq.

΄Ετσι έχουμε ότι, |ψpfq| “ |fpyq| “ ||f ||8 και ||ψ|| “ ||εy|| “ 1. Δηλαδή, ψ P KpNq.

Τώρα μπορούμε να ορίσουμε το σύνολο K0 “ tL P KpNq|Lpfq “ ψpfqu. ΄Εστω δίκτυο

pLαq στοιχείων του K0, τέτοιο ώστε Lα
w˚

! L για κάποιο L P KpNq. Τότε L P K0 αφού

Lpfq “ limLαpfq “ limψpfq “ ψpfq. ΄Αρα το K0 είναι w˚
-κλειστό άρα και w˚

-συμπαγές.

Εύκολα βλέπουμε ότι το K0 είναι κυρτό. ΄Εστω τώρα ότι λL1 ` p1 ´ λqL2 P K0 για κάποια

λ P p0, 1q, L1, L2 P KpNq. ΄Εστω πως L1 R K0 ή L2 R K0. Τότε L1pfq ‰ L2pfq. ΄Επεται

|λL1pfq ` p1´λqL2pfq| “ |ψpfq| ă |L1pfq| ή |λL1pfq ` p1´λqL2pfq| “ |ψpfq| ă |L2pfq|.

Σε κάθε περίπτωση ισχύει, ||f ||8 “ |fpyq| “ |ψpfq| ă ||f ||8 · άτοπο που σημαίνει ότι

L1, L2 P K0. Δηλαδή το K0 είναι ακραίο σύνολο του KpNq άρα expK0q Ď expKpNqq (όπως

είχαμε δει και στην απόδειξη του Krein-Milman). ΄Αρα υπάρχει L1 P K0 τέτοιο ώστε L
1 “ ϕpyq

(η ϕ του Ορισμού 1.3) και έχουμε |fpyq| “ |ϕpyqpfq| “ |L1pfq| “ |ψpfq| “ ||f ||8.

Βλέπουμε τώρα ότι για X συμπαγή μετρικό χώρο, N “ linT, από Πρόταση 3.4 και
„

CN “ C˚N , για κάθε t συνάρτηση ελέγχου υπάρχει x P C˚N τέτοιο ώστε |tpxq| “ ||t||8.
Από αυτό συμπεραίνουμε ότι, για κάθε f P N , η |f | μεγιστοποιείται στο C˚N . ΄Εστω f P N ,

g :“ ´f P N . Τότε υπάρχουν y1, y2 P C˚N τέτοια ώστε max
xPX

|fpxq| “ |fpy1q|, max
xPX

|gpxq| “

|gpy2q|. Αν fpy1q ě 0, τότε η f μεγιστοποιείται στο y1 και η g μεγιστοποιείται στο y2 ή
ισοδύναμα η f ελαχιστοποιείται στο y2. Αν fpy1q ă 0, τότε η f μεγιστοποιείται στο y2 και
η g ελαχιστοποιείται στο y1 ή ισοδύναμα η f ελαχιστοποιείται στο y1. ΄Αρα κάθε f P N
μεγιστοποιείται και ελαχιστοποιείται στο C˚N .
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Οι T-αφφινικές συναρτήσεις είναι χρήσιμες στη μελέτη αντικειμένων που θα ορίσουμε
αμέσως τώρα.

Κεφάλαιο 4: Τα θεωρήματα προσέγγισης του Koro-
vkin και η γενίκευση τους

Ορισμός 4.1. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος, T σύνολο ελέγχου και N “ linT.
Μία ακολουθία pLnqnPN θετικών γραμμικών τελεστών στον CpXq ονομάζεται T-αποδεκτή αν
lim
n!8

||Lnt ´ t||8 “ 0, για κάθε t P T.

Αμέσως παρατηρούμε ότι αν h P N , δηλαδή υπάρχουν n P N, t1, . . . , tn P T, λ1, . . . , λn P

R τέτοια ώστε h “ λ1t1 ` . . .`λntn, τότε για m P N έχουμε ||Lmh´h||8 ď |λ1| ¨ ||Lmt1 ´

t1||8 ` . . . ` |λn| ¨ ||Lmtn ´ tn||8 ! 0. ΄Αρα lim
n!8

||Lnh ´ h||8 “ 0, για κάθε h P N .

Υπάρχουν άλλες συναρτήσεις πέρα από αυτές, δηλαδή υπάρχουν f P CpXqzN , για τις
οποίες ισχύει ||Lnf ´ f ||8 ! 0 για κάθε pLnq T-αποδεκτή ακολουθία; Η απάντηση σε
αυτή την ερώτηση συνδέει την έννοια του συνόρου Choquet με την έννοια της T-αποδεκτής
ακολουθίας. Πριν προσπαθήσουμε να το απαντήσουμε, εστιάζουμε σε μια παραλλαγή του: Για

ποιές f P CpXq ισχύει ότι για κάθε pLnq T-αποδεκτή ακολουθία, η pLnfq συγκλίνει κατά

σημείο στην f ; ΄Εστω f P CpXq και έστω pLnq T-αποδεκτή ακολουθία θετικών γραμμικών
τελεστών από τον CpXq στον ευατό του. ΄Εστω κάποιο x P X σταθερό και έστω g, h P N

τέτοιες ώστε g ď f ď h. Για n P N, ο τελεστής Ln είναι θετικός · δηλαδή για f̃ ě 0
ισχύει Lnf̃ ě 0, όπου f̃ P CpXq. ΄Αρα για τυχαίες f̃ , g̃ P CpXq τέτοιες ώστε g̃ ě f̃ έχουμε

Lng̃ ě Lnf̃ . ΄Ετσι, για κάθε n P N, παίρνουμε Lng ď Lnf ď Lnh και συγκεκριμένα για το

x,

gpxq “ lim
n!8

Lngpxq ď lim inf
n!8

Lnfpxq ď lim sup
n!8

Lnfpxq ď lim
n!8

Lnhpxq “ hpxq.

΄Αρα

f˚pxq “ supth̃pxq|h̃ P N, h̃ ď fu ď lim inf
n!8

Lnfpxq ď

lim sup
n!8

Lnfpxq ď infth̃pxq|h̃ P N, f ď h̃u “ f˚
pxq.

Από αυτή έχουμε ότι η pLnfpxqqnPN συγκλίνει στο fpxq αν ισχύει f˚pxq “ f˚pxq. Τελικά η

απάντηση στη δεύτερη ερώτηση που προέκυψε είναι:

Αν f P T˚
τότεLnf ! f κατά σημείο.
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Πρόταση 4.1. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος, T σύνολο ελέγχου και N “ linT.
Κάθε f P CpXq είναι T˚

-αφφινική αν και μόνο αν το εx είναι το μοναδικό μέτρο ελέγχου ως

προς το T για κάθε x P X.

Απόδειξη. ΄Εστω X “ pCN , δηλαδή για κάθε x P X το εx είναι το μοναδικό μέτρο ελέγχου
για το x και η Πρόταση 3.2 μας λέει ότι αυτό ισοδυναμεί με το ότι για κάθε x P X, για κάθε
f P CpXq ισχύει f˚pxq “ f˚pxq · δηλαδή για κάθε f P CpXq ισχύει f P T˚

ή ισοδύναμα

CpXq “ T˚
.

Θεώρημα 4.1 (Το Πρώτο Θεώρημα του Korovkin). ΄Εστω X “ ra, bs, με
a ă b, a, b P R, T “ t1, id, id2u και μια T´αποδεκτή ακολουθία θετικών τελεστών pLnq.

Τότε η pLnfq συγκλίνει ομοιόμορφα στην f , για κάθε f P CpXq.

Απόδειξη. ΄Εστω f P CpXq. Η f είναι συνεχής σε συμπαγές άρα υπάρχει σταθερά M ą 0
τέτοια ώστε |fpxq| ď M , για κάθε x P X. Ακόμα, η f είναι ομοιόμορφα συνεχής, δηλαδή

για δοσμένο ϵ ą 0 υπάρχει δ ą 0 τέτοιο ώστε, για κάθε x, y P X, αν |x ´ y| ă
?
δ τότε

|fpxq ´ fpyq| ă ϵ ή ισοδύναμα αν |x ´ y|2 ă δ τότε |fpxq ´ fpyq| ă ϵ. ΄Εστω ϵ ą 0. ΄Οταν
|x´ y|2 ă δ, έχουμε ότι |fpxq ´ fpyq| ă ϵ. ΄Οταν |x´ y| ě δ, έχουμε ότι |fpxq ´ fpyq| ă ϵ

ή |fpxq ´ fpyq| ď |fpxq| ` |fpyq| ď 2M “ 2Mδ´1
loomoon

:“α

δ. Οπότε σε κάθε περίπτωση έχουμε

|fpxq ´ fpyq| ď ϵ ` αpx ´ yq2, για κάθε x, y P X. ΄Ετσι, για σταθερό y P X, παίρνουμε

την ανισότητα συναρτήσεων |f ´ fpyq| ď ϵ ` αpid ´ yq2 όπου οι y, y2, fpyq είναι σταθερές

συναρτήσεις. Για κάθε n P N, ο Ln είναι θετικός άρα

Ln|f ´ fpyq| ď Ln

`

ϵ ` αpid ´ yq
2
˘

“ ϵLn1 ` αLnid2 ´ 2αyLnid ` αy2Ln1.

Δηλαδή για κάθε x P X έχουμε

|pLnfqpxq ´ fpyqpLn1qpxq| “ |pLnfqpxq ´ pLnfpyqqpxq| “

|
`

Lnpf ´ fpyqq
˘

pxq| ď pLn|f ´ fpyq|qpxq ď

ϵpLn1qpxq ` αpLnid2qpxq ´ 2αypLnidqpxq ` αy2pLn1qpxq.

Και για x “ y,

|pLnfqpxq ´ fpxqpLn1qpxq| ď ϵpLn1qpxq ` αpLnid2qpxq ´ 2αxpLnidqpxq ` αx2pLn1qpxq.

Παίρνοντας όρια ως προς τα δύο μέλη αυτής της ανισότητας έχουμε, για κάθε x P X

lim
n!8

|pLnfqpxq ´ fpxqpLn1qpxq| ď

lim
n!8

´

ϵpLn1qpxq ` αpLnid2qpxq ´ 2αxpLnidqpxq ` αx2pLn1qpxq

¯

“
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ϵ ` αid2pxq ´ 2αxidpxq ` αx2 “ ϵ ` αx2 ´ 2αx2 ` αx2 “ ϵ.

Ισοδύναμα

lim
n!8

||Lnf ´ fLn1||8 ď ϵ.

Καταλήγουμε στο ότι lim
n!8

||Lnf ´ fLn1||8 “ 0. Εντέλει έχουμε

||Lnf ´ f ||8 ď ||Lnf ´ fLn1||8 ` ||fLn1´ f ||8 ď ||Lnf ´ fLn1||8 `M ||Ln1´ 1||8 ! 0.

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε καταστάσεις όπως στο Θεώρημα 4.1 αλλά για το τυχαίο T.
Σε αυτό το πλαίσιο είναι απαραίτητο να μελετηθούν οι συγκεκριμένες συναρτήσεις:

Ορισμός 4.2. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T σύνολο ελέγχου. Μία f P

CpXq ονομάζεται συνάρτηση Korovkin ως προς το T αν για κάθε T´αποδεκτή ακολουθία

pLnqnPN, η pLnfq συγκλίνει ομοιόμορφα στην f .

΄Ενα φυσιολογικό ερώτημα είναι ῾῾Ποιά στοιχεία του CpXq είναι συναρτήσεις Korovkin ως
προς το T;᾿᾿. Για να απαντήσουμε σε αυτό θα χρησιμοποιήσουμε την επόμενη πρόταση.

Πρόταση 4.2. Αν X συμπαγής μετρικός χώρος, T σύνολο ελέγχου και N “ linT,
κάθε f P T˚

είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T.

Απόδειξη. ΄Εστω f P T˚
και ϵ ą 0. Αφού f˚ “ f “ f , δηλαδή η f είναι T´αφφινική, για

κάθε x P X υπάρχουν ux, lx P N τέτοιες ώστε lx ď f , fpxq ´ lxpxq ă ϵ
2 και f ď ux

και uxpxq ´ fpxq ă ϵ
2 . ΄Αρα lx ď f ď ux και uxpxq ´ lxpxq “ puxpxq ´ fpxqq ` pfpxq ´

lxpxqq ă ϵ
2 ` ϵ

2 ă ϵ. Για κάθε x P X υπάρχει ανοιχτή περιοχή του x, έστω Ux, τέτοια

ώστε uxpyq ´ lxpyq ă ϵ, για κάθε y P Ux. Η οικογένεια pUxqxPX είναι ένα ανοιχτό κάλυμμα

του X και αφού ο X είναι συμπαγής, αυτή ανάγεται σε πεπερασμένη υπο-οικογένεια που τον

καλύπτει. ΄Αρα υπάρχουν k P N, x1, . . . , xk P X τέτοια ώστε
k
Ť

i“1
Uxi

“ X. Θέτουμε lj “ lxj
,

uj “ uxj
, για j “ 1, . . . , k και h “ suppl1, . . . , lkq, h “ infpu1, . . . , ukq. Τότε έχουμε

h ď f ď h και h ´ h ă ϵ. ΄Εστω τυχαία T´αποδεκτή ακολουθία pLnqnPN. Αμέσως μετά

τον Ορισμό 4.1 είδαμε πως για μια τέτοια ακολουθία ισχύει Lnh
||.||8

! h, για κάθε h P N .

΄Αρα Lnlj
||.||8

! lj και Lnuj
||.||8

! uj, για κάθε j “ 1, . . . , k. ΄Αρα υπάρχει n0 P N τέτοιο ώστε
||Lnlj ´ lj||8 ă ϵ και ||Lnuj ´ uj||8 ă ϵ, για κάθε n ě n0 και κάθε j “ 1, . . . , k. Για κάθε
n P N, ο τελεστής Ln είναι αύξουσα απεικόνιση, άρα Lnlj ď Lnf ď Lnuj όπου j “ 1, . . . , k.
Επομένως για κάθε n ě n0 και j “ 1, . . . , k έχουμε lj ´ ϵ ď Lnf ď uj ` ϵ. Για κάθε
x P X και για κάθε n ě n0 το Lnfpxq ` ϵ [Lnfpxq ´ ϵ] είναι άνω φράγμα [κάτω φράγμα] του
tljpxq|j “ 1, . . . , ku [tujpxq|j “ 1, . . . , ku], οπότε h ď Lnf ` ϵ και Lnf ´ ϵ ď h ή ισοδύναμα
h ´ ϵ ď Lnf ď h ` ϵ. Επίσης έχουμε ´h ď ´f ď ´h αφού h ď f ď h. Προσθέτουμε κατά
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μέλη τις δύο τελευταίες ανισότητες: ´h ` h ´ ϵ “ ´ph ´ h ` ϵq ď Lnf ´ f ď h ´ h ` ϵ·
ισοδύναμα |Lnf ´ f | ď h ´ h ` ϵ ă 2ϵ, για κάθε n ě n0.

Η απάντηση του ερωτήματος είναι έτοιμη.

Θεώρημα 4.2. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρός και T σύνολο ελέγχου. Οι
T´αφφινικές συναρτήσεις είναι οι μοναδικές συναρτήσεις Korovkin ως προς το T.

Απόδειξη. Χάρη στην Πρόταση 4.2 αρκεί να δείξουμε πως αν f P CpXq είναι συνάρτηση

Korovkin ως προς το T τότε f P T˚
. Από το Λήμμα 3.1 αυτό ισοδυναμεί με το ότι

ż

X
fdµ “ fpxq,

για κάθε x P X και κάθε µ μέτρο ελέγχου για το x. ΄Εστω x P X και µ μέτρο ελέγχου για

το x. ΄Εστω d η μετρική του χώρου X και dpx,Aq “ inftdpx, yq|y P Au, για H ‰ A Ď X.

Για H ‰ A Ď X, η απεικόνιση dp¨, Aq που ορίζεται μέσω του d1pyq “ dpy, Aq, όπου y P X,

είναι συνεχής: ΄Εστω x P X και ακολουθία pxnq του X η οποία συγκλίνει στο x. Θέλουμε να

δείξουμε ότι dpxn, Aq ! dpx,Aq όταν dpxn, xq ! 0. Από τις ιδιότητες της μετρικής και τον
ορισμό της dp¨, Aq, για κάθε y P A και n P N έχουμε τις ανισότητες

dpxn, Aq ď dpxn, yq ď dpxn, xq ` dpx, yq

dpx,Aq ď dpx, yq ď dpxn, xq ` dpxn, yq

Χρησιμοποιώντας την πρώτη έχουμε ´dpx,Aq “ ´ infty P A|dpx, yqu “ supty P A| ´

dpx, yqu ď dpxn, xq ´ dpxn, Aq, δηλαδή dpxn, Aq ´ dpx,Aq ď dpxn, xq. Χρησιμοποιώντας

τη δεύτερη έχουμε dpx,Aq ´ dpxn, xq ď dpxn, yq δηλαδή το dpx,Aq ´ dpxn, xq είναι κάτω

φράγμα του ty P A|dpxn, yqu άρα dpx,Aq ´ dpxn, xq ď dpxn, Aq ή ισοδύναμα ´dpxn, xq ď

dpxn, Aq ´ dpx,Aq. ΄Αρα τελικά έχουμε

´dpxn, xq ď dpxn, Aq ´ dpx,Aq ď dpxn, xq

και από το κριτήριο παρεμβολής καταλήγουμε στο ζητούμενο. Για κάθε n P N, θέτουμε
An “ ty P X|dpy, xq ě 1

nu και αn “ dpx,Anq ą 0. Θέτουμε επίσης,

qnpyq “

#

1, ανAn “ H

min
`

1
αn
dpy, Anq, 1

˘

, ανAn ‰ H
.

Παίρνουμε έτσι μια ακολουθία πραγματικών συναρτήσεων στο X, την pqnqnPN τέτοια ώστε για

κάθε n P N ισχύει 0 ď qn ď 1, qnpxq “ 1, qnpyq “ 0 για κάθε y P An. Ορίζουμε ακολουθία

θετικών γραμμικών τελεστών από τον CpXq στον εαυτό του μέσω του τύπου

Lng “ qn

ż

X
gdµ ` p1 ´ qnqg,
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όπου n P N και g P CpXq.

Θα δείξουμε ότι η pLnq είναι T-αποδεκτή: Βλέπουμε ότι για t P T και y P X, έχουμε
|Lntpyq ´ tpyq| “ qn|tpxq ´ tpyq|. ΄Αρα ||Lnt´ t||8 ď sup

yPXzAn

|tpxq ´ tpyq|. ΄Εστω ϵ ą 0. Από

τη συνέχεια της t στο x υπάρχει δ ą 0 τέτοιο ώστε, για κάθε y P X έχουμε, αν dpx, yq ă δ
τότε |tpxq ´ tpyq| ă ϵ. Τα XzAn είναι οι ανοιχτές μπάλες Bpx, 1nq. ΄Εστω n0 P N τέτοιο
ώστε

1
n ă δ για κάθε n ě n0 · τότε αν y P XzAn για n ě n0 έχουμε dpx, yq ă 1

n ă δ
άρα |tpxq ´ tpyq| ă ϵ. ΄Αρα βρήκαμε n0 P N τέτοιο ώστε για κάθε n ě n0 να έχουμε
||Lnt ´ t||8 ď ϵ. Οπότε δείξαμε ότι η pLnq είναι T´αποδεκτή ακολουθία.

Αν f συνάρτηση Korovkin ως προς το T σύμφωνα με τον Ορισμό 4.2 ισχύει Lnfpxq ! fpxq.

Από τον ορισμό του τελεστή Ln τότε έχουμε

Lnfpxq “ qnpxq

ż

X
fdµ ` p1 ´ qnpxqqfpxq “

ż

X
fdµ,

για κάθε n P N άρα
ż

X
fdµ “ fpxq.

Συνδυάζοντας το Θεώρημα 4.2 με τα προηγούμενα βγάζουμε και ένα ακόμα συμπέρασμα.

Θεώρημα 4.3. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T ένα σύνολο ελέγχου. Κάθε
f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T αν και μόνο αν για κάθε x P X το

αντίστοιχο εx είναι το μόνο μέτρο ελέγχου ως προς το T για αυτό.

Απόδειξη. Το Θεώρημα 4.2 μας λέει ότι το T˚
ταυτίζεται με το σύνολο των συναρτήσεων

Korovkin και η Πρόταση 4.1 μας δίνει την ισοδυναμία.

Τώρα ξεκινάμε την προετοιμασία για να δώσουμε απόδειξη του Θεωρήματος 4.1 που χρη-

σιμοποιεί τα εργαλεία που αναπτύχθηκαν παραπάνω.

Ορισμός 4.3. 1. Αν X συμπαγές σύνολο και T “ t1, t1, . . . , tku πεπερασμένο σύνο-

λο ελέγχου στο X, ορίζουμε συνεχή απεικόνιση Φ : X ! Rk
μέσω του τύπου Φpxq “

pt1pxq, . . . , tkpxqq. Η Φ είναι 1-1 αφού το T διαχωρίζει σημεία του X, άρα η Φ είναι ομοιο-
μορφισμός από το X στο ΦpXq.

2. Για j “ 1, . . . , k η pj είναι η προβολή στην j´συντεταγμένη, δηλαδή pjpxq “ xj, όπου
x “ px1, . . . , xkq P Rk

.

Πρόταση 4.3. ΄Εστω K Ď Rk
, k P N συμπαγές κυρτό σύνολο, T “ tp0 “

1, p1, . . . , pku (όπου pi είναι η προβολή στη i´συντεταγμένη για i “ 1, . . . , k) σύνολο ε-
λέγχου και N “ linT. Τότε το σύνορο Choquet του K ως προς το N είναι ίσο με το σύνολο
των ακραίων σημείων του K.
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Απόδειξη. Είναι η Πρόταση 3.1 για X “ K, E “ Rk
και N “ th|hpxq “ λ0 `

k
ř

j“1
λjpjpxq “

λ0 `
k
ř

j“1
λjxj, όπου λ0, . . . , λk P Ru “ pRkq˚|K ` R.

Πρόταση 4.4. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος, T πεπερασμένο σύνολο ελέγχου,
Φ όπως στον Ορισμό 4.3 και N “ linT. Τότε η εικόνα του συνόρου Choquet του X ως
προς το N μέσω της Φ ταυτίζεται με το σύνολο των ακραίων στοιχείων της κυρτής θήκης του
ΦpXq.

Απόδειξη. ΄Εστω T “ tt0 “ 1, t1, . . . , tku όπου k P N. ΄Εστω x P X. Από το (β) του ορισμού
του συνόρου Choquet έχουμε την ισοδυναμία, x P pCN αν και μόνο αν το εx είναι το μόνο

μέτρο ελέγχου για το x στον X ως προς το T.

Η Φ είναι ισομορφισμός από το X στο ΦpXq. Για y :“ Φpxq, t0 ˝ Φ´1pyq “ 1 και
tj ˝ Φ´1pyq “ tjpxq “ pjpyq για κάθε j “ 1, . . . , k. Το T1 “ t1, p1, . . . , pku είναι σύνολο

ελέγχου του ΦpXq.

Για το τυχαίο µ μέτρο ελέγχου για το x ως προς το T ορίζουμε µ1 “ µ ˝Φ´1
στον ΦpXq

το οποίο είναι μέτρο ελέγχου για το Φpxq ως προς το T1
. Αυτό ισχύει διότι

ż

ΦpXq

pjpy
1
qdµ1

“

ż

ΦpXq

tj ˝ Φ´1
py1

qqdµ1
“

ż

X
tjdµ “ tjpxq “ tj ˝ Φ´1

pΦpxqq

“ pjpΦpxqq για κάθε j “ 0, . . . , k pόπου p0 “ 1q.

΄Ετσι παίρνουμε την ισοδυναμία, το εx είναι το μόνο μέτρο ελέγχου για το x στον X ως προς
το T αν και μόνο αν το εΦpxq είναι το μόνο μέτρο ελέγχου για το Φpxq στον ΦpXq ως προς

το T1
.

Το linT1
είναι ο χώρος των αφφινικών συναρτήσεων στον copΦpXqq, οπότε από τους

Ορισμούς 2.1 και 2.2 έχουμε ότι το εΦpxq είναι το μόνο μέτρο στο ΦpXq με βαρύκεντρο το

Φpxq.

Μένει να δείξουμε ότι το Φpxq είναι ακραίο του copΦpXqq αν και μόνο αν το εΦpxq είναι

το μόνο μέτρο πιθανότητας στον ΦpXq με βαρύκεντρο το Φpxq: ΄Εστω ότι το Φpxq δεν είναι

ακραίο του copΦpXqq ενώ το εΦpxq είναι το μόνο μέτρο στο ΦpXq με βαρύκεντρο το Φpxq.

Δηλαδή υπάρχουν y1, . . . , yk P ΦpXq (διαφορετικά του Φpxq) και λ1, . . . , λk`1 P r0, 1q (όχι

όλα μηδέν) τέτοια ώστε Φpxq “
k`1
ř

i“1
λiyi. Θέτουμε µ

1
μέτρο πιθανότητας στον ΦpXq μέσω

33



του τύπου µ1 “
k`1
ř

i“1
λiεyi. Το µ

1
είναι μέτρο αναπαράστασης του Φpxq ως προς το linT1

διαφορετικό του εΦpxq · άτοπο. Αντίστροφα, αφού το Φpxq είναι ακραίο του copΦpXqq τότε

λόγω της Πρότασης 2.3 έπεται ότι το εΦpxq είναι το μόνο μέτρο στον ΦpXq με βαρύκεντρο το

Φpxq.

Πόρισμα 4.1. ΄Εστω X συμπαγής κυρτός μετρικός χώρος, T πεπερασμένο σύνολο
ελέγχου και έστω Φ όπως στον Ορισμό 4.3. Κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως
προς το T αν και μονό αν η εικόνα του X μέσω της Φ ταυτίζεται με το σύνολο των ακραίων
σημείων της κυρτής θήκης του ΦpXq.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T. Τότε από το
Θεώρημα 4.3 έχουμε pClinT “ X άρα Φp pClinTq “ ΦpXq. ΄Ετσι η Πρόταση 4.4 μας λέει ότι

ΦpXq “ Φp pClinTq “ expcopΦpXqqq. Αντίστροφα, έστω ότι ΦpXq “ expcopΦpXqqq. Από τη

Πρόταση 4.4 έπεται ΦpXq “ Φp pClinTq και τότε X “ pClinT. Λόγω του Θεωρήματος 4.3 αυτό

ισοδυναμεί με το ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T.

Πρόταση 4.5. ΄Εστω X “ rt1, t2s Ď R, με t1 ă t2 και u P CpXq. Κάθε f P CpXq

είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το σύνολο ελέγχου T “ t1, id, uu αν και μόνο αν u είναι
αυστηρά κυρτή ή αυστηρά κοίλη στο X.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το σύνολο ελέγχου
T “ t1, id, uu. Από το Πόρισμα 4.1, αυτό ισοδυναμεί με το ότι ΦpXq “ expcopΦpXqqq,

όπου Φ όπως στον Ορισμό 4.3. Θέλουμε να δείξουμε ότι η u είναι αυστηρά κυρτή ή αυστηρά
κοίλη. Πρώτα δείχνουμε ότι η u είναι κυρτή ή κοίλη. ΄Εστω ότι δεν είναι · δηλαδή, υπάρχουν

x1, y1, x2, y2 P X, όχι όλα ίσα μεταξύ τους, λ1, λ2 P p0, 1q τέτοια ώστε

upz1q ą λ1upx1q ` p1 ´ λ1qupy1q, για z1 :“ λ1x1 ` p1 ´ λ1qy1 p‹q

και

upz2q ă λ2upx2q ` p1 ´ λ2qupy2q, για z2 :“ λ2x2 ` p1 ´ λ2qy2. p‹‹q

Θέτουμε τώρα fptq “ uptz1`p1´tqz2q´tλ1upx1q´tp1´λ1qupy1q´p1´tqλ2upx2q´p1´tqp1´

λ2qupy2q, όπου t P p0, 1q. Βλέπουμε ότι fp0q “ upz2q ´ λ2upx2q ´ p1 ´ λ2qupy2q ă 0 λόγω
του p‹‹q και fp1q “ upz1q´λ1upx1q´p1´λ1qupy1q ą 0 λόγω του p‹q. Η f είναι συνεχής στο
r0, 1s άρα από το Θεώρημα Ενδιάμεσης Τιμής υπάρχει t0 P p0, 1q τέτοιο ώστε fpt0q “ 0. ΄Αρα
upt0z1`p1´t0qz2q “ t0λ1upx1q`t0p1´λ1qupy1q`p1´t0qλ2upx2q`p1´t0qp1´λ2qupy2q και

από αυτό παίρνουμε Φpt0z1 ` p1´ t0qz2q “ t0λ1Φpx1q ` t0p1´λ1qΦpy1q ` p1´ t0qλ2Φpx2q `

p1 ´ t0qp1 ´ λ2qΦpy2q. ΄Αρα ΦpXq ‰ expcopΦpXqqq, άτοπο. ΄Αρα δείξαμε ότι η u είναι κυρτή
ή κοίλη. ΄Εστω τώρα ότι δεν είναι αυστηρά κυρτή ή αυστηρά κοίλη. Περιοριζόμαστε στη

περίπτωση όπου η u είναι κυρτή και όχι αυστηρά κυρτή. Τότε η u πρέπει να είναι αφφινική σε
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ένα υποδιάστημα ra, bs του X. Επιλέγουμε κάποιο x P pa, bq. Υπάρχει s P p0, 1q τέτοιο ώστε

x “ sa ` p1 ´ sqb. Θεωρούμε το μέτρο πιθανότητας µ “ sεa ` p1 ´ sqεb. Για αυτό το µ
έχουμε

ż

X
1dµ “ µpXq “ s ` p1 ´ sq “ 1

ż

X
iddµ “ sidpaq ` p1 ´ sqidpbq “ x “ idpxq

ż

X
udµ “ supaq ` p1 ´ squpbq “ upsa ` p1 ´ sqbq “ upxq, διότι η u είναι αφφινική στο ra, bs.

Δηλαδή το µ είναι μέτρο ελέγχου για το x διαφορετικό του εx. ΄Αρα x R pClinT και άρα

X ‰ pClinT. Από το Θεώρημα 4.3 αυτό σημαίνει ότι υπάρχει τουλάχιστον μία f0 P CpXq που

δεν είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T · άτοπο.

Αντίστροφα, έστω ότι u είναι αυστηρά κυρτή ή αυστηρά κοίλη. Επειδή θέλουμε να δείξουμε

ότι ισχύει η ισότητα ΦpXq “ expcopΦpXqqq, σύμφωνα με το Θεώρημα 1.1 τα στοιχεία του

copΦpXqq είναι κυρτοί συνδυασμοί τριών, το περισσότερο, στο πλήθος στοιχείων του ΦpXq.

΄Εστω x P ΦpXq. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν y1, y2, y3 P ΦpXq για τα οποία δεν ισχύει

y1 “ y2 “ y3, λ1, λ2, λ3 P p0, 1q τέτοια ώστε λ1 ` λ2 ` λ3 “ 1 και x “ λ1y1 ` λ2y2 ` λ3y3.

΄Αρα υπάρχουν x1, y1
1, y

1
2, y

1
3 P X τέτοια ώστε px1, upx1qq “ x, py1

1, upy1
1qq “ y1, py

1
2, upy1

2qq “

y2, py
1
3, upy1

3qq “ y3 και για τα οποία ισχύει px1, upx1qq “ λ1py1
1, upy1

1qq ` λ2py1
2, upy1

2qq `

λ3py1
3, upy1

3qq. Από αυτό προκύπτουν οι ισότητες

x1
“ λ1y

1
1 ` λ2y

1
2 ` λ3y

1
3

upx1
q “ λ1upy1

1q ` λ2upy1
2q ` λ3upy1

3q p‹ ‹ ‹q

Αφού η u είναι αυστηρά κυρτή ή αυστηρά κοίλη έχουμε upλ1y
1
1 ` λ2y

1
2 ` λ3y

1
3q “ u

`

λ1y
1
1 `

p1´λ1qp
λ2

1´λ1
y1
2`

λ3

1´λ1
y1
3q
˘

ą [ή ă] λ1upy1
1q`p1´λ1qup

λ2

1´λ1
y1
2`

λ3

1´λ1
y1
3q ą [ή ă] λ1upy1

1q`

λ2upy1
2q ` λ3upy1

3q · το οποίο αντιφάσκει τη p‹ ‹ ‹q εκτός και αν x1 “ y1
1 “ y1

2 “ y1
3. ΄Αρα

πρέπει x “ y1 “ y2 “ y3. Δηλαδή, x P expcopΦpXqqq. Οπότε ΦpXq Ď expcopΦpXqqq. Και

αμέσως βλέπουμε από τον ορισμό των ακραίων σημείων ότι expcopΦpXqqq Ď ΦpXq. Από το

Πόρισμα 4.1 αυτό ισοδυναμεί με το ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το
σύνολο ελέγχου T “ t1, id, uu.

Πόρισμα 4.2 (Το Πρώτο Θεώρημα του Korovkin). ΄Εστω X “ rt1, t2s, με t1 ă t2, t1,
t2 P R, T “ t1, id, id2u σύνολο ελέγχου. ΄Εστω επίσης μια T´αποδεκτή pLnq. Υποθέτουμε

πως η pLnfq συγκλίνει ομοιόμορφα στην f , για f “ 1, id, id2. Τότε η pLnfq συγκλίνει

ομοιόμορφα στην f , για κάθε f P CpXq.

Απόδειξη. Η id2 είναι αυστηρά κυρτή στον X άρα από Πρόταση 4.5 έχουμε το ζητούμενο.
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Σχόλιο. Η Πρόταση 4.5 μας επιτρέπει να αλλάξουμε στην υπόθεση του Θεωρήματος 4.1

την id2 με οποιαδήποτε άλλη αυστηρά κυρτή ή κοίλη πραγματική συνάρτηση στο rt1, t2s.

Πρόταση 4.6. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος και T σύνολο ελέγχου. Αν υπάρχει
h P linT, h ě 0 με μοναδικό x P X τέτοιο ώστε hpxq “ 0, τότε το εx είναι το μόνο μέτρο
ελέγχου (ως προς το T) για το x.

Απόδειξη. ΄Εστω µ μέτρο ελέγχου για το x. ΄Ετσι έχουμε,

ż

X
hdµ “

ż

Xztxu

hdµ `

ż

txu

hdµ
looomooon

“0

“ hpxq “ 0 άρα

ż

Xztxu

hdµ “ 0 και άρα

µpXztxuq “ 0, αφού h ą 0 στο Xztxu .

΄Αρα µ “ εx.

Κεφάλαιο 5: Εφαρμογές

Εφαρμογή 5.1. ΄Εστω T “ tz P C||z| “ 1u και σύνολο ελέγχου T “ t1,Re, Imu. Για

σταθερό z0 “ x0 ` iy0 P T, η hpzq “ 1 ´ x0Repzq ´ y0Impzq είναι μη αρνητική συνάρτηση

ελέγχου που μηδενίζεται μόνο στο z0. Τότε, από Πρόταση 4.6 και Θεώρημα 4.3 έχουμε ότι
κάθε f P CpTq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T.

Θεώρημα 5.1 (Δεύτερο Θεώρημα του Korovkin). Κάθε f P Cppr0, 2πsq “

tf P CpTq|fp0q “ fp2πqu είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το J “ t1, cos, sinu.

Απόδειξη. Θεωρούμε τον CpTq, το σύνολο ελέγχου T “ t1,Re, Imu και την απεικόνιση

g : r0, 2πs ! T μέσω του τύπου gpxq “ eix όπου x P r0, 2πs. Για x P r0, 2πs και f P T
ορίζουμε απεικόνιση A : CpTq ! Cppr0, 2πsq μέσω του pAfqpxq “ fpeixq η οποία είναι 1-1,

επί, ισομορφισμός ως προς τις πράξεις και τη διάταξη και ισομετρία. ΄Εχουμε ότι Ap1q “ 1,
ApReq “ cos, ApImq “ sin. Τότε από την Εφαρμογή 5.1 έχουμε το ζητούμενο.

Εφαρμογή 5.2. Η Εφαρμογή 5.1 δίνει μια αποδείξη του Θεωρήματος του Fejér για
τις σειρές Fourier των συνεχών περιοδικών συναρτήσεων. ΄Εστω ο κύκλος T και σύνο-
λο ελέγχου T “ t1,Re, Imu. Η σειρά Fourier μίας f P Cp,Cpr0, 2πsq “ tg : r0, 2πs !
C
ˇ

ˇ g συνεχής, gp0q “ gp2πqu είναι

`8
ÿ

n“´8

cne
inx, όπου cn “

1

2π

ż 2π

0
fptqe´intdt, n “ 0,˘1,˘2, . . . , x P r0, 2πs.
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Για n P N0 ορίζουμε τελεστή Ln : Cp,Cpr0, 2πsq ! Cp,Cpr0, 2πsq μέσω του τύπου

Lnf “
s0 ` . . . ` sn´1

n
, όπου snpxq “

n
ÿ

k“´n

cke
ikx, x P r0, 2πs, για κάθε f P Cp,Cpr0, 2πsq.

Για f “ 1, έχουμε c0 “ 1 και για n “ 1, 2, . . . έχουμε

cn “
1

2π

ż 2π

0
e´intdt “ 0

και

snpxq “ 1, x P r0, 2πs για κάθε n ě 0.

΄Αρα

Ln1 “ 1, για κάθε n ě 0.

Για fpxq “ eix έχουμε c1 “ 1 και cn “ 0. Τότε, snpxq “ fpxq, για x P r0, 2πs και κάθε

n ě 1 άρα Lne
ix “ n´1

n eix. Σύμφωνα με τον τύπο του Fejér ([5]) έχουμε

pLnfqpxq “
1

2πn

ż 2π

0
fpx ` tq

«

sinpn t
2q

sinp t2q

ff2

dt, για κάθε f P Cp,Cpr0, 2πsq, x P r0, 2πs.

΄Αρα για κάθε n “ 0, 1, 2, . . ., ο Ln είναι γραμμικός και θετικός. Από τον τύπο του Fejér
μπορούμε να θεωρήσουμε τους τελεστές Ln ως απεικονίσεις από τον Cppr0, 2πsq στον ευατό

του για τους οποίους ισχύει ReLnf “ LnRef , ImLnf “ LnImf . ΄Αρα έχουμε Ln1 “

1, Ln cos “ n´1
n cos, Ln sin “ n´1

n sin. ΄Αρα Ln1
||.||8

! 1, Ln cos
||.||8

! cos, Ln sin
||.||8

! sin

· δηλαδή η ακολουθία pLnq είναι J-αποδεκτή. Από το Θεώρημα 5.2 έπεται ότι Lnf
||.||8

! f

για κάθε f P Cppr0, 2πsq. ΄Εστω η απεικόνιση A της απόδειξης του Θεωρήματος 5.1. Για
n “ 0, 1, 2, . . ., z P T, f P CpTq ορίζουμε τελεστέςRn στον T μέσω τουRnf “ Ln˝A´1f για

τους οποίους ισχύει Rn1 “ 1, RnRe “ n´1
n Re, RnIm “ n´1

n Im. ΄Αρα Rn1
||.||8

! 1, RnRe
||.||8

!

Re, RnIm
||.||8

! Im · δηλαδή η ακολουθία pRnq είναι T-αποδεκτή. Από την Εφαρμογή 5.1

έπεται ότι Rnf
||.||8

! f για κάθε f P CpTq.

Εφαρμογή 5.3. ΄Εστω f P L1
ppr0.2πsq, όπου

L1
ppr0.2πsq “

!

g : r0, 2πs ! R
ˇ

ˇ

ˇ
gp0q “ gp2πq,

ż 2π

0
|g| ă `8

)

με J όπως έχει οριστεί στο Θεώρημα 5.1 και pLnq η J´αποδεκτή ακολουθία της Εφαρμογής

5.2. Τότε ||Lnf ´ f ||1 ! 0 2.

2
Αυτό είναι το Θεώρημα του Fejér για την L1´Cesàro προσθετικότητα σειρών Fourier L1´ολοκληρώσιμων

συναρτήσεων.
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Απόδειξη. ΄Εστω f P L1
ppr0, 2πsq. Μπορούμε να θεωρήσουμε τους τελεστές Ln ως απεικο-

νίσεις από τον L1
ppr0, 2πsq στον ευατό του διότι:

ż 2π

0
|Lnf | “

ż 2π

0

1

2πn

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0
fpx ` tq

«

sinpn t
2q

sinp t2q

ff2

dt
ˇ

ˇ

ˇ
dx ď

n

2π

ż 2π

0

ż 2π

0
|f |dtdx

“
n

2π

ż 2π

0
||f ||1dx “ n||f ||1 ă `8, αφού

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpn t
2q

sinp t2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď n2, για κάθε n P N.

΄Εστω ϵ ą 0. Επειδή Cppr0, 2πsq “ L1
ppr0, 2πsq, υπάρχει g P Cppr0, 2πsq τέτοια ώστε

ż 2π

0
|f ´ g| ă ϵ.

Τώρα, ||Lnf´f ||1 ď ||Lnf´Lng||1`||Lng´g||1`||g´f ||1. Για το ||Lnf´Lng||1 έχουμε:

||Lnf ´ Lng||1 “

ż 2π

0
|Lnpf ´ gq| “

ż 2π

0

ˇ

ˇ

ˇ

1

2πn

ż 2π

0
pf ´ gqpx ` tq

«

sinpn t
2q

sinp t2q

ff2

dt
ˇ

ˇ

ˇ
dx

ď
1

2πn

ż 2π

0

ż 2π

0
|f ´ g|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpn t
2q

sinp t2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dtdx “ p‹q.

Λόγω της ανισότητας

1

2πn

ż 2π

0

ż 2π

0
|f ´ g|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpn t
2q

sinp t2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dtdx ď np||f ||1 ` 2π||g||8q ă `8

μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα Fubini και να αλλάξουμε την σειρά ολοκλήρωσης έτσι
ώστε

p‹q “
1

2πn

ż 2π

0

ż 2π

0
|f ´ g|dx

˜

sinpn t
2q

sinp t2q

¸2

dt “ Ln

ż 2π

0
|f ´ g| ă Lnϵ “ ϵ pαφούLn1 “ 1q.

Για το ||Lng ´ g||1:

||Lng ´ g||1 “

ż 2π

0
|Lng ´ g|.

Αφού g P Cppr0, 2πsq έχουμε ότι ||Lng´ g||8 ! 0 άρα υπάρχει σταθερά M ą 0 τέτοια ώστε
||Lng ´ g||8 ď M , για κάθε n “ 0, 1, 2, . . .. Και τότε

ż 2π

0
|Lng ´ g| ď 2π ¨ ||Lng ´ g||8.

Επομένως, τελικά, ||Lnf ´ f ||1 ď 2ϵ` 2π ¨ ||Lng ´ g||8. ΄Αρα lim sup
n!8

||Lnf ´ f ||1 ď 2ϵ για

κάθε ϵ ą 0.
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Εφαρμογή 5.4. ΄Εστω X συμπαγές υποσύνολο του Rk
, k P N. Υποθέτουμε ότι για

κάθε x P X υπάρχει l P pRkq˚
τέτοιο ώστε lpxq ă lpyq, για κάθε y P X, y ‰ x. Επιλέγουμε

ως σύνολο ελέγχου το T “ t1, p1, . . . , pku (για κάθε i “ 1, . . . , k η pi είναι η προβολή στην
i-συντεταγμένη), έστω x P X και l όπως παραπάνω. Τότε l P linT. Θέτουμε L “ l ´ lpxq.

Τότε L P linT και για κάθε y P X, y ‰ x έχουμε Lpyq “ lpyq ´ lpxq ą 0 · συνεπώς ισχύει
και L ě 0 στο X. ΄Αρα από Πρόταση 4.6, για κάθε x το εx είναι το μόνο μέτρο ελέγχου για το
x και εφαρμόζοντας το Θεώρημα 4.3 παίρνουμε ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin
ως προς το T.

Παρατήρηση. Από την Εφαρμογή 5.4 για X “ T, k “ 2 και σύνολο ελέγχου T “

t1, p1, p2u έχουμε ότι κάθε f P CpTq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το σύνολο ελέγχου
T. Βλέπουμε ότι οι Re, Im ταυτίζονται με τις προβολές p1, p2 στο T. Δηλαδή το Θεώρημα
5.1 είναι ειδική περίπτωση της Εφαρμογής 5.5.

Εφαρμογή 5.5. ΄Εστω X ένας μετρικός χώρος και F Ď CpXq μια οικογένεια συνεχών

πραγματικών συνάρτησεων ορισμένων στον X η οποία διαχωρίζει σημεία του X. Επιλέγουμε

για σύνολο ελέγχου το T “ t1u YFY tf2|f P Fu. ΄Εστω x P X και µ τυχαίο μέτρο ελέγχου
για το x ως προς το T. Για f P F θέτουμε g “ pf ´ fpxqq2 P linT και

ż

X
gdµ “

ż

X
f2dµ ´ 2fpxq

ż

X
fdµ ` fpxq

2
ż

X
1dµ “ 0

Συμβολίζοντας με Sµ τον φορέα του µ, έχουμε Sµ Ď
Ş

fPF
ty P X|fpyq “ fpxqu. Αυτό ισχύει

διότι: ΄Εστω ότι Sµ Ć
Ş

fPF
ty P X|fpyq “ fpxqu · δηλαδή υπάρχει y P Sµ τέτοιο ώστε για

κάθε ανοιχτή περιοχή U του y στο X έχουμε µpUq ą 0 και fpyq ‰ fpxq, για κάποια f P F.
Τότε,

0 “

ż

X
gdµ “

ż

Xztx1PX|fpx1q“fpxqu

gdµ

και επειδή g ě 0 στο X άρα g ą 0 στο Xztx1 P X|fpx1q “ fpxqu, έχουμε

µpXztx1 P X|fpx1q “ fpxquq “ 0.

Επιπλέον, y R tx1 P X|fpx1q “ fpxqu γιατί αλλιώς θα είχαμε fpyq “ fpxq αφού η f είναι συνε-
χής. ΄Αρα υπάρχει ανοιχτή περιοχή του y, έστω V , τέτοια ώστε V Ď Xztx1 P X|fpx1q “ fpxqu

και τότε

µpV q ď µpXztx1 P X|fpx1q “ fpxquq “ 0,

άτοπο. ΄Επεται ότι είναι αδύνατο να υπάρχει y P Sµ, y ‰ x αφού τότε θα ίσχυε fpyq “ fpxq,

για κάθε f P F, ενώ έχουμε επιλέξει την F έτσι ώστε να διαχωρίζει σημεία του X. ΄Αρα
Sµ “ txu δηλαδή µ “ εx. Από το Θεώρημα 4.3 αυτό ισοδυναμεί με το ότι κάθε f P CpXq

είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T.
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Εφαρμογή 5.6. ΄Εστω X συμπαγές υποσύνολο του Rk
, k P N. Θέτουμε F “

t1, p1, . . . , pku και τότε το σύνολο έλεγχου, με το τρόπο που ορίστηκε στην Εφαρμογή 5.5,

είναι T “ t1, p1, . . . , pk, p
2
1, . . . , p

2
ku. Αφού το F διαχωρίζει τα σημεία του X έπεται ότι κάθε

f P CpXq είναι συναρτήση Korovkin ως προς το T.

Παρατήρηση. Για X “ rt1, t2s Ď R και T “ t1, id, id2u σύνολο ελέγχου, η Εφαρμογή

5.7 μας δίνει ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T. Δηλαδή το Θεώρημα
4.1 είναι ειδική περίπτωση της Εφαρμογής 5.6.

Εφαρμογή 5.7. ΄Εστω X συμπαγές υποσύνολο του Rk
, k P N και

T “ t1, p1, . . . , pk, p
2
1, . . . , p

2
ku

σύνολο ελέγχου. Θεωρούμε την h “
k
ř

j“1
ppj ´ pjpxqq2 P linT · η οποία είναι μη αρνητική και

μηδενίζεται μόνο στο x P X, άρα από την Πρόταση 4.6 και το Θεώρημα 4.3 έχουμε ότι κάθε

f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T. Ισχύει, h “
k
ř

j“1
p2j ´ 2

k
ř

j“1
pjpxqpj `

k
ř

j“1
pjpxq2 “

k
ř

j“1
pjpxq2 ¨ 1 ´ 2p1pxq ¨ p1 ´ . . . ´ 2pkpxq ¨ pk ` 1 ¨

k
ř

j“1
p2j · δηλαδή h P linT1

,

όπου T1 “ t1, p1, . . . , pk, p
2
1 ` . . .` p2ku. Δηλαδή, για X συμπαγές υποσύνολο του Rk

, k P N
και T1 “ t1, p1, . . . , pk, p

2
1 ` . . . ` p2ku έχουμε ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin

ως προς το T1
.

Εφαρμογή 5.8. ΄Εστω X “ rt1, t2s Ď R, t1 ă t2 και σύνολο ελέγχου T πληθαρίθμου
2. Τότε υπάρχει f P CpXq που δεν είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T.

Απόδειξη. Εξ ορισμού πάντα ισχύει 1 P T. ΄Εστω ότι |T| “ 2, δηλαδή T “ t1, tu, για κάποια
t P CpXq, και κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T. Το T διαχωρίζει
σημεία του X άρα πρέπει η t να διαχωρίζει σημεία του X. Η Φ του Ορισμού 4.3 είναι τότε
η t. ΄Αρα ΦpXq “ tpXq και το tpXq είναι συμπαγές διάστημα του R · ας το συμβολίσουμε
rr1, r2s, με r1 ă r2. Το Πόρισμα 4.1 μας λέει ότι expcoprr1, r2sqq “ rr1, r2s · άτοπο διότι τα

ακραία σημεία του rr1, r2s είναι μόνο τα r1, r2.

Θεώρημα 5.2 (Το Τρίτο Θεώρημα του Korovkin). Στην υπόθεση του Θεω-
ρήματος 4.1 το σύνολο ελέγχου T δεν μπορεί να έχει λιγότερο από τρία στοιχεία.

Απόδειξη. Αυτό ακριβώς μας δίνει η Εφαρμογή 5.8.

Σε κάποιες από τις επόμενες εφαρμογές θα χρειαστούμε το παρακάτω λήμμα.

Εφαρμογή 5.9. ΄Εστω Y συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rk
, k P N και έστω ότι το

expY q είναι κλειστό, άρα και συμπαγές. ΄Εστω επίσης T “ t1, p1, . . . , pku με pj : expY q ! R
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για κάθε j “ 1, . . . , k (η προβολή στη j-συντεταγμένη) σύνολο ελέγχου. Τότε η Φ του
Ορισμού 4.3 είναι η ταυτοτική. Σύμφωνα με το Krein-Millman έχουμε Y “ copexpY qq και

από το Θεώρημα 1.2 έχουμε ότι το copexpY qq είναι συμπαγές άρα και Y “ copexpY qq. Τότε

ΦpexpY qq “ expY q “ expcopexpY qqq “ expcopΦpexpY qqqq. Εφαρμόζοντας το Πόρισμα 4.1

για X “ expY q έχουμε ότι κάθε f P CpexpY qq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το σύνολο
ελέγχου T.

Παρατήρηση. Η Εφαρμογή 5.9 μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να καταλήξουμε στο

συμπέρασμα της Εφαρμογής 5.5. ΄Εστω Z συμπαγές υποσύνολο του Rk
(k P N), T “

t1, p1, . . . , pku (όπου pi η προβολή στη i-συντεταγμένη για i “ 1, . . . , k) σύνολο ελέγχου και
έστω ότι για κάθε x P Z υπάρχει l P pRkq˚

το οποίο ελαχιστοποιείται μόνο σε αυτό. Αρκεί

να δείξουμε ότι Z “ expcopZqq. Πάντα ισχύει expcopZqq Ď Z. Εξ υποθέσεως για κάθε x
που ανήκει στο τοπολογικό σύνορο του Z υπάρχει γραμμικό συνεχές συναρτησιακό το οποίο
ελαχιστοποιείται μόνο στο x, δηλαδή υπάρχει υπερεπίπεδο το οποίο τέμνει το Z μόνο στο x

και από το Λήμμα 1.1 έπεται Z Ď expcopZqq. Τότε η Εφαρμογή 5.9 για Y “ copZq μας δίνει

ότι κάθε f P CpZq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το σύνολο ελέγχου T.

Εφαρμογή 5.10. ΄Εστω X “ r´1, 1s και σύνολο ελέγχου T “ t1, id, fu, όπου f

είναι η συνάρτηση με τύπο fpxq “ x3 για x P X. Η Φ του Ορισμού 4.3 παίρνει τη μορφή
Φpxq “ px, x3q, για x P X. Σκοπός μας είναι να προσδιορίσουμε το σύνορο Choquet του
X ως προς το T. Θα εφαρμόσουμε την Πρόταση 4.4 οπότε πρέπει να βρούμε ποιο ακριβώς
είναι το expcopΦpXqqq. Το ΦpXq είναι το γράφημα της συνάρτησης f στο r´1, 1s. Ορίζουμε

συνάρτηση f1 (κόκκινη καμπύλη στο επόμενο διάγραμμα) μέσω του τύπου

f1pxq “

#

fpxq “ x3, όπου x P r´1,´1
2s

g1pxq “ 3
4x ` 1

4 , όπου x P r´1
2 , 1s

και συνάρτηση f2 (μπλε καμπύλη στο επόμενο διάγραμμα) μέσω του τύπου

f2pxq “

#

g2pxq “ 3
4x ´ 1

4 , όπου x P r´1, 12s

fpxq “ x3, όπου x P r12 , 1s
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´1´0.8́ 0.6́ 0.4́ 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

´1

´0.5

0.5

1

x

y

Η f1 είναι κοίλη: Η f1 είναι παραγωγίσιμη στο r´1,´1
2qYp´1

2 , 1s διότι οι κλάδοι της είναι

παραγωγίσιμες συναρτήσεις. Για x0 “ ´1
2 , το αριστερό πλευρικό όριο

lim
x!x´

0

f1pxq ´ f1px0q

x ´ x0
“ lim

x!x´
0

fpxq ´ fpx0q

x ´ x0
“ f 1

px0q “ 3x20 “
3

4

και το δεξί πλευρικό όριο

lim
x!x`

0

f1pxq ´ f1px0q

x ´ x0
“ lim

x!x`
0

g1pxq ´ g1px0q

x ´ x0
“ g1

1px0q “
3

4

ισούνται. ΄Αρα η f1 είναι παραγωγίσιμη στο x0. ΄Αρα είναι παραγωγίσιμη στο r´1, 1s. Η

παράγωγος της f1, με τύπο

f 1
1pxq “

#

3x2, όπου x P r´1,´1
2s

3
4 , όπου x P r´1

2 , 1s

είναι φθίνουσα στο r´1,´1
2s αφού έχει μη θετική παράγωγο σε αυτό και είναι φθίνουσα στο

r´1
2 , 1s αφού είναι σταθερή. Για x P r´1,´1

2s, y P r´1
2 , 1s ισχύει f 1

1pxq “ 3x2 ě 3
4 “ f 1

1pyq,

ενώ έχουμε x ď y. Δηλαδή η f 1
1 είναι φθίνουσα στο r´1, 1s.

Η f2 είναι κυρτή: Η f2 είναι παραγωγίσιμη στο r´1, 12q Y p12 , 1s διότι οι κλάδοι της είναι

παραγωγίσιμες συναρτήσεις. Για x0 “ 1
2 , το αριστερό πλευρικό όριο

lim
x!x´

0

f2pxq ´ f2px0q

x ´ x0
“ lim

x!x´
0

g2pxq ´ g2px0q

x ´ x0
“ g1

2px0q “
3

4

και το δεξί πλευρικό όριο

lim
x!x`

0

f2pxq ´ f2px0q

x ´ x0
“ lim

x!x`
0

fpxq ´ fpx0q

x ´ x0
“ f 1

px0q “ 3x20 “
3

4
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ισούνται. ΄Αρα η f2 είναι παραγωγίσιμη στο x0. ΄Αρα είναι παραγωγίσιμη στο r´1, 1s. Η

παράγωγος της f2, με τύπο

f 1
2pxq “

#

3
4 , όπου x P r´1, 12s

3x2, όπου x P r12 , 1s

είναι αύξουσα στο r´1, 12s αφού έχει μη αρνητική παράγωγο σε αυτό και είναι αύξουσα στο

r´1
2 , 1s αφού είναι σταθερή. Για x P r´1, 12s, y P r12 , 1s ισχύει f 1

2pxq “ 3
4 ď 3y2 “ f 1

2pyq, ενώ

έχουμε x ď y. Δηλαδή η f 1
2 είναι αύξουσα στο r´1, 1s.

Θέτουμε K “ tpx, yq P R2| ´ 1 ď x ď 1, f2pxq ď y ď f1pxqu. Το K είναι συμπαγές
σύνολο και έχει ως σύνορο τα γραφήματα των f1, f2. Αφού η f1 είναι κοίλη και η f2 είναι
κυρτή έπεται ότι το K είναι κυρτό.

ΦpXq Ď K: Από τον ορισμού του K έχουμε ότι τα σύνολα tpx, x3q|x P r´1,´1
2su,

tpx, x3q|x P r12 , 1su περιέχονται στο K. Για x P p´1
2 ,

1
2q, θέτουμε συνάρτηση F μέσω του

F pxq “ 4x3 ´ 3x και έχουμε F 1pxq “ 12x2 ´ 3 “ 3p2x ´ 1qp2x ` 1q · άρα τα ακρότατα της

F είναι στα σημεία x “ ˘1
2 . Από αυτό έχουμε,

F
´1

2

¯

“ ´1 ď F pxq ď F
´

´
1

2

¯

“ 1 που ισοδυναμεί με

´
1

4
ď x3 ´

3

4
x ď

1

4
που ισοδυναμεί με g2pxq “

3

4
x ´

1

4
ď x3 ď g1pxq “

3

4
x `

1

4
.

Οπότε βλέπουμε ότι το px, x3q ανήκει στο ευθύγραμμα τμήμα r34x ´ 1
4 ,

3
4x ` 1

4s, είναι δη-

λαδή κυρτός συνδυασμός των στοιχείων px, 34x ´ 1
4q, px, 34x ` 1

4q. Με τη σειρά τους τα

px, 34x´ 1
4q, px, 34x` 1

4q είναι κυρτός συνδυαμός των p´1,´1q, p12 ,
1
8q και των p´1

2 ,´
1
8q, p1, 1q

αντίστοιχα. ΄Αρα εντέλει px, x3q P K.

Τότε, επειδή το K είναι κυρτό, ισχύει copΦpXqq Ď K (διότι το copΦpXqq είναι το μι-

κρότερο κυρτό υπερσύνολο του ΦpXq).

K Ď copΦpXqq (‹) : Εξ ορισμού ΦpXq Ď copΦpXqq. Το γράφημα της g1 ανήκει στο
copΦpXqq αφού είναι το ευθύγραμμο τμήμα rp´1

2 ,´
1
8q, p1, 1qs. Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε

πως το γράφημα της g2 ανήκει στο copΦpXqq. ΄Αρα τα γραφήματα των f1 και f2 ανήκουν
στο copΦpXqq. ΄Εστω px, yq P K. Αυτό σημαίνει ότι ´1 ď x ď 1, f2pxq ď y ď f1pxq.

Οπότε βλέπουμε ότι υπάρχει λ P p0, 1q τέτοιο ώστε y “ λf1pxq ` p1 ´ λqf2pxq. ΄Αρα

px, yq “ pλx`p1´λqx, λf1pxq`p1´λqf2pxqq “ λpx, f1pxqq`p1´λqpx, f2pxqq P copΦpXqq.
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΄Αρα K “ copΦpXqq. Στη συνέχεια, θέλουμε να βρούμε ποια είναι τα ακραία του K.

α.) Λόγω της Πρότασης 1.3, για x1 P p´1,´1
2q ισχύει px1, fpx1qq P expKq και για

x2 P p12 , 1q ισχύει px2, fpx2qq P expKq.

β.) Τώρα έστω H η ευθεία που περιέχει το γράφημα της g1. Βλέπουμε ότι expH XKq “

tp´1
2 ,´

1
8q, p1, 1qu άρα από το Λήμμα 1.1 τα p´1

2 ,´
1
8q, p1, 1q είναι και ακραία του K. Το ίδιο

συμπέρασμα βγάζουμε για τα p´1,´1q, p12 ,
1
8q εφαρμόζοντας το Λήμμα 1.1 για H την ευθεία

που περιέχει το γράφημα της g2.

γ.) ΄Εστω x P p´1
2 ,

1
2q. Στην απόδειξη του p‹q είδαμε ότι κάθε στοιχείο στο εσωτερικό

του K, οπότε και για τα px, x3q όπου x P p´1
2 ,

1
2q, βρίσκεται στο εσωτερικό ενός κατακόρυφου

ευθύγραμμου τμήματος που περιέχεται στο K.

Συνεπώς, σύμφωνα με τη Πρόταση 4.4, pClinT “ Xzp´1
2 ,

1
2q.

Εφαρμογή 5.11. Για X συμπαγή μετρικό χώρο, n P N, f1, . . . , fn P CpXq οι οποίες

διαχωρίζουν σημεία του X και σύνολο ελέγχου T “ t1, f1, . . . , fn, f
2
1 ` . . . ` f2nu, ορίζουμε

g : XˆX ! r0,`8s σύμφωνα με το τύπο gpx, x0q “
n
ř

k“1

pfkpxq ´fkpx0qq2. Τότε gp‚, x0q P

linT, gpx0, x0q “ 0 και για κάθε x ‰ x0 υπάρχει k0 P t1, . . . , nu τέτοιο ώστε 0 ă pfk0pxq ´

fk0px0qq2 ď gpx, x0q · αφού η συλλογή f1, . . . , fn διαχωρίζει στοιχεία τουX. Από τη Πρόταση
4.6 και το Θεώρημα 4.3 έχουμε ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T.

Εφαρμογή 5.12. Για τους κύκλους

Γ1 :“ tpx1, x2q P R2
|x21 ` x22 “ 4u,

Γ2 :“ tpx1, x2q P R2
|px1 ` 1q

2
` x22 “ 1u,

Γ3 :“ tpx1, x2q P R2
|px1 ´ 1q

2
` x22 “ 1u

παίρνουμε τα τόξα

A1 :“ tpx1, x2q P R2
|x21 ` x22 “ 4,´2 ď x1 ď 2, 0 ď x2 ď 2u,

A2 :“ tpx1, x2q P R2
|px1 ` 1q

2
` x22 “ 1,´2 ă x1 ď ´1,´1 ď x2 ă 0u,

A3 :“ tpx1, x2q P R2
|px1 ´ 1q

2
` x22 “ 1, 1 ď x1 ă 2,´1 ď x2 ă 0u

και θέτουμε X “
Ť

i“1,2,3
Ai το οποίο βλέπουμε καθαρά στο διάγραμμα:
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´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4

´4

´2

2

4

x1

x2

΄Εστω επίσης T “ t1, p1, p2u. Η Φ του Ορισμού 4.3 είναι η ταυτοτική άρα ΦpXq “

X. Κάθε στοιχείο του A1 είναι ακραίο του δίσκου με κέντρο το 0 και ακτίνας 2, οπότε

είναι και ακραίο σημείο του X που είναι υποσύνολο αυτού του δίσκου. Θέλουμε τώρα να

δείξουμε ότι τα στοιχεία των A2 και A3 είναι ακραία του copXq. Γνωρίζουμε ότι για ένα

κύκλο κέντρου pa, bq και ακτίνας r ą 0, δηλαδή το σύνολο των px1, x2q P R2
που ικανοποιούν

την εξίσωση px1 ´ aq2 ` px2 ´ bq2 “ r2, η εφαπτόμενη ευθεία σε ένα σημείο του, έστω

py1, y2q, έχει εξίσωση της μορφής px1 ´ y1qpy1 ´ aq ` px2 ´ y2qpy2 ´ bq “ 0 (προκύπτει
από την εξίσωση του κύκλου αν παραγωγίσουμε ως προς την x1). Για py1, y2q P A2 η

εξίσωση είναι px1 ´ y1qpy1 ` 1q ` px2 ´ y2qy2 “ y1x1 ` x1 ´ y21 ´ y1 ` y2x2 ´ y22 “

py1 ` 1qx1 ` y2x2 ´ y1 ´y21 ´ y22
looomooon

´2y1

“ py1 ´ 1qx1 ` y2x2 ´ y1 “ 0. Για py1, y2q P A3 η εξίσωση

είναι αντίστοιχα py1 ´1qx1 `y2x2 ´y1 “ 0. Για x P X, συμβολίζουμε την εφαπτόμενη ευθεία

του X στο x ως Ex. Για κάποιο σταθερό py1, y2q P A2zp´1,´1q η εφαπτόμενη σε αυτό δεν

τέμνει το X σε άλλο σημείο και άρα ούτε το copXq. Αυτό ισχύει γιατί, για px1, x2q P A1,

´2 ď x1 ď 2

0 ď x2 ď 2

´2 ă y1 ă ´1

´1 ă y2 ă 0

ή ισοδύναμα

2py1 ` 1q ď x1py1 ` 1q ď ´2py1 ` 1q

2y2 ď y2x2 ď 0

άρα

py1 ` 1qx1 ` y2x2 ` y1 ď ´2py1 ` 1q ` y1 “ ´py1 ` 2q ă 0.
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Επίσης για px1, x2q P A3,

1 ď x1 ď 2

´1 ď x2 ă 0

ή ισοδύναμα

2py1 ` 1q ď x1py1 ` 1q ď y1 ` 1

0 ă y2x2 ď ´y2

άρα

py1 ` 1qx1 ` y2x2 ` y1 ď 2y1 ´ y2 ` 1 ď ´2.

Δηλαδή δεν υπάρχει κάποιο σημείο τουA1YA3 που να ικανοποιεί την εξίσωση της εφαπτόμενης

(προφανώς ούτε κάποιο σημείο του A2ztp´1,´1q, py1, y2qu διότι η ευθεία εφάπτεται στον

κύκλο Γ2). Παρόμοια επιλέγουμε κάποιο py1, y2q P A3zp1,´1q. Για px1, x2q P A1,

´2 ď x1 ď 2

0 ď x2 ď 2

1 ă y1 ă 2

´1 ă y2 ă 0

ή ισοδύναμα

´2py1 ´ 1q ď x1py1 ´ 1q ď 2py1 ´ 1q

2y2 ď y2x2 ď 0

άρα

py1 ´ 1qx1 ` y2x2 ´ y1 ď 2py1 ´ 1q ´ y1 “ y1 ´ 2 ă 0.

Επίσης για px1, x2q P A2,

´2 ď x1 ď ´1

´1 ď x2 ă 0

ή ισοδύναμα

´2py1 ´ 1q ď x1py1 ´ 1q ď ´py1 ´ 1q

0 ă y2x2 ď ´y2

άρα

py1 ´ 1qx1 ` y2x2 ´ y1 ď ´py1 ´ 1q ´ y2 ´ y1 “ ´2y1 ´ y2 ` 1 ă 0.
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Από το Λήμμα 1.1 έπεται ότι κάθε x P A2zp´1,´1q Y A3zp1,´1q είναι ακραίο διότι Ex X

copXq “ txu. Για x P tp´1,´1q, p1,´1qu έχουμε Ex X copXq “ rp´1,´1q, p1,´1qs και

αφού τα ακραία του είναι τα p´1,´1q, p1,´1q, πάλι από το Λήμμα 1.1 έπεται ότι αυτά τα δύο

είναι και ακραία του copXq. ΄Αρα τελικά X “ expcopXqq. Από το Πόρισμα 4.1 αυτό ισοδυναμεί

με το ότι κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T.

Παρατήρηση. Η Πρόταση 4.6 δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί εδώ ενώ έχουμε ότι κάθε

f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς το T. ΄Εστω h P linT η οποία είναι μη αρνητική
στο X και μηνδενίζεται μόνο στο p´1,´1q. Τότε όλα τα σημεία της ευθείας με εξίσωση

x2 ´ 1 “ 0 μηδενίζουν την h. Το p1,´1q είναι ένα από αυτά, το οποίο είναι άτοπο.

Εφαρμογή 5.13. ΄ΕστωX συμπαγής μετρικός χώρος. ΄Εστω G ένας πυκνός υπόχωρος
του CpXq. Αν και μπορεί να υπάρχουν πεπερασμένα σύνολα ελέγχου του X τέτοια ώστε κάθε
f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς αυτά, για κατάλληλη επιλογή των X και G είναι
αδύνατο κάποιο πεπερασμένο υποσύνολο του G να είναι σύνολο ελέγχου του X τέτοιο ώστε

κάθε f P CpXq είναι συνάρτηση Korovkin ως προς αυτό. Για παράδειγμα, παίρνουμε το G
να είναι ο υπόχωρος όλων των κατά τμήματα γραμμικών συναρτήσεων του Cpr0, 1sq. ΄Εστω

S Ď G πεπερασμένο σύνολο ελέγχου για το r0, 1s. Για να έχουμε ότι κάθε f P Cpr0, 1sq είναι

συνάρτηση Korovkin ως προς το S πρέπει ισοδύναμα να ισχύει ότι pClinS “ r0, 1s λόγω του

Θεωρήματος 4.3. Δηλαδή για κάθε x P r0, 1s το εx πρέπει να είναι το μοναδικό μέτρο ελέγχου

ως προς το S για το r0, 1s. Μπορούμε όμως να βρούμε μέτρο ελέγχου για κάποιο x το οποίο
είναι διαφορετικό του εx. ΄Εστω n P N, x P r0, 1s τέτοια ώστε x, x ` 1

n , x ´ 1
n P r0, 1s και

θέτουμε µ “
εx` 1

n
` εx´ 1

n

2 το οποίο είναι μέτρο πιθανότητας στο r0, 1s (μάλιστα µ ‰ εx αφού

για παράδειγμα µpr0, x ´ 1
nsq “ 1

2 , εxpr0, x ´ 1
nsq “ 0) και

ż

r0,1s

fdµ “
fpx ` 1

nq ` fpx ´ 1
nq

2
, για κάθε f P Cpr0, 1sq.

΄Εστω τώρα h P S, x P r0, 1s και n P N τέτοια ώστε τα x, x´ 1
n , x` 1

n να βρίσκονται στο ίδιο

γραμμικό κομμάτι της h. Η τιμή της h στο x δίνεται από το τύπο hpxq “ ax` b, για σταθερές
a, b P R. Τότε έχουμε

ż

r0,1s

hdµ “
hpx ` 1

nq ` hpx ´ 1
nq

2
“
ax ` a

n ` b ` ax ´ a
n ` b

2
“

2ax ` 2b

2
“

ax ` b “ hpxq.

Για µ “
εx` 1

n
` εx´ 1

n

2 θέλουμε να δείξουμε ότι υπάρχει x0 P r0, 1s τέτοιο ώστε

ż

r0,1s

hdµ “ hpx0q, για κάθε h P S.

΄Αρα πρέπει να βρούμε x0 P r0, 1s τέτοιο ώστε τα x0, x0 ´ 1
n , x0 ` 1

n να είναι στο ίδιο γραμμικό

τμήμα της κάθε h P S. ΄Εστω h1, . . . , hm P G, όπου m P N, όλα τα στοιχεία του S.
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Επιλέγουμε διάστημα I1 του r0, 1s ώστε η h1 είναι γραμμική σε αυτό. Στη συνέχεια παίρνουμε
ένα υποδιάστημα I2 του I1 ώστε η h2 είναι γραμμική σε αυτό. Επαναλαμβάνοντας αυτή τη
διαδικασία εώς ότου φτάσουμε στην hm, για άλλεςm´2 φορές δηλαδή, καταλήγουμε να έχουμε
ένα διάστημα Im Ď . . . Ď I1 Ď r0, 1s τέτοιο ώστε όλες οι h1, . . . , hm είναι γραμμικές σε αυτό.
΄Αρα μπορούμε να επιλέξουμε y0 P r0, 1s και n0 P N τέτοια ώστε ry0 ´ 1

n0
, y0 ` 1

n0
s Ď Im. ΄Αρα

για αυτό το n0, το µ είναι μέτρο ελέγχου για το y0 ως προς το S.
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