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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στη Θεωρία Γράφων

1.1 Χρησιµότητα και Εφαρµογές της Θεωρίας Γρά-
ϕων

Η µελέτη των γραφηµάτων ξεκινάει το 1736 όταν ο Euler έλυσε το πρό-
Gληµα αν δεδοµένου του χάρτη της πόλης Konigsberg της Γερµανίας, είναι
δυνατόν κάποιος να διασχίσει και τις 7 γέφυρες του ποταµού Pregel και να
επιστρέψει εκεί απ’οπου ξεκίνησε χωρίς να περάσει δύο ϕορές από την ίδια
γέφυρα.

Σχήµα 1.1: Το πρόβληµα του Euler

Πολλά προβλήµατα µοντελοποιούνται µέσω γραφηµάτων και λύνονται µε
την Gοήθεια της ϑεωρίας γράφων. Παρακάτω αναφέρονται µερικά χαρακτηρι-
στικά παραδείγµατα.

� ∆έντρα παραγόµενα από γραφήµατα.
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Σε ένα χωράφι υπάρχουν 5 Gρύσες παροχής νερού, από τις οποίες η
η µία είναι η κεντρική παροχή, ενώ οι άλλες τροφοδοτούνται από την
πρώτη. Με ποιόν τρόπο ϑα τοποθετηθούν οι σωλήνες που ϑα ενώνουν
τις Gρύσες έτσι ώστε το συνολικό κόστος να είναι το µικρότερο δυνατό·
(Πρόβληµα εύρεσης ελάχιστου δέντρου - Shortest Spanning Tree.)

� Σχεδίαση ∆ικτύων - Τηλεπικοινωνίες.

΄Οταν υπάρχουν διακριτά σηµεία (κορυφές) και συνδέσεις µεταξύ δύο
κόµβων (ακµές) και το πρόβληµα έγκειται στο να σχεδιάσουµε ένα κα-
τάλληλο δίκτυο για να συνδέσουµε διάφορους κόµβους µε το ελάχιστο
δυνατό κόστος και µε τρόπο που να ικανοποιούνται διάφορα κριτήρια,
τότε έχουµε ένα πρόβληµα σχεδίασης κατάλληλου δικτύου. Παραδείγ-
µατος χάριν µπορούµε να σχεδιάσουµε ένα δίκτυο µε ελάχιστο κόστος,
το ποιο λειτουργεί ακόµα µετά από καταστροφή µιας οποιαδήποτε σύν-
δεσης.

Τέτοια προβλήµατα γίνονται όλο και πιο σηµαντικά σήµερα, ειδικότερα
στο χώρο των τηλεπικοινωνιών. Στην απλούστερη περίπτωση, δεδοµένων
των κόµβων και του κόστους κάθε σύνδεσης, το πρόβληµα είναι ποιες
συνδέσεις πρέπει να χρησιµοποιηθούν ώστε να ελαχιστοποιηθεί το συ-
νολικό κόστος και ταυτόχρονα εξασφαλίζοντας ότι το δίκτυο συνδέεται.

� Συντοµότερο µονοπάτι.

Στο παρακάτω γράφηµα πώς µπορούµε να Gρούµε τον συντοµότερο δρό-
µο από την κορυφή 1 στην κορυφή 5;

Σε ένα µικρό παράδειγµα µπορούµε να Gρούµε το συντοµότερο µονο-
πάτι από την κορυφή 1 στην κορυφή 5 µετά από παρατήρηση, ή µε
την απαρίθµηση όλων των µονοπατιών από την κορυφή 1 στην κορυφή
5. Εντούτοις εάν το γράφηµα ήταν πολύ µεγαλύτερο, αυτό δεν ϑα ήταν
εφικτό.

Το πρόβληµα της εύρεσης του συντοµότερου µονοπατιού ενός γραφή-
µατος λύνει ο αλγόριθµος του Dĳsktra (αρχές της δεκαετίας του ΄60).
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΄Ενα παράδειγµα της χρησιµότητας του αλγορίθµου εύρεσης του συ-
ντοµότερου µονοπατιού είναι η εφαρµογή του σε ένα οδικό δίκτυο έτσι
ώστε µία εταιρία µεταφορών να έχει την δυνατότητα να προγραµµατίσει
τις διαδροµές για τα οχήµατα παράδοσης, Gάσει της µικρότερης απόστα-
σης µεταξύ των στάσεων, ή του µικρότερου χρόνου µεταξύ των στάσεων.

� Προγραµµατισµός πολυεθνικού ϕόρου.

Για να εξηγήσουµε το πρόβληµα προγραµµατισµού πολυεθνικού ϕό-
Cου, ϑα χρησιµοποιήσουµε σαν παράδειγµα την δοµή µιας πολυεθνι-
κής επιχείρησης εκµετάλλευσης µε τρεις ϑυγατρικές που εδρεύουν στην
Ιαπωνία, το Χογκ Κογκ και την Σιγκαπούρη αντίστοιχα.

Οι οικονοµικές Cοές µεταξύ αυτών των επιχειρήσεων µπορούν να ταξι-
νοµηθούν σε δύο κατηγορίες :

1. µερίσµατα (που πληρώνονται στους µετόχους) και

2. τόκοι (στα δάνεια).

΄Οταν µια οικονοµική Cοή που εµπίπτει σε µια από αυτές τις κατηγορίες
εµφανίζεται µεταξύ δύο επιχειρήσεων από διαφορετικές χώρες, η επεξερ-
γασία εκείνης της Cοής (σχετικά µε το ποσό που πληρώνεται σαν ϕόρος
σε κάθε χώρα) ελέγχεται από µια συνθήκη µεταξύ των δύο χωρών. Τα
διαφορετικά Xευγάρια των χωρών συνάπτουν διαφορετικές συνθήκες που
αµέσως αυξάνει τη δυνατότητα πληρωµής διαφορετικού ϕόρου ανάλογα
µε τη διαδροµή που ακολουθεί η οικονοµική Cοή. Το πρόβληµα αυτό
µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα γράφηµα µε Gάρη. Οι κορυφές ϑα α-
ντιπροσωπεύουν τις χώρες όπου εδρεύει η κάθε εταιρία και οι ακµές την
οικονοµική συνθήκη που διέπει τις χώρες ανά δύο µε Gάρη το ποσοστό
ϕόρου που πρέπει να πληρώσει η µία στην άλλη. Παραδείγµατος χάριν,
µια πληρωµή τόκου από την ιαπωνική ϑυγατρική άµεσα στην πολυεθνι-
κή επιχείρηση εκµετάλλευσης µπορεί να είναι χειρότερη εάν η πληρωµή
γίνει στη ϑυγατρική του Χογκ Κογκ και έπειτα η ϑυγατρική του Χογκ
Κογκ πληρώσει αυτή τους τόκους στην πολυεθνική επιχείρηση.
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1.2 Ορισµοί

Θα συνεχίσουµε µε µία εισαγωγή στην ϑεωρία γραφηµάτων µε τους Gα-
σικούς ορισµούς και µε αρκετά παραδείγµατα, έτσι ώστε να γίνουν εύκολα
κατανοητά όσα ϑα περιγράψουµε παρακάτω.

Ορισµός 1. ΄Ενα γράφηµα � αποτελείται από κορυφές και ακµές. Είναι ένα γράφηµα
�εύγος �����, όπου � είναι πεπερασµένο σύνολο από κορυφές και το � ένα
σύνολο από �εύγη (διατεταγµένα ή µη) κορυφών. ∆είτε σχήµα 1.2. Ακµή ορίζεται ακµή
να είναι ένα σύνολο από δύο κορυφές ��� �� µε �� � � � , οι οποίες ενώνονται µε
µία γραµµή.

Σχήµα 1.2: Μη-κατευθυνόµενο γράφηµα.

΄Ενα γράφηµα µπορεί να είναι κατευθυνόµενο ή µη.

Ορισµός 2. Αν είναι κατευθυνόµενο, τότε κάθε ακµή του, είναι ένα διατεταγµέ- κατευθυνόµενο
γράφηµανο �εύγος κορυφών, για παράδειγµα η ακµή ��� �� ξεκινάει από το � στο � ενώ η

��� �� από το � στο �. Επίσης, αν το γράφηµα είναι κατευθυνόµενο οι ακµές που
συνδέονται µε κάποια κορυφή χωρίζονται σε εξερχόµενες εάν ξεκινούν από την εξερχόµενες

- εισερχό-
µενες
κορυφές

κορυφή αυτή ή εισερχόµενες αν καταλήγουν σε αυτή την κορυφή. ∆είτε σχήµα
1.3.

Ορισµός 3. Αν το γραφηµα είναι µη-κατευθυνόµενο, τότε η ακµή είναι ένα µη-
κατευθυνόµενο
γράφηµα

δισύνολο κορυφών ��� �� και µπορούµε να την διασχίσουµε µε όποιο τρόπο
ϑέλουµε, από το � στο � και ανάποδα.

Λέµε ότι µία κορυφή � συνδέεται µε µία άλλη � αν υπάρχει ακµή από το
� στο �.

4



Σχήµα 1.3: Κατευθυνόµενο γράφηµα.

Ορισµός 4. Αν µία κορυφή συνδέεται µε τον εαυτό της τότε η ακµή που ξεκινά
και καταλήγει στην ίδια κορυφή λέγεται �ρόγχος (loop). ∆είτε σχήµα 1.4. $ρόγχος

Ορισµός 5. Μονοπάτι στο � είναι ένα υπογράφηµα � � ��� �� ��� του γρα- µονοπάτι
ϕήµατος � µε � � � ���� ��� ��� 			� ��� και �� � ������ ����� 			� �������. Τα
���� ��� 			� ��� είναι κάποιες από τις κορυφές του � και το σύνολο �� περιέχει
κάποιες ακµές από το �. ∆είτε σχήµα 1.5.

Σχήµα 1.4: Βρόγχος.

∆ηλαδή, µονοπάτι είναι µία σειρά από κορυφές ενός γραφήµατος όπου κάθε
κορυφή συνδέεται µε την επόµενη.

Ορισµός 6. Κύκλος ονοµάζεται ένα µονοπάτι � το οποίο ξεκινάει και καταλήγει κύκλος
στην ίδια κορυφή. � � ������			�� � ���� 
 � �. ∆είτε σχήµατα 1.7 και 1.8.

Το µήκος κύκλου είναι το πλήθος των ακµών από τις οποίες αποτελείται. µήκος ενός
κύκλου

Ορισµός 7. ΄Ενα γράφηµα λέγεται συνεκτικό αν κάθε �εύγος από κορυφές συνεκτικό
γράφηµασυνδέεται µέσω ενός µονοπατιού, δηλαδή αν ακολουθώντας ένα µονοπάτι, µπο-

'ούµε να ξεκινήσουµε από µία οποιαδήποτε κορυφή του � και να καταλήξουµε
σε οποιαδήποτε άλλη κορυφή του �.
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Σχήµα 1.5: Μονοπάτι σε µη-κατευθυνόµενο γράφηµα.

Ορισµός 8. Αν� γράφηµα, ένα σύνολο κορυφών του �� ονοµάζεται συνεκτική
συνιστώσα του � αν κάθε κορυφή του �� είναι προσιτή από οποιαδήποτε άλλη, συνεκτική

συνιστώσακαι κάθε κορυφή � που είναι προσιτή σε κάποια κορυφή του ��, ανήκει στο ��.

Ορισµός 9. ΄Ενα γράφηµα µε περισσότερες από µία συνεκτικές συνιστώσες,
ονοµάζεται µη-συνεκτικό . ∆είτε σχήµα 1.9. µη-

συνεκτικό
γράφηµαΟρισµός 10. ∆άσος είναι ένα γράφηµα χωρίς κύκλους ή $ρόγχους. Αν ένα
δάσοςδάσος είναι συνεκτικό, τότε ονοµάζεται δέντρο . ∆είτε σχήµατα 1.11 και 1.10.
δέντρο

Ορισµός 11. Κάθε γράφηµα συνεκτικό γράφηµα περιέχει ένα υπογράφηµα µε
τις ίδιες κορυφές, συνεκτικό και χωρίς κύκλους, δηλαδή δέντρο. Αυτό ονοµάζε-
ται επικαλύπτον δέντρο.∆είτε σχήµα 1.12. επικαλύπτον

δέντρο
Γραφήµατα µε Gάρη είναι εκείνα τα γραφήµατα των οποίων κάθε ακµή

σχετίζεται µε ένα +άρος που δίνεται από µία συνάρτηση Gάρους $άρος

� � � � �	

Για παράδειγµα δείτε σχ. 1.13.
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Σχήµα 1.6: Μονοπάτι σε κατευθυνόµενο γράφηµα.

Σχήµα 1.7: Κύκλος σε µη-κατευθυνόµενο γράφηµα µήκους 3.

Σχήµα 1.8: Κύκλος σε κατευθυνόµενο γράφηµα µήκους 3.

7



Σχήµα 1.9: Μη συνεκτικό γράφηµα.

Σχήµα 1.10: ∆άσος.

Σχήµα 1.11: ∆έντρο.
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Σχήµα 1.12: Οι ακµές µε µεγαλύτερο πλάτος αποτελούν το επικαλύπτον δέντρο του

γραφήµατος.

Σχήµα 1.13: Κατευθυνόµενο γράφηµα µε Gάρη.

9



Κεφάλαιο 2

Αναπαράσταση δεδοµένων

Προκειµένου να επεξεργαστούµε γραφήµατα πρέπει αρχικά να αποφασί-
σουµε πώς ϑα τα αναπαραστήσουµε στον υπολογιστή. Το πρώτο Gήµα στην
αναπαράσταση ενός γραφήµατος είναι να αντιστοιχήσουµε τις κορυφές µε α-
κέραιους αριθµούς µεταξύ 0 και � � �. Ο κύριος λόγος για αυτό είναι η
γρήγορη πρόσβαση στις πληροφορίες που αντιστοιχούν σε κάθε κορυφή.

2.1 ∆ύο κύριοι τρόποι αναπαράστασης

Υπάρχουν δύο κύριοι τρόποι αναπαράστασης ενός γραφήµατος : µε ένα
σύνολο από συνδεδεµένες λίστες ή µε ένα πίνακα συνδεσµολογίας.

2.1.1 Πίνακας Συνδεσµολογίας

΄Εστω ένα γράφηµα � � ����� µε ν κορυφές, � � ��� ��� 			� ��. Η
πιο απλή αναπαράσταση χρησιµοποιεί έναν πίνακα �� � από µηδενικά και
άσσους που δίνεται από την σχέση


����� �� �

�
�� �� ��� �� � �

�� ������
(2.1)

∆είτε Σχήµα 2.1.1. Προφανώς ο αριθµός των άσσων του πίνακα είναι ίσος µε
το πλήθος των ακµών του γραφήµατος.

Μπορούµε να αναπαραστήσουµε και µη-κατευθυνόµενα γραφήµατα αν
ϑεωρήσουµε τις ακµές σαν µη-διατεταγµένα δισύνολα ��� �� και τότε ο πίνα-
κας ϑα είναι συµµετρικός ως προς τη διαγώνιο. Σε αυτή την περίπτωση οι
άσσοι είναι διπλάσιοι από το πλήθος των ακµών του γραφήµατος.

΄Ενα πλεονέκτηµα του πίνακα συνδεσµολογίας είναι ότι µπορούµε σε σταθερό
χρόνο να αποφασίσουµε αν µια κορυφή � συνδέεται µε την �. ∆ιατρέχουµε
την ι-οστή γραµµή και αν Gρούµε την κορυφή �, συµπεραίνουµε ότι υπάρχει
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Σχήµα 2.1: Αναπαράσταση µε πίνακα συνδεσµολογίας.

η ακµή ��� �� που συνδέει την κορυφή � µε την �. Σε ένα κατευθυνόµενο γρά-
ϕηµα πρέπει να εξετάσουµε και την ι-οστή στήλη για να δούµε εάν υπάρχει η
ακµή ��� ��.

Για γραφήµατα µε Gάρη στην ϑέση κάθε άσσου ϑα τοποθετούµε το Gάρος
της αντίστοιχης ακµής και όπου δεν υπάρχει ακµή ϑα τοποθετούµε το σύµβο-
λο 	.

Εφόσον ο πίνακας συνδεσµολογίας έχει 
� 
� σύµβολα, ο αναγκαίος χώρος
για την αναπαράσταση ενός γραφήµατος, ανεξαρτήτως του πλήθους των ακ-
µών του, είναι ��
� 
��1. Αν το γράφηµα έχει σχετικά λίγες ακµές, δηλαδη αν

�
 � 
� 
�, τότε τα περισσότερα στοιχεία του πίνακα συνδεσµολογίας είναι 0
ή 	. Τότε ονοµάζουµε αυτό το γράφηµα αραιό . ∆είτε Σχήµα 2.2. αραιό γρά-

ϕηµα

2.1.2 Λίστα Συνδεσµολογίας

Η αναπαράσταση µε συνδεδεµένες λίστες αποτελείται από ένα διάνυσµα

�� από 
� 
 λίστες, µία για κάθε κορυφή του συνόλου κορυφών � . Για κάθε
� � � , η λίστα 
����� περιέχει όλους τους γείτονες τις κορυφής � µε τυχαία
σειρά. Κάθε στοιχείο της λίστας έχει δύο πληροφορίες, µια κορυφή και ένα
¨δείκτη¨, ο οποίος δείχνει την επόµενη κορυφή της λίστας. Η λίστα τελειώνει
όταν Gρεθεί δείκτης µε τιµή NULL, που σηµαίνει ότι δεν υπάρχει άλλη κορυφή
που να συνδέεται µε την �. Μπορούµε να προσθέσουµε ή να αφαιρέσουµε µία
κορυφή από τη λίστα προσαρµόζοντας τους δείκτες σύµφωνα µε το Σχήµα 2.4.

Αν το γράφηµα είναι κατευθυνόµενο, το άθροισµα του µήκους όλων των
λιστών είναι 
�
, αφού µια ακµή της µορφής ��� �� παρίσταται µε την εµφάνιση
του � στην 
�����. Αν είναι µη-κατευθυνόµενο, το άθροισµα του µήκους
όλων των λιστών είναι �
�
, αφού η ��� �� είναι ακµή χωρίς κατεύθυνση και

1������� � ����� � υπάρχουν ϑετικές σταθερές � και �� έτσι ώστε � � ���� � ����� για
κάθε � � ��
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Σχήµα 2.2: Αραιό γράφηµα.

Σχήµα 2.3: Αναπαράσταση µε συνδεδεµένη λίστα.

έτσι το � εµφανίζεται στη λίστα του � και αντίστροφα. Για κατευθυνόµενα
και µη γραφήµατα η αναπαράσταση µε λίστα έχει χρειάζεται 	�� 
�� χώρο
αποθήκευσης2.

΄Ενα πιθανό µειονέκτηµα είναι ότι δεν υπάρχει συντοµότερος τρόπος για να
καθοριστεί αν µία ακµή ��� �� υπάρχει στο γράφηµα ή όχι από το να ψάξουµε
για το � στην 
�����.

2.2 Σύγκριση Πίνακα και Λίστας Συνδεσµολογίας

Προκειµένου να κάνουµε την κατάλληλη επιλογή του τρόπου αναπαρά-
στασης ενός γραφήµατος, είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε αν ϑέλουµε να κερ-
δίσουµε σε χώρο αποθήκευσης ή σε χρόνο εκτέλεσης.

2������� � ����� � υπάρχουν ϑετικές σταθερές ��, �� και �� έτσι ώστε � � ������ �
���� � ������ για κάθε � � ��
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Σχήµα 2.4: Πρόσθεση (1) και αφαίρεση (2) κορυφής από µια συνδεδεµένη λίστα.

2.2.1 Σύγκριση σε σχέση µε τον χρόνο πρόσβασης στα δεδοµένα
και τον χώρο αποθήκευσης

Οι λειτουργίες που περιγράφονται παρακάτω χρησιµοποιούνται εκτενώς
σε πολλούς αλγόριθµους για κατευθυνόµενα γραφήµατα :

1. +ρες την ακµή ��� ��

΄Οταν χρησιµοποιούµε πίνακα συνδεσµολογίας, µπορούµε να Gρούµε
την ακµή ��� �� σε σταθερό χρόνο.
΄Οταν χρησιµοποιούµε συνδεδεµένη λίστα, η χειρότερη περίπτωση εί-
ναι ό χρόνος εκτέλεσης να είναι ��

���
�, αφού 

���
 είναι το µή-
κος της συνδεδεµένης λίστας που περιέχει τους γείτονες του �, δηλαδή


���
 � ������. Το µέγιστο αυτού είναι ��
� 
�.

2. απαρίθµησε όλες τις κορυφές

Για να απαριθµήσουµε τις ακµές σε ένα γράφηµα που έχει αναπαρα-
σταθεί µε πίνακα συνδεσµολογίας πρέπει να εξετάσουµε όλα τα στοιχεία
του πίνακα, 
� 
�. ΄Αρα η χειρότερη περίπτωση είναι ό χρόνος εύρεσης
όλων των κορυφών να είναι ��
� 
��.
Ενώ, αν χρησιµοποιήσουµε συνδεδεµένη λίστα, πρέπει να εξετάσουµε

� 
 λίστες. Σε όλες υπάρχουν 
�
 ακµές. ΄Αρα στη χειρότερη περίπτω-
ση χρειαζόµαστε χρόνο ��
� 
 
 
�
�, που µπορεί να είναι σηµαντικά
µικρότερο από ��
� 
��.

3. απαρίθµησε τις εξερχόµενες ακµές από την �

Για να απαριθµήσουµε τις ακµές που εξέρχονται από την κορυφή �,
πρέπει να εξετασουµε την ��οστη γραµµή του πίνακα, άρα χρειάζεται
��
� 
�.

Η απαρίθµηση των ακµών που ξεκινούν από την κορυφή � µε συνδε-
δεµένη λίστα ολοκληρώνεται σε χρόνο ��

���
�, αφού το µόνο που
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χρειάζεται είναι να διασχίσουµε την ��οστή λίστα και να δούµε τα πε-
Cιεχόµενα της.

4. απαρίθµησε τις εισερχόµενες ακµές στην �

Για να απαριθµήσουµε τις ακµές που εισέρχονται από την κορυφή �,
πρέπει να εξετασουµε την ��οστή στήλη του πίνακα, άρα χρειάζεται
��
� 
�.

Αν χρησιµοποιούνται συνδεδεµένες λίστες πρέπει να διατρέξουµε όλες
τις λίστες και να εντοπίσουµε στις λίστες ποιον κορυφών υπάρχει η κο-
Cυφή �. ΄Αρα ο χρόνος που χρειάζεται είναι ��
� 

 
�
�.

Σχήµα 2.5: Σύγκριση λίστας και πίνακα συνδεσµολογίας σε σχέση µε τον χρόνο

πρόσβασης στα δεδοµένα.

Παρατηρούµε ότι αν το γράφηµα δεν έχει Gάρη, στην αναπαράσταση µε πί-
νακα αντί να χρησιµοποιούµε µία λέξη µνήµης για κάθε στοιχείο του πίνακα,
χρειαζόµαστε µόνο ένα bit.

Αν υποθέσουµε ότι τα ονόµατα όλων των ακµών και των κορυφών χρειά-
Xονται τον ίδιο χώρο αποθήκευσης, τότε µια συνδεδεµένη λίστα χρειάζεται πι-
ϑανώς λιγότερο χώρο αποθήκευσης απ’οτι ένας πίνακας συνδεσµολογίας όταν
ισχύει η παρακάτω σχέση :


�
 �

� 
� � �
� 


�
	

Για παράδειγµα, αν ένα γράφηµα έχει 10 κορυφές, τότε συµφέρει από άποψη
χώρου αποθήκευσης να το αναπαραστήσουµε µε λίστα συνδεσµολογίας, αν
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έχει λιγότερες από ��������

�
� �� ακµές.

2.3 ∆οµές ∆εδοµένων

Παρακάτω ϑα περιγράψουµε τις δοµές δεδοµένων που χρησιµοποιήσα-
µε για την υλοποίηση των αλγορίθµων Depth-First-Search, Breadth-First-
Search, Maximum Flow τους οποίους περιγράφουµε παρακάτω.

2.3.1 Στοίβα

Μια στοίβα � είναι ένα δυναµικό σύνολο στο οποίο µπορούµε να αφαιρού-
µε στοιχεία µε προκαθορισµένο τρόπο. Στη στοίβα αφαιρείται το στοιχείο που

Σχήµα 2.6: Στοίβα.

προστέθηκε πιο πρόσφατα. Λειτουργεί µε την µέθοδο εξυπηρέτησης ����
(last in - first out). Η λειτουργία προσθήκης ενός στοιχείου ονοµάζεται PU-
SH, ενώ η διαγραφή ονοµάζεται POP.

Επίσης µπορούµε να Gλέπουµε ποιο στοιχείο Gρίσκεται στην κεφαλή µε
την λειτουργία TOP. ΄Οταν η στοίβα είναι άδεια � !��
 � "#��.

Τα στοιχεία της Gρίσκονται µόνο στις ανοιχτόχρωµες ϑέσεις. Στην αρχή
η στοίβα έχει 4 στοιχεία και � !��
 � �. ΄Οταν καλέσουµε τις λειτουργίες
�#�$��� ��� και �#�$��� �� η στοίβα έχει την δεύτερη µορφή. ΄Επειτα
καλούµε την λειτουργία ��� ��� και η στοίβα αφαιρεί το στοιχείο που προ-
στέθηκε πιο πρόσφατα και Gρίσκεται στην κεφαλή, δηλαδή το 3. Αν και το 3
εµφανίζεται στο διάνυσµα, δεν ανήκει πλέον στη στοίβα και στην κεφαλή της
Gρίσκεται το 17.

2.3.2 Ουρά

Μια ουρά % είναι επίσης ένα δυναµικό σύνολο στο οποίο µπορούµε να
αφαιρούµε στοιχεία µε προκαθορισµένο τρόπο. Στην ουρά αφαιρείται το
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στοιχείο είχε προστεθεί παλαιότερα. Λειτουργεί µε την µέθοδο εξυπηρέτησης
���� (first in - first out), δηλαδή ακριβώς όπως εξυπηρετούνται οι πελάτες
σε µια συνηθισµένη ούρα τράπεζας. Η λειτουργία προσθήκης ενός στοιχείου
ονοµάζεται ENQUEUE, ενώ η διαγραφή ονοµάζεται DEQUEUE. Η λίστα εί-
ναι άδεια όταν το τελευταίο της στοιχείο ταυτίζεται µε το πρώτο, δηλαδή όταν
&�'��%
 � ('�)�%
.

Σχήµα 2.7: Ουρά.

Η παραπάνω ουρά έχει αρχικά 4 στοιχεία. Καλούµε την�"%#�#��%� ���
και �"%#�#��%� �� και παίρνουµε την δεύτερη µορφή. Η τελευταία µορ-
ϕή της ουράς είναι αποτέλεσµα της *�%#�#��%�.
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Κεφάλαιο 3

∆ιασχίζοντας ένα γράφηµα

Το να διασχίσει κανείς ένα γράφηµα σηµαίνει να επισκεφθεί όλες τις κο-
Cυφές του µε συστηµατικό τρόπο. Θα δούµε δύο ευρέως γνωστούς τρόπους
παρακάτω, τον Depth-First-Search και τον Breadth-First-Search. Και οι δύο
µετά το τέλος τους δηµιουργούν επικαλύπτοντα δέντρα (Gλέπε Ορισµό 11) µε
ιδιότητες χρήσιµες στους αλγόριθµους για γραφήµατα.

3.1 Depth-First-Search

΄Εστω ότι Gρισκόµαστε στην κορυφή � ενός µη-κατευθυνόµενου γραφήµα-
τος. Το επόµενο Gήµα είναι να επισκεφθούµε µια κορυφή που συνδέεται µε
την � και που δεν την έχουµε ξαναεπισκεφθεί. Αν δεν υπάρχει τέτοια κορυφή,
επιστρέφουµε στην κορυφή που Gρισκόµασταν αµέσως πριν πάµε στην �. Αυ-
τό το Gήµα επαναλαµβάνεται µέχρι να περάσουµε από όλες τις κορυφές της
συνιστώσας στην οποία Gρισκόµαστε. Αυτός ο αλγόριθµος δεν επιτρέπει να
επισκεφθούµε πάνω από µια ϕορά µια κορυφή, εκτός αν χρησιµοποιήσουµε
ακµές από τις οποίες έχουµε ξαναπεράσει προηγουµένως. Οι ακµές που δια-
τρέχουµε ακολουθώντας τον *�� σχηµατίζουν ένα επικαλύπτον δέντρο για
κάθε συνεκτική συνιστώσα του γραφήµατος. Το σύνολο των δέντρων αυτών
ονοµάζεται *��� επικαλύπτον δάσος � .

3.1.1 Αλγόριθµος

1. �� �

2. � � 


3. για κάθε � � � �

4. *������ �

5. όσο υπάρχουν � µε *����� � ��
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6. *������

7. έξοδος �

8. διαδικασία *������

9. *������ �

10. � � �
 �

11. για κάθε �� � 
����

12. αν *������ � ��

13. � � � � ���� ����

14. *������

15. �

16. �

Το πρόγραµµα αυτό παίρνει σαν είσοδο την λίστα συνδεσµολογίας κάθε
ακµής του γραφήµατος �. Η έξοδος είναι το σύνολο ακµών � . Χρησιµο-
ποιούµε το διάνυσµα *������*�!(&���+,(� ������ το οποίο αρχικά είναι
0 για κάθε κορυφή και µετά το τέλος του προγράµµατος η σειρά µε την επι-
σκεφθήκαµε κάθε κορυφή �.
Σχετικά µε το Gήµα στη σειρά 11, ϑα πρέπει να προσδιορίσουµε µε ποιον
τρόπο επιλέγουµε κάθε ϕορά την ��. Συνήθως η απλούστερη µέθοδος είναι να
επιλέγουµε τις κορυφές µε την σειρά που είναι αποθηκευµένες στην συνδεδε-
µένη λίστα.

3.1.2 Πολυπλοκότητα

Για κάθε � � � η διαδικασία *����� καλείται µόνο µία ϕορά γιατί µετά
την πρώτη εκτέλεση, *����� � �. Αν εξαιρέσουµε τις αναδροµικές κλήσεις
της διαδικασίας *�����, ο χρόνος που ξοδεύεται από την *����� είναι α-
νάλογος µε το πλήθος των ακµών που συµπίπτουν στην � ή αν το γράφηµα
είναι κατευθυνόµενο, στο πλήθος των ακµών που ξεκινούν από την �. ΄Αρα
οι κλήσεις της *����� χρειάζονται συνολικό χρόνο ανάλογο µε 
�
. Από την
άλλη η σειρά 3 απαιτεί ��
� 
�, καθώς ελέγχει για περισσότερες από µία συ-
νεκτικές συνιστώσες. Η σειρά 6 απαιτεί ��
�
� Gήµατα. Συµπερασµατικά η
πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι ��-'��
� 
� 
�
��
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3.2 Breadth-First-Search

Με αυτόν τον αλγόριθµο επισκεπτόµαστε πρώτα τις κορυφές µε Gάθος 0
(π.χ δηλαδή την Cίζα αν µιλάµε για δέντρο), έπειτα αυτές µε Gάθος 1 (γείτονες
της Cίζας) κ.ο.κ. Επειδή αναφερόµαστε σε γράφηµα είναι απαραίτητο στην
αρχή να επιλέγουµε την κορυφή από την οποία ϑα ξεκινήσει ο αλγόριθµος.

3.2.1 Αλγόριθµος

1. για κάθε � � � �

2. .������ �

3. �� �

4. .������ �

5. � � 


6. πρόσθεσε το � στην ουρά

7. όσο η ουρά δεν είναι άδεια �

8. αφαίρεσε µία κορυφή από την ουρά, ονόµασε την �

9. για κάθε � � 
����

10. αν .����� � ��

11. .����� � �
 �

12. � � �
 �

13. πρόσθεσε το � στην ουρά

14. πρόσθεσε την ��� �� στο �

15. �

19



16. �

17. έξοδος �

18. �

(� είναι το σύνολο των ακµών που αποτελούν το .���επικαλύπτον δέ-
ντρο.)

3.2.2 Πολυπλοκότητα

Η ανάλυση είναι όµοια µε την ανάλυση του Depth-First-Search και η
πολυπλοκότητα είναι επίσης ��-'��
� 
� 
�
��.

Σχήµα 3.1: Σειρά µε την οποία επισκεπτόµαστε τις κορυφές του γραφήµατος µε
τους αλγόριθµους BFS και DFS.
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Σχήµα 3.2: BFS και DFS επικαλύπτοντα δέντρα.
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Κεφάλαιο 4

Εύρεση συντοµότερου
µονοπατιού. Ο αλγόριθµος του
Dĳkstra

Ο αλγόριθµος του Dĳkstra Gρίσκει το συντοµότερο µονοπάτι από µία κο-
Cυφή σε µία άλλη (ή σε όλες τις άλλες) σε ένα γράφηµα µε Gάρη, κατευθυνό-
µενο ή µη, µε � κορυφές. Εάν το γράφηµα είναι µη κατευθυνόµενο, αντικαθι-
στούµε κάθε ακµή ��� �� µε δύο άλλες κατευθυνόµενες ��� �� και ��� ��. Κάθε
κορυφή ��� ακολουθείται από ένα αριθµό ����. Αρχικά ���� � ����� ���,
όπου ����� ��� είναι το Gάρος της ακµής ��� �� και ��� είναι η κορυφή από
την οποία ξεκινάει το µονοπάτι. Αν � �� � και ��� �� /� � τότε ����� ��� � 	
και ����� ��� � �. Κατά τον τερµατισµό του αλγορίθµου το ���� για κάθε
� � � είναι ίσο µε το µήκος του συντοµότερου µονοπατιού από το ��� στο ���.
Ο αλγόριθµος λειτουργεί κατασκευάζοντας ένα σύνολο � � � . Κάθε στιγµή
το συντοµότερο µονοπάτι από το ��� στο ��� περιέχει ακµές µόνο από το � ,
έτσι ώστε όταν � � � ο αλγόριθµος σταµατάει.

4.1 Αλγόριθµος

1. για κάθε � �� �, ����� ����� ���

2. ���� � �

3. � � ���

4. όσο � �� � �

5. Gρες �� /� � τέτοια ώστε για κάθε � /� ������ � ����

6. � � � � ����

7. για κάθε � /� �
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8. αν ���� 0 ����� 
 ������ ���

9. τότε ���� � ����� 
 ������ ���

4.2 Η εκτέλεση του αλγορίθµου

Στον πίνακα που ακολουθεί Gλέπουµε τα Gήµατα του αλγορίθµου του
Dĳkstra για το γράφηµα 4.1.

Σχήµα 4.1: Dĳkstra.

Σχήµα 4.2: Εκτέλεση του Dĳkstra.

4.3 Η εγκυρότητα του αλγορίθµου

Ο αλγόριθµος του Dĳkstra Gρίσκει το συντοµότερο µονοπάτι από την κο-
Cυφή � προς κάθε άλλη κορυφή του γραφήµατος.

Απόδειξη. Πρώτα αποδεικνύουµε µε επαγωγή ως προς το µέγεθος του Τ ότι :

1. για κάθε � � � , το ���� είναι ίσο µε το µήκος του συντοµότερου µονο-
πατιού από το � στο �, και
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2. για κάθε � /� � , το ���� είναι ίσο µε το µήκος του συντοµότερου µονο-
πατιού από το � στο �, το οποίο εκτός από την κορυφή �, περνάει µόνο
από κορυφές στο Τ.

Στην γραµµή 3 Gλέπουµε ότι 
� 
 � � και ότι οι γραµµές 1 και 2 ικανοποιούν τα
(α) και (G). Στην σειρά 6 Gρίσκεται το επαγωγικό Gήµα, όπου η �� προστίθεται
στο Τ και έχει την µικρότερη απόσταση από το � σε σχέση µε τις υπόλοιπες
κορυφές που δεν ανήκουν ακόµα στο Τ.
Υποθέτουµε ότι πριν το �� προστεθεί στο Τ, το ����� είναι ίσο µε το συντοµότερο
µονοπάτι από το � στο ��, το οποίο εκτός από την ��, περνάει µόνο από κορυφές
στο Τ.
΄Εστω ότι όταν το �� προστίθεται στο Τ, το ����� δεν είναι ίσο µε το συντοµότερο
µονοπάτι από το � στο ��.

΄Αρα το µονοπάτι αυτό πρέπει να περιέχει τουλάχιστον µία κορυφή που δεν
ανήκει στο Τ. ΄Εστω ότι η ��� είναι η πρώτη τέτοια κορυφή που συναντάµε όταν
διατρέχουµε αυτό το µονοπάτι από το �.
Τότε το µήκος αυτό του µονοπατιού από το � στο ��� (το οποίο είναι το συντοµότερο
µονοπάτι από το � στο ��� και περιέχει κορυφές µόνο του Τ εκτός από την ��� -
αλλιώς ϑα υπήρχε ακόµα πιο σύντοµο) είναι µικρότερο από �����. Από την
επαγωγική υπόθεση το ������ είναι η απόσταση από το � στο ��� άρα ����� 0
������ τη στιγµή που η κορυφή �� προστίθεται στο Τ. Αυτό είναι άτοπο, γιατί στην
γραµµή 5 του αλγορίθµου ψάχνουµε �� τέτοιο ώστε ����� � ������, άρα δεν
υπάρχει πιο σύντοµο µονοπάτι από το ����� όταν το �� προστίθεται στο Τ. ΄Αρα
το (α) ικανοποιείται και το ($) από την γραµµή 7 .

4.4 Πολυπλοκότητα

Θα δούµε ότι ο αλγόριθµος του Dĳkstra τρέχει σε χρόνο ��
� 
��. Στην
γραµµή 5 για να αποφασίσουµε ποια κορυφή ϑα επιλέξουµε χρειάζονται
��
� 
� συγκρίσεις, ενώ για την γραµµή 7 απαιτούνται όχι περισσότερες από

� 
 αναθέσεις. Οι γραµµές 5 και 7 περιλαµβάνονται στο ΅οσο΅ που ξεκινάει
από την γραµµή 4 και τελειώνει στην τελευταία γραµµή, το οποίο εκτελείται

� 
�� ϕορές. ΄Αρα καταλήξαµε ότι ο αλγόριθµος του Dĳkstra τρέχει σε χρόνο
��
� 
��.
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Αν ϑέλουµε να Gρούµε το συντοµότερο µονοπάτι από µια συγκεκριµένη κο-
Cυφή α σε µια άλλη G, τότε στη γραµµή 4 πρέπει να γίνεται ο έλεγχος αν η
κορυφή G ανήκει στο Τ.
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Κεφάλαιο 5

Ροή σε ∆ίκτυα

5.1 Προβλήµατα ∆ικτυακής Ροής - Εφαρµογές

Υπάρχουν πολλά προβλήµατα που λύνονται εύκολα εάν τα µοντελοποιή-
σουµε όχι σαν απλά γραφήµατα αλλά σαν δίκτυα.

Θα ξεκινήσουµε µε ένα απλό παράδειγµα. ΄Εστω ότι έχουµε ένα δίκτυο
ύδρευσης το οποίο αποτελείται από σωλήνες διαφορετικών διατοµών, συνδε-
δεµένων µεταξύ τους µέσα στους οποίους Cέει νερό. Σε κάθε σηµείο ένωσης
δύο ή περισσότερων σωλήνων υπάρχουν διακόπτες οι οποίοι Cυθµίζουν την
Cοή του νερού σε κάθε έναν από τους σωλήνες.
Είναι προφανές ότι αλλάζοντας των συνδυασµό Cυθµίσεων στους διακόπτες,
µπορούµε να πετύχουµε διαφορετική Cοή στο δίκτυο, π.χ. ��� κυβικά εκατο-
στά νερού. Αν κλείσουµε όλους τους διακόπτες έχουµε µηδενική Cοή, ενώ αν
ανοίξουµε κάποιους η Cοή στο δίκτυο αλλάζει. ΄Ενα πρώτο ερώτηµα που προ-
κύπτει, το οποίο ϑα ορίσουµε αυστηρά παρακάτω και ονοµάζεται Πρόβληµα
Μέγιστης Ροής, είναι το εξής : ¨Ποια είναι η µέγιστη Cοή που µπορούµε να
επιτύχουµε από ένα δοσµένο σηµείο του δικτύου προς ένα άλλο ; ¨.

5.2 Παράσταση δικτύου σε µορφή γραφήµατος

΄Ενα δίκτυο µπορεί να παρασταθεί µε ένα γράφηµα µε συγκεκριµένα χαρα-
κτηριστικά. Στο παράδειγµα που αναφέραµε παραπάνω κάθε σηµείο ένωσης
των σωλήνων είναι µία κορυφή του γραφήµατος που παριστά αυτό το δίκτυο
και κάθε σωλήνας µία ακµή µε Gάρος την χωρητικότητα του, δηλαδή µε τον
όγκο νερού που µπορεί να περάσει από µία κάθετη διατοµή του σωλήνα ανά
µονάδα χρόνου µε σταθερές συνθήκες.
Το γράφηµα που παριστά ένα δίκτυο πληρεί τις παρακάτω προϋποθέσεις :
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1. Είναι συνεκτικό κατευθυνόµενο γράφηµα µε Gάρη µη αρνητικούς πραγ-
µατικούς αριθµούς.

2. ∆εν έχει Gρόγχους.

3. ΄Εχει δύο ¨ειδικές΅ κορυφές, µία µε µόνο εξερχόµενες ακµές, την πηγή
, (source) και µία µόνο µε εισερχόµενες ακµές, την δεξαµενή ( (sink).

4. Ισχύει ο Νόµος του Kirchhoff, δηλαδή ο Cυθµός µε τον οποίο εισέρχεται
ένα αγαθό σε µία κορυφή πρέπει να είναι ίσος µε τον Cυθµό µε τον οποίο
εξέρχεται από την ίδια κορυφή.

Το Gάρος κάθε ακµής είναι µη αρνητικό και λέγεται χωρητικότητα (capacity) χωρητικότητα
1��� �� � �. Αν ��� �� /� �, τότε 1��� �� � �.

Σχήµα 5.1: ∆ίκτυο ( Cοή / χωρητικότητα ) .

Ορισµός 12. Ο 'υθµός µε τον οποίο 'έουν τα αγαθά σε ένα δίκτυο� � �����,
λέγεται �οή 2 (flow) και µπορεί να παρασταθεί από ένα ξεχωριστό σύνολο από 'οή
$άρη, τέτοιο ώστε η 'οή σε κάθε ακµή να είναι µικρότερη ή ίση από την χωρητι-
κότητα της, 2��� �� � 1��� ��.
Στο Σχήµα 5.1 $λέπουµε ένα δίκτυο, όπου η 'οή κάθε ακµής είναι ο αριθµός
αριστερά, ενώ δεξιά ϕαίνεται η χωρητικότητα της. Πιο συγκεκριµένα, η 'οή από
µία κορυφή σε µία άλλη είναι µία πραγµατική συνάρτηση 2 � � � � � � και
ικανοποιεί τα παρακάτω :

1. �	 � 2��� �� � 1��� ��

2. 2��� �� � �2��� ��

3. Για κάθε � � � � �,� (� απαιτούµε
�

��� 2��� �� � �

Ορισµός 13. Η ολική �οή ενός δικτύου είναι το άθροισµα των 'οών από κάθε ολική 'οή
κορυφή του γραφήµατος προς την δεξαµενή και είναι ίση µε


2 
 �
�
���

2��� (�
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Αφού είδαµε τους απαραίτητους ορισµούς σχετικά µε τα δίκτυα, ϑα δώ- Πρόβληµα
Μέγιστης
Ροής

σουµε έναν αυστηρό ορισµό του προβλήµατος µέγιστης Cοής.

Ορισµός 14. Η εύρεση της µεγαλύτερης ολικής 'οής σε ένα δίκτυο µε πηγή ,
και δεξαµενή (, ονοµάζεται Πρόβληµα Μέγιστης Ροής.

Θα ϑέλαµε δηλαδή να υπάρχει ένας ¨τρόπος΅ έτσι ώστε για κάθε δίκτυο
που µας δίνεται να µπορεί να Gρεθεί η κατάλληλη Cοή σε κάθε ακµή του
γραφήµατος έτσι ώστε να µεγιστοποιηθεί η ολική Cοή του δικτύου.

5.2.1 ∆ίκτυα µε περισσότερες από µία πηγές ή δεξαµενές.

΄Ενα δίκτυο µπορεί να έχει περισσότερες από µία πηγές ή δεξαµενές. Μπο-
Cούµε εύκολα να αναγάγουµε αυτό το πρόβληµα στο προηγούµενο δηµιουρ-
γώντας στο υπάρχον δίκτυο µια υπερπηγή , (supersource) και προσθέτοντας
κατευθυνόµενες ακµές �,� ,�� από την υπερπηγή προς κάθε πηγή µε χωρητι-
κότητα 1�,� ,�� � 	. Αντίστοιχα, δηµιουργούµε µία υπερδεξαµενή ( (super-
sink) µε τις ανάλογες ακµές από τις δεξαµενές προς την υπερδεξαµενή επίσης
µε άπειρη χωρητικότητα. ΄Ετσι το πρόβληµα ανάγεται σε αυτό µε ένα , και ένα
(.

Σχήµα 5.2: ∆ίκτυο µε πολλαπλές πηγές και δεξαµενές.
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Σχήµα 5.3: ∆ίκτυο µε µία πηγή και µία δεξαµενη.

5.2.2 Η %οή µεταξύ συνόλων από κορυφές

Μέχρι τώρα συναντήσαµε την συνάρτηση Cοής 2��� �� µε �� � κορυφές.
Παρακάτω ϑα δούµε την 2�3� 4� όπου 3 σύνολο µε κορυφές και 4 κορυφή
και την 2�3�5 � µε 3�5 σύνολα κορυφών. Τότε η Cοή 2�3�5 � ϑα είναι ίση
µε το άθροισµα όλων των Cοών που προκύπτουν όταν αντικαταστήσουµε τα
σύνολα 3�5 µε όλα τα στοιχεία τους.

2�3�5 � �
�
���

�
	�


2��� 4�

Οµοίως, η χωρητικότητα 1�3�5 � ορίζεται να είναι ίση µε το άθροισµα όλων
των χωρητικοτήτων που προκύπτουν όταν αντικαταστήσουµε τα σύνολα 3�5
µε όλα τα στοιχεία τους.

1�3�5 � �
�
���

�
	�


1��� 4�

Επίσης, ο συµβολισµός � � , σηµατοδοτεί το σύνολο � � �,�.

Λήµµα 1. Αν ������ είναι ένα δίκτυο και 2 είναι µία 'οή του, τότε για
3�5�6 � � µε 3 � 5 � 
, ισχύουν τα παρακάτω:
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1. 2�3�3� � �

2. 2�3�5 � � �2�5�3�

3. 2�3 � 5�6� � 2�3�6� 
 2�5�6� και

4. 2�6�3 � 5 � � 2�6�3� 
 2�6� 5 �

Απόδειξη. 1.

2�3�3� �
�
����

�
����

2���� ���

Αν �� � �� τότε 2���� ��� � �.

Αν �� �� �� τότε επειδή 2���� ��� � �2���� ���, στο άθροισµα ϑα εµφα-
νίζονται η Cοή 2���� ��� και η 2���� ��� οι οποίες ϑα αλληλοαναιρούνται
αφού έχουν αντίθετες τιµές.

2.

2�3�5 � �
�
���

�
	�


2��� 4� �
�
���

�
	�


�2�4� �� � �
�
���

�
	�


2�4� �� � �2�4� ��

3.

2�3 � 5�6� �
�

����


�

��

2�'� 7�

� �
�
���



�
��


�
�

��

2�'� 7� %�#����'-�('���( �1

�
�
���

�

��

2�'� 7� 

�
��


�
�

��

2�'� 7�

� 2�3�6� 
 2�5�6�	

4. Οµοίως µε 3.

Τώρα µε τη χρήση του Λήµµατος 1 µπορούµε να αποδείξουµε ότι η ολική
Cοή είναι ίση µε την Cοή από την πηγή προς όλες τις κορυφές του γραφήµατος.


2 
 � 2��� (�

� 2��� � �� 2��� � � (� ��Æ� 898���

� �2��� � � (� ��Æ� 898���

� 2�� � (� � � ��Æ� 898���

� 2�,� � � 
 2�� � (� ,� � � ��Æ� 898���

� 2�,� � �
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5.2.3 Η Μέθοδος Ford-Fulkerson

Εισαγωγή - Βασικές έννοιες

ΗΜέθοδος Ford-Fulkerson χρησιµοποιείται για την λύση του προβλήµατος
µέγιστης Cοής. Υπάρχουν διάφοροι αλγόριθµοι που υλοποιούν την παραπάνω
γενική µέθοδο µε διαφορετικούς τρόπους.

Η µέθοδος Gασίζεται σε τρεις έννοιες : το υπολοίπον δίκτυο, τα επαυξά-
νοντα µονοπάτια και τις τοµές.
Αυτές οι έννοιες χρησιµοποιούνται στο πολύ σηµαντικό ϑεώρηµα 1, το οποίο
συνδέει την µέγιστη ολική Cοή σε ένα δίκτυο, µε τη Cοή κατά µήκος µίας το-
µής στο δίκτυο αυτό και µε το ενδεχόµενο το υπολοίπον δίκτυο ενός δικτύου
να µην έχει κανένα επαυξάνον µονοπάτι.

Σχήµα 5.4: Αύξηση Cοής κατά µήκος του µονοπατιού ADEBCF .

Σχήµα 5.5: Αύξηση Cοής κατά µήκος του µονοπατιού ABCDEF .

Η µέθοδος αυτή είναι επαναληπτική. Ο σκοπός είναι να µεγιστοποιηθεί
η συνολική Cοή του δικτύου. ΄Ετσι ξεκινάµε µε µηδενική Cοή και σε κάθε
Gήµα της µεθόδου αυξάνουµε την συνολική Cοή Gρίσκοντας ένα επαυξάνον
µονοπάτι το οποίο ουσιαστικά είναι ένα µονοπάτι από την πηγή προς την δε-
ξαµενή, κατά µήκος του οποίου µπορούµε να αυξήσουµε την Cοή, τηρώντας

31



Σχήµα 5.6: Αύξηση Cοής κατά µήκος του µονοπατιού ABCF .

πάντα τους κανόνες σχετικά µε τα δίκτυα. Επαναλαµβάνουµε µέχρι να µην
µπορούµε να Gρούµε άλλο επαυξάνον µονοπάτι στο δίκτυο. Τέλος ϑα χρησι-
µοποιήσουµε το ϑεώρηµα 1 για να δείξουµε ότι µετά το τέλος της µεθόδου ϑα
έχουµε πράγµατι Gρει την µέγιστη συνολική Cοή.
Τα Σχήµατα 5.4, 5.5 και 5.6 δείχνουν την σταδιακή αυξηση της %οής σε
ένα δίκτυο στο οποίο εφαρµόζεται η Μέθοδος Ford-Fulkerson.

Η γενική περιγραφή της µεθόδου είναι η ακόλουθη ������� είναι ένα
γράφηµα, ,� ( οι κορυφές του).
Ford-Fulkerson-Method�������� ,� (�

1. αρχικοποίηση Cοής σε κάθε ακµή του δικτύου 2��� �� � � για κάθε
�� � � �

2. όσο υπάρχει επαυξάνον µονοπάτι ! {

3. αύξηση της Cοής 2 κατά µήκος του µονοπατιού ! }

4. επιστρέφει την Cοή 2 (η οποία είναι η µέγιστη)

Υπολοίποντα δίκτυα

∆ιαισθητικά ένα υπολοίπον δίκτυο αποτελείται από εκείνες τις ακµές ενός
δικτύου, οι οποίες επιτρέπουν µεγαλύτερη Cοή.

Ορισµός 15. ∆εδοµένου ενός δικτύου ������ και µιας ακµής ��� �� � �, αχρησιµοποίητη
χωρητι-
κότητα
ακµής

ορίζουµε σαν αχρησιµοποίητη χωρητικότητα της ακµής ��� �� τη 'οή εκείνη που
µπορεί να προστεθεί προχωρώντας από το � στο � και υπακούοντας στον κανόνα
που απαγορεύει η 'οή να είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη χωρητικότητα
1��� �� :

1� ��� �� � 1��� �� � 2��� ��

∆είτε Σχήµα 5.7.
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Για παράδειγµα αν 1��� �� � ��, 2��� �� � � τότε 1� ��� �� � ��� � � �.

Σχήµα 5.7: Αχρησιµοποίητη χωρητικότητα του δικτύου.

Είπαµε προηγουµένως ότι η µέθοδος Ford-Fulkerson χρησιµοποιεί τα ε-
παυξάνοντα µονοπάτια ενός δικτύου, δηλαδή τα µονοπάτια κατά µήκος των
οποίων µπορεί να αυξηθεί η Cοή. Για να Gρούµε ένα τέτοιο µονοπάτι µπορού-
µε να διατρέξουµε µία ακµή για παράδειγµα από το � στο �, σύµφωνα µε την
κατεύθυνση που ήδη έχει, οπότε και η Cοή της ϑα είναι 2��� �� ή να διατρέ-
ξουµε την ακµή αυτή µε αντίθετη ϕορά, και η Cοή σε αυτήν την περίπτωση ϑα
είναι 2��� �� � �2��� ��.

Σε περίπτωση που η Cοή κατά µήκος µιας ακµής έχει αρνητική τιµή, η
αχρησιµοποίητη χωρητικότητα είναι µεγαλύτερη από την χωρητικότητα της
ακµής, για παράδειγµα αν 1��� �� � ��, 2��� �� � �� τότε 1� ��� �� � �� �
���� � ��.

Ορισµός 16. Το υπολοίπον γράφηµα ενός γραφήµατος � που επάγεται από υπολοίπον
γράφηµατην 'οή 2 είναι το �� ����� � όπου

�� � ���� �� � � � � � 1� ��� �� 0 ��

∆είτε Σχήµα 5.8.

Σηµειώνουµε ότι η ��� ��, δηλαδή η ακµή από το � στο �, µπορεί να είναι
ακµή στο �� ακόµα κι αν δεν ήταν η ακµή στο �. Αυτό µπορεί να συµβεί αν
η ��� ��, δηλαδή η ακµή από το � στο � ήταν ακµή στο �. ∆ηλαδή αν το πρώτο
γράφηµα � περιέχει την ακµή ��� ��, το υπολοίπον γράφηµα �� µπορεί να
περιέχει και την ακµή ��� �� αλλά και την ��� ��. ∆ηλαδή, το �� µπορεί να
έχει το πολύ δύο ϕορές όσες ακµές έχει το �.


�� 
 � �
�


Το �� είναι από µόνο του ένα δίκτυο µε χωρητικότητες που δίνονται από την
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Σχήµα 5.8: Το Υπολοίπον ∆ίκτυο του δικτύου στο Σχήµα 5.1.

συνάρτηση χωρητικότητας 1� .
Το επόµενο λήµµα συνδέει την Cοή στο πρώτο δίκτυο µε την αχρησιµοποίητη
Cοή.

Λήµµα 2. ΄Εστω ένα δίκτυο ������ µε πηγή , και δεξαµενή ( και έστω 2 'οή
στο �. Αν �� είναι το υπολοίπον γράφηµα που επάγεται από τη 'οή 2 και αν 2 �

'οή στο �� , τότε το άθροισµα των 'οών 2 
 2 � αποτελεί 'οή στο � µε ολική 'οή

2 
 2 �
 � 
2 

 
2 �
.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι ισχύουν οι ιδιότητες 1-3 του Ορισµού 12
για την �2 
 2 �� .

Σηµειώνουµε εδώ ότι 2 ���� �� � 1� ��� �� για κάθε �� � � � .

�2 
 2 ����� �� � 2��� �� 
 2 ���� ��

� 2��� �� 
 �1��� �� � 2��� ���

� 1��� ��	

�2 
 2 ����� �� � 2��� �� 
 2 ���� ��

� �2��� ��� 2 ���� ��

� ��2��� �� 
 2 ���� ���

� ��2 
 2 ����� ��	

Για κάθε � � � � �,� (�,�
���

�2 
 2 ����� �� �
�
���

�2��� �� 
 2 ���� ���

�
�
���

2��� �� 

�
���

2 ���� ��

� � 
 �

� �	
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Τέλος έχουµε,


2 
 2 �
 �
�
���

�2 
 2 ���,� ��

�
�
���

�2�,� �� 
 2 ��,� ���

�
�
���

2�,� �� 

�
���

2 ��,� ��

� 
2 

 
2 �
	

Επαυξάνοντα µονοπάτια

΄Ενα επαυξάνον µονοπάτι ! είναι ένα µονοπάτι από το , στο ( σε ένα υ- επαυξάνον
µονοπάτιπολοίπον δίκτυο. Ονοµάζουµε το µεγαλύτερο ποσό αύξησης της δικτυακής

Cοής που µπορούµε να πετύχουµε κατά µήκος ενός αυξανόµενου µονοπατιού αχρησιµοποίητη
χωρητικό-
τητα

!, αχρησιµοποίητη χωρητικότητα του ! και και δίνεται από την σχέση :

1� �!� � -���1� ��� �� � ��� �� � !�

Λήµµα 3. ΄Εστω ένα δίκτυο ������ µε 2 'οή στο � και ! ένα επαυξάνον
µονοπάτι στο �� . Ορίζουµε την συνάρτηση 2� � � � � � �

2���� �� � 1� �!� ,αν ��� �� είναι στο !
2���� �� � �1� �!� ,αν ��� �� είναι στο !
2���� �� � � , αλλιώς
Τότε η 2� είναι 'οή στο �� µε 
2�
 � 1� �!� 0 �

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι ισχύουν οι ιδιότητες 1-3 του Ορισµού 12
για την 2� .

1. ΄Οταν οι ακµές ��� �� και ��� ��δεν είναι στο ! τότε 2���� �� � �, όταν το
��� �� είναι στο ! τότε η 2���� �� � 1� �!� και όταν το ��� �� είναι στο !, η
2���� �� � �1� �!�. ΄Αρα 2� � 1� �!�.

2.

2���� �� � -���1� ��� �� � ��� �� � !�

� ����-���1� ��� �� � ��� �� � !���

� ��-���1� ��� �� � ��� �� � !��

� �2���� ��	
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3. Θέλουµε για κάθε � � � � �,� (� :
�

��� 2���� �� � �.

Το ! είναι ένα επαυξάνον µονοπάτι στο �� , άρα κάθε κορυφή � �
! � �,� (� έχει ακριβώς µία εισερχόµενη ακµή, έστω ���� �� � ! και µία
εξερχόµενη, έστω ��� ��� � !. ΄Αρα�
���

2��� �� � 2����� ��
2����� �� � 2����� ���2���� ��� � 1� �!��1� �!� � �	

Τέλος, από Ορισµό 13 έχουµε ότι 
2�
 �
�

��� 2���� (�. Οµώς, το !
είναι µονοπάτι, άρα ϑα υπάρχει µόνο µία ακµή του, από την κορυφή
� στην δεξαµενή (, άρα

�
��� 2���� (� � 2���� (�. Η 2���� (� � 1� �!�

επειδή ��� (� είναι ακµή στο ! αναγκαστικά αφού η δεξαµενή ( έχει µόνο
εισερχόµενες κορυφές και δεν είναι 0 ακριβώς επειδή η ��� (� είναι ακµή
στο !.

Πόρισµα 1. ΄Εστω ένα δίκτυο ������ µε 2 'οή στο � και ! ένα επαυξάνον
µονοπάτι στο �� . Η 2� όπως ορίστηκε παραπάνω. Ορίζουµε µία συνάρτηση
2 � � � � � � �� 2 � � 2 
 2�. Τότε η 2 � ϑα είναι η 'οή στο � µε


2 �
 � 
2 

 
2�
 0 
2 


Τοµές

Ορισµός 17. Μία τοµή ��� � � σε ένα δίκτυο ������ µε πηγή , και δεξαµενή τοµή
(, είναι µία διαµέριση του συνόλου κορυφών � σε � και � � � � � τέτοια ώστε
, � � και ( � � . Η 'οή και η χωρητικότητα κατά µήκος της τοµής είναι 2��� � �
και 1��� � �.

Το παρακάτω λήµµα δείχνει ότι η συνολική Cοή ενός δικτύου ισούται µε
την Cοή κατά µήκος µίας τοµής στο ίδιο δίκτυο.

Λήµµα 4. ΄Εστω ένα δίκτυο ������ µε πηγή , και δεξαµενή ( και έστω ��� � �
µια τοµή στο �. Τότε η 'οή κατά µήκος της τοµής ��� � � είναι 2��� � � � 
2 
.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 1 έχουµε

2��� � � � 2��� � �� 2��� ��

� 2��� � �

� 2�,� � � 
 2�� � ,� � �

� 2�,� � �

� 
2 
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Η τέταρτη ισότητα ισχύει από τον ορισµό της Cοής(Ορισµός 12) (ιδιότητα
3).

Πόρισµα 2. Το µέγεθος οποιασδήποτε 'οής σε ένα δίκτυο είναι άνω ϕραγµένο
από την χωρητικότητα οποιασδήποτε τοµής στο δίκτυο αυτό.


2 
 � 1��� � �

Απόδειξη
Αν ��� � � είναι µία τοµή στο δίκτυο � και αν 2 είναι µία Cοή στο ίδιο δίκτυο,
τότε από το προηγούµενο Λήµµα 4 έχουµε


2 
 � 2��� � �

�
�
���

�
���

2��� ��

�
�
���

�
���

1��� ��

� 1��� � �	

Το Θεώρηµα Max-flow min-cut

Θεώρηµα 1 (Max-flow min-cut). Αν 2 είναι 'οή σε ένα δίκτυο ������ µε
πηγή , και δεξαµενή (, τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

1. η 2 είναι η µέγιστη 'οή στο �.

2. Το υπολοίπον δίκτυο �� δεν περιέχει κανένα αυξανόµενο µονοπάτι.

3. 
2 
 � 1��� � � για κάποια τοµή ��� � � του �.

Απόδειξη. ��� � ���: ΄Εστω ότι 2 είναι η µέγιστη ολική Cοή στο � αλλά το
�� έχει ένα επαυξάνον µονοπάτι. Το άθροισµα των Cοών 2 
 2� είναι (από
Πόρισµα 1) µεγαλύτερο από την 
2 
, Cοή στο �. ΄Ατοπο, γιατί υποθέσαµε ότι
η 2 είναι η µέγιστη Cοή στο �.
���� ���: ΄Εστω ότι το �� δεν έχει κανένα αυξανόµενο µονοπάτι, δηλαδή δεν
υπάρχει µονοπάτι από το , στο (. Ορίζουµε το � � �� � � �υπάρχει µονοπάτι
στο�� από το , στο �� και � � � ��. Η διαµέριση ��� � � είναι µία τοµή τέτοια
ώστε , � � και ( /� � αφού δεν υπάρχει µονοπάτι από το , στο � στο �� . Για
κάθε Xεύγος από κορυφές � � �, � � � , έχουµε 2��� �� � 1��� ��, διαφορετικά
ϑα ίσχυε ότι ��� �� � �� και � � �. Από το Λήµµα 4, 
2 
 � 2��� � � � 1��� � �.
��� � ���: Από Πόρισµα 2 έχουµε ότι 
2 
 � 1��� � � για όλες τις τοµές στο
�. ΄Αρα αν ισχύει 
2 
 � 1��� � � αυτό σηµαίνει ότι η Cοή είναι η µέγιστη
δυνατή.
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Η µέθοδος Ford-Fulkerson

Μετά από την περιγραφή των Gασικών εννοιών που χρησιµοποιούνται στην
µέθοδο � +� � ��)
�+, �, είναι η κατάλληλη στιγµή για να περιγράψουµε
µε περισσότερη λεπτοµέρεια τον αλγόριθµο � +�� ��)
�+, �.

Η Gασική ιδέα της µεθόδου είναι σε κάθε Gήµα να Gρίσκουµε κάποιο επαυξά-
νον µονοπάτι ! και να αυξάνουµε την Cοή 2 κατά µήκος αυτού του µονοπατιού
τόσο όσο είναι και η αχρησιµοποίητη Cοή του 1� �!�.

Η υλοποίηση της µεθόδου που περιγράφουµε παρακάτω, υπολογίζει την µέ-
γιστη δυνατή Cοή σε ένα δίκτυο ������ ξεκινώντας µε µηδενική Cοή σε κάθε
ακµή του δικτύου 2��� �� � � για κάθε �� � � � . Αν δύο κορυφές δεν συνδέο-
νται µεταξύ τους, ορίζουµε η Cοή κατά µήκος κάθε τέτοιας ακµής και να είναι
0. Η αχρησιµοποίητη Cοή 1� �!� υπολογίζεται ως 1� ��� �� � 1��� �� � 2��� ��,
όπως στον Ορισµό 15. Ο αλγόριθµος σταµατάει όταν δεν υπάρχει άλλο επαυ-
ξάνον µονοπάτι στο υπολοίπον δίκτυο �� και τότε η Cοή 2 είναι η µέγιστη.

Ford-Fulkerson-Method(G,s,t)

1. για κάθε ακµή ��� �� � �

2. 2��� �� � � � 2��� ��

3. όσο υπάρχει επαυξάνον µονοπάτι από το , στο ( στο υπολοίπον δίκτυο
��

4. 1� �!�� -���1� �!���� �� � ��� �� που ανήκει στο ! }

5. για κάθε ακµή ��� �� στο !

6. 2��� ��� 2��� �� 
 1� �!�

7. 2��� ��� �2��� ��

Ανάλυση της πολυπλοκότητας της µεθόδου Ford-Fulkerson.

Ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου έχει άµεση σχέση µε τον τρόπο τον
οποίο ϑα ορίσουµε το επαυξάνον µονοπάτι και τον τρόπο εύρεσής του. Ο αλ-
γόριθµος εκτελείται σε χρόνο της τάξης ��
�
 � 
2�
�, όπου 
2�
 η µέγιστη Cοή
που Gρίσκουµε µετά την εκτέλεση του αλγορίθµου για κάποιο δίκτυο������.
Θα υποθέσουµε ότι οι Cοές και οι χωρητικότητες είναι ακέραιοι αριθµοί. Αν
όµως είναι Cητοί, µπορούν να γίνουν ακέραιοι µε τον κατάλληλο µετασχηµα-
τισµό. Με την παραπάνω υπόθεση, η προσέγγιση του χρόνου αναλύεται ως
εξής :
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1. Οι δύο πρώτες γραµµές του αλγορίθµου απαιτούν χρόνο 	�
�
� γιατί
πρέπει να δοθούν αρχικές τιµές σε όλες τις ακµές του γραφήµατος.

2. Στις γραµµές 4 - 7 εκτελείται µία ανακύκλωση το πολύ 
2�
 ϕορές, ε-
πειδή η Cοή 2 αρχικά είναι µηδενική παντού και σε κάθε επανάληψη
αυξάνεται τουλάχιστον κατά µία µονάδα.

3. Ο χρόνος εύρεσης ένος επαυξάνοντος µονοπατιού στο υπολοίπον δίκτυο,
χρησιµοποιώντας είτε BFS είτε DFS, είναι ��
�
�.

΄Οταν το 
2�
 είναι µικρό, τότε ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου είναι
µικρός επίσης. Το δίκτυο του σχήµατος 5.9 µας δείχνει ότι τα πράγµατα δεν
είναι πάντα τόσο καλά.

Ακόµα δεν έχουµε ορίσει τον τρόπο να διαλέγουµε επαυξάνοντα µονοπάτια
στο υπολοίπον δίκτυο. ∆ιαισθητικά ϑα µπορούσε κάποιος να διαλέξει το µεγα-
λύτερο σε µήκος µονοπάτι, αυτό δηλαδή που αποτελείται από το µεγαλύτερο
πλήθος κορυφών. Με αυτόν τον τρόπο, στο παρακάτω δίκτυο ο αλγόριθµος ϑα
δίαλεγε την πρώτη ϕορά το 
.:* και η Cοή ϑα αυξανόταν κατά µία µονάδα.
Το δεύτερο µονοπάτι µπορεί να ήταν το 
:.* και πάλι η Cοή ϑα µεγάλωνε
κατά µία µονάδα. Αυτό ϑα συνεχιζόταν και τελικά ϑα χρειάζονταν 2000 επα-
ναλήψεις για να Gρεθεί η µέγιστη ολική Cοή. Αυτή όµως δεν είναι η Gέλτιστη
λύση µιας και η µέγιστη Cοή µπορεί να Gρεθεί µετά από µόνο δύο Gήµατα,
αυξάνοντας την Cοή στα µονοπάτια 
.* και 
:* κατά 1000 µονάδες.

Σχήµα 5.9:

Ο Αλγόριθµος Edmonds-Karp

Οι Edmonds και Karp πρότειναν για την εύρεση των επαυξάνοντων µο-
νοπατιών, να χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος Breadth-First-Search (BFS) ο
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οποίος διατρέχει ένα γράφηµα κατά πλάτος. Με αυτόν τον τρόπο ϑα επιλέγε-
ται κάθε ϕορά το συντοµότερο µονοπάτι από το , στο (, όπου το µήκος κάθε
ακµής του µονοπατιού ϑα είναι µονάδα. Κατά µήκος αυτού του µονοπατιού
αυξάνουµε την Cοή όσο µας επιτρέπει η χωρητικότητα του. Θα αποδείξουµε
παρακάτω ότι αυτός ο αλγόριθµος τρέχει σε χρόνο ��
� 
 � 
��
�.

Λήµµα 5 (Υποµονοπάτια των συντοµότερων µονοπατιών, είναι επίσης
συντοµότερα µονοπάτια). ∆εδοµένου ενός κατευθυνόµενου γραφήµατος µε
$άρη � � ����� µε συνάρτηση $άρους � � � � �, έστω ! �� ��� ��� 			� �� 0
ένα συντοµότερο µονοπάτι από την κορυφή �� στην �� και για κάθε � και � τέτοια
ώστε � � � � � � 
, έστω !�� �� ��� ����� 			� �� 0 ένα υποµονοπάτι του ! από
την κορυφή �� στην �� . Τότε το !�� είναι ένα συντοµότερο µονοπάτι από από την
�� στην �� .

Απόδειξη. Αν αποσυνθέσουµε το ! σε υποµονοπάτια, ϑα έχουµε ότι ��!� �
��!��� 
 ��!��� 
 ��!���. ΄Εστω ότι υπάρχει µονοπάτι !��� από την κορυφή ��
στην �� µε Gάρος ��!��� 
 ��!���� 
 ��!��� µικρότερο από ��!�. ΄Ατοπο γιατί
υποθέσαµε ότι το ! είναι το συντοµότερο µονοπάτι από την κορυφή �� στην
��.

Πόρισµα 3. ΄Εστω � � ����� γράφηµα µε $άρη, µε συνάρτηση $άρους � �
� � �. Αν υποθέσουµε ότι το συντοµότερο µονοπάτι του γραφήµατος από την
πηγή , προς µία κορυφή �, µπορεί να γραφτεί σαν , ���

� � � για κάποια
κορυφή � και µονοπάτι !�, τότε το µήκος του συντοµότερου µονοπατιού από την
πηγή προς την � είναι Æ�,� �� � Æ�,� �� 
 ���� ��.

Απόδειξη.

Æ�,� �� � ��!�

� ��!�� 
 ���� ��

� Æ�,� �� 
 ���� ��	

Πόρισµα 4. ∆εδοµένου ενός κατευθυνόµενου γραφήµατος µε $άρη� � �����
µε συνάρτηση $άρους � � � � � και πηγή ,, για κάθε ακµή ��� �� � �, ισχύει
ότι Æ�,� �� � Æ�,� �� 
 ���� ��.

Απόδειξη. Το συντοµότερο µονοπάτι ! από την , στην � δεν έχει περισσότερο
Gάρος από κάθε άλλο µονοπάτι από το , στο �. Ειδικότερα, το µονοπάτι !
δεν έχει περισσότερο Gάρος από το µονοπάτι που διαλέγει ένα συντοµότερο
µονοπάτι από το , στο � και µετά ακολουθεί την ακµή ��� ��.
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Λήµµα 6. Αν τρέξουµε τον αλγόριθµο Edmonds-Karp για ένα δίκτυο � �
����� µε πηγή , και δεξαµενή (, τότε για όλες τις κορυφές � � � � �,� (�,
το µήκος του συντοµότερου µονοπατιού Æ� �,� �� στο υπολοίπον γράφηµα �� αυ-
ξάνεται µε κάθε αύξηση της 'οής. (Æ� �,� �� είναι το µήκος του συντοµότερου
µονοπατιού από το � στο � στο �� , όπου κάθε ακµή έχει µοναδιαίο µήκος)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι για κάποια κορυφή � � � ��,� (�, υπάρχει κάποια αύξηση
Cοής που έχει σαν αποτέλεσµα το Æ� �,� �� να ελαττωθεί και έστω 2 η Cοή πριν
την αύξηση και 2 � η επαυξηµένη Cοή. Τότε,

Æ�� �,� �� � Æ� �,� ��	

Υποθέτουµε χωρίς Gλάβη της γενικής περίπτωσης ότι Æ�� �,� �� � Æ�� �,� �� για
κάθε κορυφή � � � ��,� (� τέτοια ώστε Æ�� �,� �� � Æ� �,� ��. Οµοίως, υποθέτου-
µε ότι για όλες τις κορυφές � � � � �,� (�, αν Æ�� �,� �� � Æ�� �,� ��� Æ� �,� �� �
Æ�� �,� ��.

Παίρνουµε το συντοµότερο µονοπάτι !� στο ��

� της µορφής , � � � � µε
την � να προηγείται της � σε αυτό το µονοπάτι.

Από το Πόρισµα 3 ϑα πρέπει να έχουµε Æ�� �,� �� � Æ�� �,� �� � � αφού η
ακµή ��� �� ανήκει στο !�, που είναι το συντοµότερο µονοπάτι από το , στο �.

Με δεδοµένες τις κορυφές � και �, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη Cοή από
το � στο � πριν την αύξηση της Cοής στο �� . Αν 2��� �� � 1��� ��, τότε έχουµε,

Æ�,� �� � Æ� �,� �� 
 �

� Æ�� �,� �� 
 �

� Æ�,� ��	

Αυτό όµως είναι άτοπο γιατί στην αρχή υποθέσαµε ότι η αύξηση Cοής προκαλεί
µείωση της απόστασης από το , στο �.
΄Αρα 2��� �� � 1��� ��, που σηµαίνει ότι ��� �� /� �� .
Το επαυξάνον µονοπάτι ! που επιλέχθηκε από το �� για να προκύψει το ��

�

πρέπει να περιέχει την ακµή ��� �� αφού η ��� �� /� ��

� και η ��� �� /� ��

όπως µόλις δείξαµε. Αυτό σηµαίνει ότι αυξάνοντας τη Cοή κατά µήκος του
!, µειώνει τη Cοή κατά µήκος της ακµής ��� �� και η � εµφανίζεται πριν από
την � στο !. Αφού το ! είναι το συντοµότερο µονοπάτι από το , στο (, τα
ϋποµονοπάτια΅ του ϑα είναι ακόµα συντοµότερα µονοπάτια και έτσι έχουµε
Æ� �,� ��� � Æ� �,� �� 
 �. Συνεπώς µε τη Gοήθεια του Λήµµατος 6 έχουµε,

Æ� �,� �� � Æ� �,� ��� �

� Æ�� �,� ��� �

� Æ�� �,� ��� �

� Æ�� �,� ��
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που αντιτίθεται µε την αρχική υπόθεση.

Το επόµενο Θεώρηµα ϕράσει το πλήθος των επαναλήψεων του αλγόριθµου
Edmonds-Karp.

Θεώρηµα 2. Αν ο αλγόριθµος Edmonds-Karp τρέξει για ένα δίκτυο� � �����
µε πηγή , και δεξαµενή (, τότε ο συνολικός αριθµός επαυξήσεων της ολικής 'οής
που προκαλεί ο αλγόριθµος είναι ��
� 
 � 
�
�.

Απόδειξη. Λέµε ότι µία ακµή ��� �� σε ένα επαυξάνον µονοπάτι ! είναι καθο-
%ιστική αν 1� �!� � 1� ��� ��. καθοριστική

ακµήΜετά από κάθε επαύξηση της Cοής κατά µήκος ενός επαυξάνοντως µονο-
πατιού, κάθε καθοριστική ακµή εξαλείφεται από το �� . Επιπλέον, τουλάχι-
στον µία ακµή σε κάθε επαυξάνον γράφηµα πρέπει να είναι καθοριστική.
΄Εστω � και � συνδεδεµένες κορυφές. Πόσες ϕορές µπορεί µία ακµή να είναι
καθοριστική κατά την διάρκεια του αλγορίθµου Edmonds-Karp; Αφού τα ε-
παυξάνοντα µονοπάτια είναι και τα συντοµότερα, την πρώτη ϕορά που η ��� ��
είναι καθοριστική, έχουµε

Æ� �,� �� � Æ� �,� �� 
 �

Μόλις αυξηθεί η Cοή, η ακµή ��� �� εξαλείφεται από το �� . ∆εν µπορεί να
ξαναεµφανιστεί σε κάποιο άλλο επαυξάνον µονοπάτι αν δεν µειωθεί πρώτα η
Cοή από το � στο � και αυτό συµβαίνει µόνο αν η ��� �� εµφανιστεί σε ένα
επαυξάνον µονοπάτι. Αν 2 � είναι η Cοή όταν αυτό το γεγονός συµβεί, τότε ϑα
έχουµε

Æ�� �,� �� � Æ�� �,� �� 
 �

Αφού Æ� �,� �� � Æ�� �,� �� από το Λήµµα 4 έχουµε ότι

Æ�� �,� �� � Æ�� �,� �� 
 �

� Æ� �,� �� 
 �

� Æ� �,� �� 
 �

΄Αρα από τη στιγµή που η ακµή ��� �� γίνει καθοριστική µέχρι την επόµενη
στιγµή που ϑα ξαναγίνει η απόσταση της � από την πηγή αυξάνεται τουλά-
χιστον κατά δύο µονάδες. Αρχικά, η απόσταση της � από την πηγή είναι
τουλάχιστον 1 και µέχρι (αν ποτέ) να µην είναι προσιτή από την πηγή, η από-
σταση αυτή είναι το πολύ 
� 
 � �. ΄Αρα η ��� �� µπορεί να γίνει καθοριστική
το πολύ ��
� 
� ϕορές. Αφού υπάρχουν ��
�
� Xεύγη κορυφών που µπορεί
να συνδέονται µε µία ακµή του υπολοίποντος γραφήµατος, ο συνολικός α-
Cιθµός των καθοριστικών ακµών κατά την διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθµου
Edmonds-Karp είναι ��
� 
 � 
�
�. Κάθε επαυξάνον µονοπάτι έχει τουλάχιστον
µία καθοριστική ακµή, έτσι το ϑεώρηµα ισχύει.
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Αφού κάθε επανάληψη του Ford-Fulkerson απαιτεί χρόνο ��
�
� όταν τα
επαυξάνοντα µονόπάτια Gρίσκονται µε .��, ο συνολικός χρόνος που απαιτεί
ο Edmonds-Karp είναι ��
� 
 � 
�
��.

Πρέπει επίσης να συµπληρώσουµε ότι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου
εξαρτάται από την αναπαράσταση του δικτύου στον υπολογιστή, κάτι το οποίο
ϑα εξηγήσουµε αναλυτικά σε επόµενη ενότητα.

Πιο αναλυτικά...

ΒΗΜΑ Α : ∆ηµιουργούµε ένα γράφηµα �� � ����� � ως εξής :

1. αν η Cοή της ακµής ��� �� είναι ίση µε τη χωρητικότητα της, τότε ��� �� �
��

2. αν η Cοή της ακµής ��� �� είναι µηδενική, τότε ��� �� � ��

3. αν η Cοή της ακµής ��� �� έχει ϑετική τιµή, τότε ��� ��� ��� �� � ��

ΒΗΜΑ Β : Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο Breadth-First-Search στο επαυξάνον
δίκτυο �� � ����� � µε αρχική κορυφή την πηγή , για να Gρούµε ένα κατευ-
ϑυνόµενο µονοπάτι µε το ελάχιστο δυνατό πλήθος ακµών, από την πηγή προς
την δεξαµενή. Αν δεν υπάρχει τέτοιο, προχωράµε στο ΒΗΜΑ ∆. Αν όχι πάµε
στο ΒΗΜΑ Γ.

ΒΗΜΑ Γ : Το µονοπάτι που Gρήκαµε στο προηγούµενο Gήµα είναι ένα επαυ-
ξάνον µονοπάτι, άρα αυξάνουµε την Cοή κατα µήκος αυτού το µονοπατιου και
επιστρέφουµε στο ΒΗΜΑ Α.

ΒΗΜΑ ∆ : ΄Εχουµε έχουµε Gρει την µέγιστη Cοή και ο αλγόριθµος τελειώ-
νει.
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Κεφάλαιο 6

Εφαρµογές του αλγόριθµου
µεγιστοποίησης της δικτυακής
%οής. Ταίριασµατα σε διµερή
γραφήµατα.

Πολλά προβλήµατα που εκ πρώτης όψεως δεν ϕαίνεται να έχουν σχέση µε
δίκτυα, Gρίσκουν εύκολα λύση αν µετατραπούν σε τέτοια και εφαρµοστούν
πάνω τους γνωστοί αλγόριθµοι από την ϑεωρία γραφηµάτων. ΄Ενα από αυτά
είναι το εξής : ∆εδοµένου ενός πλήθους ανδρών και γυναικών, πώς µπορούµε
να Gρούµε τα περισσότερα δυνατά Xευγάρια µε δεδοµένες τις σχέσεις γνωριµίας
ανάµεσα τους.

6.1 Ορισµοί

Ορισµός 18. ΄Εστω µη κατευθυνόµενο γράφηµα � � �����. Το � λέγε-
ται διµερές γράφηµα αν το σύνολο των κορυφών � µπορεί να χωριστεί σε διµερές

γράφηµαδύο υποσύνολα �� και �� τέτοια ώστε να υπάρχουν µόνο ακµές της µορφής
���� ���� �� � ��� �� � ��.

Ορισµός 19. Ταίριασµα είναι ένα υποσύνολο ακµών ; � � τέτοιο ώστε για ταίριασµα
κάθε κορυφή � � � το πολύ µία ακµή του ; καταλήγει στο �. 
; 
 είναι το
πλήθος των ακµών που ανήκουν στο Μ. ∆είτε Σχήµα 6.1.

Ορισµός 20. Λέµε ότι µία κορυφή � � � έχει ταίρι µέσω του ταιριάσµατος ; ταίρι
αν υπάρχει ακµή του ; που προσπίπτει στην �, αλλίως η � δεν έχει ταίρι.

Ορισµός 21. Μέγιστο ταίριασµα ονοµάζεται ένα ταίριασµα µε το µέγιστο δυνατό µέγιστο
ταίριασµαπλήθος κορυφών.
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Σχήµα 6.1: Ταίριασµα ενός διµερούς γραφήµατος.

6.2 Λύση του προβλήµατος εύρεσης µέγιστου ταιριά-
σµατος σε διµερή γραφήµατα

Μία διαδεδοµένη λύση στο πρόβληµα εύρεσης µέγιστου ταιριάσµατος σε
διµερή γραφήµατα είναι η χρήση του αλγορίθµου εύρεσης µέγιστης Cοής σε
ένα δίκτυο. Για το λόγο αυτό κατασκευάζουµε ένα δίκτυο που αντιστοιχεί στο
γράφηµα που ϑέλουµε να εξετάσουµε.

Ορισµός 22. Αντίστοιχο δίκτυο �� � �� �� ���. Ορίζουµε δύο καινούργιες κο- αντίστοιχο
δίκτυο'υφές ,� ( να είναι αντίστοιχα η πηγή και η δεξαµενή του αντίστοιχου δικτύου

και � � � � � �,� (�. Αν τα δύο σύνολα του � είναι τα ��< τότε ορίζουµε

�� � ��,� �� � � � �� � ���� �� � � � �� � � <� ��� �� � �� � ���� (� � � � <�	

Η χωρητικότητα κάθε ακµής στο � ϑέτουµε να είναι ίση µε τη µονάδα. ∆είτε
Σχήµα 6.2.

Θεώρηµα 3. ΄Εστω � � ����� ένα διµερές γράφηµα µε διαµέριση κορυφών
� � � � <, και �� � �� �� ��� το αντίστοιχο δίκτυο. Αν Μ είναι ένα ταίριασµα
του� υπάρχει 'οή 2 στο�� µε ακέραια τιµή τέτοια ώστε 
2 
 � 
; 
. Αντίστροφα,
αν 2 είναι 'οή στο �� µε ακέραια τιµή τότε υπάρχει ταίριασµα µε 
; 
 � 
2 
.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι ένα ταίριασµα Μ στο � αντιστοιχεί σε Cοή
2 µε ακέραια τιµή. Ορίζουµε την 2 ως εξής. Αν ��� �� � ; , τότε 2�,� �� �
2��� �� � 2��� (� � � και 2��� ,� � 2��� �� � 2�(� �� � ��. Για τις υπόλοιπες
ακµές ��� �� � ��� 2��� �� � �. ∆ιαισθητικά, κάθε ακµή ��� �� �; αντιστοιχεί
σε µία µονάδα Cοής στο �� η οποία διατρέχει το µονοπάτι , � � � � � (.
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Σχήµα 6.2: Αντίστοιχο δίκτυο ενός ταιριάσµατος σε διµερές γράφηµα. ΄Ολες οι

ακµές έχουν χωρητικότητα 1 και Cοή 0, εκτός από αυτές µε έντονη γραµµή, από τις

οποίες περνάει Cοή µε τιµή 1.

.

Επιπλέον τα µονοπάτια δεν έχουν άλλες κοινές κορυφές εκτός από την πηγή
, και την δεξαµενή (. Η 2 είναι Cοή γιατί προκύπτει από την επαύξηση της
Cοής σε κάθε µονοπάτι. Επίσης, η Cοή κατά µήκος της τοµής ����,�� <��(�
είναι ίση µε 
; 
, άρα από Λήµµα 4 
2 
 � 
; 
.
Αντίστροφα, αν 2 είναι Cοή µε ακέραια τιµή στο �� και

; � ���� �� � � � �� � � <� 2��� �� 0 ��	

Κάθε κορυφή � � � έχει µόνο µία εισερχόµενη ακµή, την �,� �� µε χωρητι-
κότητα 1. ΄Αρα, από κάθε � � � περνάει εισερχόµενη το πολύ µία µονάδα
Cοής εάν και µόνο εάν υπάρχει � � < τέτοια ώστε 2��� �� � �. ΄Αρα το πολύ
µία ακµή εξέρχεται από κάθε � � � µε Cοή 1. ΄Αρα το ; είναι ένα ταίρια-
σµα. Για να δείξουµε ότι 
; 
 � 
2 
, παρατηρούµε για κάθε ακµή � � � µε
Xεύγος υπάρχει η �,� �� µε 2�,� �� � �, και για κάθε ακµή ��� �� � � �;
έχουµε 2��� �� � �. Συνεπώς από το Λήµµα 1, από ιδιότητες της Cοής και
γνωρίζοντας ότι δεν υπάρχουν ακµές από το � στο ( έχουµε,


; 
 � 2���<�

� 2��� � ��� 2������ 2��� ,�� 2��� (�

� �� � 
 2�,� ��� �

� 2�,� � ��

� 
2 
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Θεώρηµα 4. Αν η συνάρτηση χωρητικότητας 1 παίρνει µόνο ακέραιες τιµές,
τότε η µέγιστη 'οή που παράγεται από την µέθοδο Ford-Fulkerson είναι ακέραιος
αριθµός. Επιπλέον, για κάθε κορυφή �� � � � , η τιµή της 2��� �� είναι ακέραια.

Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς το πλήθος των επαναλήψεων.

Πόρισµα 5. Το πλήθος των ακµών ενός µέγιστου ταιριάσµατος σε ένα διµερές
γράφηµα � είναι ίσο µε την τιµή της µέγιστης 'οής του αντίστοιχου δικτύου ��.

Απόδειξη. ΄Εστω ιΜι µέγιστο ταίριασµα σε ένα διµερές γράφηµα � και η Cοή
του αντίστοιχου δικτύου �� η οποία δεν είναι µέγιστη. Τότε υπάρχει µέγιστη
Cοή 2 � µε 
2 �
 0 
2 
. Η 2 � αντιστοιχεί σε ένα ταίριασµα ; � του � µε 
; �
 �

2 �
 � 
2 
 � 
; 
. ΄Αρα το ; δεν είναι το µέγιστο ταίριασµα.

6.3 Πολυπλοκότητα

Αποδείξαµε ότι δεδοµένου ενός διµερούς γραφήµατος �, µπορούµε να
Gρούµε το µέγιστο ταίριασµα του δηµιουργώντας το αντίστοιχο δίκτυο �� και
εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο εύρεσης µέγιστης Cοής Edmongs-Karp. ΄Ετσι
πετυχαίνουµε το µέγιστο ταίριασµα ; . Αφού κάθε ταίριασµα σε διµερές
γράφηµα έχει πλήθος στοιχείων το µικρότερο από τα ��< άρα είναι ��
� 
�, η
τιµή της µέγιστης Cοής στο αντίστοιχο δίκτυο �� είναι ��
� 
�. ΄Αρα µπορούµε
να Gρούµε το µέγιστο ταίριασµα σε ένα διµερές γράφηµα σε χρόνο��
� 
�
�
�.
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Κεφάλαιο 7

Σχόλια

Για της ανάγκες αυτής της εργασίας υλοποιήθηκαν οι παρακάτω αλγόριθ-
µοι :

1. Εύρεση συντοµότερου µονοπατιού Dĳkstra.

2. Depth First Search.

3. Εύρεση συντοµότερου µονοπατιού διατρέχοντας το γράφηµα µε τον BFS.

4. Εύρεση µέγιστης Cοής (Αλγόριθµος Edmonds - Karp).

5. Εύρεση µέγιστου ταιριάσµατος σε διµερές γράφηµα.

Σχήµα 7.1: Είσοδος στον αλγόριθµο του Dĳkstra. Το γράφηµα είναι µη-

κατευθυνόµενο. ΄Οσες ακµές δεν υπάρχουν έχουν άπειρο Gάρος.

Ο αλγόριθµος Breadth First Search Shortest Path παίρνει σαν είσοδο ένα
αρχείο ίδιας µορφής µε αυτό του σχήµατος 7.2.

Τέλος, υλοποιήθηκαν και κάποιες Cουτίνες οι οποίες έχουν σαν είσοδο
ένα γράφηµα ή ένα δίκτυο και παρουσιάζουν τα χαρακτηριστικά του. Για
παράδειγµα, το πλήθος των ακµών ενός γραφήµατος, αν µια κορυφή συνδέεται
µε µια άλλη, τις εισερχόµενες και εξερχόµενες ακµές µια κορυφής. Επίσης,
το συνολικό ποσό Cοής που εισέρχεται και εξέρχεται από µια κορυφή ενός
δικτύου, η αχρησιµοποίητη χωρητικότητα κάθε ακµής κ.α.
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Σχήµα 7.2: Είσοδος στον αλγόριθµο DFS. Το γράφηµα είναι κατευθυνόµενο. ΄Οσες

ακµές δεν υπάρχουν έχουν µηδενικό Gάρος.

Σχήµα 7.3: Είσοδος στον αλγόριθµο εύρεσης µέγιστης Cοής. Κάθε ακµή ��� ��

συµπληρώνεται από µια άλλη ��� �� � � µε µηδενική χωρητικότητά και Cοή και µε

����	�
��� �� � ��, ενώ η ακµή ��� �� έχει ����	�
��� �� � �.
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Σχήµα 7.4: Αρχείο εισόδου του αλγόριθµου εύρεσης µέγιστης Cοής.
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Σχήµα 7.5: Είσοδος στον αλγόριθµο εύρεσης µέγιστου ταιριάσµατος σε διµερές

γράφηµα. Το γράφηµα είναι ένα διµερές κατευθυνόµενο γράφηµα.

Σχήµα 7.6: ∆ιµερές γράφηµα και αρχείο εισόδου για τον αλγόριθµο εύρεσης µέγι-

στου ταιριάσµατος σε διµερές γράφηµα .
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