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  Θα ήθελα να ευχαριστήσω όλους εκείνους  

  που με οποιοδήποτε  τρόπο με βοήθησαν  

  να φτάσω μέχρι την παρουσίαση αυτής της διατριβής. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

 

 Στην διατριβή περιέχονται τρία νέα αποτελέσματα. 

Το πρώτο είναι ότι: 
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όπου  p    και οι   fkk= ∈2 N f1 2,   είναι τέτοιες ώστε να έχουν 

σειρές Fourier 

f1∼ á en
inx

n≥
∑

0
  ∼ f2 á en

inx

n <
∑

0
   á Cn ∈

Οι σταθερές είναι οι καλύτερες δυνατές. 

 Το δεύτερο αποτέλεσμα είναι ότι: 

Αν      f x if x á ek
in x

k

N
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      όπου   n n nN1 2< < Λ     φυσικοί 
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τότε υπάρχει απόλυτη σταθερά   c > 0  ώστε 

M c N
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 Το τρίτο αποτέλεσμα είναι ότι: 

Αν  n n nN1 2< < Λ   είναι φυσικοί αριθμοί, τότε υπάρχει απόλυτη 

σταθερά   c > 0  ώστε 
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1.  Συμβολισμοί - Ορισμοί 

 Το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων που συνήθως θα 

χρησιμοποιούμε θα είναι το  [0, 2π]  ταυτίζοντας το  0  με το  2π. 

 Δηλαδή για κάθε  f C: [ , ð]0 2 →   θα θεωρούμε αυτονόητο ότι  

. f f( ) ( ð)0 2=

 Ο χώρος  L   είναι οι συναρτήσεις  p [ , ð]0 2 f C: [ , ð]0 2 →   με 

f t dtp( )
ð

< +∞∫
0

2

 

όπου η ολοκλήρωση γίνεται με την μέθοδο του Lebesgue. 

Για   p f   ορίζουμε Lp≥ ∈1 0, [ , 2ð]
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Για  f : [ , ð]0 2 →   συνεχή ορίζουμε 

f f
x

∞
∈
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Για μια συνάρτηση  f L   ορίζονται οι συντελεστές  Fourier ∈ 1 0 2[ , ð]

∃( )
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( ) int
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∫
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2 0
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 Φάσμα της  f  καλείται το υποσύνολο των  n∈Z  για τους 

οποίους έχουμε  ∃( )f n ≠0 . 

 Η τριγωνομετρική σειρά  ∃( ) intf n e
−∞

∞

∑   καλείται σειρά Fourier 

της  f  και γράφουμε: 

f ∼ ∃( ) intf n e
−∞

∞

∑  

 Όταν η  f  παίρνει πραγματικές τιμές τότε η σειρά Fourier 

μπορεί να γραφεί και ως 

f ∼ á á kx b kk k x
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 Κάθε συνάρτηση της μορφής   f x   καλείται 

τριγωνομετρικό πολυώνυμο. 
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Σ’ αυτή την περίπτωση έχουμε 

∃( )f n á n=      για    n N≤    ∃( )f n =0       για

 n N>  

 Αν ένα τριγωνομετρικό πολυώνυμο παίρνει πραγματικές 

τιμές τότε έχει την μορφή 
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 Άρα αν το φάσμα του τριγωνομετρικού πολυωνύμου  f(t)  δεν 

περιέχει το  0  τότε 

f t dt( )
ð

=∫ 0
0
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 Το σύνολο των τριγωνομετρικών πολυωνύμων είναι πυκνό 

στους χώρους  L    με τη νόρμα  pp [ , ð]0 2 1≤ <∞ f p ,  και στον χώρο 

των συνεχών συναρτήσεων με νόρμα  f
∞

. 

 Για μια συνάρτηση  f R: [ , ð]0 2 →   ορίζουμε 

( ) ( )f x f x f x f x+ −= =( ) max ( ), ( ) max ( ),0 0−  



Προφανώς έχουμε           f f f f f f= − = ++ − + −  

 

Ανισότητα Μinkowski  ([32]  σελ. 62) 

 Για     f g   έχουμε L pp, [ , ð]∈ ≤0 2 1 <∞

f g f gp p p+ ≤ +  

 

Ανισότητα  Ηolder  ([31]  σελ. 18) 

 Έστω f f fn1 2, , ,Κ   συναρτήσεις που ανήκουν στους  
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 Έστω   Ù C⊆   ένα ανοικτό σύνολο 

 Μια συνάρτηση  u Ù C: →   λέγεται αρμονική αν έχει 

συνεχείς παραγώγους δεύτερης τάξης και ισχύει 
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 Αν η  u Ù C: →    είναι αρμονική και έχουμε    S z r Ù( , )0 ⊆    

τότε 
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 Μια συνεχής συνάρτηση  u Ù R: →   καλείται υποαρμονική 

(αντ. υπεραρμονική)  αν για κάθε  S z r( , )0   ώστε  S z   έχουμε r Ù( , )0 ⊆

( )u z u z re dèiè( )
ð
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 Το σύμβολο  c  θα σημαίνει μια απόλυτη σταθερά, όχι κατ’ 

ανάγκη την ίδια. 

 Σύμβολα της μορφής   c á Ap p p, ,   κ.λ.π.  θα σημαίνουν μια 

θετική σταθερά που εξαρτάται μόνο από το  p. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

2.   Ορισμός της συζυγούς συνάρτησης 

 Έστω  { } { }D z z re r tit= < = ≤ < ∈: , [1 0 1 0 2, ð]  ο 

μοναδιαίος δίσκος και   { }èD e x Ô= ∈: [ , ð]0 2ix =   το σύνορό του. 

 Έστω μια     f C: [ , ð]0 2 →       με   f L . ∈ 1 0 2[ , ð]

Ταυτίζοντας το  x  με το  e  μπορούμε να θεωρούμε την   ix

f Ô C: → . 

 Επειδή   f L   έχουμε ότι ∈ 1 0 2[ , ð]
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Έτσι για   0 1≤ <r   ορίζεται η   
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−∞

∞

∑ ∃( ) int  

αφού η σειρά συγκλίνει απόλυτα. 

 Η  F  είναι αρμονική στο  D  και   ( )lim ( )
r

itF re f t
→

=
1

  για σχεδόν 

όλα τα  t ∈[ , ð]0 2 .   

(βλέπε  [31]  σελ. 101). 

  



Για  0 1≤ <r   θέτουμε 

( )~ sgn( ) ∃( ) intF re i n r f n eit n= −
−∞

∞

∑  

όπου    sgn( ) sgn( )n n
n

n= ≠ 0 0 = 0  

 Η  ~F  είναι αρμονική  στο  D  και   ( )lim ~ ( )
r

itF re f t
→

=
1

~   υπάρχει 

για σχεδόν όλα τα  t ∈[ , ð]0 2 . 

(βλέπε  [31]  σελ. 252) 

 Τη συνάρτηση  ~f(  την καλούμε συζυγή συνάρτηση της  

f. 

t)

 To πρώτο θεώρημα σχετικά με τη συζυγή συνάρτηση 

οφείλεται στον Kolmogorov και είναι το ακόλουθο:   

Κolmogorov (1925) 

 Έστω   f R: [ , ð]0 2 →   με   . f L  [0, 2ð1∈ ]

Για κάθε  0 å 1< <   έχουμε ότι: 
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(βλέπε  [31]  σελ. 254  θεώρημα 2.6  και [32], σελ. 144). 

 Η  ~f  δεν ανήκει εν γένει στον  L , (βλέπε [31] σελ. 

253). Αν όμως η  

1 0 2[ , ð]

~f∈ L   τότε η σειρά Fourier της είναι 1 0 2[ , ð]



~f∼ ( )−
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∞

∑ i n f n esgn( ) ∃( ) int  

 Από τον ορισμό της συζυγούς συνάρτησης προκύπτει ότι: 
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  ένα πραγματικό 

τριγωνομετρικό πολυώνυμο.  

 Η συζυγής συνάρτηση του είναι: 
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3. To θεώρημα του  Μ. Riesz 

 Το θεώρημα του Μ. Riesz είναι 

Μ. Riesz 1927  [26] (βλέπε [32]  7.21, 7.22  σελ. 142) 

 Aν  f L   με    [0, 2ðp∈ ∞   τότε    ~f L [0,  2ðp∈] 1 p< < ]  

και 

(∗ )        f  á   f 
 p p  p

~ ≤   

 Χρησιμοποιώντας την ανισότητα  Minkowski εύκολα 

δείχνουμε ότι η  (∗ )  είναι ισοδύναμη με την   

(∗ ∗ )                  f if c f
p p p+ ≤~  

 Επειδή ισχύει η σχέση του Parseval     αν η  (∗ )  

ισχύει για   1   τότε ισχύει και για  2

~ ~
ð ð

fg fg
0

2

0

2

∫ ∫= −

2< ≤p ≤ <∞p    και μάλιστα   

á áp = q        με 1 1 1
p q
+ =  

 Εύκολα μπορεί να δειχθεί ότι αν η  (∗ )  ή  (∗ ∗ )  ισχύουν για 

συναρτήσεις που παίρνουν πραγματικές τιμές τότε ισχύουν και για 

συναρτήσεις που παίρνουν μιγαδικές τιμές. 

 Λόγω του θεωρήματος 13 σελ. 181 του [31] η σταθερά στην 

(∗ ) παραμένει ίδια όταν η  f  παίρνει μιγαδικές τιμές.  

 Η απόδειξη που έδωσε ο  Μ. Riesz  ήταν για την ανισότητα   

(∗ )  και δεν περιέχει πολλές πληροφορίες για την τιμή της σταθεράς. 



 Ο  P. Stein  [28] (1933), (βλέπε και [32]  7.23 σελ. 143) 

έδειξε την  (∗ ∗ )  όταν η  f  παίρνει πραγματικές τιμές χρησιμοποιώντας 

το θεώρημα του Green για επικαμπύλια ολοκληρώματα. Η απόδειξη του 

δίνει 

c p
pp

p

=
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟1

1/

 για    1 2
2

< ≤ =p c p
p         για    p  ≥2

 Ο  Α. Calderon  [4] (1950), έδειξε την (∗ ) χρησιμοποιώντας 

την ανισότητα 

sin cos cosö A ö B pp
p

p
p≤ − ö  

όπου   ö ≤ <p <ð/2 1 2        και      A Bp p,   θετικές σταθερές. 

 Οι  Ι. Τ.  Colhberg  N. Y. Krupnik   [6]   έδειξαν ότι αν το  p  

είναι δύναμη του  2  δηλαδή   p k= 2  ôότε η καλύτερη δυνατή σταθερά 

στην  (∗ )  είναι   ( )cot ð 2p . 

 Η απόδειξη τους είναι πολύ απλή και βασίζεται στη σχέση  

f f f2 2 2− = −
∼~ f~. 

 Ο  Σ.  Πηχωρίδης  [19]  βελτιώνοντας την ανισότητα του  Α. 

Calderon  έδειξε ότι η καλύτερη δυνατή σταθερά στην (∗ )  είναι 

tan ð
2p

      όταν       1 2
2

< ≤p
p

cot ð  όταν      p  >2

 Την ίδια εποχή ανεξάρτητα αποδείχθηκε το ίδιο αποτέλεσμα 

και από τον  Β. Cole  (αδημοσίευτο), (βλέπε [9] ) . 



 Οι  Ι.Ε. Verbitskii  [29]  και M. Essen  [9]  ανεξάρτητα 

έδειξαν ότι η καλύ-τερη δυνατή σταθερά στην  (∗ ∗ )  όταν η  f  παίρνει 

πραγματικές τιμές είναι 

1

2
cos ð

p

   για    1 2< ≤p   1

2
sin ð

p

  αν   p >  2

 Οι αποδείξεις τους είναι σχετικά απλές και βασίζονται πάνω 

σε ιδέες του Σ. Πηχωρίδη και στη θεωρία των υποαρμονικών και 

υπεραρμονικών συναρτήσεων. 

 Η καλύτερη δυνατή σταθερά στην  (∗ ∗ )  όταν η  f  παίρνει 

μιγαδικές τιμές είναι ακόμα άγνωστη   ( )[ ], [ ], [ ]1 16 81 . 

 Οι   Ι. Verbitskii,  N. Krupnik  στο  [16]  έχουν κάνει την 

εικασία ότι η καλύτερη δυνατή σταθερά στην (∗ ∗ ) είναι      2

sin ð
p

     

. 1< <∞p

 Φυσικά για  p = 2  η εικασία είναι σωστή. Γενικά για  p = 2  

το θεώρημα του Μ. Riesz είναι η ταυτότητα του Parseval   

. ( )[ ], .31 128óåë

4. Eκτίμηση της σταθεράς  cp για ειδικές περιπτώσεις 

 Στην περίπτωση που το  p  είναι δύναμη του  2  δηλαδή  

  και    τότε η καλύτερη δυνατή σταθερά στην  (∗ ∗ )  

είναι μικρότερη ή ίση από 

p k= ∈2 Nk ∃( )f 0 0=



2

2

1/
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p

p

 

Το συμπέρασμα αυτό προκύπτει από την ανισότητα  

(Κ)     

2

cos  ð
2p

  f   f i f  f i f 2

sin ð
2p

    f 
1/p

p

0

2ð
p p

0

2ð 1/p
p

0

2ð

∫ ∫ ∫
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ≤ + + −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ≤

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

~ ~
1/p 1/p 1/p

 

που ισχύει με τις πιο πάνω προϋποθέσεις για συναρτήσεις  f :  [0, 

2π]  →  C. 

 Η προηγούμενη ανισότητα προκύπτει σαν πόρισμα του 

παρακάτω νέου αποτελέσματος. 

Αποτέλεσμα   1 

 Έστω  f ,  f  : [0,  2ð] C1 2 →    οι οποίες έχουν σειρές 

Fourier 

f1∼     á en
inx

n 0≥
∑ f2∼  á en

inx

n 0<
∑   με   á ,   Cn ∈

n Z∈  

Aν   f f   για    k∈N    τότε ισχύει η ανισότητα Lp
1 2, ∈ p k= 2
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Σημείωση 

Η δεξιά ανισότητα του αποτελέσματος έχει αποδειχθεί από τον 

V. Υudin  [30]  για  p = 2k,  k∈N,   με σταθερά    2
2 2

1/p p . 

Απόδειξη της ανισότητας  (Κ)  από το αποτέλεσμα 

 Έστω    f ∼   η σειρά  Fourier της  f. á en
inx

−∞

∞

∑

Eπειδή     ~f∼     αν θέσουμε    f ∼     f ∼ 

   τότε έχουμε 

( sgn( )−
−∞

∞

∑ i n á en
inx

1 á en
inx

n>
∑

0
2

á en
inx

n<
∑

0

f if f+ =~ 2 1   f if f− =~ 2 2   f f f= +1 2  

 Αντικαθιστώντας τις τρεις προηγούμενες σχέσεις στην 

ανισότητα του αποτελέσματος προκύπτει η   (Κ). 

Παρατήρηση 

Οι σταθερές στην  (Κ)  είναι οι καλύτερες δυνατές. Για την 

διαπίστωση αυτή αρκεί να περιοριστούμε σε συναρτήσεις που 

παίρνουν πραγματικές τιμές και να χρησιμοποιήσουμε τις 



συναρτήσεις που δίνουν την καλύτερη σταθερά στη  (∗ ),  (∗ ∗ )  

(βλέπε [9], [19]) 

 

 

Απόδειξη του αποτελέσματος  1 

 Επειδή το σύνολο των τριγωνομετρικών πολυωνύμων είναι 

πυκνό, αρκεί να δείξουμε την ανισότητα για τριγωνομετρικά 

πολυώνυμα. 

Έστω  γk   η καλύτερη σταθερά ώστε 

(1)            

 f f ã f fk

k

k
k k
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Επειδή   ( )f f f f f f f f1 2
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1 2 1 2± = + ± +   ολοκληρώνοντας 

παίρνουμε: 

f f f f1 2
2

0

2

1
2

0

2

2
2± = +∫ ∫

ð ð

 

αφού το φάσμα  της    f f f f1 2 1 2+    δεν περιέχει το μηδέν. 



 Άρα    ã . 2 1=

 Από το διώνυμο του  Νewton έχουμε: 

( ) ( )f f f f f f f f f fk k k
1 2

2
1 2

2
1

2
2

2
1 2 1 2± = ± = + ± +( ) =  

( ) ( )= ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ ± +
=

− −
∑

k
n

f f f f f f
n

k
n k n k n

0
1

2
2

2
1 2 1 21( )  

Άρα    

(3)          

( )f f
k
n

f f f f f fk

n

k
n k n

1 2
2

0
1

2
2

2
1 2 1 2± ≤ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ +
=

−
∑  

 Εφαρμόζοντας την ανισότητα Holder με εκθέτες  k/n ,  k/k-n  

έχουμε: 

(4)   

( ) ( )f f f f f f f f f f f f
n k n k k

1
2

2
2

1 2 1 2 1
2

2
2

0

2

1 2 1 2
0

2

0

2

+ + ≤ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−

∫ ∫∫
ð ðð n k k n k−/ ( )/

 

 Εφαρμόζοντας την ανισότητα (1) για   f f f f1 2 1 2,   στις θέσεις 

των  f f1 2,  και χρησιμοποιώντας ότι 

( ) ( )2 21 2 1
2

2
2

1
2

2
2 1

1
2

2
2f f f f f f f f

k k k k k k k≤ + + ≤ +−  

η (4) γίνεται 



( ) ( )f f f f f f ã f f
n k n k n k

k
k n k k

1
2

2
2

1 2 1 2
1

0

2

1
2

2
2

0

2

2+ + ≤ +
− − −

∫ ∫
/

ð ð

 

 Ολοκληρώνοντας την (3) και αντικαθιστώντας στο αριστερό 

της μέρος τις προηγούμενες ανισότητες για  n = 0, 1, . . . , k  παίρνουμε: 

f f ã f fk
k

k
k

k

k k
1 2

2
1

0

2

1
2

2
2

0

2

2± ≤ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

−

∫ ∫
ð ð

 

 

Από την τελευταία συμπεραίνουμε ότι 

  ã ãk

k
k

k2

1

2≤ +
−

    δηλαδή την (2). 

Έστω   á λ

λ

λ= 21 2

2

/ ã λ Κ= 1 2, ,  

Έχουμε        ( )á ã1 2
22 2 2= = = cos ð 2  

και       2 2 21 2
1

2

2 1 21

1

−
+

−+

−

≤ +
λ

λ

λ λ

λ λá á  

Κάνοντας τις πράξεις στην τελευταία παίρνουμε 

á áλ λ+ ≤ +1 2  

Επαγωγικά μπορούμε να δείξουμε ότι   

á λ λ≤ +2
2 1cos ð  



Άρα  ã
2

1 2
12 2

2
λ

λ

λ≤ −
+cos ð  

 Για  p  η προηγούμενη γίνεται     = 2 λ ã
pp

p≤ −2 2
2

1/ cos ð   

οπότε η (1) μας δίνει την αριστερή ανισότητα του αποτελέσματος. 

 Θα δείξουμε τώρα την δεξιά ανισότητα. 

Ολοκληρώνοντας την ταυτότητα 

f f f f f f f f
k k k k k k k k

1
2

2
2

2

1
2

2
2

1
2

2
2

1
2

2
21 1

− = + − +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ +

 

και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι το φάσμα της   f f f f
k k k k

1
2

2
2

1
2

2
2+  δεν 

περιέχει μηδέν παίρνουμε 

(5)                  f f f f
k k k k

1
2

2
2

2

0

2

1
2

0

2

2
21 1

− = +∫ ∫
+ +

ð ð

 

 

Γράφοντας 

( )f f f f f f f f f f
k k k k

1
2

2
2

1 2 1 2 1
2

2
2

1
2

2
21 1

− = − + + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− −

( )( ) Κ  

και εφαρμόζοντας τη γενική ανισότητα του Ηolder με εκθέτες   

  η (5) δίνει: 2 2 2 2, , , Κ1k k k−



f f f f f f
k k k

k

k

k

1
2

0

2

2
2

1 2
2

0

2 1 2

1 2
2

0

2 1 2
1 1 1 1+ + + +

+ ≤ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟∫ ∫ ∫

ð ð ð

f f
k

k

1
2

2
2 2

0

2 1 2 1

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟∫

−
ð

Κ  

Κ f f
k k

1
2

2
2

4

0

2 1 2
1 1− −

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟∫

ð

 

 Εφαρμόζοντας την ανισότητα (1) για κατάλληλες  f f1 2,  στο 

δεξιό μέρος της προηγούμενης ανισότητας παίρνουμε 

( )f f f f ã ã ã f f
k k k

k

k k

k k

ê

1
2

0

2

2
2

1 2
2

0

2 1 2

2 2 4
2

1
2

0

2

2
2

1 2 1 2
1 1 1

1

1 1+ + +

+

+ +

+ ≤ ±
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟∫ ∫ ∫

+ð ð ð /

Κ

Λ

 

Επειδή   1
2

1
2

1
2

1 1
21k k+ + + = −− Λ k    η τελευταία 

γίνεται 

(6) 

 f f ã ã ã f f
k k

k k

k

1
2

2
2

0

2 1 2

2 2 4 1 2
2

0

2 1 2
1 1

1

1+ +

+

+

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ≤ ⋅ ±

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟∫ ∫

ð ð

Λ

k k1 1+ +

 

Αλλά 

ã ã ã k

k

k4 8 2

1 2 1 2
3 41

2 1

2 2 2
2

2
2

2
2

Λ Λ Λ+

+

≤ =− −
+

/ cos ð cos ð cos ð
2  



2 2
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2
2

3

3
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2

− −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
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k
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sin ð
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2 2 4
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Έτσι η ανισότητα  (6) δίνει την δεξιά ανισότητα του 

αποτελέσματος για  p . k+1= 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. Μια παραλλαγή του θεωρήματος του Μ. Riesz 

 Σ’ αυτή την παράγραφο παραθέτουμε ένα θεώρημα στο οποίο 

εκτός των ποσοτήτων  f fp p
~   υπεισέρχεται και η ελάχιστη τιμή της  f, 

όταν ο σταθερός της όρος είναι  0. 

 Όπως θα δούμε παρακάτω το αποτέλεσμα 3 είναι άμεση 

εφαρμογή του. 

 Το θεώρημα εξάγεται άμεσα από μια ανισότητα που 

βρίσκεται στο άρθρο [19] του Σ. Πηχωρίδη. Συγκεκριμένα είναι η 

αριστερή ανισότητα (2.5), σελίδα 167. 

Θεώρημα 

 Έστω   ένα πραγματικό 

τριγωνομετρικό πολυώνυμο. 

f x á kx b kxk k
k

N

( ) cos sin= +
=
∑

1



Θέτουμε    M f x
x

= −
∈

min ( )
[ , ð]0 2

.     

Για    ισχύει        0 < <å 1 sin ð ~ ð( )
ð ð

å f Ì f
å å å

2
2 2

1

0

2
1 1

0

2
+ + +

∫ ∫+ ≥  

Απόδειξη 

 Παρατηρούμε ότι  Μ > 0  εκτός αν  f ≡ 0. 

 Έστω    Gz      όπου   c áM c zk
k

k

N

( )= +
=
∑2

1
ibk k k= − . 

Παρατηρούμε ότι    G  e f x M if xix( ) ( ) ~( )= + +2

 Επειδή   ReG f M M= + ≥ >2 0  πάνω στον κύκλο  z = 1  

έχουμε: 

( )G z G z q z i q z( ) ( ) cos ( ) sin ( )= +        με  q z( ) ð
<

2
      για  z ≤ 1 

Έτσι ορίζεται η  G  για  0zå ( ) 1< <å   και 

( )G z Gz åq z i åq zå å( ) ( ) cos ( ) sin ( )= +     για   z ≤ 1 

 

 

 

 Από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy   για την  GGε  

παίρνουμε 

( ) ( ) ( )
ð

( ) ( )
2 0 0 1

2
1

1

M G G
i

Gz G z
z

dzå å
å

z

+

=

= = ∫  



 Επειδή το πραγματικό μέρος της  Gz  πάνω στον κύκλο  G zå( ) ( )

z = 1  είναι 

( ) cos ~ sinf M G åq f G åå å+ −2 q 

η προηγούμενη σχέση δίνει 

(1)       

~ sin ð( ) ( ) cosf G åq Ì f M G åqå å å

0

1

0

2 2 2∫ ∫+ = ++
ð ð2 2

 

 Εύκολα μπορεί να διαπιστωθεί μελετώντας κατάλληλες 

συναρτήσεις ότι 

cos (cos ) sin sin ð sinåq q åq å qå å≥ ≤
2

 

για  q ≤ð/2    και   0 1< <å . 

 Επειδή   f M f+ ≥2    και   ( )G q f M
å åcos ( )= +2    έχουμε 

(2)         

( ) cos ( ) (cos ) ( )f M G åq f M G q f M få å å+ ≥ + = + ≥∫ ∫ ∫
+ +2 2 2

0 0

1

0

1

0

ð ð ð ð
å å
∫

2 2 2 2

 

Επειδή   G q få å åsin ~=   παίρνουμε 

(3)         

~ sin sin ð ~ sin sin ð ~f G åq å f G q å få å å å

0 0

1

02 2∫ ∫≤ ≤
+

ð ð ð2 2 2

∫  



Αντικαθιστώντας τις (2) και (3) στην (1) παίρνουμε τη ζητούμενη 

ανισότητα. 

 

 

 

 

 

6. Προβλήματα για τριγωνομετρικά πολυώνυμα 

 Έστω  n n nN1 2< < <Λ   Ν  διαφορετικοί φυσικοί αριθμοί 

και  á á á Í1 2, , Κ   μιγαδικοί αριθμοί. 

 Έστω      F x f x if x á ek
in x

k

N
k( ) ( ) ~( )= + =

=
∑

1
    και     M f x

x
= −

∈
min ( )
[ , ð]0 2

 

 Υπάρχουν τρία πολύ γνωστά προβλήματα στην περίπτωση 

που  á á . á Í1 2 1= = =Κ

α) Εικασία του  Littlewood (1948) [11] 

 Yπάρχει μία απόλυτη σταθερά  c  ώστε 

F F x dx c1
0

2
1

2
= ≥∫ð

( ) log
ð

N 

β) (Cosine problem) Chowla 1965  [5]   

 Yπάρχει μια απόλυτη σταθερά  c  ώστε 

M cN≥ 1 2/  



γ) (Sine problem) 

 Πόσο μικρή μπορεί να γίνει η ποσότητα  ~ sup ~( )
[ , ð]

f f
x∞ ∈

=
0 2

x   σαν 

συνάρτηση του  Ν. 

 Η εικασία του Littlewood  απεδείχθει το 1981 από τον  S.V. 

Konyagin  [15]  και ανεξάρτητα από τους  Ο.C. McGehee, L Pigno, B. 

Smith [17]. 

 To δεύτερο και το τρίτο παραμένουν ακόμα άλυτα. 

 Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με τα τρία αυτά 

προβλήματα, εκτός των παρακάτω, μπορεί ο αναγνώστης να ανατρέξει 

στα  [21], [13], [2]. 

 

 

 

 

 Ο P. Cohen  [7]  το 1960 έδειξε ότι 

F c N
N1

1 8

≥
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

log
log log

/

 

 Ο Davenport  [8]  το 1960 και ο Σ. Πηχωρίδης [20] το 1974 

χρησιμοποιώντας την ιδέα του  P. Cohen βελτίωσαν το αποτέλεσμα σε 

log
log log

/
N

N
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 4

   και          log
log log

/
N

N
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 2

 αντίστοιχα. 



 

 Χρησιμοποιώντας νέες ιδέες ο Σ. Πηχωρίδης έδωσε νέα κάτω 

φράγματα 

   (l   [23] , [24]  το 1977 og ) /N 1 2

και    log
(loglog )

N
N 2   [25]  το 1980 

 Το 1979 ο Fournier  [10]  στηριζόμενος σε μια γενικότερη 

ανισότητα έδωσε και αυτός κάτω φράγμα  (l . og )N /1 2

 Το 1981 ο S. V. Konyagin χρησιμοποιώντας και ιδέες του Σ. 

Πηχωρίδη έλυσε το πρόβλημα. 

 Το πρόβλημα έλυσαν το 1981 και οι  Ο.C. McGehee - L. 

Pigno - B. Smith αποδεικνύοντας την εξής γενικότερη ανισότητα 

(γενίκευση της ανισότητας Hardy για  Η1 συναρτήσεις). 

 Αν    και έχει σειρά  Fourier    F L∈ 1 0 2[ , ð]

F ∼        όπου     0 n á  ek
in x

k=1

k
∞

∑ n   1 2< < < Λ  

τότε           F c   á
k1

k

k 1
≥

=

∞

∑  

 

 

 

 



 Όλα τα προηγούμενα αποτελέσματα για την εικασία τη 

Littlewood χρησιμοποιούν μόνο ότι   á k ≥ 1    k = 1, 2,  . . .  N 

 Όταν   á á á Í1 2 1= = = =Λ    είναι εύκολο να δει κανείς ότι 

η εικασία του Littlewood  είναι ισοδύναμη με το ότι: 

cos cos cos log
ð

n x n x n x dx c NN1 2
0

2

+ + + ≥∫ Λ  

Επειδή  M≥ −
∫

1
2 0

2

ð

ð

f f− και         έχουμε ότι     f+∫ ∫=
0

2

0

2ð ð

M f≥ ∫
1

4 0

2

ð

ð

 

 Έτσι κάθε κάτω φράγμα για την εικασία του  Littlewood δίνει 

ένα κάτω φράγμα για το (Cosine problem). 

 O Σ. Πηχωρίδης  [22]  το 1977 συνέδεσε τα δύο πρώτα 

προβλήματα δείχνοντας ότι 

F M M c1 N+ ≥log log  

Δηλαδή είτε θα ισχύει   F c1 ≥ logN    είτε    M c N
N

≥
log

log log
 

 Ο Συγγραφέας το (1993) χρησιμοποιώντας ακριβώς τις ίδιες 

ιδέες του Σ. Πηχωρίδη γενίκευσε το προηγούμενο αποτέλεσμα στο: 

Για κάθε   k N∈   υπάρχει   c    ώστε k >0



( )F N M M e c Nk k k

k
k

1
1 22(log ) log( ) (log )− + + ≥  

 

 

 Το καλύτερο ως τώρα αποτέλεσμα για το Cosine problem 

είναι του   

J. Bourgain  [3]: 

Υπάρχει   å > 0   ώστε 

Ì N å

≥ 2 (log )  

 Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι εκτός του αποτελέσματος του 

J. Bourgain για το Cosine problem το μόνο αποτέλεσμα που δεν περνάει 

μέσα από την εικασία του Littlewood είναι του Κ. Roth  [27]  το 1974 : 

M c N
N

≥ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

log
log log

/1 2

 

 Στην περίπτωση που  á á á Í1 21 1≥ ≥ 1≥, , Κ   το cosine 

problem χάνει τη σημασία του. 

 Συγκεκριμένα ο S.V. Konyagin [2], έδειξε ότι υπάρχει  

απόλυτη θετική σταθερά  c  με την ιδιότητα: 

Για κάθε φυσικό αριθμό  Ν  υπάρχουν á á á Í1 2 1≥ ≥ ≥ ≥Λ    ώστε 

αν θέσουμε 



f x á kxk
k

N

( ) cos=
=
∑

1
  και  M f x

x
= −

∈
min ( )

[ , ð]0 2
 

τότε          M c N≤ log  

 Δηλαδή η υπόθεση ότι   á á á Í1 2 1= = = =Λ   είναι 

ουσιαστική για το cosine problem. 

 Είναι επίσης γνωστό ότι το  Ν1/2  δεν μπορεί να μεγαλώσει 

(βλέπε [22], [2]) 

 Δηλαδή υπάρχει απόλυτη θετική σταθερά  c  ώστε για κάθε  

Ν  φυσικό μπορούμε να βρούμε   n n nN1 2< <Λ   φυσικούς με 

( )− + + ≤
∈

min cos cos cos
[ , ð]

/

x
Nn x n x n x cN

0 2
1 2

1 2Λ  

 

 Όπως για το δεύτερο πρόβλημα έτσι και για το τρίτο, λίγα 

πράγματα είναι γνωστά. 

 Επειδή        ~
ð

~( )
ð

f f x
∞
≥ =∫

2 2

0

2
1

2
1
2

N     

έχουμε πάντα ότι      ~ /f N
∞
≥

1
2

1 2  . 

 Ο  Bourgain  ([12]  σελ. 79)  το 1986 με πιθανοθεωρητικές 

μεθόδους έδειξε ότι υπάρχουν συχνότητες    n n nN1 2< < <Λ    ώστε 

~ /f cN
∞
≤ 2 3  



 Για πολύ καιρό υπήρχε η εικασία ότι θα μπορούσαν να 

βρεθούν συχνότητες ώστε   ~f cN
∞
≤ /1 2 . 

  

Πρόσφατα ο  S. V. Konyagin  [14]  έδειξε ότι πάντα 

~ log
log log

/
/

f cN N
N∞

≥ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 2
1 2

 

οπότε η εικασία δεν είναι σωστή. 

 Το παρακάτω νέο αποτέλεσμα συνδέει τις ποσότητες  Μ,   
~f

∞
.  Συγκεκριμένα: 

Αποτέλεσμα  2 

 Έστω   n n nN1 2< < <Λ   φυσικοί αριθμοί και   

  μιγαδικοί με   á á á Í1 2, , ,Λ á k ≥ 1      k = 1, 2, . . . ,  N. 

 Aν θέσουμε      και    f x if x á ek
in x

k

N
k( ) ~( )+ =

=
∑

1

M f x= − mi
x∈

n ( )
[ , ð]0 2

   τότε 

M c
N

N
f

≥
∞

1
log ~  

 Η σημασία του αποτελέσματος είναι ότι αν το  ~f
∞

  είναι 

μικρό π.χ.  ~f Ná

∞
<       1

2
1< <á   τότε το  Μ  είναι μεγάλο   M c N

N

á

≥
−1

log
. 



 Στο  [2]  ο  S. V. Konyagin αναφέρει ότι ο  Pichugov το 1982  

χρησιμοποιώντας την ιδέα του Σ. Πηχωρίδη στο  [22]  έδειξε ότι: 

 Για  n n nN1 2< < <Λ   φυσικούς και  A>0 , υπάρχει μια 

σταθερά  c A( )> 0    ώστε 

− + ≥
∈ =

∑min cos sin ( )(ln )
[ , ð]x

k k
k

Í
An x n x c A N

0 2 1
 

 Σαν άμεση εφαρμογή του θεωρήματος της παραγράφου 5, το 

προηγούμενο αποτέλεσμα ισχυροποιείται στο εξής: 

Αποτέλεσμα  3 

 Αν   n n nN1 2< < <Λ   είναι φυσικοί αριθμοί τότε 

υπάρχει απόλυτη σταθερά  c > 0  ώστε: 

− + ≥
∈ =

∑min cos sin
log[ , ð]

/

x
k k

k

Í

n x n x c N
N0 2 1

1 2

 

Σημείωση 

Ο  S. V. Konyagin με πληροφόρησε ότι παρόμοιο αποτέλεσμα 

έχει αποδείξει και ο  Α. S. Belov. 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

7. Αποδείξεις των αποτελεσμάτων  2, 3 

 Απόδειξη του αποτελέσματος 2 

 Το θεώρημα του  Kolmogorov για τη συζυγή συνάρτηση μας 

δίνει ότι: 

(1)          ~ ð
ð ð

f
å

f
å å

0

2 1

0

2 1
4

∫ ∫
− −⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
≤

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟  

για  0 1< <å . 

 Επειδή          είναι f
0

2

0
ð

∫ =

(2)               M≥ ∫
1

4 0

2

ð

ð

f   

 (βλέπε σελ.  19) 

 Εφ’ όσον   á k ≥ 1     k = 1, 2,  . . . ,  N    έχουμε ότι: 

(3)                  ð ~ ~ ~
ð ð

Í f f få
≤ ≤∫ ∫∞

+2

0

2
1

0

2
å−1   



 Αντικαθιστώντας την (3) στην (1) και λαμβάνοντας υπ’ όψιν 

την (2) παίρνουμε 

Ì c å Í
f

å
å

1
1

−

∞

+≥
~

 

 Γράφοντας    N
f Í

Í
få å

å

~ ~
∞

+
∞

+

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟1

1
1 ,   παίρνοντας   å

N
=

1
log

 

και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι      M f á≥ ≥∫
1
2

1
2

1
2

1
21

0ð
≥

2ð

     έχουμε 

ότι: 

M cN
N f

≥
∞

log ~  

 

 

Απόδειξη του αποτελέσματος  3 

 Θέτουμε   f . x n x n xk k
k

N

( ) cos sin= +
=
∑

1

Εύκολα βλέπουμε ότι     ~ . ( ) cos sinf x n x n xk k
k

N

= − +
=
∑

1

Παρατηρούμε ότι   ~( ) ( )f x f x= − − .    Άρα για    0 1< <å    έχουμε ότι 

~( ) ( )
ð ð

f x dx f x dxå å1

0

2
1

0

2
+ +∫ ∫=  

 Η ανισότητα του θεωρήματος της παραγράφου 5, δίνει: 



(1)                 2 2 1
2

1 1

0

2

ð( ) sin ð ( )
ð

Ì å f xå å+ +≥ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ∫ dx  

Επειδή        

2 22

0

2
1 1

0

2
1 1

0

2

ð ( ) ( ) ( ) ( )
ð ð ð

Í f x dx f f x dx Í f xå å å å= ≤ ≤∫ ∫ ∫∞

− + − + dx  

συμπεραίνουμε ότι 

(2)        f x dx cNå å( )
ð

1

0

2
+ ≥∫  

 Για  ε  κοντά στο  1  έχουμε ότι  1
2

1 2− ≥ −sin ð ( )å c å . 

 Λαμβάνοντας την τελευταία σχέση υπ’ όψιν και 

αντικαθιστώντας την (2) στην (1)  παίρνουμε 

(3)           M c å Í
å

å≥ − +( )1 1  

για  ε  κοντά στο  1. 

 Διαλέγοντας  ε  έτσι ώστε 

   å
å N1

1
2

1
+

= −
log

  δηλαδή       1 4
− ≅å

Nlog
 

η (3) δίνει ότι    M c N
N

≥
1 2/

log
. 
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