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Περίληψη

Ο μετασχηματισμός Fourier είναι ένα χρηστικό μαθηματικό εργαλείο για τη με-
λέτη πολυάριθμων και σημαντικών εφαρμογών σε διαφόρους κλάδους των Θετικών

Επιστημών. Στην εργασία αυτή θα δούμε κάποιες ενδιαφέρουσες εφαρμογές του

μετασχηματισμού Fourier στη Θεωρία Κωδίκων. Ειδικότερα, θα ασχοληθούμε
με την εφαρμογή του μετασχηματισμού Fourier στην απόδειξη των λεγόμενων
Εξισώσεων MacWilliams, οι οποίες αποτελούν το σημαντικότερο εργαλείο που
διαθέτουμε για τον υπολογισμό κατανομών βαρών γραμμικών κωδίκων.

Αρχικά αναφερόμαστε σε κάποιες βασικές έννοιες της Θεωρίας Γραμμικών

Κωδίκων και εισάγουμε την έννοια του χαρακτήρα μιας πεπερασμένης Αβελιανής

ομάδας με κάποιες βασικές ιδιότητες. Ακόμη, ορίζουμε το μετασχηματισμό Fou-
rier πάνω σε μια πεπερασμένη Αβελιανή ομάδα και ειδικότερα στην προσθετική
Αβελιανή ομάδα Fnq .
Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε τέσσερις μορφές των εξισώσεων MacWilliams

καθώς και την απόδειξή τους. Τέλος, αναφερόμαστε στο Φράγμα γραμμικού προ-

γραμματισμού και βλέπουμε πώς από αυτό προκύπτουν άλλα γνωστά φράγματα της

Θεωρίας Κωδίκων.
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Κεφάλαιο 1

Γραμμικοί κώδικες

1.1 Ορισμός και Βασικές Ιδιότητες

΄Εστω p ένας πρώτος, e ∈ N, q = pe και συμβολίζουμε με Fq το πεπερασμένο σώμα
με q στοιχεία. ΄Εστω Fnq ο διανυσματικός χώρος όλων των διανυσμάτων μήκους n
πάνω από το Fq:

Fnq = {(v1, . . . , vn) : vi ∈ Fq}.

Θεωρούμε τα διανύσματα v = (v1, . . . , vn) και u = (u1, . . . , un) του Fnq . Το
σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στο Fnq ορίζεται με

〈u, v〉 =

n∑
i=1

uivi,

και ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες: για κάθε u, v, w ∈ Fnq και λ ∈ Fq,
(i) 〈u, v〉 = 〈v, u〉
(ii) 〈λu+ w, v〉 = λ〈u, v〉+ 〈w, v〉
(iii) Αν 〈u, v〉 = 0 για κάθε v ∈ Fnq , τότε u = 0.

Ορισμός 1.1.1. ΄Ενας γραμμικός κώδικας C μήκους n πάνω από το Fq είναι
ένας υπόχωρος του Fnq .

Ορισμός 1.1.2. ΄Εστω C ένας γραμμικός κώδικας στο Fnq .
(i) Ο δυϊκός κώδικας του C είναι το ορθογώνιο συμπλήρωμα C⊥ του υποχώρου C
του Fnq , που ορίζεται ως

C⊥ = {v ∈ Fnq : 〈v, c〉 = 0,∀c ∈ C}.

(ii) Η διάσταση του γραμμικού κώδικα C είναι η διάσταση του C ως διανυσματικού
χώρου πάνω από το Fq.

Θεώρημα 1.1.3. ΄Εστω C ένας γραμμικός κώδικας μήκους n πάνω από το Fq.
Τότε,
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(i) |C| = qdim(C)
, δηλαδή dim(C) = logq|C|.

(ii) C⊥ είναι ένας γραμμικός κώδικας και dim(C) + dim(C⊥) = n.
(iii) (C⊥)⊥ = C.

Παρατήρηση 1.1.4. ΄Ενας γραμμικός κώδικας C μήκους n και διάστασης k
πάνω από το Fq ονομάζεται [n, k]−κώδικας πάνω από το Fq.

Ορισμός 1.1.5. ΄Εστω C ένας γραμμικός κώδικας.
(i) C είναι αυτοορθογώνιος αν C ⊆ C⊥.
(ii) C είναι αυτοδυϊκός αν C = C⊥.

1.2 Βάρη και αποστάσεις

Ορισμός 1.2.1. ΄Εστω x, y ∈ Fnq . Η απόσταση (Hamming) από το x στο y,
που συμβολίζεται με d(x, y), ορίζεται ως ο αριθμός των συντεταγμένων στις οποίες
διαφέρουν τα x και y. Αν x = x1 · · ·xn και y = y1 · · · yn, τότε

d(x, y) = d(x1, y1) + · · ·+ d(xn, yn), (1.1)

όπου θεωρούμε τα xi και yi λέξεις μήκους 1, και

d(xi, yi) =

{
1 αν xi 6= yi
0 αν xi = yi.

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω x, y, z ∈ Fnq . Τότε έχουμε
(i) 0 ≤ d(x, y) ≤ n,
(ii) d(x, y) = 0 αν και μόνο αν x = y,
(iii) d(x, y) = d(y, x),
(iv) (Τριγωνική ανισότητα.) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Εκτός από το μήκος και τη διάσταση ενός κώδικα, ένα άλλο σημαντικό και

χρήσιμο χαρακτηριστικό είναι η απόσταση του κώδικα.

Ορισμός 1.2.3. Για ένα κώδικα C που περιέχει τουλάχιστον δυο λέξεις, η (ε-
λάχιστη) απόσταση του C, που συμβολίζεται με d(C), είναι

d(C) = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x 6= y}.

Παρατήρηση 1.2.4. Αν η απόσταση d ενός [n, k]−κώδικα πάνω από το Fq είναι
γνωστή, τότε αναφέρεται ως [n, k, d]−κώδικας.

Ορισμός 1.2.5. ΄Εστω x ∈ Fnq . Το βάρος (Hamming) του x, που συμβολίζεται
με wt(x), ορίζεται ως ο αριθμός των μη μηδενικών συντεταγμένων του x, δηλαδή

wt(x) = d(x, 0),

όπου 0 είναι η μηδενική λέξη.
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Παρατήρηση 1.2.6. Για κάθε στοιχείο a ∈ Fq, μπορούμε να ορίσουμε το βάρος
Hamming ως εξής:

wt(a) = d(a, 0) =

{
1 αν a 6= 0
0 αν a = 0.

Τότε, γράφοντας το x ∈ Fnq ως x = (x1, x2, . . . , xn), το βάρος (Hamming) του x
μπορεί να οριστεί ισοδύναμα ως

wt(x) = wt(x1) + wt(x2) + · · ·+ wt(xn). (1.2)

Λήμμα 1.2.7. Αν x, y ∈ Fnq , τότε d(x, y) = wt(x− y).

Απόδειξη. Για x1, y1 ∈ Fq, d(x1, y1) = 0 αν και μόνο αν x1 = y1, που ισχύει
αν και μόνο αν x1 − y1 = 0 ή, ισοδύναμα, wt(x1 − y1) = 0. Από (1.1) και (1.2)
έχουμε το ζητούμενο. �

Ορισμός 1.2.8. ΄Εστω C ένας γραμμικός κώδικας πάνω από το Fq. Το ελάχιστο
βάρος (Hamming) του C, που συμβολίζεται με wt(C), είναι το μικρότερο από τα
βάρη των μη μηδενικών λέξεων του C.

Θεώρημα 1.2.9. ΄Εστω C ένας γραμμικός κώδικας πάνω από το Fq. Τότε
d(C) = wt(C).

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι για οποιεσδήποτε λέξεις x, y έχουμε d(x, y) =
wt(x− y). Εξόρισμού,υπάρχουν x′, y′ ∈ C τέτοια ώστε d(x′, y′) = d(C), οπότε

d(C) = d(x′, y′) = wt(x′ − y′) ≥ wt(C),

αφού x′ − y′ ∈ C.
Αντίστροφα, υπάρχει κάποιο z ∈ C \ {0} τέτοιο ώστε wt(C) = wt(z), οπότε

wt(C) = wt(z) = d(z, 0) ≥ d(C).

�

΄Εστω Ai(C) ο αριθμός των λέξεων βάρους i σε έναν κώδικα C μήκους n. Η
λίστα Ai(C) για 0 ≤ i ≤ n ονομάζεται κατανομή βαρών του C και προσδιορίζει
τον αριθμό των λέξεων κάθε πιθανού βάρους 0, 1, . . . , n. Εάν ο κώδικας είναι
γνωστός, συμβολίζουμε την κατανομή βαρών του με Ai = Ai(C) για 0 ≤ i ≤ n
και την κατανομή βαρών του C⊥ με A⊥i = Ai(C

⊥) για 0 ≤ i ≤ n. Επειδή σε
έναν κώδικα για πολλές τιμές του i ισχύει Ai(C) = 0, οι τιμές αυτές συνήθως
παραλείπονται από τη λίστα.

Θεώρημα 1.2.10. ΄Εστω C ένας [n, k, d]-κώδικας πάνω από το Fq. Τότε

(i)
∑n
i=0Ai = qk.

(ii) A0(C) = 1 και Ai(C) = 0 για 1 ≤ i < d.
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΄Εστω C ένας [n, k, d] κώδικας πάνω από το Fq με κατανομή βαρών Ai για
0 ≤ i ≤ n. Θεωρούμε το πολυώνυμο μιας μεταβλητής που παράγεται από την
κατανομή βαρών του κώδικα. Το πολυώνυμο αυτό ονομάζεται απαριθμητής βαρών

του κώδικα C και ορίζεται ως

WC(x) =

n∑
i=0

Aix
i.

Παρατηρούμε ότι WC(0) = A0(C) = 1 και WC(1) =
∑n
i=0Ai = qk.

Ο απαριθμητής βαρών δεν καθορίζει τον κώδικα, δηλαδή είναι δυνατό να έχουμε

διαφορετικούς κώδικες με ίδιο απαριθμητή βαρών, όπως θα δούμε στην επόμενη

ενότητα (Παράδειγμα 1.3.4).

1.3 Πίνακας βάσης και πίνακας ελέγχου

Αφού ένας γραμμικός κώδικας είναι ένας διανυσματικός χώρος, όλα τα στοιχεία

του μπορούν να γραφτούν ως προς μια βάση. Γνωρίζοντας μια βάση του κώδικα

μπορούμε να περιγράψουμε όλες τις λέξεις του αναλυτικά. Στη θεωρία κωδίκων,

μια βάση για ένα γραμμικό κώδικα παριστάνεται συχνά στη μορφή ενός πίνακα,

που ονομάζεται πίνακας βάσης, ενώ ένας πίνακας που αναπαριστά μια βάση για τον

δυϊκό κώδικα ονομάζεται πίνακας ελέγχου. Αυτοί οι πίνακες παίζουν σημαντικό

ρόλο στη θεωρία κωδίκων.

Ορισμός 1.3.1. (i) ΄Ενας πίνακας βάσης για ένα γραμμικό κώδικα C είναι ένας
πίνακας G που οι γραμμές του αποτελούν μια βάση για τον C.
(ii) ΄Ενας πίνακας ελέγχου H για ένα γραμμικό κώδικα C είναι ένας πίνακας βάσης
για το C⊥.

Παρατήρηση 1.3.2. (i) Αν C είναι ένας [n, k]−κώδικας, τότε ένας πίνακας
βάσης για τον C πρέπει να είναι ένας k × n πίνακας και ένας πίνακας ελέγχου για
τον C πρέπει να είναι ένας (n− k)× n πίνακας.
(ii) Καθώς ένας διανυσματικός χώρος συνήθως έχει παραπάνω από μια βάση, οι
πίνακες βάσεις για ένα γραμμικό κώδικα είναι συνήθως παραπάνω από ένας.Επιπλέον,

ακόμη και αν η βάση είναι καθορισμένη, μια μετάθεση των γραμμών του πίνακα

βάσης οδηγεί επίσης σε ένα διαφορετικό πίνακα βάσης.

Πρόταση 1.3.3. ΄Εστω C ένας γραμμικός κώδικας με πίνακα ελέγχου H. Τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο C έχει απόσταση d.
(ii) Κάθε d− 1 στήλες του H είναι γραμμικά ανεξάρτητες και ο H έχει d στήλες
που είναι γραμμικά εξαρτημένες.

Παράδειγμα 1.3.4. ΄Εστω C1 και C2 οι [6, 3] δυαδικοί κώδικές με πίνακες
βάσης G1 και G2, αντίστοιχα, όπου
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G1 =

1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1

 και G2 =

1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1

 .
Οπότε C1 =< 110000, 001100, 000011 >= {000000, 110000, 001100, 000011, 111100,
110011, 001111, 111111} και C2 =< 110000, 011000, 111111 >= {000000, 110000,
011000, 111111, 101000, 001111, 100111, 010111}.
Διαπιστώνουμε ότι οι δυο κώδικες έχουν ελάχιστη απόσταση 2 και την ίδια κατα-
νομή βαρών A0 = 1, A2 = 3, A4 = 3 και A6 = 1 , ενώ δεν είναι ίσοι.
Επομένως WC1

(x) = WC2
(x) = x6 + 3x4 + 3x2 + 1.

1.4 Κώδικες Hamming

΄Εστω q ≥ 2 μια δύναμη πρώτου. Σημειώνουμε ότι οποιοδήποτε μη μηδενικό
v ∈ Frq παράγει έναν υπόχωρο < v > διάστασης 1. Επιπλέον, για v, w ∈ Frq\{0},
< v >=< w > αν και μόνο αν υπάρχει λ ∈ Fq\{0} τέτοιο ώστε v = λw.
Επομένως, υπάρχουν ακριβώς (qr − 1)/(q − 1) υπόχωροι διάστασης 1 στο Frq.
Ορισμός 1.4.1. ΄Εστω r ≥ 2. ΄Ενας γραμμικός κώδικας πάνω από το Fq, με
πίνακα ελέγχου Η τέτοιο ώστε οι στήλες του αποτελούνται από ακριβώς ένα μη

μηδενικό διάνυσμα από κάθε υπόχωρο διάστασης 1 του Frq, ονομάζεται κώδικας
Hamming και συμβολίζεται με Ham(r, q).

Πρόταση 1.4.2. Ο Ham(r, q) είναι ένας [(qr − 1)/(q − 1), (qr − 1)/(q − 1) −
r, 3]−κώδικας.
Απόδειξη. Αφού ο πίνακας ελέγχου H του Ham(r, q) είναι ένας r×(qr−1)/(q−1)
πίνακας, η διάσταση του Ham(r, q) είναι (qr − 1)/(q − 1) − r και έχει μήκος
(qr − 1)/(q − 1).
Αφού οι στήλες του H ανά δυο ανήκουν σε διαφορετικούς υπόχωρους διάστα-

σης 1 του Frq, οποιεσδήποτε δυο στήλες του H είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Από
την άλλη, ο H περιέχει τις στήλες (λ100 . . . 0)T , (0λ20 . . . 0)T και (µ1µ20 . . . 0)T ,
όπου λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ F∗q , οι οποίες είναι ένα γραμμικά εξαρτημένο σύνολο. Οπότε,
η απόσταση του Ham(r, q) είναι ίση με 3. �

Ορισμός 1.4.3. Ο δυϊκός ενός κώδικα Hamming Ham(r, q) ονομάζεται κώδικας
simplex και συμβολίζεται με S(r, q).

Πρόταση 1.4.4. Ο S(r, q) είναι ένας [(qr − 1)/(q − 1), r, qr−1]−κώδικας.
Απόδειξη. Αφού ο πίνακας βάσης του S(r, q) είναι ένας r×(qr−1)/(q−1) πίνακας
(ο πίνακας ελέγχουH του Ham(r, q)), η διάσταση του S(r, q) είναι r και έχει μήκος
(qr − 1)/(q − 1).
Παρατηρούμε ότι S(r, q) = {vH : v ∈ Frq}, οπότε για να υπολογίσουμε το

βάρος του vH πρέπει να βρούμε πόσα από τα < v, hi >= 0, όπου hi η i-στήλη
του H. ΄Εστω λοιπόν ένα μη μηδενικό διάνυσμα v ∈ Frq και {v}⊥ το σύνολο των
διανυσμάτων του Frq που είναι κάθετα στο v. Είναι εύκολο να επαληθεύσουμε ότι
{v}⊥ είναι ένας υπόχωρος του Frq και ότι < v >⊥= {v}⊥. Τότε έχουμε

dim(< v >) + dim(< v >⊥) = r,
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επομένως dim(< v >⊥) = r − dim(< v >) = r − 1. Θέτουμε S = {v}⊥. Αφού
dim(S) = r − 1, το S έχει qr−1 στοιχεία. Οπότε υπάρχουν qr−1 − 1 μη μηδενικά
διανύσματα του Frq που είναι κάθετα στο v. Χωρίζουμε αυτά τα διανύσματα σε
κλάσεις. Στο σύνολο S \ {0} θεωρούμε τη σχέση ισοδυναμίας

u ∼ w ⇔ u = λw, λ ∈ F∗q .

Η κλάση ισοδυναμίας του u ∈ S\{0} είναι [u] = {λu : λ ∈ F∗q}. Οπότε |[u]| = q−1
και

S \ {0} =
⋃

[u]

ή

qr−1 − 1 = A(q − 1),

άρα A = (qr−1 − 1)/(q − 1). Από την κατασκευή του πίνακα ελέγχου H του
Ham(r, q), έπεται ότι υπάρχουν ακριβώς (qr−1−1)/(q−1) στήλες του H κάθετες
στο v. Επομένως το πλήθος των μη μηδενικών συντεταγμένων του vH είναι
(qr− 1)/(q− 1)− (qr−1− 1)/(q− 1) = qr−1. Οπότε, η απόσταση του S(r, q) είναι
ίση με qr−1. �

1.5 Φράγματα

Ορισμός 1.5.1. Για δοσμένο q και θετικούς ακέραιους n και d, έστω Bq(n, d)
συμβολίζει το μεγαλύτερο δυνατό μέγεθος qk για το οποίο υπάρχει ένας [n, k, d]−κώδικας
πάνω από το Fq. Συνεπώς,

Βq(n, d) = max{qk : ∃[n, k, d]− κώδικας πάνω από το Fq}.

Ακολουθεί ένα άνω φράγμα για το Bq(n, d) που οφείλεται στο Singleton.

Θεώρημα 1.5.2. (Φράγμα του Singleton.) Για οποιαδήποτε δύναμη πρώτου q
και θετικούς ακέραιους n και d τέτοιους ώστε 1 ≤ d ≤ n, έχουμε

Bq(n, d) ≤ qn−d+1.

Το επόμενο άνω φράγμα για το Bq(n, d) είναι το φράγμα του Plotkin, το οποίο
ισχύει για κώδικες με μεγάλο d σε σχέση με το n.

Θεώρημα 1.5.3. (Φράγμα του Plotkin.) ΄Εστω δύναμη πρώτου q και υποθέτου-
με ότι οι θετικοί ακέραιοι n, d ικανοποιούν rn < d, όπου r = 1− q−1. Τότε,

Bq(n, d) ≤
⌊

d

d− rn

⌋
.

Η απόδειξη των φραγμάτων του Singleton και του Plotkin θα προκύψει ως
ειδική περίπτωση του φράγματος γραμμικού προγραμματισμού (Παράδειγμα 4.3.4).



Κεφάλαιο 2

Χαρακτήρες πεπερασμένων

ομάδων

2.1 Αποτελέσματα από Θεωρία Ομάδων

Παρουσιάζουμε μερικά αποτελέσματα από τη θεωρία ομάδων που θα χρησιμοποι-

ήσουμε, στη συνέχεια, στη θεωρία των χαρακτήρων πεπερασμένων Αβελιανών

ομάδων.

΄Εστω Z η ομάδα των ακεραίων με πράξη την πρόσθεση και, για ένα θετικό
ακέραιο n, έστω Zn η ομάδα των ακεραίων modulo n με πράξη την πρόσθεση
modulo n. Χρησιμοποιούμε την προσθετική γραφή για τις πράξεις σε αυτές τις
δυο ομάδες. Τα ταυτοτικά στοιχεία των Z και Zn συμβολίζονται και τα δυο με 0
και το αντίστροφο του k ∈ Z ή k ∈ Zn με −k.
Γενικά, χρησιμοποιούμε την πολλαπλασιαστική γραφή για την πράξη μιας ο-

μάδας: δηλαδή αν G είναι μια ομάδα και a και b είναι στοιχεία της G, τότε ab
συμβολίζει το γινόμενο των a και b, που ορίζεται σύμφωνα με την πράξη στην G.
Το ταυτοτικό στοιχείο της G συμβολίζεται με 1 και το αντίστροφο του g ∈ G
συμβολίζεται με g−1.
Σε οποιαδήποτε ομάδα G, η εξίσωση xg = xg′ είναι ισοδύναμη με την g = g′

(νόμος διαγραφής). Αυτή η απλή ιδιότητα οδηγεί στο ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 2.1.1. Υποθέτουμε ότι G είναι μια πεπερασμένη ομάδα και x είναι
ένα στοιχείο της G. Η συνάρτηση fx : G → G που ορίζεται με fx(g) = xg είναι
μια μετάθεση της G.

΄Εστω G1 και G2 ομάδες. Μια απεικόνιση h : G1 → G2 ονομάζεται ομο-

μορφισμός αν h(ab) = h(a)h(b) για κάθε a, b ∈ G1. Εδώ, το ab είναι γινόμενο
στοιχείων στην G1, ενώ το h(a)h(b) είναι γινόμενο στοιχείων στην G2. ΄Ενας

ομομορφισμός ονομάζεται ισομορφισμός αν είναι 1-1 και επί απεικόνιση. Χρησιμο-

ποιούμε την έκφραση G1
∼= G2 για να δείξουμε ότι δυο ομάδες G1 και G2 είναι

ισόμορφες. Υπάρχουν, μέχρι ισομορφισμού, μόνο μια άπειρη κυκλική ομάδα και

μια πεπερασμένη κυκλική τάξης n, οι Z και Zn, αντίστοιχα.

13
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Θεώρημα 2.1.2. Υποθέτουμε ότι η G είναι μια κυκλική ομάδα. Τότε
(i) G ∼= Z αν η G είναι άπειρη,
(ii) G ∼= Zn αν η G είναι πεπερασμένη και n = |G|.

Αν G1, . . . , Gm είναι ομάδες και

G = G1 × · · · ×Gm = {(g1, . . . , gm) : gj ∈ Gj},

τότε η G είναι μια ομάδα ως προς την πράξη που ορίζεται με

(g1, . . . , gm)(g′1, . . . , g
′
m) = (g1g

′
1, . . . , gmg

′
m),

όπου gjg
′
j είναι το γινόμενο που ορίζεται στην Gj για j = 1, . . . ,m. Το ταυτο-

τικό στοιχείο για αυτήν την πράξη είναι το (1, . . . , 1), που συμβολίζεται απλά με
1. Το αντίστροφο του (g1, . . . , gm), που συμβολιζεται με (g1, . . . , gm)−1, δίνεται
από (g−11 , . . . , g−1m ). Η ομάδα G ως προς την πράξη που ορίσαμε παραπάνω ονο-
μάζεται ευθύ εξωτερικό γινόμενο των G1, . . . , Gm. Αν Gj = A για κάθε j, τότε
γράφουμε G = Am. Αν οι εμπλεκόμενες ομάδες γράφονται προσθετικά, όπως για
παράδειγμα οι Z και Zn, τότε η γραφή της πράξης, του ουδέτερου στοιχείου και
των αντιστρόφων τροποποιούνται κατά τον προφανή τρόπο.

Θεώρημα 2.1.3. (Το Θεμελιώδες Θεώρημα των πεπερασμένων

Αβελιανών ομάδων). Αν η G είναι μια μη τετριμμένη πεπερασμένη Αβελια-
νή ομάδα (έχει περισσότερα από ένα στοιχεία), τότε υπάρχουν μοναδικοί θετικοί α-

κέραιοι s και n1, . . . , ns, όπου κάθε nj ≥ 2, τέτοιοι ώστε nj |nj+1 για j = 1, . . . , s−1
και

G ∼= Zn1
× · · · × Zns .

2.2 Ορισμός και Βασικές Ιδιότητες Χαρακτήρων

Ορισμός 2.2.1. ΄Ενας χαρακτήρας μιας ομάδας G είναι ένας ομομορφισμός χ
από τη G στην ομάδα C∗. Δηλαδή, ένας χαρακτήρας της G είναι μια απεικόνιση
χ : G → C∗ τέτοια ώστε χ(ab) = χ(a)χ(b) για κάθε a, b ∈ G. ΄Ενας χαρακτήρας
χ ονομάζεται τετριμμένος αν χ(g) = 1 για κάθε g ∈ G.

Από τον προηγούμενο ορισμό έπεται ότι: (1) κάθε ομάδα έχει ένα χαρακτήρα,

τον τετριμμένο χαρακτήρα, ο οποίος συμβολίζεται με χT . (2) Κάθε χαρακτήρας
απεικονίζει το ταυτοτικό στοιχείο της G στο 1.
΄Εστω χ και χ′ χαρακτήρες της G. Το γινόμενο (κατά σημείο) των χ και χ′

είναι η συνάρτηση χχ′ : G→ C∗ που ορίζεται με χχ′(g) = χ(g)χ′(g).

Θεώρημα 2.2.2. Το σύνολο των χαρακτήρων μιας ομάδας G είναι μια Αβελιανή
ομάδα ως προς το γινόμενο κατά σημείο.

Η ομάδα των χαρακτήρων της G συμβολίζεται με Ĝ και ονομάζεται ομάδα
χαρακτήρων ή δυϊκή ομάδα της G.
Υποθέτουμε ότι h : G1 → G2 είναι ένας ομομορφισμός ομάδων και χ είναι ένας

χαρακτήρας της G2. Το pullback του χ από h, που συμβολίζεται h
?χ, ορίζεται ως
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h?χ = χ ◦ h, η σύνθεση των χ και h. Επειδή η σύνθεση δυο ομομορφισμών είναι
ομομορφισμός, έπεται ότι το pullback ενός χαρακτήρα της G2 είναι χαρακτήρας

της G1.

Θεώρημα 2.2.3. Ισόμορφες ομάδες έχουν ισόμορφες ομάδες χαρακτήρων. Δη-

λαδή, αν G1 και G2 είναι ομάδες και G1
∼= G2, τότε Ĝ1

∼= Ĝ2.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι h : G1 → G2 είναι ένας ισομορφισμός ομάδων και χ2

είναι ένας χαρακτήρας της G2. Θεωρούμε το διάγραμμα

G1 G2

C∗

χ2χ1

h

Παρατηρούμε ότι το pullback χ2 ◦ h της χ2 είναι χαρακτήρας της G1. Αντίστρο-

φα, κάθε χαρακτήρας της G1 είναι ένα pullback κάποιου χαρακτήρα χ2 της G2

(θέτουμε χ2 = χ1 ◦ h−1). ΄Ετσι η συνάρτηση h? : Ĝ2 → Ĝ1 είναι επί. Τώρα θα

δείξουμε ότι h? είναι ένας ισομορφισμός:

1. Ομομορφισμός: Αν χ2, χ
′
2 ∈ Ĝ2, τότε, από τον ορισμό κατά σημείο,

h?(χ2χ
′
2) = (h?χ2)(h?χ′2).

Πράγματι, για κάθε g ∈ G1 ισχύει

h?(χ2χ
′
2)(g) = (χ2χ

′
2) ◦ h(g) = χ2χ

′
2(h(g)) = χ2(h(g))χ′2(h(g))

= h?χ2(g)h?χ′2(g) = (h?χ2)(h?χ′2)(g).

2. ker(h?) = {χT2}: Για j = 1, 2, έστω χT j ο τετριμένος χαρακτήρας της Gj .
Αν h?χ2 = χT1

, τότε χ2 ◦ h(g1) = 1 για κάθε g1 ∈ G1. Επειδή η h είναι 1-1
και επί, προκύπτει ότι χ2 = χT2

. �

Υποθέτουμε τώρα ότι G1 και G2 είναι ομάδες και χ1 και χ2 είναι χαρακτήρες

των G1 και G2, αντίστοιχα. Το τανυστικό γινόμενο των χ1 και χ2 είναι η συνάρ-

τηση χ1 ⊗ χ2: G1 ×G2 → C∗ που ορίζεται με

χ1 ⊗ χ2(g1, g2) = χ1(g1)χ2(g2). (2.1)

Υπάρχουν δυο άμεσες συνέπειες του παραπάνω ορισμού:

(i) Το τανυστικό γινόμενο δεν είναι αντιμεταθετικό. Γενικά, χ1 ⊗ χ2 και χ2 ⊗ χ1

έχουν διαφορετικά πεδία ορισμού.

(ii) Από τον ορισμό της πράξης της ομάδας G1 × G2, τον ορισμό του χ1 ⊗ χ2
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και την αντιμεταθετικότητα του γινομένου των μιγαδικών αριθμών έπεται ότι το

τανυστικό γινόμενο χ1 ⊗ χ2 είναι χαρακτήρας της G1 ×G2.

Κάθε χαρακτήρας της G1×G2 είναι της μορφής χ1⊗χ2, όπως αποδεικνύεται στο

επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 2.2.4. ΄Εστω G1 και G2 ομάδες. Τότε χ είναι χαρακτήρας της
G1 ×G2 αν και μόνο αν χ = χ1 ⊗ χ2, για κάποιο χ1 ∈ Ĝ1 και χ2 ∈ Ĝ2.

Απόδειξη. ΄Εστω χ = χ1 ⊗ χ2, για κάποιο χ1 ∈ Ĝ1 και χ2 ∈ Ĝ2 και (g1, g2),
(g′1, g

′
2) ∈ G1 ×G2. Τότε

χ1 ⊗ χ2(g1g
′
1, g2g

′
2) = χ1(g1g

′
1)χ2(g2g

′
2) = χ1(g1)χ2(g2)χ1(g′1)χ2(g′2)

= χ1 ⊗ χ2(g1, g2)χ1 ⊗ χ2(g′1, g
′
2).

΄Αρα χ είναι ένας χαρακτήρας της G1 × G2. Απομένει να δείξουμε ότι αν χ είναι
ένας χαρακτήρας της G1 ×G2, τότε υπάρχουν χαρακτήρες χ1 της G1 και χ2 της

G2 τέτοιοι ώστε χ = χ1⊗χ2. Επειδή η εμφύτευση ı1 : G1 ↪→ G1×G2 που δίνεται

από ı1(g1) = (g1, 1) είναι ομομορφισμός, το pullback του χ από ı1 είναι ένας
χαρακτήρας της G1. Ομοίως, το pullback του χ από ı2 είναι ένας χαρακτήρας της
G2. Είναι άμεσο να ελέγξουμε ότι αν χ1 = ı?1χ και χ2 = ı?2χ, τότε χ = χ1⊗χ2. �

Πόρισμα 2.2.5. Αν G1 και G2 είναι ομάδες, τότε

̂G1 ×G2 = Ĝ1 ⊗ Ĝ2,

όπου Ĝ1 ⊗ Ĝ2 = {χ1 ⊗ χ2 | χ1 ∈ Ĝ1 και χ2 ∈ Ĝ2}.

Πρόταση 2.2.6. Αν G1 και G2 είναι ομάδες, τότε

Ĝ1 × Ĝ2
∼= Ĝ1 ⊗ Ĝ2.

Στη συνέχεια ορίζουμε το συζυγή ενός χαρακτήρα, ο οποίος είναι επίσης χα-

ρακτήρας και μάλιστα, για πεπερασμένες ομάδες, ο συζυγής ενός χαρακτήρα είναι

ακριβώς ο αντίστροφός του, όπως θα δούμε παρακάτω. Για οποιοδήποτε χαρα-

κτήρα χ της G, ο συζυγής του χ, συμβολίζεται με χ̄ και ορίζεται ως χ̄(g) = ¯χ(g)
για κάθε g ∈ G.
Υποθέτουμε ότι χ είναι ένας χαρακτήρας της G και g είναι ένα στοιχείο της

G πεπερασμένης τάξης k. Επειδή χ(g)k = χ(gk) = χ(1) = 1, έπεται ότι οι χαρα-
κτήρες στέλνουν στοιχεία πεπερασμένης τάξης σε ρίζες της μονάδας. Συγκεκρι-

μένα, αν G είναι μια πεπερασμένη ομάδα και n είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος
τέτοιος ώστε gn = 1 για κάθε g ∈ G, τότε τα στοχεία της G απεικονίζονται σε
n-οστές ρίζες της μονάδας μέσω των χαρακτήρων. Σε αυτήν την περίπτωση, το C∗
στον ορισμό των χαρακτήρων μπορεί να αντικατασταθεί από το σύνολο Un = {ξkn
| ξn = e2πi/n, 0 ≤ k < n} που αποτελείται από όλες τις n-οστές ρίζες της μονάδας
και είναι κυκλική υποομάδα του C∗ με γεννήτορα το ξn. Επομένως, αν χ ∈ Ĝ,
τότε |χ(g)| = 1 για κάθε g ∈ G. ΄Ετσι,

χ̄(g) = χ(g) =
1

χ(g)
= χ(g−1) = χ−1(g),



2.2. ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΧΑΡΑΚΤΗΡΩΝ 17

που δίνει

χ̄ = χ−1. (2.2)

Τονίζουμε ότι η εξίσωση (2.2) είναι συνέπεια της ύπαρξης ενός θετικού ακέραιου

n τέτοιου ώστε gn = 1 για κάθε g ∈ G. Ο μικρότερος από αυτούς ονομάζε-
ται εκθέτης της G και συμβολίζεται με exp(G). Αν η G είναι πεπερασμένη ο-
μάδα, τότε υπάρχει πάντα ο εκθέτης και μάλιστα είναι διαιρέτης της τάξης της

G. ΄Εστω exp(G) = k και G = {g1, . . . , gn}, οπότε |G| = n. Πράγματι, α-
φού G πεπερασμένη, ισχύει ord(gi)|n και gni = 1, για i = 1, . . . , n. Οπότε
θα είναι k ≤ n και n κοινό πολλαπλάσιο των ord(g1), . . . , ord(gn). Από υ-
πόθεση gki = 1, οπότε ord(gi)|k. ΄Αρα και το k είναι κοινό πολλαπλάσιο των
ord(g1), . . . , ord(gn) και είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος τ.ω. gk = 1. Επο-
μένως k = lcm(ord(g1), . . . , ord(gn)). Οπότε k|n.
Το Θεώρημα 2.1.3, το Θεωρήμα 2.2.3 και το Πόρισμα 2.2.5 περιορίζουν τη

μελέτη των χαρακτήρων πεπερασμένων Αβελιανών ομάδων στη μελέτη των χα-

ρακτήρων κυκλικών ομάδων πεπερασμένης τάξης. ΄Ετσι, θα επικεντρωθούμε σε

χαρακτήρες ομάδων του τελευταίου τύπου.

Οι χαρακτήρες της Un είναι εύκολο να βρεθούν. Υποθέτουμε ότι το g είναι ένας
γεννήτορας της Un και h : Un → Un είναι ένας ομομορφισμός. Αν το h(g) είναι
γνωστό, τότε, επειδή h(g)k = h(gk), το h(gk) είναι καθορισμένο, επομένως και το
h(u) είναι καθορισμένο για κάθε u ∈ Un. ΄Ετσι, μια επιλογή για το h(g) καθορίζει
την h μοναδικά. Επειδή η ομάδα Un έχει n στοιχεία, υπάρχουν n επιλογές για
το h(g). Επομένως, η ομάδα χαρακτήρων Ûn έχει n στοιχεία, δηλαδή |Ûn| = n.
Επίσης, επειδή η ταυτοτική συνάρτηση της Un είναι στοιχείο της Ûn τάξης n, η Ûn
είναι κυκλική. ΄Ετσι, οι ομάδες Un και Ûn είναι κυκλικές τάξης n. Τότε, από το
Θεώρημα 2.1.2 έχουμε Un ∼= Zn και Ûn ∼= Zn. Αφού Un ∼= Zn, από το Θεώρημα
2.2.3, έχουμε Ûn ∼= Ẑn. Επομένως, συνοψίζουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 2.2.7. Αν n είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε Zn ∼= Ẑn.

Πόρισμα 2.2.8. Αν G είναι μια πεπερασμένη Αβελιανή ομάδα, τότε G ∼= Ĝ.

Απόδειξη. Από το Θεμελιώδες Θεώρημα των πεπερασμένων Αβελιανών ομάδων,

έχουμε G ∼= Zn1
× · · · × Zns για μοναδικούς ακέραιους s και n1, . . . , ns, όπου

nj ≥ 2 με nj |nj+1 για j = 1, . . . , s − 1. ΄Επειτα, από το Θεώρημα 2.2.3, έχουμε

Ĝ ∼= ̂Zn1
× · · · × Zns και από το Πόρισμα 2.2.5 παίρνουμε ̂Zn1

× · · · × Zns =

Ẑn1
⊗ · · · ⊗ Ẑns . Τέλος από την Πρόταση 2.2.6 και το Θεώρημα 2.2.7 έχουμε το

ζητούμενο. �

Παράδειγμα 2.2.9. Χρησιμοποιώντας προσθετική γραφή για τη διμελή πράξη

στο Zn, ένας χαρακτήρας της Zn είναι μια απεικόνιση χ : Zn → Un τέτοια ώστε

χ(a+ b) = χ(a)χ(b)

για κάθε a, b ∈ Zn. Επειδή η πρόσθεση modulo n είναι μια διμελής πράξη στο Zn,
το άθροισμα a+ b στην προηγούμενη εξίσωση σημαίνει (a+ b)(mod n). Για κάθε
a ∈ Zn, έστω χa : Zn → Un η συνάρτηση που ορίζεται με

χa(b) = ξabn .
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Η συνάρτηση είναι καλά ορισμένη, αφού αν b = c (mod n) τότε b = c + kn, για
κάποιο k ∈ Z, οπότε έχουμε

χa(b) = ξabn = ξk1 ξ
ac
n = ξacn = χa(c).

Για b1, b2 ∈ Zn έχουμε

χa(b1 + b2) = ξa(b1+b2)n = ξab1n ξab2n = χa(b1)χa(b2).

Επομένως χa είναι ένας χαρακτήρας της Zn.
Επιπλέον, χa = χb αν και μόνο αν a = b. Επειδή είναι φανερό ότι αν a = b

τότε χa = χb, μένει να δείξουμε ότι αν χa = χb, τότε a = b. Η ισότητα χa = χb
συνεπάγεται ότι χa(1) = χb(1) ή ξan = ξbn, οπότε a = b (mod n). Επειδή 0 ≤ a, b <
n έχουμε a = b.
΄Εχουμε βρει n χαρακτήρες της Zn, και συγκεκριμένα τους χ0,..., χn−1. Αυτοί

είναι όλοι οι χαρακτήρες της Zn, αφού |Ẑn| = n. Σημειώνουμε ότι οι χαρακτήρες
της Zn είναι συμμετρικοί με την έννοια ότι χa(b) = χb(a).

Πρόταση 2.2.10. ΄Εστω G μια πεπερασμένη Αβελιανή ομάδα. Αν g ∈ G\{1}
τότε υπάρχει χαρακτήρας χ της G τέτοιος ώστε χ(g) 6= 1.

Απόδειξη. ΄Εστω G′ = Zn1
× · · · ×Zns . Εφαρμόζουμε επαγωγή στο s. Αν s = 1,

τότε έχουμε G′ = Zn1
. Υποθέτουμε ότι για b ∈ Zn1

, b 6= 0 έχουμε χa(b) = 1 για
κάθε a ∈ Zn1 . Τότε ab ≡ 0 (mod n1) ή n1|ab με 0 ≤ a, b < n1. Για a = 1 έχουμε
n1|b με b < n1. ΄Ατοπο. Επομένως, για b ∈ Zn1 , b 6= 0 υπάρχει a ∈ Zn1 τέτοιο

ώστε χa(b) 6= 1. ΄Εστω ότι για την ομάδα G′ = Zn1
× · · · × Zns , αν g ∈ G′\{1}

τότε υπάρχει χαρακτήρας χ′ της G′ τέτοιος ώστε χ′(g) 6= 1. Θα αποδείξουμε ότι
το ίδιο ισχύει και για την ομάδα G′′ = G′×Zns+1

= Zn1
×· · ·×Zns×Zns+1

. ΄Εστω

χTs+1 ο τετριμμένος χαρακτήρας της Zns+1 και a ∈ Zns+1 . Τότε ο χ
′′ = χ′⊗χTs+1

είναι χαρακτήρας της G′′ τέτοιος ώστε για y = (g, a), g ∈ G′\{1},

χ′′(y) = χ′ ⊗ χTs+1
(g, a) = χ′(g)χTs+1

(a) = χ′(g) 6= 1

από την επαγωγική υπόθεση. Από το Θεμελιώδες Θεώρημα των πεπερασμένων

Αβελιανών ομάδων, έχουμε G ∼= G′, επομένως ισχύει το ζητούμενο. �

΄Εστω G μια πεπερασμένη Αβελιανή ομάδα. Η διπλή δυϊκή της G ορίζεται να

είναι η δυϊκή της δυϊκής της G και συμβολίζεται με
ˆ̂
G. Από το Πόρισμα 2.2.8

έχουμε G ∼= ˆ̂
G. Ο ισομορφισμός αυτός εξαρτάται από τον ισομορφισμό που δίνεται

από το Θεμελιώδες Θεώρημα των πεπερασμένων Αβελιανών ομάδων. Εναλλακτι-

κά, μπορούμε να ορίσουμε έναν ισομορφισμό από τη G στη
ˆ̂
G ανεξάρτητο του

Θεωρήματος αυτού: έστω κ : G→ ˆ̂
G η απεικόνιση που ορίζεται με g 7→ κg, όπου

κg είναι ένας χαρακτήρας της Ĝ που δίνεται από κg(χ) = χ(g) για κάθε χ ∈ Ĝ.
Παρατηρούμε ότι η απεικόνιση κ είναι κάλά ορισμένη. Πράγματι, για χ1, χ2 ∈ Ĝ
έχουμε

κg(χ1χ2) = χ1χ2(g) = χ1(g)χ2(g) = κg(χ1)κg(χ2).
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Επομένως κg είναι ένας χαρακτήρας της Ĝ. Επιπλέον, για g1, g2 ∈ G έχου-
με κ(g1g2) = κg1g2 με κg1g2(χ) = χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2) = κg1(χ)κg2(χ) =

κg1κg2(χ) για κάθε χ ∈ Ĝ. Οπότε

κg1g2 = κg1κg2 = κ(g1)κ(g2).

Επομένως κ είναι ένας ομομορφισμός ομάδων. Τώρα θα δείξουμε ότι η κ είναι
ένας ισομορφισμός:

ker(κ) = {1}: ΄Εστω κT ο τετριμμένος χαρακτήρας της Ĝ. Αν κ(g) = κg = κT ,

τότε κg(χ) = χ(g) = 1 για κάθε χ ∈ Ĝ. Από την Πρόταση 2.2.10 έπεται ότι

g = 1. Επίσης, επειδή |G| = |Ĝ| = | ˆ̂G|, έχουμε το ζητούμενο.

2.3 Σχέσεις ορθογωνιότητας για Χαρακτήρες

Η έννοια της ορθογωνιότητας των χαρακτήρων πεπερασμένων Αβελιανών ομάδων

είναι απαραίτητη στον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier.
΄Εστω G μια πεπερασμένη Αβελιανή ομάδα και H μια υποομάδα της G. ΄Εστω

ακόμη ĜH το σύνολο των χαρακτήρων της G οι οποίοι είναι ταυτοτικά 1 στην H.

Θεώρημα 2.3.1. Αν H μια υποομάδα της G και χ ∈ Ĝ, τότε∑
h∈H

χ(h) =

{
|H| αν χ ∈ ĜH ,

0 διαφορετικά.

Απόδειξη. ΄Εστω A το άθροισμα στη διατύπωση του θεωρήματος. Αν χ ∈ ĜH ,
τότε χ(h) = 1 για κάθε h ∈ H, οπότε A = |H|. Από την άλλη, αν χ /∈ ĜH , τότε
υπάρχει h0 ∈ H τέτοιο ώστε χ(h0) 6= 1. Από το Θεώρημα 2.1.1 έχουμε

A =
∑
h∈H

χ(h0h) = χ(h0)
∑
h∈H

χ(h) = χ(h0)A,

οπότε A = 0. �

Πόρισμα 2.3.2. Αν χ είναι χαρακτήρας της G, τότε∑
g∈G

χ(g) =

{
|G| αν χ = χT ,

0 αν χ 6= χT .

Απόδειξη. Θέτουμε H = G στο Θεώρημα 2.3.1. �

Πόρισμα 2.3.3. (Σχέσεις ορθογωνιότητας).

(i) Αν χ και ψ είναι χαρακτήρες της G, τότε∑
g∈G

χ(g)ψ̄(g) =

{
|G| αν χ = ψ,

0 αν χ 6= ψ.

(ii) Αν χ είναι χαρακτήρας της G, τότε∑
χ∈Ĝ

χ̄(a)χ(b) =

{
|G| αν a = b,

0 αν a 6= b.
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Απόδειξη. (i) Από την εξίσωση (2.2) έχουμε ψ̄ = ψ−1, οπότε∑
g∈G

χ(g)ψ̄(g) =
∑
g∈G

χ(g)ψ−1(g) =
∑
g∈G

χψ−1(g) =

{
|G| αν χ = ψ,

0 αν χ 6= ψ,

σύμφωνα με το προηγούμενο Πόρισμα.

(ii) ∑
χ∈Ĝ

χ̄(a)χ(b) =
∑
χ∈Ĝ

χ(b)χ−1(a) =
∑
χ∈Ĝ

χ(b)χ(a−1) =
∑
χ∈Ĝ

χ(ba−1)

=
∑
χ∈Ĝ

κba−1(χ) =

{
|G| αν a = b,

0 αν a 6= b,

σύμφωνα με το προηγούμενο Πόρισμα. �

Πόρισμα 2.3.4. Αν χ είναι χαρακτήρας της G, τότε∑
χ∈Ĝ

χ(b) =

{
|G| αν b = 1,

0 αν b 6= 1.

Απόδειξη. Θέτουμε a = 1 στο (ii) του προηγούμενου πορίσματος. �



Κεφάλαιο 3

Ο Μετασχηματισμός

Fourier

3.1 Ορισμός και Μερικές Ιδιότητες

΄Εστω G μια πεπερασμένη Αβελιανή ομάδα και VG ο χώρος των μιγαδικών συναρ-
τήσεων που ορίζονται στη G. Στο VG ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο

〈f, g〉 =
∑
a∈G

f(a)ḡ(a).

Ορισμός 3.1.1. Ο μετασχηματισμός Fourier μιας απεικόνισης f : G → C
είναι μια απεικόνιση f̂ : Ĝ→ C με

f̂(χ) =
1√
|G|
〈f, χ〉 =

1√
|G|

∑
a∈G

f(a)χ̄(a).

Πρόταση 3.1.2. ΄Εστω f, g : G → C και λ ∈ C. Τότε ισχύουν οι ακόλουθες
ιδιότητες:

(i) f̂ + g = f̂ + ĝ

(ii) λ̂f = λf̂ .

Απόδειξη. Για κάθε χ ∈ Ĝ έχουμε
(i)

f̂ + g(χ) =
1√
|G|
〈f + g, χ〉 =

1√
|G|
〈f, χ〉+

1√
|G|
〈g, χ〉 = f̂(χ) + ĝ(χ)

και (ii)

λ̂f(χ) =
1√
|G|
〈λf, χ〉 = λ

1√
|G|
〈f, χ〉 = λf̂(χ).

�

21
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Παράδειγμα 3.1.3. ΄Εστω f : G→ C σταθερή με f(a) = c. Τότε

f̂(χ) =

{
c
√
|G| αν χ = χT ,

0 αν χ 6= χT .

Πράγματι,

f̂(χ) =
1√
|G|

∑
a∈G

f(a)χ̄(a) = c
1√
|G|

∑
a∈G

χ̄(a) =

{
c
√
|G| αν χ̄ = χT ,

0 αν χ̄ 6= χT ,

σύμφωνα με το Πόρισμα 2.3.2.

Θεώρημα 3.1.4. ΄Εστω f : G→ C και a ∈ G. Τότε

ˆ̂
f(κa) = f(a−1).

Απόδειξη.

ˆ̂
f(κa) =

1√
|G|

∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)κ̄a(χ) =
1

|G|
∑
χ∈Ĝ

∑
b∈G

f(b)χ̄(b)χ̄(a)

=
1

|G|
∑
χ∈Ĝ

∑
b∈G

f(b−1)χ(b)χ̄(a) =
1

|G|
∑
b∈G

f(b−1)
∑
χ∈Ĝ

κb(χ)κ̄a(χ) = f(a−1).

�

Θεώρημα 3.1.5. (Τύπος αντιστροφής.) ΄Εστω f : G → C και b ∈ G.
Τότε

f(b) =
1√
|G|

∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(b).

Απόδειξη. ∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(b) =
1√
|G|

∑
χ∈Ĝ

∑
a∈G

f(a)χ̄(a)χ(b)

=
1√
|G|

∑
a∈G

f(a)
∑
χ∈Ĝ

χ(b)χ̄(a)

=
1√
|G|

∑
a∈G

f(a)
∑
χ∈Ĝ

χ(ba−1)

=
√
|G|f(b),
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σύμφωνα με το Πόρισμα 2.3.4. Επομένως έχουμε

f(b) =
1√
|G|

∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(b).

�

3.2 Συνέλιξη

΄Εστω f, g : G→ C. Ορίζουμε τη συνέλιξη των f, g με

f ∗ g(a) =
1√
|G|

∑
b∈G

f(b)g(b−1a).

Θεώρημα 3.2.1. Για f, g : G → C έχουμε f̂ ∗ g = f̂ ĝ, όπου δεξιά έχουμε το
γινόμενο κατά σημείο.

Απόδειξη. ΄Εχουμε

f̂ ∗ g(χ) =
1√
|G|

∑
b∈G

f ∗ g(b)χ̄(b) =
1

|G|
∑
a∈G

∑
b∈G

f(a)g(a−1b)χ̄(b).

Από το Θεώρημα 2.1.1, αντικαθιστώντας το b με ab, παίρνουμε

f̂ ∗ g(χ) =
1

|G|
∑
a∈G

f(a)χ̄(a)
∑
b∈G

g(b)χ̄(b) = f̂(χ)ĝ(χ).

�

Πρόταση 3.2.2. ΄Εστω f, g, h : G→ C. Τότε ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:
(i) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
(ii) f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h
(iii) f ∗ g = g ∗ f .

Απόδειξη. Για κάθε a ∈ G ισχύει (i)

(f ∗ g) ∗ h(a) =
1√
|G|

∑
b∈G

f ∗ g(b)h(b−1a)

=
1

|G|
∑
b∈G

∑
c∈G

f(c)g(c−1b)h(b−1a)

=
1

|G|
∑
c∈G

f(c)
∑
b∈G

g(b)h(c−1b−1a),
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όπου η τελευταία ισότητα έπεται από το Θεώρημα 2.1.1. Ακόμη

f ∗ (g ∗ h)(a) =
1√
|G|

∑
b∈G

f(b)g ∗ h(b−1a)

=
1

|G|
∑
b∈G

f(b)
∑
c∈G

g(c)h(c−1b−1a)

= (f ∗ g) ∗ h(a).

(ii)

f ∗ (g + h)(a) =
1√
|G|

∑
b∈G

f(b)(g + h)(b−1a)

=
1√
|G|

∑
b∈G

f(b)(g(b−1a) + h(b−1a))

=
1√
|G|

(
∑
b∈G

f(b)g(b−1a) +
∑
b∈G

f(b)h(b−1a))

= f ∗ g(a) + f ∗ h(a).

(iii)

f ∗ g(a) =
1√
|G|

∑
b∈G

f(b)g(b−1a) =
1√
|G|

∑
b∈G

f(b−1)g(ba)

=
1√
|G|

∑
b∈G

g(b)f(b−1a) = g ∗ f(a),

όπου η προτελευταία ισότητα έπεται από το Θεώρημα 2.1.1. �



Κεφάλαιο 4

Ανάλυση Fourier στο Fnq

4.1 Εισαγωγή

Η απεικόνιση του ίχνους στο Fq ορίζεται με

Tr : Fq → Fp,Tr(θ) =

e−1∑
i=0

θp
i

.

Η απεικόνιση του ίχνους είναι Fp-γραμμική και απεικονίζει το Fq στο Fp. Ειδι-
κότερα, για θ ∈ Fp, Tr(θ) = eθ. Επιπλέον, υπάρχει a ∈ Fq τέτοιο ώστε Tr(a) 6= 0
και im(Tr) = Fp, δηλαδή η απεικόνιση είναι επί.
Θεωρούμε την απεικόνιση

ep : Fp → C∗, ep(x) = exp

(
2πix

p

)
.

Για κάθε u ∈ Fnq , ορίζουμε την απεικόνιση

χu : Fnq → C∗, χu(v) = ep(Tr(〈u, v〉)).

Τότε για v1, v2 ∈ Fnq έχουμε

χu(v1 + v2) = ep(Tr(〈u, v1 + v2〉)) = ep(Tr(〈u, v1〉+ 〈u, v2〉))

= ep(Tr(〈u, v1〉) + Tr(〈u, v2〉)) = ep(Tr(〈u, v1〉))ep(Tr(〈u, v2〉)) = χu(v1)χu(v2).

Επομένως χu είναι ένας χαρακτήρας της ομάδας Fnq .
Επιπλέον, χu = χw αν και μόνο αν u = w. Επειδή είναι φανερό ότι αν u = w

τότε χu = χw, μένει να δείξουμε ότι αν χu = χw, τότε u = w. Η ισότητα
χu = χw συνεπάγεται ότι χu(v) = χw(v) ή ep(Tr(〈u, v〉)) = ep(Tr(〈w, v〉)) ⇒
ep(Tr(〈u, v〉) − Tr(〈w, v〉)) = 1 ⇒ 2π

p (Tr(〈u, v〉) − Tr(〈w, v〉)) = 2kπ ⇒ Tr(〈u −
w, v〉) = 0, για κάθε v ∈ Fnq .
΄Εστω ότι u − w 6= 0. Τότε, η απεικόνιση L : Fnq → Fq που δίνεται από v 7→

25
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〈u − w, v〉 δεν είναι η μηδενική, οπότε επειδή dimim(L) ≤ dimFq = 1, θα είναι
im(L) = Fq. Αυτό σημαίνει ότι η L είναι επί, άρα το μη μηδενικό πολυώνυμο
X +Xp + ...+Xpe−1 ∈ Fp[X] έχει q ρίζες. ΄Ατοπο. ΄Αρα u = w.
΄Εχουμε βρει qn χαρακτήρες της Fnq , και συγκεκριμένα τους χu, u ∈ Fnq . Αυτοί

είναι όλοι οι χαρακτήρες της Fnq , αφού |F̂nq | = qn. Σημειώνουμε ότι οι χαρακτήρες
της Fnq είναι συμμετρικοί με την έννοια ότι χu(v) = χv(u) και χλu(v) = χu(λv)
για λ ∈ Fq.

Θεώρημα 4.1.1. Υπάρχει ένας κανονικός ισομομορφισμός Fnq → F̂nq που δίνεται
από u 7→ χu, όπου χu είναι ένας χαρακτήρας της Fnq .

Απόδειξη. Η απεικόνιση u 7→ χu είναι ένας ομομορφισμός, αφού για u1, u2 ∈ Fnq
έχουμε

χu1+u2
(v) = ep(Tr(〈u1 + u2, v〉)) = ep(Tr(〈u1, v〉+ 〈u2, v〉))

= ep(Tr(〈u1, v〉) + Tr(〈u2, v〉)) = ep(Tr(〈u1, v〉))ep(Tr(〈u2, v〉))

= χu1(v)χu2(v) = χu1χu2(v).

Παραπάνω δείξαμε ότι αν χu = χw, τότε u = w, άρα η απεικόνιση είναι 1-1.

Επίσης, επειδή |Fnq | = |F̂nq |, έχουμε το ζητούμενο.

Για f : Fnq → C ορίζουμε ως μετασχηματισμό Fourier της f την απεικόνιση

f̂ : Fnq → C με

f̂(u) =
1

qn/2

∑
v∈Fnq

f(v)χ̄u(v) =
1

qn/2

∑
v∈Fnq

f(v)χ−u(v).

Η ισότητα χ̄u = χ−u ισχύει καθώς χuχ−u = χT . Πράγματι, έχουμε

χu(v)χ−u(v) = ep(Tr(〈u, v〉))ep(Tr(〈−u, v〉)) = exp(Tr(〈u, v〉) + Tr(〈−u, v〉))

= exp(Tr(〈u, v〉)− Tr(〈u, v〉)) = exp(0) = 1,

για κάθε v ∈ Fnq .

Παράδειγμα 4.1.2. ΄Εστω u0 ∈ Fnq και f : Fnq → C με

f(u) =

{
1 αν u = u0,
0 αν u 6= u0.

Τότε

f̂(u) =
1

qn/2

∑
v∈Fnq

f(v)χ̄u(v) =
1

qn/2
χ−u(u0) =

1

qn/2
ep(Tr(〈u,−u0〉)).
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Από το Θεώρημα 3.1.4 ισχύει ο τύπος

ˆ̂
f(a) = f(−a),

για

G = Fnq . Πράγματι, έχουμε

ˆ̂
f(a) =

1

qn/2

∑
u∈Fnq

f̂(u)κ̄a(χu)

=
1

qn

∑
u∈Fnq

∑
v∈Fnq

f(v)χ−u(v)χ̄u(a)

=
1

qn

∑
u∈Fnq

∑
v∈Fnq

f(−v)χu(v)χ̄u(a)

=
1

qn

∑
v∈Fnq

f(−v)
∑
u∈Fnq

κv(χu)κ̄a(χu)

= f(−a).

Από το Θεώρημα 3.1.5 ισχύει ο τύπος

f(w) =
1

qn/2

∑
u∈Fnq

f̂(u)χu(w),

για G = Fnq . Πράγματι, έχουμε∑
u∈Fnq

f̂(u)χu(w) =
1

qn/2

∑
u,v∈Fnq

f(v)χ̄u(v)χu(w)

=
1

qn/2

∑
v∈Fnq

f(v)
∑
u∈Fnq

χ−u(v)χu(w)

=
1

qn/2

∑
v∈Fnq

f(v)
∑
u∈Fnq

χu(w − v)



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΑΝΑΛΥΣΗ FOURIER ΣΤΟ FNQ

= qn/2f(w),

σύμφωνα με το Πόρισμα 2.3.4. Επομένως έχουμε

f(w) =
1

qn/2

∑
u∈Fnq

f̂(u)χu(w).

Για ένα υποσύνόλο C ⊆ Fnq , συμβολίζουμε με 1C τη χαρακτηριστική συνάρτηση
του C.

Λήμμα 4.1.3. Αν C είναι ένας γραμμικός υπόχωρος του Fnq , τότε 1̂C = |C|/qn/21C⊥ .

Απόδειξη. ΄Εστω u ∈ Fnq . Τότε 1̂C(u) = 1
qn/2

∑
c∈C χu(−c) = 1

qn/2

∑
c∈C χu(c).

Για κάθε θ ∈ Fq ορίζουμε Cθ(u) = {c ∈ C : 〈c, u〉 = θ}, έτσι ώστε

1̂C(u) =
1

qn/2

∑
θ∈Fq

∑
c∈Cθ(u)

ep(Tr(θ)) =
1

qn/2

∑
θ∈Fq

|Cθ(u)|ep(Tr(θ)).

Αν u ∈ C⊥ τότε C0(u) = C και Cθ(u) = ∅ για θ 6= 0 και έχουμε

1̂C(u) =
1

qn/2

∑
c∈C

ep(Tr(0)) = |C|/qn/2.

Αν u /∈ C⊥, τότε υπάρχει κάποιο c′ ∈ C τέτοιο ώστε 〈c′, u〉 = θ′ 6= 0. Θέτοντας
cθ = θ(θ′)−1c′, βλέπουμε ότι για κάθε θ ∈ Fq υπάρχει κάποιο cθ ∈ C τέτοιο ώστε
〈cθ, u〉 = θ. Ακόμη, η απεικόνιση C0(u)→ Cθ(u), c 7→ c+ cθ είναι αμφιμονοσήμα-
ντη, οπότε |C0(u)| = |Cθ(u)| για κάθε θ ∈ Fq. ΄Επεται ότι

1̂C(u) =
1

qn/2
|C0(u)|

∑
θ∈Fq

ep(Tr(θ)) = 0,

αφού ep(Tr(·)) είναι ένας χαρακτήρας της Fq.

4.2 Ο μετασχηματισμός της σφαίρας

Για 1 ≤ i ≤ n, έστω Ui = {v ∈ Fnq : ‖v‖ = i} η σφαίρα ακτίνας i. Ο μετασχηματι-
σμός Fourier της χαρακτηριστικής συνάρτησης του Ui μπορεί να εκφραστεί με τα
λεγόμενα πολυώνυμα Krawtchouk. Για δοσμένο q και n το i−οστό πολυώνυμο
Krawtchouk ορίζεται ως

Ki(x) =

i∑
j=0

(
x

j

)(
n− x
i− j

)
(−1)j(q − 1)i−j , i = 0, 1, ..., n.
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Ορίζουμε τα πραγματικά πολυώνυμα Pj , για j ≥ 0, τα οποία θα χρησιμοποιήσουμε
στον παραπάνω ορισμό. Θέτουμε P0 = 1 και, για j ≥ 1,

Pj(x) =
1

j!
x(x− 1)...(x− j + 1).

Προφανώς, για i ≥ j ≥ 0, Pj(i) =
(
i
j

)
. Για δοσμένο q και n έχουμε

Ki(x) =

i∑
j=0

Pj(x)Pi−j(n− x)(−1)j(q − 1)i−j , i = 0, 1, ..., n.

Πρόταση 4.2.1. (Ιδιότητες των πολυωνύμων Krawtchouk.)

(i) Αν z μια μεταβλητή, τότε
∑∞
k=0Kk(x)zk = (1− z)x(1 + (q − 1)z)n−x.

(ii) Ki(x) =
∑i
j=0

(
n−i+j
j

)(
n−x
i−j
)
(−1)jqi−j .

(iii) Το Ki(x) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού i, με συντελεστή μεγιστοβάθμιου όρου
(−q)i/i! και σταθερό όρο Ki(0) =

(
n
i

)
(q − 1)i.

(iv) (Σχέσεις ορθογωνιότητας.)
∑n
i=0

(
n
i

)
(q − 1)iKk(i)Kl(i) = δkl

(
n
k

)
(q − 1)kqn,

όπου δkl είναι η συνάρτηση δέλτα του Kronecker:

δkl =

{
1 αν k = l,
0 διαφορετικά.

(v) (q − 1)i
(
n
i

)
Kk(i) = (q − 1)k

(
n
k

)
Ki(k).

(vi)
∑j
i=0

(
n−i
n−j
)
Ki(x) = qj

(
n−x
j

)
.

(vii)Κάθε πολυώνυμο f(x) βαθμού r μπορεί να εκφραστεί ως f(x) =
∑r
k=0 fkKk(x),

όπου fk = q−n
∑n
i=0 f(i)Ki(k).

Απόδειξη. (i) Από το διωνυμικό ανάπτυγμα έχουμε

(1− z)x =

∞∑
k=0

(−1)k
(
x

k

)
zk

και

(1 + (q − 1)z)n−x =

∞∑
k=0

(
n− x
k

)
(q − 1)kzk.

Θέτουμε ak = (−1)k
(
x
k

)
και bk =

(
n−x
k

)
(q − 1)k. Επομένως

(1− z)x(1 + (q − 1)z)n−x =

∞∑
ν=0

cνz
ν ,

όπου

cν =

ν∑
k=0

akbν−k =

ν∑
k=0

(−1)k
(
x

k

)(
n− x
ν − k

)
(q − 1)ν−k = Kν(x).
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Για το (ii) χρησιμοποιούμε την ισότητα

(1 + (q − 1)z)n−x(1− z)x = (1− z)n
(

1 +
qz

1− z

)n−x
.

(iii) Αρχικά παρατηρούμε ότι

Pj(x)Pi−j(n− x) = (−1)i−j
j!(i−j)!x

i+ όροι βαθμού μικρότερου από i,

που συνεπάγεται ότι

Ki(x) =
∑i
j=0

(−1)i
j!(i−j)! (q − 1)i−jxi+ όροι βαθμού μικρότερου από i.

΄Εχουμε

i∑
j=0

(−1)i

j!(i− j)!
(q − 1)i−j =

(−1)i

i!

i∑
j=0

(
i

j

)
(q − 1)i−j =

(−q)i

i!
.

Επιπλέον έχουμε

Ki(0) =

i∑
j=0

Pj(0)Pi−j(n)(−1)j(q − 1)i−j = Pi(n)(q − 1)i =

(
n

i

)
(q − 1)i.

(iv) Θεωρούμε το πραγματικό πολυώνυμο δυο μεταβλητών

P (x, y) =

n∑
k=0

n∑
l=0

(
n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)iKk(i)Kl(i)

)
xkyl. (4.1)

Τότε

P (x, y) =

n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i

n∑
k=0

Kk(i)xk
n∑
l=0

Kl(i)y
l

=

n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i(1− x)i(1 + (q − 1)x)n−i(1− y)i(1 + (q − 1)y)n−i

=

n∑
i=0

(
n

i

)
((q − 1)(1− x)(1− y))i((1 + (q − 1)x)(1 + (q − 1)y))n−i

= ((q − 1)(1− x)(1− y) + (1 + (q − 1)x)(1 + (q − 1)y))n.

Μετά από πράξεις, παίρνουμε

P (x, y) = qn(1 + (q − 1)xy)n =

n∑
i=0

qn
(
n

i

)
(q − 1)ixiyi. (4.2)
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Επομένως, εξισώνοντας τους συντελεστές στις (4.1),(4.2) έχουμε

n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)iKk(i)Kl(i) = 0

αν k 6= l, και
n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)iKk(i)Kl(i) =

(
n

k

)
(q − 1)kqn

αν k = l.
(v) Θεωρούμε το πραγματικό πολυώνυμο δυο μεταβλητών

Q(x, y) =

n∑
k=0

n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)iKk(i)xkyi. (4.3)

Τότε

Q(x, y) =

n∑
i=0

(
n

i

)
(q−1)iyi

n∑
k=0

Kk(i)xk =

n∑
i=0

(
n

i

)
(q−1)iyi(1−x)i(1+(q−1)x)n−i,

σύμφωνα με το (i), οπότε

Q(x, y) =

n∑
i=0

(
n

i

)
((q−1)y(1−x))i(1+(q−1)x)n−i = ((q−1)y(1−x)+(1+(q−1)x))n

= ((q−1)(1−y)x+(1+(q−1)y))n =

n∑
k=0

(
n

k

)
(q−1)k(1−y)kxk(1+(q−1)y)n−k,

από το διωνυμικό ανάπτυγμα. Επομένως

Q(x, y) =

n∑
k=0

(
n

k

)
(q − 1)kxk

n∑
i=0

Ki(k)yi =

n∑
k=0

n∑
i=0

(
n

k

)
(q − 1)kKi(k)xkyi.

(4.4)

Συγκρίνουμε τους συντελεστές στις (4.3),(4.4) και έχουμε το ζητούμενο.

(vii) Για n ∈ N, συμβολίζουμε με Rn[X] το σύνολο των πραγματικών πολυωνύμων
βαθμού το πολύ n. Ο Rn[X] είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος διάστα-
σης n + 1. Για ένα σταθερό q ≥ 2, ορίζουμε ένα εσωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉 στο
Rn[X] ως εξής:

〈A,B〉 =

n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)iA(i)B(i).

Αν 0 ≤ i ≤ n, τότεKi ∈ Rn[X] και από το (iv) έχουμε ότι 〈Kk,Kl〉 = 0 για k 6= l.
Οπότε το σύνολο των πολυωνύμων {Ki : 0 ≤ i ≤ n} είναι γραμμικά ανεξάρτητο,
άρα αποτελεί βάση του Rn[X]. Δηλαδή κάθε πολυώνυμο f ∈ Rn[X] βαθμού r
γράφεται ως f(x) =

∑r
k=0 fkKk(x).

΄Εχουμε
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〈f,Kk〉 =
∑n
i=0

(
n
i

)
(q − 1)iKk(i)f(i) =

(
n
k

)
(q − 1)k

∑n
i=0Ki(k)f(i),

σύμφωνα με το (v),
και 〈f,Kk〉 = 〈

∑r
j=0 fjKj ,Kk〉 =

∑r
j=0 fj〈Kj ,Kk〉 = fk

(
n
k

)
(q−1)kqn, σύμφωνα

με το (iv).
Επομένως fk = q−n

∑n
i=0 f(i)Ki(k).

Θεώρημα 4.2.2. ΄Εστω 0 ≤ i ≤ n και u ∈ Fnq . Τότε 1̂Ui(u) = 1
qn/2

Ki(‖u‖).

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε i και u ∈ Fnq . Συμβολίζουμε με N = {1, ..., n} και
έστω supp(u) = T ⊆ N . Τότε

1̂Ui(u) =
1

qn/2

∑
v∈Fnq

1Ui(v)χ−u(v)

=
1

qn/2

∑
‖v‖=i

χ−u(v) =
1

qn/2

∑
‖v‖=i

χu(v)

=
1

qn/2

∑
‖v‖=i

ep(Tr(v1u1 + ...+ vnun))

=
1

qn/2

∑
‖v‖=i

n∏
k=1

ep(Tr(vkuk))

=
1

qn/2

∑
S⊆N,|S|=i

∑
supp(v)=S

∏
k∈S∩T

ep(Tr(vkuk)).

Προχωράμε στον υπολογισμό του εσωτερικού αθροίσματος. Σταθεροποιούμε ένα

υποσύνολο S του N και υποθέτουμε ότι |S ∩ T | = j. ΄Εστω S ∩ T = {k1, ..., kj}
και S = {k1, ..., kj , ..., ki}. ΄Εχουμε

∑
supp(v)=S

∏
k∈S∩T

ep(Tr(vkuk)) =
∑

vk1∈F∗q

· · ·
∑

vki∈F∗q

j∏
l=1

ep(Tr(vklukl))

=

j∏
l=1

∑
vkl∈F∗q

ep(Tr(vklukl))

i∏
l=j+1

∑
vkl∈F∗q

1

j∏
l=1

(−1)

i∏
l=j+1

(q − 1) = (−1)j(q − 1)i−j .
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Υπάρχουν
(|T |
j

)(
n−|T |
i−j

)
τρόποι να επιλέξουμε ένα υποσύνολο S του N τέτοιο ώστε

|S ∩ T | = j και |S| = i. ΄Επεται ότι

1̂Ui(u) =
1

qn/2

i∑
j=0

(
‖u‖
j

)(
n− ‖u‖
i− j

)
(−1)j(q − 1)i−j =

1

qn/2
Ki(‖u‖).

4.3 Εξισώσεις MacWilliams

Η κατανομή βαρών γενικά δεν προσδιορίζει μοναδικά έναν κώδικα, αλλά δίνει ση-

μαντικές πληροφορίες πρακτικής και θεωρητικής σημασίας. ΄Ομως, ο υπολογισμός

της κατανομής βαρών ενός μεγάλου κώδικα, ακόμη και από τον υπολογιστή, μπορεί

να είναι ένα δύσκολο πρόβλημα.

΄Ενας γραμμικός κώδικας C καθορίζεται μοναδικά από το δυϊκό του C⊥. Το
σημαντικότερο αποτέλεσμα για τις κατανομές βαρών είναι ένα σύνολο γραμμικών

σχέσεων μεταξύ των κατανομών βαρών του C και του C⊥. Από τις σχέσεις
αυτές, αν γνωρίζουμε την κατανομή βαρών του C, μπορούμε να προσδιορίσουμε
την κατανομή βαρών του C⊥ χωρίς να γνωρίζουμε συγκεκριμένα τις λέξεις του
C⊥ ή οτιδήποτε άλλο για τη δομή του. Οι γραμμικές αυτές σχέσεις αποτελούν το
σημαντικότερο εργαλείο για τη μελέτη και τον υπολογισμό των κατανομών βαρών.

Αναπτύχθηκαν πρώτα από την MacWilliams και συνεπώς ονομάζονται εξισώσεις
MacWilliams ή ταυτότητες MacWilliams.
Στο Θεώρημα που ακολουθεί αναφέρουμε τέσσερις ισοδύναμες μορφές των

εξισώσεων MacWilliams, που συνδέουν την κατανομή βαρών ενός [n, k] κώδικα
C πάνω από το Fq με την κατανομή βαρών του δυϊκού του C⊥. Η πρώτη μορφή
εκφράζει την κατανομή βαρών του δυϊκού κώδικα σε σχέση με την κατανομή βαρών

του αρχικού κώδικα, με χρήση των πολυωνύμωνKrawtchouk και περιλαμβάνει n+1
εξισώσεις. Η δεύτερη μορφή είναι μια ταυτότητα που περιλαμβάνει τον απαριθμητή

βαρών ενός κώδικα και του δυϊκού του. Η τρίτη και η τέταρτη μορφή περιέχουν

μόνο κατανομές βαρών και διωνυμικούς συντελεστές. Και οι δυο αποτελούνται

απο ένα σύνολο n+ 1 εξισώσεων.

Θεώρημα 4.3.1.

A⊥j =
1

|C|

n∑
i=0

AiKj(i), 0 ≤ j ≤ n, (K)

WC⊥(x) =
1

|C|
(1 + (q − 1)x)nWC

(
1− x

1 + (q − 1)x

)
. (M1)

n−v∑
j=0

(
n− j
v

)
Aj = qk−v

v∑
j=0

(
n− j
n− v

)
A⊥j , 0 ≤ v ≤ n. (M2)
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n∑
j=v

(
j

v

)
Aj = qk−v

v∑
j=0

(−1)j
(
n− j
n− v

)
(q − 1)v−jA⊥j , 0 ≤ v ≤ n. (M3)

Απόδειξη. (K) Παρατηρούμε ότι

A⊥j = |C⊥∩Uj | =
∑
v∈Fnq

1C⊥(v)1Uj (v) =
∑
v∈Fnq

1C⊥(v)1Uj (−v) = qn/21C⊥∗1Uj (0).

Ορίζουμε f(w) = 1C⊥ ∗ 1Uj (w). Τότε

f̂(w) = 1̂C⊥(w)1̂Uj (w) =
qn/2

|C|
ˆ̂
1C(w)1̂Uj (w) =

1

|C|
1C(−w)Kj(‖w‖),

οπότε

ˆ̂
f(w) =

1

|C|qn/2
∑
v∈Fnq

1C(v)Kj(‖v‖)χ−w(v).

Επειδή
ˆ̂
f(w) = f(−w), για w = 0 έχουμε

f(0) = 1C⊥ ∗ 1Uj (0) =
1

|C|qn/2
∑
v∈C
1C(v)Kj(‖v‖)

=
1

|C|qn/2
∑
v∈C

Kj(‖v‖)

=
1

|C|qn/2
n∑
i=0

∑
v∈C,‖v‖=i

Kj(‖v‖)

=
1

|C|qn/2
n∑
i=0

AiKj(i), 0 ≤ j ≤ n.

Οπότε τελικά

A⊥j =
1

|C|

n∑
i=0

AiKj(i), 0 ≤ j ≤ n.

(M1) ΄Εχουμε

WC⊥(x) =

n∑
i=0

A⊥i x
i =

1

|C|

n∑
i=0

(
n∑
k=0

AkKi(k)

)
xi =

1

|C|

n∑
k=0

Ak

n∑
i=0

Ki(k)xi.
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Για το εσωτερικό άθροισμα έχουμε

n∑
i=0

Ki(k)xi =

n∑
i=0

i∑
j=0

(
k

j

)(
n− k
i− j

)
(−1)j(q − 1)i−jxi.

Θέτοντας i′ = i− j, έχουμε

n∑
i=0

Ki(k)xi =

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)jxj

n−k∑
i′=0

(
n− k
i′

)
(q−1)i

′
xi
′

= (1−x)k(1+(q−1)x)n−k.

Επομένως

WC⊥(x) =
1

|C|

n∑
k=0

Ak(1−x)k(1+(q−1)x)n−k =
1

|C|
(1+(q−1)x)n

n∑
k=0

Ak

(
1− x

1 + (q − 1)x

)k

=
1

|C|
(1 + (q − 1)x)nWC

(
1− x

1 + (q − 1)x

)
.

(M2) Σύμφωνα με τις εξισώσεις (K), έχουμε

qk−v
v∑
j=0

(
n− j
n− v

)
A⊥j =

1

|C|
qk−v

v∑
j=0

(
n− j
n− v

) n∑
i=0

AiKj(i) = q−v
n∑
i=0

Ai

v∑
j=0

(
n− j
n− v

)
Kj(i).

Από την ιδιότητα (vi) της Πρότασης 4.2.1, για το εσωτερικό άθροισμα έχουμε

v∑
j=0

(
n− j
n− v

)
Kj(i) = qv

(
n− i
v

)
.

Επομένως

qk−v
v∑
j=0

(
n− j
n− v

)
A⊥j = q−v

n∑
i=0

Aiq
v

(
n− i
v

)
=

n∑
i=0

(
n− i
v

)
Ai =

n∑
j=0

(
n− j
v

)
Aj .

Για v > n− j ή ισοδύναμα j > n− v είναι
(
n−j
v

)
= 0, οπότε έχουμε το ζητούμενο.

Εφαρμογή. Η κατανομή βαρών του S(r, q), από την Πρόταση 1.4.4, είναι A0 =

1 και Aqr−1 = qr − 1. Επομένως έχουμε WS(r,q)(x) = 1 + (qr − 1)xq
r−1

και

εφαρμόζοντας τη μορφή (M1) των εξισώσεων MacWilliams,

WS(r,q)⊥(x) = WHam(r,q)(x) =
1

|S(r, q)|
(1+(q−1)x)(q

r−1)/(q−1)WS(r,q)

(
1− x

1 + (q − 1)x

)

=
(1 + (q − 1)x)(q

r−1)/(q−1)

qr

(
1 + (qr − 1)

(
1− x

1 + (q − 1)x

)qr−1)
.
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Παράδειγμα 4.3.2. ΄Εστω C ένας [5, 2] δυαδικός κώδικας που παράγεται από

G =

[
1 1 0 0 0
0 1 1 1 1

]
.

Οπότε C =< 11000, 01111 >= {00000, 11000, 01111, 10111}. ΄Αρα, η κατανο-
μή βαρών του C είναι A0 = 1, A2 = 1 και A4 = 2.
Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα το σύνολο εξισώσεων (K) του Θεωρήματος 4.3.1 για
να βρούμε την κατανομή βαρών του C⊥. ΄Εχουμε

A⊥0 = 1
|C|
∑5
i=0AiK0(i) = 1

|C|
∑5
i=0Ai = 1,

A⊥1 = 1
|C|
∑5
i=0AiK1(i) = 1

|C|
∑5
i=0Ai(5− 2i) = 0,

A⊥2 = 1
|C|
∑5
i=0AiK2(i) = 1

|C|
∑5
i=0Ai(

(
5−i
2

)
− i(5− i) +

(
i
2

)
) = 3,

A⊥3 = 1
|C|
∑5
i=0AiK3(i) = 1

|C|
∑5
i=0Ai(

(
5−i
3

)
− i
(
5−i
2

)
+
(
i
2

)
(5− i)−

(
i
3

)
) = 3,

A⊥4 = 1
|C|
∑5
i=0AiK4(i) = 1

|C|
∑5
i=0Ai(

(
5−i
4

)
− i
(
5−i
3

)
+
(
i
2

)(
5−i
2

)
−
(
i
3

)
(5− i) +(

i
4

)
) = 0

και A⊥5 = 1
|C|
∑5
i=0AiK5(i) = 1

|C|
∑5
i=0Ai(

(
5−i
5

)
− i
(
5−i
4

)
+
(
i
2

)(
5−i
3

)
−
(
i
3

)(
5−i
2

)
+(

i
4

)
(5− i)−

(
i
5

)
= 1.

΄Αρα, η κατανομή βαρών του C⊥ είναι A⊥0 = 1, A⊥2 = 3, A⊥3 = 3 και A⊥5 = 1.
Για να επαληθεύσουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα αρκεί να βρούμε τα διανύσματα

του C⊥. ΄Εστω y = (y1, . . . , y5) ∈ Fnq . Τότε y ∈ C⊥ ⇔ GyT = 0. Επομένως
αρκεί y1 = y2 και y2 = y3 + y4 + y5. Οπότε έχουμε y = (y3 + y4 + y5, y3 + y4 +
y5, y3, y4, y5) = y3(1, 1, 1, 0, 0) + y4(1, 1, 0, 1, 0) + y5(1, 1, 0, 0, 1).
΄Αρα C⊥ =< 111000, 11010, 11001 >= {00000, 111000, 11010, 11001, 00110, 00101
, 00011, 11111}. Πράγματι, λοιπόν, προκύπτει η παραπάνω κατανομή βαρών για τον
C⊥.

Θεώρημα 4.3.3. (Φράγμα γραμμικού προγραμματισμού.) Για δοσμένο q και
θετικούς ακέραιους n και d (1 ≤ d ≤ n), έστω f(x) = 1 +

∑n
k=1 fkKk(x) ένα

πολυώνυμο τέτοιο ώστε fk ≥ 0 (1 ≤ k ≤ n) και f(i) ≤ 0 για d ≤ i ≤ n. Τότε
Bq(n, d) ≤ f(0).

Απόδειξη. ΄Εστω qk = Bq(n, d). Αν C είναι ένας [n, k]-κώδικας πάνω από το Fq,
η κατανομή βαρών του {Ai(C)}ni=0 ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες:

(i) A0(C) = 1 και Ai(C) = 0 για 1 ≤ i < d.
(ii) Ai(C) ≥ 0 για 0 ≤ i ≤ n.
(iii)

∑n
i=0AiKk(i) ≥ 0, για 0 ≤ k ≤ n (από Θεώρημα 4.3.1).

(iv)
∑n
i=0Ai = qk.

Από τα (i),(ii) και (iv) έπεται ότι Kk(0) ≥ −
∑n
i=dAiKk(i) για 0 ≤ k ≤ n.
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Η συνθήκη ότι f(i) ≤ 0 για d ≤ i ≤ n συνεπάγεται ότι
∑n
i=dAif(i) ≤ 0, που

σημαίνει ότι

f(0) = 1 +

n∑
k=1

fkKk(0) ≥ 1−
n∑
k=1

fk

n∑
i=d

AiKk(i) = 1−
n∑
i=d

Ai

n∑
k=1

fkKk(i)

= 1−
n∑
i=d

Ai(f(i)− 1) ≥ 1 +

n∑
i=d

Ai = qk = Bq(n, d).

Κάθε πολυώνυμο f(x) που ικανοποιεί το Θεώρημα 4.3.3 δίνει ένα άνω φράγμα
για το Bq(n, d). Το φράγμα αυτό είναι καλύτερο από άλλα φράγματα που αναφέρα-
με στο κεφάλαιο 1. Στο παράδειγμα που ακολουθεί δείχνουμε πώς καταλήγουμε

στο φράγμα του Singleton και το φράγμα του Plotkin από το φράγμα γραμμικού
προγραμματισμού.

Παράδειγμα 4.3.4. (i) (Φράγμα του Singleton.) ΄Εστω

f(x) = qn−d+1
n∏
j=d

(
1− x

j

)
.

Από την Πρόταση 4.2.1(vi), f(x) =
∑n
k=0 fkKk(x), όπου το fk δίνεται από

fk = q−n
n∑
i=0

f(i)Ki(k).

΄Εχουμε

f(i) = qn−d+1

(
1− i

d

)(
1− i

d+ 1

)
...

(
1− i

n

)
= qn−d+1 (d− i)(d+ 1− i)...(n− i)

d(d+ 1) . . . n

= qn−d+1

(
n−i

n−d+1

)(
n
d−1
) .

Οπότε

fk = q1−d
d−1∑
i=0

(
n− i

n− d+ 1

)
Ki(k)/

(
n

d− 1

)
=

(
n− k
d− 1

)
/

(
n

d− 1

)
≥ 0,

όπου η τελευταία ισότητα έπεται από την Πρόταση 4.2.1(vi). ΄Εχουμε f0 = 1 και
f(i) = 0 για d ≤ i ≤ n.
Οπότε, από το Θεώρημα 4.3.3, έπεται ότι Bq(n, d) ≤ f(0) = qn−d+1

, το οποίο

είναι το φράγμα του Singleton (Θεώρημα 1.5.2).
(ii) (Φράγμα του Plotkin για B2(2l + 1, l + 1).) Θέτουμε q = 2, n = 2l + 1 και
d = l + 1. Παίρνουμε f1 = (l + 1)/(2l + 1) και f2 = 1/(2l + 1), έτσι ώστε

f(x) = 1 +
l + 1

2l + 1
K1(x) +

1

2l + 1
K2(x)
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= 1 +
l + 1

2l + 1
(2l + 1− 2x) +

1

2l + 1
(2x2 − 2(2l + 1)x+ l(2l + 1)).

Προφανώς, fk ≥ 0 για 1 ≤ k ≤ n, και επειδή το f(x) είναι ένα πολυώνυμο 2ου
βαθμού με f(l+1) = 0 = f(2l+1), έχουμε f(i) ≤ 0 για l+1 = d ≤ i ≤ n = 2l+1.
Οπότε, από το Θεώρημα 4.3.3, έπεται ότι

B2(2l + 1, l + 1) ≤ f(0) = 1 +
l + 1

2l + 1
(2l + 1) +

1

2l + 1
l(2l + 1) = 2l + 2,

το οποίο είναι ακριβώς το φράγμα του Plotkin (Θεώρημα 1.5.3).
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