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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Μετασχηµατισµός Fourier

Ορισµός 1.1 (L1Μετασχηµατισµός Fourier). Αν f ∈ L1(Rn) τότε ο Fourier µετασχηµατισµός της είναι η f̂ : Rn →

C και ορίζεται ως

f̂ (ξ) =
∫

e−2πix·ξ f (x)dx.

Γενικά, έστω M(Rn) να είναι ένας χώρος από πεπερασµένα µιγαδικά µέτρα στον Rn µε τη νόρµα

‖ µ ‖=| µ | (Rn)

, όπου | µ | είναι η πλήρης µεταβολή. ΄Ετσι L1(Rn) περιέχεται στο M(R) απο την f → µ, dµ = f dx. Γενικεύοντας
τον ορισµό του µετασχηµατισµού έχουµε :

µ̂(ξ) =
∫

e−2πix∗ξdµ(x)
.

Πρόταση 1.1. Αν µ ∈ M(Rn) τότε µ̂ είναι ϕραγµένη συνάρτηση, όντως :

‖ µ̂ ‖∞≤‖ µ ‖M(Rn)

.

Πρόταση 1.2. Αν µ ∈ M(Rn) τότε µ̂ είναι συνεχής συνάρτηση.

Πρόταση 1.3. ΄Εστω ότι µ ∈ M(Rn) και το στήριγµα της µ είναι συµπαγές. Τότε µ̂ είναι C∞ και

Dαµ̂ = ̂((−2πix)αµ)

Επιπλέον, αν suppµ ⊂ D(0,R) τότε
‖ Dαµ̂ ‖∞≤ (2πR)|α| ‖ µ ‖

.

Πρόταση 1.4. ΄Εστω ότι f είναι CN και ότι Dα f ∈ L1 για όλα τα α µε 0 ≤| α |≤ N. Τότε

D̂α f (ξ) = (2πiξ)α f̂ (ξ)

, όταν | α |≤ N και επιπλέον
| f̂ (ξ) |≤ C(1+ | ξ |)−N

για κατάλληλη σταθερά C.

Λήµµα 1.1. Αν f είναι CN , Dα f ∈ L1 για όλα τα α µε | α |≤ N και αν ϑέσουµε fk = ϕk f τότε limk→∞ ‖ Dα fk−Dα f ‖1=
0 για όλα τα α µε | α |≤ N.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Μέτρα και ∆ιάσταση Hausdorff

Το µέτρο Hausdorff είναι ένας τύπος εξωτερικού µέτρου που ¨µετράει¨ ένα σύνολο στον Rn ή γενικότερα
σε ένα µετρικό χώρο. Παραδείγµατος χάρη το µέτρο Hausdorff µιας απλής καµπύλης στον Rn είναι το µήκος
της καµπύλης.

Ορισµός 2.1. ΄Εστω α > 0 (σταθεροποιηµένο), και έστω E ⊂ Rn. Για ε > 0, ορίζουµε

Hε
α(E) = in f (

∞∑
j=1

rαj ),

όπου το infimum λαµβάνεται πάνω από όλες τις καλύψεις του Ε από δίσκους D(x j, r j) µε r j < ε. Είναι εµφανές
ότι το Hε

α(E) αυξάνεται καθώς το ε µειώνεται, και ορίζουµε

Hα(E) = lim
ε→0

Hε
α(E).

΄Αρα µπορούµε να δούµε και ότι Hε
α(E) ≤ Hε

β(E) αν α > β και ε ≤ 1. Η Hα(E) είναι µη-αύξουσα συνάρτηση του α.

Λήµµα 2.1. Υπάρχει µοναδικό α0, και καλείται Hausdorff διάσταση του Ε ή dimE, τέτοιο ώστε Hα(E) = ∞ αν
α < α0 και Hα(E) = 0 αν α > α0.
Το dimE ταυτίζεται και µε τα παρακάτω

dimE = sup{s : Hs(E) > 0} = sup{s : Hs(E) = ∞} = in f {t : Ht(E) < ∞|} = in f {t : Ht(E) = 0}.

Γενικά το Hα0 (E) µπορεί να παίρνει τις τιµές ∞,0 αλλά και να είναι ένα ϑετικός αριθµός < ∞. π.χ dimRn = n.

Απόδειξη. Ορίζουµε α0 να είναι το supremum όλων των α τέτοια ώστε Hα(E) = ∞. Οπότε προφανώς
Hα(E) = ∞ αν α < α0, αφού ξέρουµε ότι Hα(E) είναι µη-αύξουσα συνάρτηση του α (και από τις σχέσεις που
προκύπτουν από τον ορισµό). ΄Εστω τώρα α > α0 και β ∈ (α0, α). Ορίζουµε M = 1 + Hβ(E) < ∞. Αν ε > 0
µπορούµε να έχουµε κάλυψη από δίσκους µε

∑
j rβj ≤ M και r j < ε (από τον ορισµό του Μ). Οπότε :∑

j

rαj ≤ ε
α−β
∑

j

rβj ≤ ε
α−βM

το οποίο είναι εµφανές ότι πηγαίνει στο 0 όταν ε→ 0. Εποµένως Hα(E) = 0. �

Παράδειγµα 2.1. Το σύνηθες παράδειγκα του 1
3 −Cantor σύνολο στην πραγµατική ευθεία. Αυτό το σύνολο έχει

κάλυψη από 2n διαστήµατα µήκους 3−n, και άρα έχει πεπερασµένο H log2
log3

-µέτρο (το οποίο είµαι µη-µηδενικό)

και άρα η διάσταση Hausdorff του συνόλου είναι log2
log3 .

Πρόταση 2.1 (Λήµµα Frostman). ΄Εστω E ⊂ Rn συµπαγές. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα µ ∈ P(E) µε

µ(D(x, r)) ≤ Crα (1)

για κατάλληλη σταθερά C και όλα τα x ∈ Rn, r > 0. Τότε Hα(E) > 0. Αντιστρόφως, αν Hα(E) > 0, υπάρχει ένα
µ ∈ P(E) τέτοιο ώστε η (1) να ισχύει.

7



Απόδειξη. ΄Εστω {D(x j, r j)} οποιοδήποτε κάλυψη του Ε από δίσκους. Τότε

1 = µ(E) ≤
∑

j

µ(D(x j, r j)) ≤ C
∑

j

rαj

που µπορούµε εύκολα να δούµε ότι Hn(E) ≥ C−1.
Η απόδειξη του αντιστρόφου χρειάζεται την κατασκευή κατάλληλου µέτρου, που γίνεται πιο εύκολα χρηησιµο-
ποιώντας δυαδικούς κύβους. Εποµένως έχοντας ένα Qk που έιναι όλοι οι κύβοι µε µήηκος πλευράς `(Q) = 2−k

του οποίου οι κορυφές είναι τα σηµεία 2−kZn και µπορούµε να τους ϑεωρήσουµε κλειστούς κύβους. Τώρα αν
Q ∈ Qk, τότε υπάρχει µοναδικό Q̃ ∈ Qk−1 µε Q ⊂ Q̃ (αφού το mathcalQk−1 είναι ένα ϐήµα κατασκευής πριν από
το Qk άρα περιέχει όλα τα Q ∈ Qk και το συγκεκριµένο Q είναι υποσύνολο σε ένα µοναδικό Q̃ λόγω κατασκευής
του συνόλου). Επιπλέον αν ορίσουµε ένα Q1 ∈ Qk−1 τότε Q1 είναι η ένωση αυτών των Q ∈ Qk µε Q̃ = Q1 και η
ένωση αυτή είναι ξένη εκτός των σηµείων στα άκρα. Εποµένως ο δυαδικός κύβος είναι ένας κύβος που ανήκει
σε κάποιο Qk.
Αν τώρα Q είναι δυαδικός κύβος, τότε προφάνως υπάρχει δίσκος D(x, r) µε Q ⊂ D(x, r) και r ≤ C`(Q). Παροµο-
ίως αν σταθεροποιήσουµε D(x, r) τότε υπάρχουν πεπερασµένου αριθµού δυαδικοί κύβοι Q1, ...,QC µε `(Q j) ≤ Cr
που η ένωσή τους περιέχει το D(x, r). Από αυτές τις ιδιότητες, ϐλέπουµε εύκολα ότι ο ορισµός του µέτρου Haus-
dorff και (1) µπορούν να οριστούν µέσω των δυαδικών κύβων. Εποµένως εκτός από τις τιµές των σταθερών µ
ικανοποιεί (1)⇐⇒ µ(Q) ≤ C`(Q)α για όλα τα Q δυαδικοί κύβοι.
Επιπλέον, αν ορίσουµε

hεα(E) = in f (
∑
Q∈F

`(Q)α : E ⊂
⋃
Q∈F

Q),

όπου F καλύπτει όλες τις καλύψεις του Ε από δυαδικούς κύβους πλευράς `(Q) < ε και

hα(E) = lim
ε→0

hεα(E)

τότε από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε

C−1Hε
α(E) ≤ hεα(E) ≤ CHε

α(E)

και εποµένως ϐλέπουµε ότι
hα(E) > 0⇐⇒ Hα(E) > 0.

Επιστρέφοντας στην Ϲητούµενη απόδειξη υποθέτουµε ότι Ε περιέχεται στο µοναδιαίο κύβο [0, 1]x...x[0, 1]. Από
τις παρατηρήσεις που έχουν γίνει µπορούµε να υποθέσουµε ότι h1

α(E) > 0, και αρκεί να ϐρούµε µ ∈ P(E) τέτοιο
ώστε µ(Q) ≤ C`(Q)α για δυαδικό κύβο Q µε `(Q) ≤ 1.
Ισχυριζόµαστε ότι αρκεί να ϐρούµε, για κάθε m ∈ Z+, ένα ϑετικό µέτρο µ µε τις εξής ιδιότητες :

Το µ έχει support στην ένωση των κύβων Q ∈ Qm το οποίο τέµνει το Ε. (2)
‖ µ ‖≥ C−1 (3)
µ(Q) ≤ `(Q)α για όλους τους δυαδικούς κύβους µε `(Q) ≥ 2−m. (4)

Οπού εδώ το C είναι αναξάρτητο του m.
∆ηλαδή, αν αυτό µπορεί να συµβεί,τότε λέµε ότι τα µέτρα ικανοποιούν τα (2), (3), (4) µέσω µm. Η (4) συνεπάγει
ένα ϕράγµα στο ‖ µm ‖, ώστε να υπάρχει ένα ασθενή οριακό σηµείο µ. Η (2) τότε δείχνει ότι το µ έχει στήριγµα
στο Ε, η (4) δείχνει ότι µ(Q) ≤ `(Q)α για όλους τους δυαδικούς κύβους, και (3)δείχνει ότι ‖ µ ‖≥ C−1. Αναλόγως,
ένα κατάλληλο ϐαθµωτό πολλαπλάσιο του µ µας δείνει το απαραίτητο µέτρο πιθανότητας.
Υπάρχουν πολλοί τρόποι για να κατασκευάσουµε το µέτρο που ϑα ικανοποιεί τα (2), (3), (4). Χοντρικά κάποιος
πρέπει να ϐρει ένα µέτρο µ µε το κατάλληλο στήριγµα και µε συνολική µάζα τόσο µεγάλη όσο είναι δυνατόν
για να ικανοποιείται και η (3).
΄Ετσι λοιπόν παίρνουµε ένα m, και ϑα κατασκευάσουµε µία πεπερασµένη ακολουθία µέτρων νm, ..., ν0 µε αυτή
τη σειρά, όπου ν0 είναι το µέτρο που Ϲητάµε.
Αρχίζουµε ορίζοντας το νm να είναι µοναδικό µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
1. Σε κάθε Q ∈ Qm, νm είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο Lebesgue µέτρου (δηλαδή αν λn n-διάστατο µέτρο Lebesgue
και B ∈ B και t > 0 ∈ Rn τότε λn(t · B) = tnλn(B)).
2. Αν Q ∈ Qm και Q ∩ E = ∅, τότε νm(Q) = 0.
3. Αν Q ∈ Qm και Q ∩ E , ∅, τότε νm(Q) = 2−mα.

Αν ϑέσουµε k = m, τότε το νk έχει τις ακόλουθες ιδιότητες : είναι απόλυτα συνεχές στο Lebesgue µέτρο, και
νk(Q) ≤ `(Q)α αν Q δυαδικός κύβος µε πλευρά 2− j, k ≤ j ≤ m. (5)
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Αν Q1 είναι δυαδικός κύβος µε πλευρά 2−k, τότε υπάρχει µία κάλυψη FQ1 του Q1∩E από δυαδικούς κύβους
που περιέχονται στο Q1 τέτοιοι ώστε νk(Q1) ≥

∑
Q∈FQ1

`(Q)α. (6)
Υποθέτουµε τώρα ότι 1 ≤ k ≤ m και έχουµε κατασκευάσει ένα απόλυτα συνεχές µέτρο νk µε τις ιδιότητες

(2), (5), (6). Θα κατασκευάσουµε το νk−1 να έχει τις ίδιες ιδιότητες, όπου στην (5) και (6) αντικαθυστούµε το k µε
το k−1. ∆ηλαδή, για να ορίσουµε το νk−1 αρκεί να ορίσουµε το νk−1(Y) όπου Y περιέχεται σε ένα κύβο Q ∈ Qk−1.
Παίρνουµε ένα Q ∈ Qk−1 και ϑεωρούµε δύο περιπτώσεις :

(i)νk(Q) ≤ `(Q)α. Σε αυτή την περίπτωση αφήνουµε το νk−1 να ¨συνµφωνεί¨ µε το νk σε υποσύνολα του Q.
(ii)νk(Q) ≥ `(Q)α. Σε αυτή την περίπτωση αφήνουµε το νk−1 να ¨συµφωνεί¨ µε το cνk σε υποσύνολα του Q,

όπου c είναι το ϐαθµωτό 2−(k−1)α

νk(Q) .
Παρατηρούµε ότι νk − 1(Y) ≤ νk(Y) για οποιοδήποτε σύνολο Y, και επιπλέον νk−1(Q) ≤ `(Q)α αν Q ∈ Qk−1.

Αυτές οι ιδιότητες και (5) για νk δίνουν το (5) για το νk−1, και (2) για νk−1 ϐγαίνει κατευθείαν από την (2) για
το νk. Για το (6) του νk−1, παίρνουµε ένα Q ∈ Qk−1. Αν Q είναι όπως στην περίπτωση (ii), τότε νk−1(Q) = `(Q)α,
ώστε να χρησιµοποιήσουµε την κάλυψη από το {Q}. Αν Q είναι όπως στην περίπτωση (i) τότε για καθένα από
τους κύβους Q j ∈ Qk των οποίων η ένωση είναι Q έχουµε την κάλυψη του Q j ∩ E που σχετίζεται µε το (6) για
νk. Αφού νk και νk−1 ¨συµφωνούν¨ στα υποσύνολα του Q, µπορούµε απλά να ενώσουµε τις καλύψεις µαζί για
να πάρουµε µια κατάλληλη κάλυψη του Q ∩ E. Αυτό συµπερένει το επαγωγικό ϐήµα από το νk στο νk−1.

΄Ετσι καταλήγουµε τελικά στην κατασκευή του ν0. ΄Εχει τις ιδιότητες (2), (4)(αφού ϐλέπουµε ότι για το ν0
αυτά είναι ισοδύναµα του (5», και από το (6) και τον ορισµό του h1

α έχουµε την ιδιότητα (5). �

Ορισµός 2.2. Ορίζουµε ως α-διάστατη ενέργεια (a-dimensional energy) ενός (ϑετικού) µέτρου µ µε συµπαγές
στήριγµα τη ϕόρµουλα:

Iα(µ) =
"

| x − y |−α dµ(x)dµ(y).

Πάντα υποθέτουµε ότι 0 < α < n. Ορίζουµε επίσης το δυναµικό

Vα
µ (y) =

∫
| x − y |−α dµ(x).

Και εποµένως

Iα(µ) =
∫

Vα
µ dµ. (7)

Λήµµα 2.2. (i) Αν µ είναι µέτρο πιθανότητας µε συµπαγές στήριγµα και ικανοποιεί την (1), τότε Iβ(µ) < ∞ για όλα
τα β < α. (ii) Αντιστρόφως, αν µ είναι µέτρο πιθανότητας µε συµπαγές στήριγµα και µε Iα(µ) < ∞, τότε υπάρχει ένα
άλλο µέτρο πιθανότητας ν τέτοιο ώστε ν(X) ≤ 2µ(X) για όλα τα σύνολα Χ και έτσι ώστε το ν να ικανοποιεί την (1).

Απόδειξη. (i) Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η διάµετρος του support του µ είναι ≤ 1. Τότε :

Vβ
µ (x) =

∫
dµ(y)
| x − y |β

=

∞∑
j=0

∫
1

2 j+1 ≤|x−y|≤ 1
2 j

dµ(y)
| x − y |

.
∞∑
j=0

2 jβµ(D(x, 2− j)).

το οποίο προκύπτει από τον παραπάνω ορισµό και από το ότι πληρείται η ανισότητα (1). Αναλόγως, αν το µ
ικανοποιεί την (1), και β < α, τότε προκύπτει :

Vβ
µ (x) .

∞∑
j=0

2 jβ2− jα . 1

και έχοντας αυτό και από την σχέση (7) έχουµε ότι Iα(µ) < ∞.
. (ιι) ΄Εστω F ένα σύνολο σηµείων x τέτοια ώστε Vα

µ (x) ≤ 2Iα(µ). Τότε ϐλέπουµε από (7) ότι µ(F) ≥ 1/2. ΄Εστω
XF είναι η συνάρτηση-δείκτης της F και έστω ν(X) = µ(X ∩ F)/µ(F). Πρέπει να δείξουµε ότι η ν ικανοποιεί την
σχέση (1). ΄Εστω πρώτα ότι x ∈ F. Αν r > 0 τότε

r−αν(D(x, r)) ≤ Vα
ν (x) ≤ 2Vα

µ (x) ≤ 4Iα(µ).

το οποίο προκύπτει από τις προηγούµενες σχέσεις της αποδείξης και την (2). Αυτό όµως ικανοποιεί την (1) όταν
x ∈ F. Γενικά για οποιαδήποτε x, ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις. Αν r είναι τέτοιο ώστε D(x, r) ∩ F = ∅ τότε
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προφανώς ν(D(x, r)) = 0. Και αν D(x, r) ∩ F , ∅, έστω y ∈ D(x, r) ∩ F. Τότε ν(D(x, r)) ≤ ν(D(x, 2r)) . rα από το
πρώτο µέρος της απόδειξης. �

Πρόταση 2.2. Αν Ε είναι συµπαγές τότε η Hausdorff διάσταση του Ε συµπίπτει µε τον αριθµό

sup(α : ∃µ ∈ P(E), Iα(µ) < ∞).

Απόδειξη. Ονοµάζουµε το παραπάνω sup ως s. Αν β < s τότε από το παραπάνω λήµµα (ii) Ε είναι support
σε ένα µέτρο µ µε µ(D(x, r)) ≤ Crβ. Τότε από πρόταση 8.2 Hβ(E) > 0, οπότε β ≤ dimE. Οπότε s ≤ dimE.
Συνεπώς, αν β < dimE τότε από πρόταση 2.1 Ε είναι support σε ενα µέτρο µ µε µ(D(x, r)) ≤ Crβ+ε για ε > 0
αρκετά µικρό. Τότε Iβ(µ) < ∞, οπότε β ≤ s, το οποίο δείχνει ότι dimE ≤ s. �

Τα παρακάτω µας δείχνουν την εισαγωγή του µετασχηµατισµού Fourier στη διάσταση και τα µέτρα Haus-
dorff, για να καταλήξουµε στο ϑεώρηµα προβολών του Marstrand όπου ο µετασχηµατισµός Fourier είναι
απαραίτητος για να περιγράψουµε προβολές στη διάσταση Hausdorff.

Πρόταση 2.3. ΄Εστω µ ϑετικό µέτρο µε συµπαγές στήριγµα και 0 < α < n. Τότε∫ ∫
| x − y |−α dµ(x)dµ(y) = cα

∫
| µ̂(ξ) |2| ξ |−(n−α) dξ (8)

, όπου cα =
γ( n−α

2 )πα−
n
2

γ( α2 ) , γ(s) =
∫ ∞

0 e−t ss−1dt.

Απόδειξη. Για την απόδειξη αυτή ϑα χρησιµοποιήσουµε την συνάρτηση Riesz-Kernel κα(x) =| x |−α, 0 < α <
n. ΄Οµως σε αυτή τη συνάρτηση δεν υπάρχει ο µετασχηµατισµός Fourier και γράφουµε το µετασχηµατισµό της
µε την έννοια των κατανοµών.
∆ηλαδή έστω συναρτήσεις ϕ και f , εµείς ξέρουµε ότι αν και οι δύο έχουν µετασχηµατισµό Fourier τότε

∫
φ f̂ =∫

φ̂ f άν όµως η f δεν έχει µετασχηµατισµό και αλλά υπάρχει h συνάρτηση τέτοια ώστε
∫
φh =

∫
φ̂ f τότε λέµε

ότι ο µεταστηµατισµός Fourier της f είναι η h.
Στη συγκεκριµένη περίπτωση λοιπόν κ̂α = γ(n, α)κn−α όπου γ(n, α) µία σταθερά. Και άρα έχουµε

∫
καφ̂ =

γ(n, α)
∫
κn−αφ όπου ϕ έιναι Schwartz.

Επίσης εδώ χρησιµοποιούµε τον τύπο του Convolution δηλαδή φ∗ f (x) =
∫
φ(y) f (x−y)dy όπως και τις ιδιότητες∫

û ¯̂v =
∫

uv̄ και φ̂ ∗ f = φ̂ f̂ .
΄Ετσι λοιπόν έχουµε ότι

Iα(µ) =
∫ ∫

| x − y |−α dµ(x)dµ(y) =
∫

κα∗ | µ =

∫
κ̂αµ ¯̂µ =

∫
ˆκalpha | µ̂ |2= cα

∫
| µ̂(ξ) |2| ξ |α−n dξ,

που είναι η Ϲητούµενη ισότητα. �

Λήµµα 2.3. ΄Εστω φ ακτινική ϕθίνουσα συνάρτηση Schwartz µε L1 νόρµα 1, και έστω 0 < α < n. Τότε∫
| x − y |−α φ(y)dy .| x |−α

, όπου η ¨σιωπηρή¨ σταθερά εξαρτάται µόνο από το α, όχι από την επιλογή του φ.

Απόδειξη. ΄Εστω φ(x) = e−π|x|
2 . Τότε έχουµε φε ∗ µ ∈ S, οπότε" " | x − y |−α φε(x − z)φε(y − w)dxdydµ(z)dµ(w) = cα

∫
| µ̂(ξ) |2| φ̂(εξ) |2| ξ |−n−α dξ. (10)

Τώρα αφήνουµε το ε→ 0. Η αριστερή πλευρά του (10), η έκφραση της παρένθεσης συγκλίνει κατά σηµείο στο
| z − w |−α (χρησιµοποιώντας ότι αν φ ∈ S και

∫
φ = 1 τότε (1)αν f συνεχής που τείνει στο 0 στο άπειρο έχουµε

φε ∗ f → f οµοιόµορφα καθώς ε → 0 και (2)αν f ∈ Lp, 1 ≤ p < ∞ τότε φε ∗ f → f στον Lp καθώς ε → 0).
Αν Iα(µ) < ∞ τότε η σύγκλιση κυριαρχείται σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα, οπότε τα ολοκληρώµατα στο
αριστερό µέλος συγκλίνουν στο Iα(µ). Αν Iα(µ) = ∞, τότε αυτό παραµένει αληθές σύµφωνα µε το λήµµα του
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Fatou. Στη δεξιά πλευρά του (10) παροµοίως : τα ολοκληρώµατα συγκλίνουν κατά σηµείο στο | µ̂(ξ) |2| ξ |−(n−α).
Αν
∫
| µ̂(ξ) |2| ξ |−(n−α) dξ < ∞ τότε η σύγκλιση κυριαρχείται αφού οι παράγωντες φ̂(εξ) ϕράσονται από το 1,

οπότε τα ολοκληρώµατα συγκλίνουν στο
∫
| µ̂(ξ) |2| ξ |−(n−α) dξ. Αν

∫
| µ̂(ξ) |2| ξ |−(n−α) dξ = ∞ τότε αυτό

παραµένει αληθές από το λήµµα του Fatou. Αναλόγως πέρνοντας όρια καταλήγουµε πάλι στο (10). �

Πόρισµα 2.1. ΄Εστω µ είναι ένα µέτρο πιθανότητας µε συµπαγές στήριγµα στον Rn µε

| µ̂(ξ) |≤ C | ξ |−β,

για κάποιο 0 < β < n/2, ή γενικότερα ότι είναι αληθής στον L2 που σηµαίνει∫
D(0,N)

| µ̂(ξ) |2 dξ ≤ CNn−2β. (11)

Τότε η διάσταση του support της µ είναι τουλάχιστον 2β.

Απόδειξη. Αρκεί, σύµφωνα µε τη πρόταση 2.2, να δείξουµε ότι αν η (11) ισχύει τότε Iα(µ) < ∞ για όλα τα
α < 2β. ΄Οµως ∫

|ξ|≥1
| µ̂(ξ) |2| ξ |−(n−α) dξ .

∞∑
j=0

2− j(n−α)
∫

2 j≤|ξ|≤2 j−1
| µ̂(ξ) |2 dξ

.
∞∑
j=0

2− j(n−α)2 j(n−2β)

< ∞

Αν α < 2β και η (11) ισχύει. Παρατηρούµε επίσης ότι το ολοκλήρωµα στο ξ ≤ 1 είναι πεπερασµένο αφού
| µ̂(ξ) |≤‖ µ ‖= 1,δηλαδή

∫
|ξ|≤1 | µ̂(ξ) |2| ξ |α−n dξ =

∫
1
|ξ|α−n dξ το οποίο ολοκληρώνεται και έιναι πεπερασµένο. �

Παρατήρηση 1. Βλέποντας το αντίστροφο πρόβληµα, δηλαδή αν ένα συµπαγές σύνολο διάστασης α µπορεί να
είναι support σε ένα µέτρο µ µε

| µ̂(ξ) |≤ Cε(1+ | ξ |)−α/2+ε (12)

για όλα τα ε > 0. Η απάντηση είναι όχι. Πράγµατι υπάρχουν πολλά σύνολα µε ϑετική διάσταση που δεν
αποτελούν support σε κανένα µέτρο µ του οποίου ο µετασχηηµατισµός Fourier να πηγαίνει στο 0 καθώς | ξ |→ ∞.
Ο ευκολότερος τρόπος είναι παίρνοντας το γραµµικό διάστηµα E = [0, 1]x{0} ⊂ R2. Το Ε έχει προφανώς διάσταση
1, αλλά αν µ είναι ένα µέτρο µε support στο Ε τότε µ̂(ξ) εξαρτάται µόνο από το ξ1, οπότε δεν είναι δυνατόν να πάει
στο 0 όταν τείνει στο∞. Αν πάρουµε για n = 1, έχουµε να κάνουµε τη µοναδικότητα των συνόλων. Για παράδειµα
το 1/3Cantor σύνολο δεν µπορεί να είναι support σε µέτρο µ τέτοιο ώστε µ̂ να ¨χάνεται¨ στο άπειρο.
΄Οντως είναι προφανές ότι υπάρχει αντιπαράδειγµα. ΄Ενα σύνολο Ε µε δωσµένη διάσταση α που είναι support σε
ένα µέτρο που ικανοποιεί την (12) (παρουσιάζουµε την κατασκευή του, µέσω του R. Kaufman παρακάτω).
Σαν τυπική εφαρµογή έχουµε µία ειδική περίπτωση του παρακάτω ϑεωρήµατος προβολής του Marstrand. ΄Εστω
e είναι µοναδιαίο διάνυσµα στον Rn και E ⊂ Rn ένα συµπαγές σύνολο. Η προβολή Pe(E) είναι ένα σύνολο
{x · e : x ∈ E}. Θέλουµε να σχετίσουµε τις διαστάσεις του Ε και των προβολών του. Παρατηρούµε καταρχάς
ότι dimPeE ≤ dimE (που αφτό συµπίπτει από τον ορισµό της διάστασης και το ότι η προβολή Pe έιναι Lipschitz
συνάρτηση).
΄Ενα καλό παράδειγµα, είναι µια οµαλή καµπύλη στον R2. Αυτή είναι µονοδιαστατη, και σχεδόν όλη η προβολή
της ϑα είναι επίσης µονοδιάστατη. Παρόλα αυτά αν η καµπύλη είναι ευθεία τότε µία προβολή της ϑα είναι απλώς
ένας σηµείο.

Θεώρηµα 2.1 (Η προβολή Marstrand (για µονοδιάστατες προβολές». Υποθέτουµε ότι E ⊂ Rn είναι συµπαγές και
ότι dimE = α. Τότε
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(i) Αν α ≤ 1 τότε e ∈ S n−1 και έχουµε dimPeE = α.
(ii) Αν α > 1 τότε e ∈ S n−1 η προβολή PeE έχει ϑετικό µονοδιάστατο µέτρο Lebesgue.

Απόδειξη. Αν µ µέτρο µε support στο Ε,e ∈ S n−1, τότε το προβάλων µέτρο µe είναι το µέτρο στον R και
ορίζεται ως : ∫

f dµe =

∫
f (x · e)dµ(x)

για συνεχής f . Παρατηρούµε ότι

µ̂e(k) =
∫

e−2πikx·edµ(x) = µ̂(ke)

΄Εστω α < dimE, και µ µέτρο µε support στο Ε µε Iα(µ) < ∞. Τότε έχουµε∫
| µ̂(ke) |2| k |−1+α dkdσ(e) < ∞ (13)

από την πρόταση 2.3 και πολικές συντεταγµένες(
∫
Rd f (x)dx =

∫ ∞
0 rd−1

∫
S d−1 f (rξ)dσ(ξ)dr). Εποµένως έχουµε για

σχεδόν όλα τα e ∫
| µ̂(ke) |2| k |−1+α dk < ∞.

Συνεπάγεται πάλι από την ίδια πρόταση ότι για n = 1 για σχεδόν όλα τα e το προβάλων µέτρο µe έχει πεπερασµένη
α-διάστατη ενέργεια. Αυτό µε την πρόταση 2.2 µας δίνει το µέρος (i), αφού µe έχει support στο σύνολο προβολής
PeE. Για το (ii), παρατηρούµε ότι αν dimE > 1 µπορούµε να πάρουµε το α = 1 στην (13). Εποµένως µ̂e είναι
στον L2 σχεδόν για όλα τα e. Ξέρουµε τώρα ότι αν µ ∈ M(Rn) και µ̂ ∈ L2 τότε µ είναι απόλυτα συνεχές ως προς
Lebesgue µέτρο µε L2 πυκνότητα. Εποµένως PeE πρέπει να έχει ϑετικό Lebesgue µέτρο. �
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Σύνολα µε µέγιστη Fourier διάσταση

Ορισµός 3.1. ΄Εχουµε ένα α > 0 και

Eα = {x ∈ R : ∃
α

q
:| x −

α

q
|≤ q−(2+α).

όπου υπάρχουν άπειρου πλήθους πραγµατικοί α
q .

Πρόταση 3.1. Η Hausdorff διάσταση του Eα είναι ίση µε 2
2+α

Απόδειξη. Θα δείξουµε µόνο ότι dimE ≤ 2
2+α . ΄Αρκει να το αποδείξουµε για το πάνω ϕράγµα του Eα∩[−N,N].

Θεωρούµε το σύνολο των διαστηµάτων Iαq = (αq − q−(2+α), αq + q−(2+α)), όπου 0 ≤ α ≤ Nq είναι ακέραιοι. Τότε∑
q>q0

∑
α

| Iαq |
β≈
∑
q>q0

q · q−β(2+α),

το οποίο είναι πεπερασµένο και τείνει στο 0 καθώς q0 → ∞ αν β > 2
2+α . Για οποιοδήποτε q0 το σύνολο

{Iαq : q > q0} καλύπτει Eα ∩ [−N,N], το οποίο έχει Hβ(Eα ∩ [−N,N]) = 0 όταν β > 2
2+α . �

Θεώρηµα 3.1 (Kaufman). Για κάθε α > 0 υπάρχει ένα ϑετικό µέτρο µ µε στήριγµα σε υποσύνολο του Eα τέτοιο
ώστε

| ∩µ(ξ) |≤ Cε | ξ |
− 1

2+α+ε

για όλα τα ε > 0.

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται πιο ¨φυσικά¨ χρησιµοποιώντας περιοδικές συναρτήσεις. ΄Εστω Tn είναι n-
τόρος τον οποίο ϑεωρούµε ως [0, 1]x...x[0, 1], εποµένως µια συνάρτηση στονTn είναι το ίδιο όπως µία συνάρτηση
στον Rn περιοδική για το πλέγµα Zn.

Αν f ∈ L1(Tn) τότε ορίζουµε τους Fourier συντελεστές ως :

f̂ (k) =
∫
Tn

f (x)e−2πik·xdx, k ∈ Zn

και κάνουµε ανάλογο ορισµό µέτρων. Αν f είναι λεία τότε έχουµε | f̂ (k) |≤ CN | k |−N για όλα τα Ν και∑
k∈Zn f̂ (k)e2πik·x = f (x). Επίσης, αν f ∈ L1(Tn) ορίζουµε την περιοδολόγηση του ως

fper(x) =
∑
ν∈Zn

f (x − ν).

Τότε fper ∈ L1(Tn). �
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