
¡Î„Â‚ÒÈÍ›Ú Í·È ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ÏÂ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ÛÙÁ ÏÔÒÈ·Ífi ‚ÈÔÎÔ„fl·

»Â¸‰˘ÒÔÚ ÕÈÍÁÙ¸ÔıÎÔÚ

–ÂÒflÎÁ¯Á

« „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi Ù˘Ì ÏÔÒfl˘Ì ÂflÌ·È ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Û˜Â‰È·ÛÏÔ˝ Í·È
Â˝ÒÂÛÁÚ ˆ·ÒÏ·ÍÂıÙÈÍ˛Ì ÒÔ˙¸ÌÙ˘Ì Í·Ë˛Ú Í·È „È· ÙÔÌ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì ˜ÁÏÈÍ˛Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì
ÙÔıÚ. « ··ÒflËÏÁÛÁ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÂˆÈÍÙ˛Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ ÒÔÛˆ›ÒÂÈ
ÏÈ· ·ÍÒÈ‚fi ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· „È· ÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ ÂÌ¸Ú ‚›ÎÙÈÛÙÔı ÎfiËÔıÚ fi ÏÂÒÈÍ˛Ì ·Ô‰ÂÍÙ˛Ì
„Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÂÌ›Ò„ÂÈ·Ú ÙÔıÚ. « ÂflÛÔ‰ÔÚ
ÛÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏ¸ Ï·Ú ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì, ÒÔÂÒ˜¸ÏÂÌÁ
·¸ ÙÁÌ ˜ÁÏÈÍfi ÏÔÒÈ·Ífi ‰ÔÏfi, Í·È Á ›ÓÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ, ÛıÌfiË˘Ú ÎfiÒÂÚ, Ù˘Ì
ÂˆÈÍÙ˛Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì ÛÂ Í·ËÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÒÈÔ˜›Ú ÙÔı ÛıÌ¸ÎÔı Î˝ÛÂ˘Ì. √È·
Ï¸ÒÈ· fi ıÔ-ÂÒÈÔ˜›Ú ÏÔÒfl˘Ì ÏÂ ÏÂÒÈÍ›Ú ‰ÂÍ‹‰ÂÚ ‚·ËÏÔ˝Ú ÂÎÂıËÂÒfl·Ú, ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ Ï·Ú
ÂflÌ·È ÈÍ·Ì›Ú Ì· ··ÒÈËÏfiÛÔıÌ ÎfiÒ˘Ú ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì. Ã›ËÔ‰ÔÈ ÙÁÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ
„Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈ·Ú
ÂÏ‚‹ÙÈÛÁÚ, ÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È NP-ÎfiÒÁ. ≈ÈÎ›ÔÌ, ‚·ÛÈÍ‹ ÂÒ„·ÎÂfl· ·ÔÙÂÎÔ˝Ì, ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÁÌ
ÍÎ·ÛÈÍfi Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁ, Á „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì Í·È ÔÈ ‰È·Ù·Ò·˜›Ú
ÈÌ‹Í˘Ì „È· ÙÁÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì (fi È‰ÈÔ-)ÙÈÏ˛Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÛıÏÏÂÙÒÈÍ˛Ì
ÈÌ‹Í˘Ì. œÈ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔfl ÂflÌ·È ÍıÒfl˘Ú ·ÒÈËÏÁÙÈÍÔfl „È· Î¸„ÔıÚ Ù·˜˝ÙÁÙ·Ú. ŸÛÙ¸ÛÔ, Í·Ù‹
ÙÁÌ ÒÔÛ‹ËÂÈ· Â„„˝ÁÛÁÚ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì, Í·Ù·ˆ›Ò·ÏÂ Ì· ˆÒ‹ÓÔıÏÂ ·¸ Í‹Ù˘ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸
Ù˘Ì ‚·ËÏ˛Ì ÂÎÂıËÂÒfl·Ú ÙÔı ·Î„Â‚ÒÈÍÔ˝ ÛıÌ¸ÎÔı Î˝ÛÂ˘Ì. « ıÎÔÔflÁÛfi Ï·Ú ÏÂ ˜ÒfiÛÁ
ÙÔı ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙÔÚ MATLAB (fi ÙÔı SCILAB) ·Ò·ÙflËÂÙ·È ÛÂ ·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· ÏÈÍÒ˛Ì ÍıÍÎÈÍ˛Ì
ÏÔÒfl˘Ì Í·Ë˛Ú Í·È ÛÂ „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒ· Ï¸ÒÈ·, fi ıÔ-ÂÒÈÔ˜›Ú ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ˘Ì ÏÔÒfl˘Ì, ›˜ÔÌÙ·Ú Ï›˜ÒÈ
20 ‚·ËÏÔ˝Ú ÂÎÂıËÂÒfl·Ú. ‘· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÒÔ›Ò˜ÔÌÙ·È Í·È ·¸ ÂÈÒ‹Ï·Ù· NMR
ÍıÏ·ÈÌ¸ÏÂÌÁÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi ÈÛÙÂ˝ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ï·Ú ‰ÈÂıÍÔÎ˝ÌÂÈ
ÙÔÌ ÂÌÙÔÈÛÏ¸ „ÂÈÙÔÌÈÍ˛Ì Î˝ÛÂ˘Ì. ¡ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·, ‚·ÛÈÛÏ›Ì· ÛÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ
ÊÂı„˛Ì ÛÁÏÂfl˘Ì, ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÁ ÒÔÏÔÙÈÍfi Í·È ÛÙÔÌ Û˜Â‰È·ÛÏ¸ ÏÂ ıÔÎÔ„ÈÛÙfi (CAD).

≈¸ÙÁÚ ≈Ò„·Ûfl·Ú: √Â˛Ò„ÈÔÚ √Â˘Ò„·Í¸ÔıÎÔÚ
‘flÙÎÔÚ: ≈flÍÔıÒÔÚ  ·ËÁ„ÁÙfiÚ



≈ı˜·ÒÈÛÙflÂÚ

»· fiËÂÎ· Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ ÙÔıÚ ÂÈ‚Î›ÔÌÙÂÚ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ·ıÙfiÚ √Â˛Ò„ÈÔ √Â˘Ò„·Í¸ÔıÎÔ

Í·È …˘‹ÌÌÁ ≈ÏflÒÁ, „È· ÙÁÌ Í·ËÔ‰fi„ÁÛÁ ÙÔıÚ, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔÌ –·Ì·„È˛ÙÁ ‘Ò·˜·ÌÈ‹ „È·

ÙÁÌ ÛÙfiÒÈÓÁ ÙÔı Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ˆÔflÙÁÛÁÚ ÏÔı ÛÙÔ ‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì. «

‰ÈÂÍÂÒ·fl˘ÛÁ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ·ıÙfiÚ ‰ÂÌ Ë· fiÙ·Ì ‰ıÌ·Ùfi ‰fl˜˘Ú ÙÁÌ ˜ÒÁÏ·ÙÈÍfi ıÔÛÙfiÒÈÓÁ ÙÁÚ

√√≈‘ Í·È ÙÔı ÒÔ„Ò‹ÏÏ·ÙÔÚ ≈ÎÎÁÌ¸ˆ˘Ì˘Ì ÂÈÛÙÁÏ¸Ì˘Ì ÙÔı ÂÓ˘ÙÂÒÈÍÔ˝. ≈flÛÁÚ Ë· fiËÂÎ·

Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ ÙÔÌ Gordon Crippen (University of Michigan, Ann Arbor) „È· ÙÁÌ ÔıÛÈ·ÛÙÈÍfi

Í·ËÔ‰fi„ÁÛÁ ÙÔı ÛÙ· ÙÒ›˜ÔÌÙ· ÂÒÂıÌÁÙÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÁÚ ÃÔÒÈ·ÍfiÚ ¬ÈÔÎÔ„fl·Ú Í·È ÙÔÌ

Timothy Havel (Harvard Medical School & MIT) Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÏÂÎ›ÙÁÚ ÙÁÚ √Â˘ÏÂÙÒfl·Ú

Ù˘Ì ¡ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì.
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 1

ÃÈ· ”˝ÌÙÔÏÁ ≈ÈÛ·„˘„fi ÛÙÁ ÃÔÒÈ·Ífi

¬ÈÔÎÔ„fl·

œ ‰ÔÏÈÍ¸Ú ÎflËÔÚ Ù˘Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì Ôı ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔıÌ ›Ì· ‚ÈÔÎÔ„ÈÍ¸ ÔÒ„·ÌÈÛÏ¸ ÂflÌ·È ÔÈ

Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ. ”ÙÔÌ ·ÌËÒ˛ÈÌÔ ÔÒ„·ÌÈÛÏ¸ Í·È Ï¸ÌÔ, Í‹ÔÈÔÚ ÏÔÒÂfl Ì· ·ÌÈ˜ÌÂ˝ÛÂÈ ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ

ÂÍ·Ù¸ ˜ÈÎÈ‹‰ÂÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ Âfl‰Á Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì. –ÔÎÎ›Ú ·¸ ÙÈÚ Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ ·ıÙ›Ú ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È

ÛÂ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ ÂÒÈÔ˜›Ú ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı Û˛Ï·ÙÔÚ (.˜. ÛÂ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· Âfl‰Á ÍıÙÙ‹Ò˘Ì),

ÂÌ˛ ÔÈ ı¸ÎÔÈÂÚ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÂ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ÂÒÈÔ˜fi. –·Ò·‰Âfl„Ï·Ù·

È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì Ôı ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔıÌ ÙÔıÚ ‚ÈÔÎÔ„ÈÍÔ˝Ú ÔÒ„·ÌÈÛÏÔ˝Ú Í·È ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È fiÍ·ËÔÒflÊÔÌÙ·È

·¸ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ Âfl‰Á Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì ÂflÌ·È: Á Ïı˙Ífi ‰ÔÏfi, Ù· ÏÈÍÒ¸‚È·, Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÔÓı„¸ÌÔı

ÛÙÔÌ ÔÒ„·ÌÈÛÏ¸ ÍÎ.

1.1 –Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ

œÈ Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ ·ÔÙÂÎÔ˝ÌÙ·È ·¸ ÏÂ„‹ÎÂÚ ·ÎıÛfl‰ÂÚ (·¸ 30 ˘Ú ÏÂÒÈÍ›Ú ˜ÈÎÈ‹‰ÂÚ) ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì.

ºÎ· Ù· ·ÏÈÌÔÓ›· ·ÔÙÂÎÔ˝ÌÙ·È ·¸ ›Ì· ÍÂÌÙÒÈÍ¸ ‹ÙÔÏÔ ‹ÌËÒ·Í· (Ca) ÛÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È

ÂÌÛ˘Ï·Ù˘Ï›Ì· ›Ì· ‹ÙÔÏÔ ı‰ÒÔ„¸ÌÔı, Ïfl· ·ÏÈÌÔÏ‹‰· (Õ«2) Í·È ›Ì· Í·Ò‚ÔÓ˝ÎÈÔ (COOH)

(”˜fiÏ· 1-1). ŸÛÙ¸ÛÔ, ·ıÙ¸ Ôı ‰È·ˆÔÒÔÔÈÂfl ÙÔ ›Ì· ·ÏÈÌÔÓ˝ ·¸ ›Ì· ‹ÎÎÔ, ÂflÌ·È Á ÎÂıÒÈÍfi

·ÎıÛfl‰· (side chain) Ôı ÂÌÛ˘Ï·Ù˛ÌÂÙ·È ÛÙÔ ‹ÙÔÏÔ ÙÔı ‹ÌËÒ·Í·. ’‹Ò˜ÔıÌ 20 ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹

Âfl‰Á ÎÂıÒÈÍ˛Ì ·ÎıÛfl‰˘Ì ÔÈ ÔÔflÂÚ Í·È Í·ËÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÔÌ „ÂÌÂÙÈÍ¸ Í˛‰ÈÍ·. ∂ÎÎ· Âfl‰Á

Í·ËÔÒflÊÔÌÙ·È, ÛÂ ÈÔ Û‹ÌÈÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, ˘Ú Ù· ÒÔ˙¸ÌÙ· ÂÌÊıÏ·ÙÈÍ˛Ì ·Ò·ÎÎ·„˛Ì. ‘·

·ÏÈÌÔÓ›· ÛıÌ‰›ÔÌÙ·È ·¸ ‹ÍÒÁ ÛÂ ‹ÍÒÁ, Í·Ù‹ ÙÁÌ Û˝ÌËÂÛÁ ÏÈ·Ú Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ, ÏÂ ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ

ÂÙÈ‰ÈÍ˛Ì ‰ÂÛÏ˛Ì. ‘Ô Í·Ò‚ÔÓ˝ÎÈÔ ÙÔı Ò˛ÙÔı ·ÏÈÌÔÓ›˘Ú ÛıÌ‰›ÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ·ÏÈÌÔÏ‹‰· ÙÔı
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”˜fiÏ· 1-1: ”˜ÁÏ·ÙÈÍ¸ ‰È‹„Ò·ÏÏ· ·ÏÈÌÔÓ›˘Ú Í·È ÂÙÈ‰ÈÍ˛Ì ‰ÂÛÏ˛Ì.

Â¸ÏÂÌÔı ·ÏÈÌÔÓ›˘Ú, ˛ÛÙÂ Ì· ÂÓ·ÎÂflˆÂÙ·È ÙÔ ÌÂÒ¸, ›˜ÔÌÙ·Ú ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÌ ‰ÁÏÈÔıÒ„fl·

ÂÌ¸Ú ÂÙÈ‰ÈÍÔ˝ ‰ÂÛÏÔ˝ (”˜fiÏ· 1-1). « ·Ò·‹Ì˘ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Â·Ì·Î·Ï‚‹ÌÂÙ·È Í·Ë˛Ú

Á ·ÎıÛfl‰· ÒÔÂÍÙÂflÌÂÙ·È. ∏Ì· ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÔı ÙÂÎÂıÙ·flÔı ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á ·ÏÈÌÔÏ‹‰· ÙÔı

Ò˛ÙÔı ·ÏÈÌÔÓ›˘Ú ·Ò·Ï›ÌÂÈ ·Ì›·ˆÁ. « ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· Ù˘Ì Â·Ì·Î·Ï‚·Ì¸ÏÂÌ˘Ì ÂÙÈ‰ÈÍ˛Ì

‰ÂÛÏ˛Ì ·Ò‹„ÂÈ ÏÈ· ÍÂÌÙÒÈÍfi ·ÎıÛfl‰· (fi ÛÙfiÎÁ) ·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· Ù· ‰È‹ˆÔÒ· Âfl‰Á ·ÎıÛfl‰˘Ì

ÒÔÂÓ›˜ÔıÌ ÛÙÔ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ˜˛ÒÔ ÙÁÚ Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ. œÈ ÎÂıÒÈÍ›Ú ·ÎıÛfl‰ÂÚ Ù˘Ì ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì

›˜ÔıÌ ÏÈ· fi ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ¸˘Ú ÙÔ Ì· ÂflÌ·È ı‰Ò¸ˆÔ‚ÂÚ (‰ÁÎ. Ì·

·ÔˆÂ˝„ÔıÌ ÙÔ ÌÂÒ¸), Ì· ÂflÌ·È ÁÎÂÍÙÒÈÍ‹ ˆÔÒÙÈÛÏ›ÌÂÚ, Ì· ÒÔÍ·ÎÔ˝Ì ‰ıÛÍ·Ï¯fl· ÛÙÁÌ

ÍÂÌÙÒÈÍfi ·ÎıÛfl‰· ÙÁÚ Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ, Ì· ›˜ÔıÌ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ÏÂ„›ËÁ, ÍÎ. √È· Í‹ËÂ Ò˘ÙÂ¿ÌÁ,

Ù· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ·ÏÈÌÔÓ›· ÂflÌ·È ‹ÌÙ· ‰È·ÙÂÙ·„Ï›Ì· ÏÂ ÙÁÌ fl‰È· ÛÂÈÒ‹ Í·È ·ıÙfi Á ÛÂÈÒ‹

Í·ËÔÒflÊÂÈ ›ÏÏÂÛ· fi ‹ÏÂÛ· ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì.

–ÔÎÎ›Ú ·¸ ÙÈÚ Í˝ÒÈÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È fi ÂÁÒÂ‹ÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ

„Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ÙÔıÚ ‰ÔÏfi ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. ¡ıÙfi Á ‰ÔÏfi ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ‰È¸ÙÈ Í‹ËÂ

Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ·ÍÔÎÔıËfl· ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì ÙıÎfl„ÂÙ·È ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ·Ò‹„ÂÈ ÏÈ· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ

„Â˘ÏÂÙÒfl· ÙÁÚ ÂÍ‹ÛÙÔÙÂ Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ. ∏Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ·ıÙÔ˝ ÙÔı ˆ·ÈÌÔÏ›ÌÔı

‰flÌÂÙ·È ÛÙÔ ”˜fiÏ· 1-2. ”Â ˆıÛÈÔÎÔ„ÈÍ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ, Á ·ÍÔÎÔıËfl· Ù˘Ì ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì ¸Ôı ‰fl‰ÂÙ·È

ÛÙÔ (a) ÙıÎfl„ÂÙ·È ‰ÁÏÈÔıÒ„˛ÌÙ·Ú ÏÈ· ÛÙ·ËÂÒfi Í·È ÛıÏ·„fi ‰È‹Ù·ÓÁ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ

(b). ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ›˜ÔıÌ ÙÁÌ Ù‹ÛÁ Ì· ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÈÚ Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ

(ÏÈ· ·-›ÎÈÍ· Í·È Ù›ÛÛÂÒÈÚ ‚-ÍÎ˛ÌÔÈ ÛÙÁÌ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ), ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ

‰È‹Ù·ÓÁÚ Ù˘Ì ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì. œÈ ÂÈÍ¸ÌÂÚ (b) Í·È (c) ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú „Ò·ˆÈÍ›Ú ·Ì··Ò·ÛÙ‹ÛÂÈÚ

ÂÌ¸Ú ÏÔÌ·‰ÈÍÔ˝ ÛıÌ¸ÎÔı ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ. √È· Ì· Í·Ù·Î‹‚ÔıÏÂ ÙÁ
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”˜fiÏ· 1-2: ¡Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ.

‚ÈÔÎÔ„ÈÍfi ‰Ò‹ÛÁ Ù˘Ì Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì, Ë· Ë›Î·ÏÂ Ì· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔ‚Î›ÔıÏÂ ÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi

‰ÔÏfi ÙÔıÚ ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÁÚ ‰È‹Ù·ÓÁÚ Ù˘Ì ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì ÙÔıÚ. ŸÛÙ¸ÛÔ, ÙÔ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·Í¸Ï·

ÂˆÈÍÙ¸. –·Ò¸ÎÔ ¸ÙÈ ›˜ÔıÌ „flÌÂÈ ÔÎÎ›Ú ÒÔÛ‹ËÂÈÂÚ, ÙÈÚ ÙÂÎÂıÙ·flÂÚ ‰ÂÍ·ÂÙflÂÚ, ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·

·ıÙ¸ ·Ò·Ï›ÌÂÈ ‹ÎıÙÔ. ÃÈ· Ò·ÍÙÈÍfi Î˝ÛÁ Ë· ·ÔÙÂÎÔ˝ÛÂ ›Ì· ·¸ Ù· ÛÔı‰·È¸ÙÂÒ·

ÂÈÙÂ˝„Ï·Ù· ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ ÙÁÚ ÏÔÒÈ·ÍfiÚ ‚ÈÔÎÔ„fl·Ú.

1.2  ıÍÎÈÍ‹ Ï·ÍÒÔÏ¸ÒÈ·

≈Ì‰È·ˆ›ÒÔÌ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÂflÛÁÚ Á ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì ÍıÍÎÈÍ˛Ì Ï·ÍÒÔ-

ÏÔÒfl˘Ì ÏÂ 10 fi Í·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔıÚ ˜ÁÏÈÍÔ˝Ú ‰ÂÛÏÔ˝Ú ÛÙÔÌ ‰·ÍÙ˝ÎÈÔ. ”ÙÁÌ ˆ˝ÛÁ ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È

·ÒÍÂÙ›Ú ÍıÍÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÏÔÒfl˘Ì, ÔÈ ÔÔflÂÚ ›˜ÔıÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ‚ÈÔÎÔ„ÈÍfi ‰Ò·ÛÙÁÒÈ¸ÙÁÙ·. √È·

·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, ÏÈ· ÍÎ‹ÛÁ ÍıÍÎÈÍ˛Ì Ï·ÍÒÔÏÔÒfl˘Ì Á ÔÔfl· ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È Ï·ÍÒÔÎfl‰ÂÚ ˜ÒÁÛÈÏÂ˝ÂÈ

ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ·ÌÙÈ‚ÈÔÙÈÍ˛Ì [7]. ¡Î„¸ÒÈËÏÔÈ „È· ÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì

ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì ÂflÌ·È ˜ÒfiÛÈÏÔÈ Í·È „È· ÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì

Ù˘Ì Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì.  ·Ù‹ ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ ÏÂË¸‰˘Ì ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ÂÌÂÒ„ÂÈ·ÍÔ˝ ‰ıÌ·ÏÈÍÔ˝

ÏÈ·Ú Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ, ÂflÌ·È Û˝ÌÁËÂÚ Ì· ÂÈÎ›„ÂÈ Í‹ÔÈÔÚ ÏÈ· ·Ò˜ÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi Í·È Ì·

ÙÁÌ ·ÎÎ‹ÊÂÈ ÛÂ Í‹ËÂ ‚fiÏ· ›˜ÔÌÙ·Ú ÛÙ¸˜Ô Ì· ÏÂÈ˛ÛÂÈ (‚fiÏ·-ÒÔÚ- ‚fiÏ·) ÙÔ ÛıÌÔÎÈÍ¸

ÂÌÂÒ„ÂÈ·Í¸ ÙÁÚ ‰ıÌ·ÏÈÍ¸. ŸÛÙ¸ÛÔ, ÏÈ· ÏÈÍÒfi ·ÎÎ·„fi Ù˘Ì ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì „˘ÌÈ˛Ì, ÛÙÔ Ï›ÛÔ

ÙÁÚ ÍÂÌÙÒÈÍfiÚ ·ÎıÛfl‰·Ú ÙÁÚ Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ, ›˜ÂÈ ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÏÈ· ‰Ò·ÛÙÈÍfi ·ÎÎ·„fi ÙÁÚ

ÛıÌÔÎÈÍfiÚ ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ. ‘Ô ·Ò·‹Ì˘ ÒÔÍ·ÎÂfl Í·È ÏÈ· ‰Ò·Ï·ÙÈÍfi ·ÎÎ·„fi ÙÔı

ÂÌÂÒ„ÂÈ·ÍÔ˝ ‰ıÌ·ÏÈÍÔ˝ ÙÁÚ Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ, ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È ·ÌÂÈË˝ÏÁÙÔ. Ã›ËÔ‰ÔÈ

Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È „È· ÍıÍÎÈÍ‹ Ï¸ÒÈ· ‰flÌÔıÌ ÙÁÌ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· ‰ÔÍÈÏ‹ÊÔıÏÂ ÙÔÈÍ›Ú

·ÎÎ·„›Ú ÛÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ÏÈ·Ú Ò˘ÙÂ¿ÌÁÚ ˜˘ÒflÚ ·ıÙ¸ Ì· ÏÂÙ·‚‹ÎÂÈ ‰Ò·ÛÙÈÍ‹ ÙÁÌ

ÛıÌÔÎÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒfl· ÙÁÚ. ‘Ô ÍıÍÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· n ·Ù¸Ï˘Ì ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ: ‰Â‰ÔÏ›ÌÁÚ ÏÈ·Ú
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·ÎıÛfl‰·Ú n ·Ù¸Ï˘Ì, ÛıÌ‰Â¸ÏÂÌ˘Ì ÏÂ ÛÙ·ËÂÒÔ˝Ú ‰ÂÛÏÔ˝Ú Í·È ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ›Ú „˘ÌflÂÚ ÏÂÙ·Ó˝

Ù˘Ì ‰ÂÛÏ˛Ì ·ıÙ˛Ì, Í·È ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì Ù˘Ì (ÛÙ·ËÂÒ˛Ì) Ë›ÛÂ˘Ì Ù˘Ì ‰˝Ô Ò˛Ù˘Ì Í·È Ù˘Ì ‰˝Ô

ÙÂÎÂıÙ·fl˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ, Ì· ‚ÒÂËÔ˝Ì ÔÈ ÈË·Ì›Ú Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì n � 4 ÂÌ‰È‹ÏÂÛ˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì

[39]. ”ÙÁÌ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÂÒ„·Ûfl·, ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· Â˝ÒÂÛÁÚ Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì

ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì. º˘Ú ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘, „È· ÙÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ı‹Ò˜ÂÈ

ÂÒÂıÌÁÙÈÍ¸ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ Ù¸ÛÔ „È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì ¸ÛÔ Í·È „È· ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ

ÙÔı „È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì.

1.3 –ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ

≈Ó' ·ÈÙfl·Ú ÙÔı ¸ÙÈ Á „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi Ù˘Ì Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl

Ò·ÍÙÈÍ‹, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ˛ÛÙÂ Ì· ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·È ˜ÒfiÛÈÏÂÚ

ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ. –·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· Ù›ÙÔÈ˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÂflÌ·È Á ÍÒıÛÙ·ÎÎÔ„Ò‹ˆÈÛÁ (X-ray diffrac-

tion) Í·È ‰È‹ˆÔÒÂÚ ·Ò·ÎÎ·„›Ú ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ Ï·„ÌÁÙÈÍÔ˝ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏÔ˝ (Nuclear Magnetic

Resonance / NMR). œÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ NMR Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·È ÙÈÚ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ˆÔÒ›Ú ÛÂ Ï·ÍÒÔÏ¸ÒÈ·

Ù· ÔÔfl· Ë›ÎÔıÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ÛÙÁÌ ˆıÛÈÍfi Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔıÚ. –·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Ù›ÙÔÈ˘Ì

Ï·ÍÒÔÏÔÒfl˘Ì ÂflÌ·È ÂÍÂflÌÂÚ ÔÈ Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ ÔÒ„·ÌÈÛÏ¸ ÛÂ ı„Òfi ÏÔÒˆfi.

¡ıÙ¸ ›Ò˜ÂÙ·È ÛÂ ·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÔ„Ò‹ˆÈÛÁÚ ÛÙÁÌ ÔÔfl· ÂÈ‚‹ÎÎÂÙ·È ÙÔ

Ï·ÍÒÔÏ¸ÒÈÔ Ì· ÏÂÙ·ÙÒ·Âfl Ò˛Ù· ÛÂ ÛÙÂÒÂfiÏÔÒˆfi ˛ÛÙÂ Ì· ÂflÌ·È ‰ıÌ·ÙfiÁ ÍÒıÛÙ·ÎÎÔÔflÁÛÁ

ÙÔı. ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ ··ÈÙÂfl ÂÈÎ›ÔÌ ˜Ò¸ÌÔ ÂÌ˛ ÏÂÒÈÍ›Ú ˆÔÒ›Ú ÂflÌ·È ·¸ ‰˝ÛÍÔÎÔ ˘Ú ·‰˝Ì·ÙÔ.

ŸÛÙ¸ÛÔ, ·Ì Í·È Á ˆ˝ÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì NMR ÂflÌ·È È¸ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ „È· ÂÓ·„˘„fi ÛıÏÂÒ·ÛÏ‹Ù˘Ì

˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi Ù˘Ì Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì, ¸˘Ú Ë· ‰Ô˝ÏÂ ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ, ‰ÂÌ

·˝ÔıÌ Ì· ›˜ÔıÌ ÏÂÒÈÍ‹ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÏÂÈÔÌÂÍÙfiÏ·Ù·. ¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ Í·È ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì·

ÛÙÒ›ˆÂÙ·È ÙÔ ÂÌ‰È·ˆ›Ò˘Ì Ù˘Ì ÂÒÂıÌÁÙ˛Ì ÛÙÁÌ ·Ì‹ÙıÓÁ Í·È ˜ÒfiÛÁ ·Î„¸ÒÈËÏ˘Ì „È· ÙÁÌ

Ù·˜˝ÙÂÒÁ ÂÂÓÂÒ„·Ûfl· Ù˘Ì Û˜ÂÙÈÍ˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì. « ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ÙÂÒÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl·

·Î„¸ÒÈËÏ˘Ì Á„‹ÊÂÈ ·¸ ÙÁÌ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfi ËÂ˘Òfl· ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì. ‘Ô

ÙÂÎÂıÙ·flÔ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÔ ¸ÙÈ ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ NMR ÒÔÛˆ›ÒÔıÌ ÛıÌËfiÍÂÚ fi ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ˘Ú ÒÔÚ

ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ, Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì˘Ì ÔÏ‹‰˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì, ÂÌ¸Ú ÂÓÂÙ·Ê¸ÏÂÌÔı Ï·ÍÒÔÏÔÒflÔı.

”ÙÈÚ ·Ò˜›Ú ÙÔı 1980 ÂÏˆ·ÌflÛÙÁÍ·Ì ÔÈ Ò˛ÙÂÚ ÒÔÛ‹ËÂÈÂÚ ˜ÒfiÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı NMR

ÛÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ [27]. ¡ıÙfi Á ÙÂ˜ÌÈÍfi ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Ù· ‹ÙÔÏ· ı‰ÒÔ„¸ÌÔı

ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÏÈ· ÂÒÈÛÙÒÔˆfi (spin) Á ÔÔfl· ÏÔÒÂfl Ì· ›˜ÂÈ ‰˝Ô Í·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ÂflÙÂ ``‹Ì˘ ÂflÙÂ

``Í‹Ù˘. ≈‹Ì ›Ì· ‹ÙÔÏÔ ı‰ÒÔ„¸ÌÔı ›ÒËÂÈ ÛÂ Â·ˆfi ÏÂ ›Ì· Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ ÏfiÍÔÚ Í˝Ï·ÙÔÚ, Ù¸ÙÂ Á

ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı ·ÎÎ‹ÊÂÈ, ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ·Ò·Ï›ÌÂÈ Á fl‰È·. ”ıÌÂ˛Ú, Á ·ÔÒÒ¸ˆÁÛÁ ˆ‹ÛÏ·ÙÔÚ
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„È· ›Ì· ‹ÙÔÏÔ ı‰ÒÔ„¸ÌÔı, ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÏÈ· ÍÔÒıˆfi ÛÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ÍıÏ·ÙÔÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ ¸Ù·Ì Á

ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ·ÎÎ‹ÊÂÈ. ≈ÈÎ›ÔÌ, ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ÙÔ ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ Û˝ÊÂıÓÁÚ ‰˝Ô ÂÒÈÛÙÒÔˆ˛Ì

(spin-spin coupling) ·ÔÍ·ÎÔ˝ÏÂÌÁ Í·È ˘Ú Nuclear Overhauser effect (NOE). ≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ

Á ·ÍÒÈ‚fiÚ Ûı˜Ì¸ÙÁÙ· ÂÌ¸Ú ·Ù¸ÏÔı ÏÂÙ·ÍÈÌÂflÙ·È ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÁÌ Âfl‰Ò·ÛÁ Í‹ÔÈÔı ‰ÈÎ·ÌÔ˝

·Ù¸ÏÔı. ∂Ò· Í·È ÙÔ ˆ‹ÛÏ· ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ·Ù¸ÏÔı Ë· ÏÂÙ·ÍÈÌÂflÙ·È. ‘Ô ·Ò·‹Ì˘ ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌÔ

ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛËÂfl Í·È ÔÛÔÙÈÍ‹: Á Âfl‰Ò·ÛÁ ÂÌ¸Ú ·Ù¸ÏÔı ı‰ÒÔ„¸ÌÔı i ÛÂ ›Ì·

‹ÙÔÏÔ ı‰ÒÔ„¸ÌÔı j ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ c�d6
ij, ¸Ôı dij ÂflÌ·È Á ·¸ÛÙ·ÛÁ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰˝Ô ·Ù¸Ï˘Ì

Í·È c Í‹ÔÈ· ÛÙ·ËÂÒ‹. ”ıÌÂ˛Ú, Á ·Ò·‹Ì˘ Âfl‰Ò·ÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ˛ÛÙÂ Ì·

‹ÒÔıÏÂ ÎÁÒÔˆÔÒfl· ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ Û˜ÂÙÈÍfi Ë›ÛÁ ‰˝Ô ·Ù¸Ï˘Ì ı‰ÒÔ„¸ÌÔı ÛÂ ÏÈ· Ò˘ÙÂ¿ÌÁ fi

ÛÂ ›Ì· Ï·ÍÒÔÏ¸ÒÈÔ. ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸ ÏÂ ÙÁÌ ÒÔ˚¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ

ÔÈ· ÍÔÒıˆfi ÙÔı ˆ‹ÛÏ·ÙÔÚ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙ· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ‹ÙÔÏ· ı‰ÒÔ„¸ÌÔı. ‘· ‰˝Ô ÂıÒ›˘Ú

„Ì˘ÛÙ‹ NMR ÂÈÒ‹Ï·Ù· ÂflÌ·È Ù· ÂÓfiÚ:

� COSY: Correlated spectroscopy. Ã·Ú ‰flÌÂÈ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÛÙÔ ˆ‹ÛÏ· ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô ·Ù¸Ï˘Ì

ı‰ÒÔ„¸ÌÔı Ù· ÔÔfl· ÛıÛ˜ÂÙflÊÔÌÙ·È Ï›Û˘ Í‹ÔÈÔı ˜ÁÏÈÍÔ˝ ‰ÂÛÏÔ˝ ÏÂÙ·Ó˝ ÂÌ¸Ú fi ‰˝Ô

‹ÎÎ˘Ì „ÂÈÙÔÌÈÍ˛Ì ·Ù¸Ï˘Ì. ¡¸ ·ıÙ¸ ÙÔ ÂflÒ·Ï· ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi ˆ¸ÒÏ·

Ù˘Ì ÎÂıÒÈÍ˛Ì ·ÎıÛfl‰˘Ì.

� NOSY: Nuclear Overhauser spectroscopy. Ã·Ú ‰flÌÂÈ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÛÙÔ ˆ‹ÛÏ· ÏÂÙ·Ó˝

‰˝Ô ·Ù¸Ï˘Ì ı‰ÒÔ„¸ÌÔı Ù· ÔÔfl· ÂflÌ·È ÍÔÌÙ‹ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ ·Í¸Ï· Í·È ÛÙÁÌ

ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ·›˜ÔıÌ ÛÙÁÌ ·ÍÔÎÔıËfl· Ù˘Ì ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì.

ŸÛÙ¸ÛÔ, Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì dij ÏÂÙ·Ó˝ ·Ù¸Ï˘Ì, ı‹Ò˜ÔıÌ

Í·È ·ÒÍÂÙ›Ú Á„›Ú Î‹ËÔıÚ:

� « Âı·ÈÛËÁÛfl· Ù˘Ì ÂÈÒ·Ï‹Ù˘Ì, ÂÒÈÔÒflÊÂÈ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÛÂ ÙÈÏ›Ú

ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÂÚ Ù˘Ì 5¹A.

� ≈flÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ı‹ÒÓÔıÌ Î‹ËÁ ÛÙÁÌ Ï›ÙÒÁÛÁ Ù˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì Ù˘Ì ÂÈÒ·Ï‹Ù˘Ì.

� « ÛÙ·ËÂÒ‹ cÛÙÁÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ÙÁÙ· ÏÂÙ·‚‹ÎÎÂÙ·È,‰È¸ÙÈ ÂflÌ·È ÏÈ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÁ

·¸ ÔÎÎ›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ, ˜˘ÒflÚ Ì· ÂflÌ·È ¸ÎÂÚ ·¸ÎıÙ· „Ì˘ÛÙ›Ú.

� œÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ dij ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‚›‚·ÈÔ ¸ÙÈ ·Ò·Ï›ÌÔıÌ ÛÙ·ËÂÒ›Ú. ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÔ

„Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ ÔÈ Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ fi Ù· Ï·ÍÒÔÏ¸ÒÈ·, Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÔı ÂÈÒ‹Ï·ÙÔÚ,

‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÙÔÌ ˆıÛÈÍ¸ ÙÔıÚ ˜˛ÒÔ (‰ÁÎ. ÛÂ ı„Òfi ÏÔÒˆfi) Í·È ¸˜È ÛÂ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi

ÏÔÒˆfi.
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À¸„˘ Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘, ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ Ù· ÂÍ‹ÛÙÔÙÂ ÂÈÒ‹Ï·Ù· ÒÔÛ‰ÈÔÒfl-

ÊÔÌÙ·È ·¸ ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ÊÂı„˛Ì �lij� uij� Ù· ÔÔfl· ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ›Ì· ‰È‹ÛÙÁÏ· ÙÈÏ˛Ì „È‹

Í‹ËÂ ·¸ÛÙ·ÛÁ dij . « ·Ì‹ÙıÓÁ ÏÈ·Ú Í·Ù‹ÎÎÁÎÁÚ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfiÚ ËÂ˘Òfl·Ú Í·È Á ÂÈÌ¸ÁÛÁ

·Ô‰ÔÙÈÍ˛Ì Û˜ÂÙÈÍ˛Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì ÂflÌ·È ·Ì·„Í·fl· „È·ÙÁÌ ÂÒ·ÈÙ›Ò˘ ÏÂÎ›ÙÁÙ˘Ì ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ˛Ì

·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì.

1.4 –ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÏÂÎ›ÙÂÚ

œÈ ÂÒÂıÌÁÙÈÍ›Ú ÏÂÎ›ÙÂÚ ÛÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ÙÁÚ ‰ÔÏÈÍfiÚ ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁÚ ÒÔ‚‹ÎÎÔıÌ ÔÈÍÈÎfl·

ÏÂË¸‰˘Ì Í·Ë˛Ú Í·ÈÌÔ˝Ò„ÈÂÚ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú ·Ì·Ù˝ÛÛÔÌÙ·È ‰È·ÒÍ˛Ú. ”Â ·ıÙ›Ú ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔÌÙ·È Á

‰ıÌ·ÏÈÍfi Í·È ÏÁ˜·ÌÈÍfi ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, Á ÈË·ÌÔËÂ˘ÒÁÙÈÍfi ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ,

ÂÌ˛ Âˆ·ÒÏÔ„fi ‚ÒflÛÍÔıÌ Í·È Ï›ËÔ‰ÔÈ „ÂÌÈÍfiÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ, ‚Î. „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· [3, 16,

18, 35, 41] Í·È ÙÈÚ ·Ò·ÔÏ›Ú ÙÔıÚ. ‘Ô ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ ÂÈÍÂÌÙÒ˛ÌÂÙ·È ÛÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ô˝

›˜ÔıÌ ‹ÏÂÛÁ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì fi ÏÂ ÙÁÌ ËÂ˘Òfl· ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì

·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì.

Ãfl· Ï›ËÔ‰ÔÚ ÏÂ ÂıÒÂfl· ˜ÒfiÛÁ, „Ì˘ÛÙfi Í·È ˘Ú EMBED [24], ıÔÎÔ„flÊÂÈ ›Ì· Ùı˜·flÔ ‰Âfl„Ï·

ÂˆÈÍÙ˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì. « ÍÂÌÙÒÈÍfi È‰›· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁ

ÏÈ·Ú ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ¸Ôı ıÔÎÔ„flÊÂÈ (·Ì‹ ‚fiÏ·) ÙÔ ÛıÌÔÎÈÍ¸ Ûˆ‹ÎÏ· ÙÁÚ ı¸

ÂÓ›Ù·ÛÁ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ. –ÒÔˆ·Ì˛Ú, ı‹Ò˜ÔıÌ ·ÒÍÂÙÔfl ÙÒ¸ÔÈ ÔÒÈÛÏÔ˝ ÏÈ·Ú Ù›ÙÔÈ·Ú

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ì· ‰flÌÂÈ Í·Î›Ú Î˝ÛÂÈÚ Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ

‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ. ÃÂ ·ıÙfi ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ıÔÎÔ„ÈÛËÂfl ›Ì· ‰Âfl„Ï· „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì

‰ÔÏ˛Ì „È· Ï¸ÒÈ· Ï›˜ÒÈ Í·È 100 ·Ù¸Ï˘Ì. ŸÛÙ¸ÛÔ, ‰ÂÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á ··flÙÁÛÁ ÎÁÒ¸ÙÁÙ·Ú

Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì [11]. ∏Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· Ù˘Ì Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì˘Ì ·Î„¸ÒÈËÏ˘Ì ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ÂflÌ·È ¸ÙÈ

ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ Î˝ÛÂÈÚ ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÂ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ ÂÒÈÔ˜›Ú ›ÎÓÁÚ (attactive regions).

√È· Ì· Â„„ıÁËÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÎÁÒ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì, Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÁÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ

ÂÏ‚‹ÙÈÛÁÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ÙÔÌ ÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í·. œÈ ÙÈÏ›Ú ÙÔı flÌ·Í· ·ıÙÔ˝ ÂflÌ·È ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

Ù˘Ì ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì „ÈÌÔÏ›Ì˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Ù· ÔÔfl· ÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù·

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì ÛÙÔ Ï¸ÒÈÔ [11]. ≈ÈÎ›ÔÌ, ·Ì·ÎıÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ÒÔÛˆ›ÒÔıÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú

ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ÛÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ·ıÙ›Ú. « Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi Í·Ù¸ÒË˘ÛÂ Ì· ··ÒÈËÏfiÛÂÈ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ

„Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÏÈÍÒ˛Ì ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì ¸˘Ú ÙÔı ÍıÍÎÔÂÙ·ÌflÔı (7 ‹ÙÔÏ· ÛÙÁÌ ÍÂÌÙÒÈÍfi

·ÎıÛfl‰·). ŸÛÙ¸ÛÔ, ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÙÔı ÍıÍÎÔÔÍÙ·ÌflÔı (8 ‹ÙÔÏ· ÛÙÁÌ ÍÂÌÙÒÈÍfi

·ÎıÛfl‰·) ·Ô‰Âfl˜ËÁÍÂ ¸ÙÈ fiÙ·Ì ‰˝ÛÍÔÎÔ Ì· ÂÒÈ„Ò·ˆÔ˝Ì ÏÂ ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ·Ì·ÎıÙÈÍ˛Ì

ÏÂË¸‰˘Ì Í·È ·Í¸Ï· ‰ıÛÍÔÎ¸ÙÂÒÔ Ì· ıÔÎÔ„ÈÛËÔ˝Ì [11].
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”˜fiÏ· 1-3: ‘Ô Ï¸ÒÈÔ ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı Í·È ›Ì· ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ 6R ÒÔÏ¸Ù.

Ãfl· ‹ÎÎÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ÙÁÌ ËÂ˘Òfl· ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú [24]. œ ÛÙ¸˜ÔÚ

ÂflÌ·È Ì· ·Ò·˜ËÂfl ›Ì· ÔÎı˘ÌıÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ ÙÔı ÔÔflÔı ÂÒÈ„Ò‹ˆÔıÌ

¸ÎÂÚ ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù›Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú. ¬‹ÛÁ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ·Ò˜fiÚ, ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ··ÎÔÈˆfiÚ Ù˘Ì

‹„Ì˘ÛÙ˘Ì ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ˛Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÙÔı Cayley-Menger flÌ·Í· Ô‰Á„Âfl ÛÂ ›Ì· ÂıÍÔÎ¸ÙÂÒÔ,

˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ, ·Î„Â‚ÒÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·. √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, Á ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ·

Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı, ›ÂÙ·È ˘Ú Á Î˝ÛÁ ÂÌ¸Ú ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÙÒÈ˘Ì˝Ï˘Ì [23]. ”Â

·ÌÙflËÂÛÁ, ÏÈ· ·Ò¸ÏÔÈ· ·Ò·ÏÂÙÒÔÔflÁÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·ÎÎ‹ ÏÁ Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ

„Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú, ··ÈÙÂfl ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÙÒÈÙÔ‚‹ËÏÈ˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì [12].

« ·Ò·‹Ì˘ ËÂ˘Òfl· ›˜ÂÈ ˆ·ÌÂfl ·ÒÍÂÙ‹ ˜ÒfiÛÈÏÁ ‰flÌÔÌÙ·Ú ÏÈ· „ÂÌÈÍfi ÂÈÍ¸Ì· Í·È Î˝ÛÂÈÚ

ÍÎÂÈÛÙfiÚ ÏÔÒˆfiÚ („È· Ï¸ÒÈ· Ï›˜ÒÈ 7 ·Ù¸Ï˘Ì ‚Î. [23, 25]). ŸÛÙ¸ÛÔ, Á ÂÒ·ÈÙ›Ò˘ Âˆ·ÒÏÔ„fi

ÙÁÚ ÂflÌ·È ÒÔ‚ÎÁÏ·ÙÈÍfi Î¸„˘ ÙÁÚ ÏÂ„‹ÎÁÚ ·˝ÓÁÛÁÚ ÙÁÚ ·Î„Â‚ÒÈÍfiÚ ÔÎıÎÔÍ¸ÙÁÙ·Ú Ù˘Ì

·Î„Â‚ÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì.

∂ÎÎÂÚ ÂÈÎ›ÔÌ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú, ÏÂÎ›ÙÁÚ ÏÔÒfl˘Ì ÏÈÍÒÔ˝ ÏÂ„›ËÔıÚ, ›˜ÔıÌ ÒÔ›ÎËÂÈ ·¸ ÙÁÌ

ÂÒÈÔ˜fi ÙÁÚ ÒÔÏÔÙÈÍfiÚ ˜‹ÒÁ ÛÂ ÏÈ· ÈÛÔ‰ıÌ·Ïfl· ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú ÍflÌÁÛÁÚ ÒÔÏÔÙÈÍ˛Ì

‚Ò·˜È¸Ì˘Ì (‰ÂÚ ”˜fiÏ· 1-3) ÏÂ ÙÔ ÍıÍÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· n ·Ù¸Ï˘Ì. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi,

ÔÈ ‰ÂÛÏÔfl ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÏÂ ÙÔıÚ ÛÙ·ËÂÒÔ˝Ú ‰ÂÛÏÔ˝Ú ÂÌ˛ Ù· ‹ÙÔÏ· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÏÂ ÙÈÚ

·ÒËÒ˛ÛÂÈÚ ÙÔı ÏÁ˜·ÌÈÛÏÔ˝ [35]. « Ï¸ÌÁ ÂÈÙÒÂÙfi ÍflÌÁÛÁ ÂflÌ·È Á ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸

ÙÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ Ù˘Ì ‰ÂÛÏ˛Ì. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· Â˝ÒÂÛÁÚ ÏÈ·Ú ÂˆÈÍÙfiÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ ÙÔı ÏÔÒflÔı

·Ì‹„ÂÙ·È, ÏÂ ¸ÒÔıÚ ÍÈÌÁÏ·ÙÈÍfiÚ, ÛÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ ÙÁÚ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁÚ ¸Ê·Ú (respective pose).

‘Ô ÍıÍÎÔÂÓ‹ÌÈÔ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ›Ì· ÛÂÈÒÈ·Í¸ ÏÁ˜·ÌÈÛÏ¸ ÛÙÔ ÔÔflÔ Á ÙÂÎÂıÙ·fl· ÙÔı

‹ÒËÒ˘ÛÁ ÂflÌ·È ÛÂ Â·ˆfi ÏÂ ÙÁÌ ‚‹ÛÁ. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ

ÂÌ¸Ú ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÙÒÈ˛Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì ÙÒÈ˛Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì [17, 32, 35]. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı
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”˜fiÏ· 1-4: ”ı„ÍÒÈÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÏÔÒflÔı 17-·Ù¸Ï˘Ì.

ÍıÍÎÔÂÙ·ÌflÔı Í·È ÍıÍÎÔÔÍÙ·ÌflÔı ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· Âˆ·ÒÏÔÛËÂfl ÏÈ· Ï›ËÔ‰ÔÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ

ÛÂ Î›„Ï·, ÏÂ ÙÁÌ ·Ì·„˘„fi Í‹ËÂ ÛÁÏÂflÔı ÛÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú 6-‰È‹ÛÙ·ÙÔı ı¸-ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

[32]. ŸÛÙ¸ÛÔ, Á ·Î„ÔÒÈËÏÈÍfi ÔÎıÎÔÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂflÌ·È ÂÍËÂÙÈÍfi, ˘Ú ÒÔÚ ÙÔÌ

·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì, Í·È ÛıÌÂ˛Ú ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· Âˆ·ÒÏÔÛËÂfl ÛÂ ·ÒÍÂÙ‹ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ· Ï¸ÒÈ·.

∂ÎÎÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ Î·Ï‚‹ÌÔıÌ ı¸¯Á Í·È ÙÁÌ ‰ıÌ·ÏÈÍfi ÂÌ›Ò„ÂÈ· ÙÔı ÏÔÒflÔı, .˜. [8, 37, 38].

œÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ·ıÙ›Ú ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‹ÏÂÛ· ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÂÚ ÏÂ ÙÁÌ ËÂ˘Òfl· Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì.

√È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ ÛÂ  ·ÒÙÂÛÈ·Ì›Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ [37] ·Ì··ÒÈÛÙ‹

ÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ÏÔÒflÔı ÏÂ ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì  ·ÒÙÂÛÈ·Ì˛Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì

ÙÔı. « ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Â˝ÒÂÛÁÚ Ì›˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ È‰›· ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ

ÏÈÍÒ˛Ì, Ùı˜·fl˘Ì ÏÂÙ·ÙÔflÛÂ˘Ì Í‹ËÂ ·Ù¸ÏÔı ÛÙÔ Ï¸ÒÈÔ. Ãfl· ·Ì‹ÎÔ„Á ÙÂ˜ÌÈÍfi, Á Ï›ËÔ‰ÔÚ

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Monte Carlo [8], ·Ì··ÒÈÛÙ‹ ÏÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ›Ú

·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ¸˘Ú „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Í·È ÙÈÚ „˘ÌflÂÚ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰ÂÛÏ˛Ì. ”Â

Í‹ËÂ ‚fiÏ· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·È ÏÈÍÒ›Ú Ùı˜·flÂÚ ÏÂÙ·‚ÔÎ›Ú ÛÙÈÚ „˘ÌflÂÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ.

ŸÛÙ¸ÛÔ, „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì, ÔÈ ‰˝Ô ·Ò·‹Ì˘ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÔ

ÂÓfiÚ Ò¸‚ÎÁÏ·: ÏÔÒÂfl Ì· ·Ò·˜ËÔ˝Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ¸Ôı ·Ò·‚È‹ÊÔıÌ ÙÔÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ¸

ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ „È· ÙÁÌ ÏÔÒÈ·Ífi ·ÎıÛfl‰· (‰ÁÎ. ÙÁÌ ÍÎÂÈÛÙ¸ÙÁÙ·). œÈ ·Ò·‹Ì˘ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú, Í·Ù‹
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¡Î„¸ÒÈËÏÔÚ ¡ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ”ıÌÔÎÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔÚ ”ıÌÙÂÎÂÛÙfiÚ Í·ËıÛÙ›ÒÁÛÁÚ
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ ÛÂ Ûı„ÍÒÈÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÔÌ
ÂÍÙflÏÁÛÁÚ SPARCstation ELC complementary ·Î„¸ÒÈËÏÔ

Cartesian Stochastic Search 8672057 6.1 ÁÏ›ÒÂÚ 35.6
Goto & Osawa's algorithm 1514372 25.5 ˛ÒÂÚ 6.2
Complementarity 243539 4.1 ˛ÒÂÚ

–flÌ·Í·Ú 1.1: ”ı„ÍÒÈÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÏÔÒflÔı 17-·Ù¸Ï˘Ì.

ÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ ·Ô‰ÂÍÙ˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, Ò›ÂÈ Ì· Â·Ì·ÎÁˆËÔ˝Ì ÔÎÎ›Ú ˆÔÒ›Ú.

¡Î„¸ÒÈËÏÔÈ „È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÍıÍÎÈÍ˛Ì-ÏÔÒfl˘Ì, ·Ì Í·È ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú,

‰flÌÔıÌ Í·Î˝ÙÂÒ· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· [38]. ƒÂ‰ÔÏ›ÌÁÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ, Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÌ ÙÂÎÂÛÙ›Ú

˛ÛÙÂ Ì· ·Ò·˜ËÔ˝Ì Ì›ÂÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÙÔı fl‰ÈÔı ÏÔÒflÔı. œÈ ÙÂÎÂÛÙ›Ú ·ıÙÔfl ·Ò‹„ÔıÌ

„Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ˜·ÏÁÎfiÚ ÂÌ›Ò„ÂÈ·Ú. ”ÙÔ ”˜fiÏ· 1-4 ‰flÌÂÙ·È ›Ì· Ûı„ÍÒÈÙÈÍ¸ „Ò‹ˆÁÏ·

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ˛Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì. ”ÙÔÌ flÌ·Í· 1.1 ‰flÌÔÌÙ·È ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Í·Ù‹

ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Â˝ÒÂÛÁÚ Ù˘Ì ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, ˜·ÏÁÎfiÚ ÂÌ›Ò„ÂÈ·, ÍıÍÎÈÍÔ˝

ÏÔÒflÔı 17-·Ù¸Ï˘Ì.
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 2

‘Ô –Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ √Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì

¡ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì

« „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì (Distance Geometry / DG) ›˜ÂÈ ÙÈÚ ÒflÊÂÚ ÙÁÚ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì

Ï·ËÁÏ·ÙÈÍ˛Ì Í·È ·Ì·Ù˝˜ËÁÍÂ ·¸ ÙÔÌ Menger ÙÁÌ ÂÒflÔ‰Ô ÙÔı 1920 Í·È ·Ò„¸ÙÂÒ· ·¸

ÙÔÌ Blumenthal [5]. ¡ÓÈÔÛÁÏÂfl˘ÙÔ ÂflÌ·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á ·Ì‹ÙıÓÁ ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú ›Î·‚Â ˜˛Ò·

ÔÎ˝ Ì˘ÒflÙÂÒ· ·¸ ÙÁÌ ÂÒflÔ‰Ô Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÁÚ ÛÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ÙÁÚ ÏÔÒÈ·ÍfiÚ ‚ÈÔÎÔ„fl·Ú. ‘Ô

ËÂÏÂÎÈ˛‰ÂÚ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ‰È·Ùı˘ËÂfl ˘Ú ÂÓfiÚ [12]:

ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì, ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÂÌ¸Ú ÏÔÒflÔı, Ì· ‚ÒÂËÂfl

Ïfl· fi Í·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ¸Ôı Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÔıÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú.

ƒÈ·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ Ì· ‰ÂÈ˜ËÂfl ¸ÙÈ Ù›ÙÔÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ.

œÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ Â˝ÒÂÛÁÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì (conformational search) ˜˘ÒflÊÔÌÙ·È ÛÂ ‰˝Ô

ÏÂ„‹ÎÂÚ Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ: ÙÈÚ ÛıÛÙÁÏ·ÙÈÍ›Ú [28] Í·È ÙÈÚ ÈË·ÌÔÍÒ·ÙÈÍ›Ú [30]. œÈ ÛıÛÙÁÏ·ÙÈÍ›Ú

Ï›ËÔ‰ÔÈ ¯‹˜ÌÔıÌ ¸ÎÔ ÙÔ ˆ‹ÛÏ· Ù˘Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, ÂÌ˛ ÔÈ ÈË·ÌÔÍÒ·ÙÈÍ›Ú

Í‹ÌÔıÌ Ûı˜Ìfi ˜ÒfiÛÁ ·Î„¸ÒÈËÏ˘Ì Monte Carlo fi ÂÌÂÒ„ÂÈ·Í˛Ì ‰ıÌ·ÏÈÍ˛Ì [34]. « „Â˘ÏÂÙÒfl·

Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· Ù˘Ì ÈË·ÌÔÍÒ·ÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ·ÎÎ‹ ‰È·ˆ›ÒÂÈ

ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ·¸ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Monte Carlo Í·È Ù˘Ì ÂÌÂÒ„ÂÈ·Í˛Ì ‰ıÌ·ÏÈÍ˛Ì. « „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì

·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ‚ÒflÛÍÂÈ ‹ÏÂÛ· ÙÈÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÔıÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ÛÂ

·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ ‹ÎÎÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ. ŸÛÙ¸ÛÔ, ‰ÂÌ ·˝ÂÈ Ì· ·Ò·Ï›ÌÂÈ ÏÈ· ÈË·ÌÔÍÒ·ÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ.

¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ÏÁÌ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· Â„„ıÁËÂfl Á Â˝ÒÂÛÁ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÂˆÈÍÙ˛Ì

Î˝ÛÂ˘Ì (ÛÂ ·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ ÙÈÚ ÛıÛÙÁÏ·ÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ).
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2.1 ≈ÈÛÍ¸ÁÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

≈ˆ·ÒÏÔ„›Ú ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ›˜ÔıÌ ÂÏˆ·ÌÈÛÙÂfl ÛÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·

Â˝ÒÂÛÁÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì [36], Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ Ï·ÍÒÔÏÔÒfl˘Ì (¸˘Ú Ò˘ÙÂflÌÂÚ) ‚‹ÛÁ ÙÈÚ

·ÍÔÎÔıËfl·Ú Ù˘Ì ·ÏÈÌÔÓ›˘Ì ÙÔıÚ [26] Í·Ë˛Ú Í·È ÛÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì ‰ÔÏ˛Ì [36].

« „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È ›Ì· ËÂ˘ÒÁÙÈÍ¸ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ¸ ÏÔÌÙ›ÎÔ „È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì

ÂˆÈÍÙ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÏÔÒflÔı, ‚‹ÛÁ „Ì˘ÛÙ˛Ì ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì ÛÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÙÔı.

≈ÈÎ›ÔÌ, Á „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÂÈ ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ fi ÔÎÎ›Ú ˆÔÒ›Ú

Í·È ÙÁÌ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÂÌ¸Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝ ÏÔÌÙ›ÎÔı. ”Â ÔÎÎ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·, ÙÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ Ï·Ú

ÂflÌ·È Á ˝·ÒÓÁ Í‹ÔÈ·Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú.

ŸÛÙ¸ÛÔ, Á „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ·ÔÙÂÎÂfl ÙÔ Ò˛ÙÔ ÂflÂ‰Ô Â˝ÒÂÛÁÚ ÏÈ·Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ

‰ÔÏfiÚ. ”ÙÁÌ Ò‹ÓÁ, Á „Â˘ÏÂÙÒfl· ÂÌ¸Ú ÏÔÒflÔı Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ ÙÔ (Ï·ÍÒÔ-)Ï¸ÒÈÔ

Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Í·È Í‹ÔÈÔ ‰ıÌ·ÏÈÍ¸ ˜·ÏÁÎfiÚ ÂÌ›Ò„ÂÈ·Ú. ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ, ·ÔÙÂÎÂfl ÙÁÌ ‰Â˝ÙÂÒÁ

ˆ‹ÛÁ Â˝ÒÂÛÁÚ ÏÈ·Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ. ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ˆ‹ÛÁ Ò›ÂÈ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì Í·È

Ï›ËÔ‰ÔÈ ·¸ ÙÁÌ ÍÎ·ÛÈÍfi ÏÁ˜·ÌÈÍfi fi Í·È ÙÁÌ Í‚·ÌÙÔÏÁ˜·ÌÈÍfi.

« „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì [12] ·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ· „ÂÌÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÁÌ ÏÂÙ·ÙÒÔfi ÂÌ¸Ú

ÛıÌ¸ÎÔı ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì fi ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì ÛÂ Û˝ÌÔÎÔ  ·ÒÙÂÛÈ·Ì˛Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì. « ÏÔÒÈ·Ífi

‰ÔÏfi ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ·¸ ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì Ï›ÛÔ ÙÁÚ

˜ÒfiÛÁÚ ÂÌ¸Ú flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì. ‘Ô Û˝ÛÙÁÏ·  ·ÒÙÂÛÈ·Ì˛Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì, ÈÛÙÔÒÈÍ‹ ›˜ÂÈ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÏÂ ÛÙ¸˜Ô ÂflÙÂ ÙÁÌ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfi ÂflÙÂ ÙÁÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍfi ÂıÍÔÎfl·. ŸÛÙ¸ÛÔ,

ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ ÙÁÚ ÏÔÒÈ·ÍfiÚ ‚ÈÔÎÔ„fl·Ú Á ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È ˜ÒÁÛÈÏ¸ÙÂÒÁ.

« ÎÁÒÔˆÔÒfl· ‰È‹ˆÔÒ˘Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È Ûı˜Ì‹ ‚‹ÛÁ ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì ÛÙÈÚ

·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì.

2.2 –ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ‚‹ÛÁ ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì

–ÔÎÎÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì, ÒÔ›Ò˜ÔÌÙ·È ·¸ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ

ÂÒfl ÙÁÚ ˜ÁÏÈÍfiÚ Û˝ÛÙ·ÛÁÚ ÙÔı ÏÔÒflÔı Í·È ‹Ò· Ù˘Ì ˜ÁÏÈÍ˛Ì ‰ÂÛÏ˛Ì ÙÔı. º˘Ú Âfl‰·ÏÂ ÛÙÁÌ

Û˝ÌÙÔÏÁ ÂÈÛ·„˘„fi ÛÙÁ ÏÔÒÈ·Ífi ‚ÈÔÎÔ„fl·, ·ıÙfi Á ÎÁÒÔˆÔÒfl· ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙfi „È· Ù· ·ÏÈÌÔÓ›·

Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì Í·È ÙÔ ËÂÏÂÎÈ˛‰ÂÚ ÛıÛÙ·ÙÈÍ¸ Ù˘Ì Ò˘ÙÂ˙Ì˛Ì. –ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ÛÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ

‚‹ÛÁ Ù˘Ì ˜ÁÏÈÍ˛Ì ‰ÂÛÏ˛Ì Ë· Í·ÎÔ˝ÌÙ·È 1-2 ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ. ºÏÔÈÔÈ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ÏÔÒÔ˝Ì Ì·

ÒÔÍ˝¯ÔıÌ ·¸ ÙÁÌ ·Ò·„¸ÏÂÌÁ „˘Ìfl· ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô ˜ÁÏÈÍ˛Ì ‰ÂÛÏ˛Ì. –ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ÛÙÁÌ „˘Ìfl·

ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô ˜ÁÏÈÍ˛Ì ‰ÂÛÏ˛Ì ÂÈÛ›Ò˜ÔÌÙ·È ˘Ú ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ 1-3 ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ. ‘›ÎÔÚ, ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl

ÛÂ „˘ÌflÂÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ „È· ÏÁ ÂÒÈÛÙÒÂˆ¸ÏÂÌÔıÚ ‰ÂÛÏÔ˝Ú ÂÈÛ›Ò˜ÔÌÙ·È ÏÂ ÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ
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”˜fiÏ· 2-1:  ‹Ù˘ Í·È ‹Ì˘ ˆÒ‹„Ï· ÙÁÚ 1-4 ·¸ÛÙ·ÛÁÚ ‰˝Ô ·Ù¸Ï˘Ì.

1-4 ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ. √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸Ú ÛÂ ÏÈ· 1-4 ·¸ÛÙ·ÛÁ, ÛÂ ˜ÁÏÈÍ¸ ‰ÂÛÏ¸ ÏÂ

ÂÒÈÛÙÒÔˆfi, ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ ı¸ ÙÁÌ ÏÔÒˆfi ÂÌ¸Ú ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ˆÒ‹„Ï·ÙÔÚ. ∏Ì· Í‹Ù˘

ˆÒ‹„Ï· ÛÙÁÌ 1-4 ·¸ÛÙ·ÛÁ ˆ·flÌÂÙ·È ÛÙÔ ”˜fiÏ· 2-1 ÏÂ ›Ì· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ‹Ì˘ ˆÒ‹„Ï· ÛÙÔ

‰Â˝ÙÂÒÔ Û˜›‰ÈÔ.

≈ÈÎ›ÔÌ ÎÁÒÔˆÔÒfl· ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ˛ÛÙÂ Ì· ÂÒÈÔÒÈÛËÂfl ÙÔ Â˝ÒÔÚ Ù˘Ì

„˘ÌÈ˛Ì ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÌ¸Ú ÈÔ ÈË·ÌÔ˝ ˆ‹ÛÏ·ÙÔÚ ÂÌ›Ò„ÂÈ·Ú. ¡ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÛÂ

ÊÂı„‹ÒÈ· ·Ù¸Ï˘Ì, Ù· ÔÔfl· ‰È·˜˘ÒflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔıÚ ·¸ ÙÒÂÈÚ ˜ÁÏÈÍÔ˝Ú ‰ÂÛÏÔ˝Ú,

Ò›ÂÈ ÛıÌfiË˘Ú Ì· Í·ËÔÒÈÛÙÔ˝Ì ·¸ ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ˆÒ‹„Ï·Ù·. ‘· ÛıÌfiËÁ ‹Ì˘ ˆÒ‹„Ï·Ù·

ÂflÌ·È flÛ· ÏÂ Í‹ÔÈ· ÏÂ„‹ÎÁ ÙÈÏfi (.˜., 999¹A), ÂÌ˛ Ù· ÛıÌfiËÁ Í‹Ù˘ ˆÒ‹„Ï·Ù· ÂflÌ·È flÛ· ÏÂ

ÙÔ ‹ËÒÔÈÛÏ· ·ÍÙÈÌ˛Ì van der Waals ÛÂ ·Ì·ÎÔ„fl· ÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô ÙÔı ·Ù¸ÏÔı. ‘· ·Ò·‹Ì˘

ˆÒ‹„Ï·Ù· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÙÒÔÔÔÈÁËÔ˝Ì ÏÂÙ‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı

ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ·ÌÈÛÔÙfiÙ˘Ì (¸˘Ú Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ·Ò·Í‹Ù˘) fi ÏÔÒÂfl Ì· ·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙ·ËÔ˝Ì

ÏÂ ‹ÎÎÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú. √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, Ù· ˆÒ‹„Ï·Ù· Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÂÌ¸Ú

ˆ·ÈÌıÎÔ‰·ÍÙıÎflÔı (phenyl ring) Í·È Ù˘Ì ·Ò·„˛„˘Ì ÙÔı ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÙÂËÔ˝Ì Â·ÍÒÈ‚˛Ú ÏÈ·Ú

Í·È ÂflÌ·È Â˝ÍÔÎÔ Ì· ıÔÎÔ„ÈÛËÔ˝Ì. ÃÂ ·Ò¸ÏÔÈÔ ÙÒ¸Ô ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì Í·È

‹ÎÎÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl.

≈ÈÎ›ÔÌ „Ì˛ÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ ÂÌ‰ÔÏÔÒÈ·Ífi ÛıÌ‰ÂÛÏÔÎÔ„fl· ÂÌ¸Ú (Ï·ÍÒÔ-) ÏÔÒflÔı ÏÔÒÂfl Ì·

ÏÔÌÙÂÎÔÔÈÁËÂfl ‚‹ÛÁ ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÙÔı. ”ıÌÂ˛Ú, ÔÈ flÌ·ÍÂÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì

ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ·Ì··Ò·ÛÙfiÛÔıÌ Í‹ËÂ Ù˝Ôı „Ì˘ÛÙfi ÎÁÒÔˆÔÒfl·, ÙÁÚ ÂÍ‹ÛÙÔÙÂ ˘Ú ÒÔÚ

ÏÂÎ›ÙÁ ÏÔÒÈ·ÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ. ƒÈ‹ˆÔÒÂÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÏÂÎÂÙÁËÔ˝Ì ÏÂ ÙÁÌ ·ÎÎ·„fi Ù˘Ì

ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ. œÈ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ÂÒÈ„Ò‹ˆÔıÌ ÏÂ Í‹ËÂ ÎÂÙÔÏ›ÒÂÈ· ¸ÎÔ ÙÔ

‰ıÌ·Ù¸ ˜˛ÒÔ ÈË·Ì˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì. ¡Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ‰flÌÂÙ·È

ÛÙÔ ”˜fiÏ· 2-2. ºÎÂÚ ÔÈ ÈË·Ì›Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÙÔı ÏÔÒflÔı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÂ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ

ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì. œ Ò¸ÎÔÚ ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È
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atom # 

atom # 
upper bounds 

lower bounds 

”˜fiÏ· 2-2: ¡ÔËfiÍÂıÛÁ ÛÂ flÌ·Í· Ù˘Ì ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì.

Ì· ÏÂÙ·ÙÒ›¯ÂÈ fi Ì· ``ÂÏ‚·ÙflÛÂÈ'' ·ıÙÔ˝Ú ÙÔıÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ÛÂ ›Ì· ·ÍÒÈ‚›Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ¸

ÏÔÌÙ›ÎÔ ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ‚‹ÛÁ Í‹ÔÈ˘Ì  ·ÒÙÂÛÈ·Ì˛Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì. œ Crippen

Í·È Ô Havel Í·Ù‹ˆÂÒ·Ì Ì· ÂÈÎ˝ÛÔıÌ ·ıÙ¸ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÌ¸Ú flÌ·Í·

·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ¸Ôı ¸ÎÂÚ ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ›Ú. ŸÛÙ¸ÛÔ, ÂflÌ·È ÔÎ˝ ÔÈÔ ‰˝ÛÍÔÎÔ Ì·

‚ÒÂËÔ˝Ì Ò·ÍÙÈÍ›Ú Í·È Â˝ÎÔ„ÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ Ôı Ì· ÂÈÎ˝ÔıÌ ÙÔ „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÔ Ò¸‚ÎÁÏ·. ƒÁÎ·‰fi,

¸Ù·Ì Ï¸ÌÔ ›Ì· ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸. ‘Ô

·Ò·‹Ì˘ ·Ò·Ï›ÌÂÈ ›Ì· ‰˝ÛÍÔÎÔ Ò¸‚ÎÁÏ· „È· ÏÂ„‹Î· Ï¸ÒÈ· ÏÂ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ·¸ 1000

‹ÙÔÏ·. –·Ò·Í‹Ù˘, Ë· ÂÒÈ„Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒfl·

Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì.

2.3 « ÏÂÙÒÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ

« ÏÂÙÒÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È Á ·Ò˜ÈÍfi È‰›· „È· ÙÔ ËÂÏÂÎÈ˛‰ÂÚ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì

·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì [12]. ∏Ì· ‰Âfl„Ï· Ùı˜·fl˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂÈÎ›„ÂÙ·È, ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘

ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì, „È· ÙÔÌ flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì. œ ·Ò·„¸ÏÂÌÔÚ flÌ·Í·Ú ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÂÙ·ÙÒ›ÂÙ·È

ÛÂ ›Ì·Ì ÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í·, Ô ÔÔflÔÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÏÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ÛÙÈÚ N � 1 ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ,

ÏÂ„›ËÔıÚ flÛÔı ÏÂ ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ·ıÙfi Á „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ÒÔ‚‹ÎÎÂÙ·È

ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Í‹ÔÈÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ˛ÛÙÂ Á

ÙÂÎÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi Ì· ÂflÌ·È ÛıÌÂfiÚ ÏÂ ÙÔÌ ·Ò˜ÈÍ¸ flÌ·Í· Ù˘Ì ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì Ù˘Ì

·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì. « ÏÂÙ·ÙÒÔfi ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· Ù˘Ì  ·ÒÙÂÛÈ·Ì˛Ì

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Í·ÎÂflÙ·È ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ. « ÏÂÙÒÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Í·Ù‹ ÎÂÈÔÌ¸ÙÁÙ·

ÛÙÈÚ ıÎÔÔÈfiÛÂÈÚ ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì Í·È ÛıÌÂ˛Ú ÂflÌ·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ

19



¸Ôı Ë· ÂÈÍÂÌÙÒ˛ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÔ˜fi Ï·Ú.

œ Crippen ıÎÔÔflÁÛÂ Ò¸Ûˆ·Ù· ÏÈ· Ì›· Ï›ËÔ‰Ô „Ì˘ÛÙfi ˘Ú „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ [10].

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ, Í‹ËÂ Ï¸ÒÈÔ ÏÂÙ·ÙÒ›ÂÙ·È ÛÂ ÏÈ· ‰ÂÌ‰ÒÔÂÈ‰fi ‰ÔÏfi ÂÒÈ›˜ÔÌÙ·Ú

ÙÔÈÍ‹ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ‹Í·ÏÙÂÚ ÔÏ‹‰ÂÚ (.˜., ÏfiÍÁ ‰ÂÛÏ˛Ì, „˘ÌflÂÚ, ·Ò˘Ï·ÙÈÍÔfl ‰·ÍÙ˝ÎÈÔÈ). «

‰ÂÈ„Ï·ÙÔÎÁ¯fl· ÙÔı ˜˛ÒÔı Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì „flÌÂÙ·È ÏÂ ÂÈÎÔ„fi „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, ÏÂÙ·Ó˝

Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ‹Í·ÏÙ˘Ì ÔÏ‹‰˘Ì, ÏÂ ÙÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ¸ÙÈ ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Í‹ËÂ

ÔÏ‹‰·Ú ·Ò·Ï›ÌÔıÌ ÛÙ·ËÂÒ›Ú. ŸÛÙ¸ÛÔ, Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÁÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ÂÏ‚‹ÙÈÛÁÚ ‰ÂÌ ›„ÈÌÂ

ÂıÒ›˘Ú ·Ô‰ÂÍÙfi. ‘›ÎÔÚ, Ï›ËÔ‰ÔÈ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ‰ÂÈ„Ï·ÙÔÎÁ¯fl· ÛÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì „˘ÌÈ˛Ì

ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ, Í‹ÌÔÌÙ·Ú Í·È ˜ÒfiÛÁ ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì, ›˜ÔıÌ ÂflÛÁÚ ÂÒÈ„Ò·ˆÙÂfl ˘Ú

Ï›ËÔ‰ÔÈ ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì. ŸÛÙ¸ÛÔ, ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·Ò‹ ·Ò·ÎÎ·„›Ú ÏÂË¸‰˘Ì

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ „˘ÌÈ˛Ì ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰ÂÛÏ˛Ì. –·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ıÎÔÔflÁÛÁÚ

Ù›ÙÔÈ˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÂflÌ·È ÙÔ Ò¸„Ò·ÏÏ· DISMAN [6].

–·Ò·Í‹Ù˘ Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ, ÏÂ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÎÂÙÔÏ›ÒÂÈ·, ÙÁÌ ÏÂÙÒÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô flÌ·Í·.

√È· Ì· ÂÓÁ„fiÛÔıÏÂ Ù· ·Î„ÔÒÈËÏÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı, Ë· ·Ì·ˆÂÒËÔ˝ÏÂ ÛÂ ›Ì· ·Î¸

·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ˛ÛÙÂ Ì· ÙÔÌflÛÔıÏÂ Ù· ÍÂÌÙÒÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·. –·Ò·ÎÎ·„›Ú ÙÈÚ ÏÂË¸‰Ôı ÏÔÒÔ˝Ì Ì·

‚ÒÂËÔ˝Ì ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ [12]. « ÏÂÙÒÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ flÌ·Í· „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì

·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ·Ì·Î˝ÂÙ·È ÛÙ· ÂÓfiÚ ‚fiÏ·Ù·:

1. ƒÁÏÈÔıÒ„fl· ÂÌ¸Ú flÌ·Í· ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì.

2. ≈ˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı ÙÁÚ ÙÒÈ„˘ÌÈÍfiÚ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔÌ flÌ·Í· ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì.

3. ƒÁÏÈÔıÒ„fl· ÂÌ¸Ú flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ·¸ ÙÔÌ flÌ·Í· ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì ÏÂ Ùı˜·fl· ÂÈÎÔ„fi.

–ÒÔ·ÈÒÂÙÈÍ‹, ÂÓÔÏ‹ÎıÌÛÁ Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì (ÏÂÙÒÈÍÔÔflÁÛÁ).

4. ÃÂÙ·ÙÒÔfi ÙÔı flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÛÂ ›Ì·Ì ÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í·.

5. ≈˝ÒÂÛÁ Ù˘Ì ÙÒÈ˛Ì ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÙÔı ÏÂÙÒÈÍÔ˝ flÌ·Í· Í·È Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì

È‰ÈÔ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÙÔıÚ.

6. ƒÁÏÈÔıÒ„fl· ÛıÌ¸ÎÔı ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì ·¸ ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Í·È È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·.

7. ≈ÓÔÏ‹ÎıÌÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì ÏÂ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ ÏÈ·Ú ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ.

≈‹Ì ÂÈËıÏÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò‹„ÔıÏÂ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ·¸ ÏÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi, Ù¸ÙÂ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ

Â·Ì·Î·Ï‚‹ÌÂÙ·È ÓÂÍÈÌ˛ÌÙ·Ú ·¸ ÙÔ 3Ô ‚fiÏ·.

‘Ô ÍÂÌÙÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ ÛÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È Ô ÏÂÙÒÈÍ¸Ú

flÌ·Í·Ú G.  ‹ËÂ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ gij ÙÔı G ÏÔÒÂfl Ì· ıÔÎÔ„ÈÛËÂfl ·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸
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”˜fiÏ· 2-3: –flÌ·Í·Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì X Í·È ÏÂÙÒÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú G ÙÂÙÒ·„˛ÌÔı.

„ÈÌ¸ÏÂÌÔ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Ù˘Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì i Í·È j. ƒÁÎ·‰fi,

G � XXT (2.1)

¸ÔıX ÂflÌ·È Ô flÌ·Í·Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÙÔı ÏÔÒflÔı. ŸÚ ›Ì· ·Î¸ ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, ·Ú

ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ›Ì· ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ ÏÂ ÏfiÍÁ ÎÂıÒ˛Ì ¸˘Ú ÛÙÔ ”˜fiÏ· 2-3. ‘Ô „Â˘ÏÂÙÒÈÍ¸

Í›ÌÙÒÔ ÙÔı ÙÂÙÒ·„˛ÌÔı ÙÔ ÙÔÔËÂÙÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì. ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ, Í‹ËÂ

ÛÙÔÈ˜ÂflÔ gij ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ ·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ·¸

ÙÔ Í›ÌÙÒÔ, ˘Ú ÒÔÚ Ù· ‹ÙÔÏ· i Í·È j, ÂÂÈ‰fi ÔÈ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ·Ì··ÒÈÛÙÔ˝Ì ÙÔ

›Ò·Ú Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ·¸ ÙÔ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ¸ Í›ÌÙÒÔ. ÃÂ ·ıÙ¸ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ÒÔÍ˝ÙÂÈ

¸ÙÈ Ô G ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸Ú ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú Í·È ¸˘Ú Âfl‰·ÏÂ, ÛÂ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ

ÍÂˆ‹Î·ÈÔ, ·ıÙfi Á Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÈÌ‹Í˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ‰È·Û·ÛÙÂfl ˛ÛÙÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ:

G � V L2V T (2.2)

œÈ ‰È·„˛ÌÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı L2 ÂflÌ·È ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Í·È ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı V ÂflÌ·È Ù· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı

G. œ¸ÙÂ ·¸ ÙÈÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ 2.1 Í·È 2.2 ›˜ÔıÏÂ:

X � V L (2.3)

·ˆÔ˝ Ô L ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú. ¡¸ ÙÁÌ ÙÂÎÂıÙ·fl· Û˜›ÛÁ, ›ÂÙ·È ¸ÙÈ ÔÈ Í·ÒÙÂÛÈ·Ì›Ú

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ıÔÎÔ„ÈÛËÔ˝Ì ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ›Ú ÒflÊÂÚ Ù˘Ì

È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÏÂ Ù· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·. ”ÙÔ ”˜fiÏ· 2-3, ˆ·flÌÔÌÙ·È ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Í·È Ù· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·
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”˜fiÏ· 2-4: ”ıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÂÌ¸Ú ÙÂÙÒ·„˛ÌÔı ÏÂ ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì L Í·È V.

ÙÔı G. ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ Û˜›ÛÁ 2.3, ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ÙÈÚ Í·ÒÙÂÛÈ·Ì›Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ Ôı

ˆ·flÌÔÌÙ·È ÛÙÔ ”˜fiÏ· 2-4. ≈flÌ·È Â˝ÍÔÎÔ Ì· ·Ò·ÙÁÒÁËÂfl ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÙÔ fl‰ÈÔ ·Ò˜ÈÍ¸ Û˜fiÏ·,

‰ÁÎ·‰fi ›Ì· ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ, ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÏÈ· ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı. ’‹Ò˜ÔıÌ ·ÒÍÂÙ‹ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌÙ·

ÛÙÔÈ˜Âfl· ¸ÛÔ ·ˆÔÒ‹ ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ ·Î¸ ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·. –Ò˛ÙÔÌ, ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô Ï¸ÌÔ ÏÁ

ÏÁ‰ÂÌÈÍ›Ú È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ¸Ôı Í·È ıÔ‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ¸ÙÈ ÙÔ Û˜fiÏ· ˘Ú ÒÔÚ ÏÂÎ›ÙÁ (ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ) ÂflÌ·È

‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì. ¡Í¸Ï· Í·È Â‹Ì Âfl˜·ÏÂ ÂÒÈ„Ò‹¯ÂÈ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı ÙÂÙÒ·„˛ÌÔı ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ

(fi ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ) ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, Ë· Âfl˜Â ÒÔÍ˝¯ÂÈ Ô fl‰ÈÔÚ flÌ·Í·Ú G, Í·È ÙÔ ÙÂÎÈÍ¸ Û˜fiÏ· Ë·

Âfl˜Â ÒÔ‚ÎÁËÂfl ÛÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ˛ÛÙÂ Ì· ‰ÔËÂfl ÙÔ fl‰ÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·. œ ·Ì·„Ì˛ÛÙÁÚ ÏÂ

„Ì˛ÛÁ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÍfiÚ, Ë· ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„Á ÏÂ ·ıÙfi ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ

Ù˘Ì ‚·ÛÈÍ˛Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì (Principal Component Analysis). Ã›˜ÒÈ Ù˛Ò· ‰ÂflÓ·ÏÂ ˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ÏÂÙ·ÙÒ›¯ÔıÏÂ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ·¸ ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ÛÂ ›Ì·Ì ÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í· G Í·È

Ì· ÙÈÚ Â·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi ÙÔıÚ ÏÔÒˆfi. ŸÛÙ¸ÛÔ, ›Ì· ·¸ Ù· ‚·ÛÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÁÚ

„Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È ¸ÙÈ Ô flÌ·Í·Ú G ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ ‹ÏÂÛ· ·¸ ›Ì·Ì

flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì D, ÛÙÔÌ ÔÔflÔ Í‹ËÂ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÔı dij ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÁÌ ·¸ÛÙ·ÛÁ ÏÂÙ·Ó˝

Ù˘Ì i Í·È j ·Ù¸Ï˘Ì. œ flÌ·Í·Ú D ÏÂÙ·ÙÒ›ÂÙ·È Ò˛Ù· ÛÂ ›Ì·Ì flÌ·Í· Do „È· ÙÔÌ ÔÔflÔ Í‹ËÂ

ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÔı dij ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÁÌ ·¸ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ·Ù¸ÏÔı i Í·È ÙÔı „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝ Í›ÌÙÒÔı 0.

d2
i0 �

1

N

NX
j�1

d2
ij �

1

N2

NX
j�2

j�1X
k�1

d2
jk (2.4)

œ flÌ·Í·Ú G, ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È ›ÂÈÙ· ÏÂ ˜ÒfiÛÁ ÙÔı Ì¸ÏÔı Ù˘Ì ÛıÌÁÏflÙÔÌ˘Ì ¸Ôı: gij �

�d2
i0 � d2

j0 � d2
ij��2. œ flÌ·Í·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì „È· ÙÔ ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÙÔı ÙÂÙÒ·„˛ÌÔı ˆ·flÌÂÙ·È

ÂflÛÁÚ ÛÙÔ ”˜fiÏ· 2-4. º˘Ú ˆ·flÌÂÙ·È, Ô flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú Í·È ¸ÎÂÚ ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ
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ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÂflÌ·È ÎfiÒ˘Ú Í·ËÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ.

”Ù· Â¸ÏÂÌ· ÙÒfl· ÍÂˆ‹Î·È· Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ··Ò·flÙÁÙÁ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfi ËÂ˘Òfl· „È·

ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú ÙÁÚ √Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì, Á ÔÔfl· ÂflÌ·È Í·È ·Ì·„Í·fl· „È·

ÙÁÌ ·ÒÔıÛfl·ÛÁ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı Ôı ·Ì·Ù˝˜ËÁÍÂ.
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 3

« ƒÈ‹Û·ÛÁ Ù˘Ì …‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ‘ÈÏ˛Ì

–flÌ·Í·

√Ì˘ÒflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ ›Ì·Ú flÌ·Í·Ú ·ÂÈÍÔÌflÊÂÈ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı Â‰flÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÛÂ

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÛÙÔ Â‰flÔ ÙÈÏ˛Ì ÙÔı (˜˛ÒÔ ÛÙÁÎ˛Ì) Í·È Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ÏÁ‰ÂÌ¸˜˘ÒÔı ÛÙÔ

ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ·. œÏÔfl˘Ú ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸, ¸ÙÈ Í‹ËÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ‰ÂÌ ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È

ÛÙÔÌ ·ÒÈÛÙÂÒ¸ ÏÁ‰ÂÌ¸˜˘ÒÔ ÙÔı flÌ·Í·. ”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ÙÔ ÙÂÎÂıÙ·flÔ

ÂÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ˘Ú Ù· ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·, ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ „Ò·ÏÏ˛Ì, ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÊÔÌÙ·È

·¸ flÌ·ÍÂÚ. √È· ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÏÂÎ›ÙÁ Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· Ù˘Ì ÔÒËÔ„˛ÌÈ˘Ì

ÈÌ‹Í˘Ì Í·È ÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ÙÔıÚ ÂÒÏÁÌÂfl· ˘Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ˛Ì

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì. ∏ÂÈÙ·, Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÈÚ ›ÌÌÔÈÂÚ ·ıÙ›Ú ˛ÛÙÂ Ì· ÔÒflÛÔıÏÂ ÙÁÌ

‰È‹Û·ÛÁ Ù˘Ì È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÂÌ¸Ú flÌ·Í·.

3.1 œÒËÔ„˛ÌÈÔÈ flÌ·ÍÂÚ

¡Ú ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ›Ì· ÛÁÏÂflÔ P ÛÙÔ Rn, ÏÂ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ,

p �

�
�����
p1

...

pn

�
�����
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ÛÙÔ Í·ÒÙÂÛÈ·Ì¸ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ó¸Ì˘Ì. ‘· ·Ò·Í‹Ù˘ ÈÛ˜˝ÔıÌ „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ n � 3 ˘ÛÙ¸ÛÔ

ÏÔÒÔ˝Ì Í·È Ì· „ÂÌÈÍÂıËÔ˝Ì. ƒÂ‰ÔÏ›ÌÁÚ ÏÈ·Ú ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍfiÚ ‚‹ÛÁÚ v�� ����vn ÛÙÔ Rn, ›ÛÙ˘

q �

�
�����
q1

...

qn

�
�����

¸ÙÈ ÂflÌ·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì ÙÔı ÛÁÏÂflÔı P ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ Í·ÈÌÔ˝Ò„È· ‚‹ÛÁ. ‘¸ÙÂ

„È· Í‹ËÂ i � 1� ���� n Ë· ›˜ÔıÏÂ:

vTi p � vTi

nX
j�1

qjvj �
nX

j�1

qjv
T
i vj � qi

·ˆÔ˝ Ù· vj ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ‹.

≈‹Ì Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ‚‹ÛÂ˘Ú v1� ���� vn ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ‹, Ù¸ÙÂ ÔÈ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ qj

ÂflÌ·È Ù· ÒÔÛÁÏ·ÛÏ›Ì· ÏfiÍÁ Ù˘Ì ÒÔ‚ÔÎ˛Ì ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ p ÛÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ‚‹ÛÁÚ:

qj � vTj p (3.1)

« ÂÓflÛ˘ÛÁ 3.1 ÏÔÒÂfl ÂflÛÁÚ Ì· „Ò·ˆÂfl ÏÂ ›Ì· flÌ·Í· ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ:

V �

�
v1 ��� vn

�

Ô¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ:

q � V Tp (3.2)

≈flÛÁÚ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÛıÎÎ›ÓÔıÏÂ ÙÔ ÎfiËÔÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì:

vTi vj �

	
�

�

1 Â‹Ì i � j

0 ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹

”ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÈÌ‹Í˘Ì:

V TV � I (3.3)

¸Ôı I ÂflÌ·È Ô Ù·ıÙÔÙÈÍ¸Ú n � n flÌ·Í·Ú. ¡ˆÔ˝ Ô ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ ÙÔı ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔı flÌ·Í· V
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ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú Ô V �1 flÌ·Í·Ú, Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ

V �1V � I (3.4)

ÏÈ· Û˝„ÍÒÈÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ 3.3 ‰Âfl˜ÌÂÈ ¸ÙÈ Ô ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ ÂÌ¸Ú ÔÒËÔ„˛ÌÈÔı flÌ·Í· V

ÔÒflÊÂÙ·È Í·È ÂflÌ·È flÛÔÚ ÏÂ ÙÔÌ ·Ì‹ÛÙÒÔˆÔ flÌ·Í· ÙÔı V. ÷ıÛÈÍ‹, Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÒÔ˚ÔË›ÙÔıÌ

¸ÙÈ Ô flÌ·Í·Ú V ÂflÌ·È ÎfiÒÔıÚ Ù‹ÓÁÚ ˛ÛÙÂ Á Î˝ÛÁ V �1 ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ 3.4 Ì· ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi.

ŸÛÙ¸ÛÔ, Ô V ÂflÌ·È Ûfl„ÔıÒ· ÎfiÒÔıÚ Ù‹ÓÁÚ, ·ˆÔ˝ ·Ò‹„ÂÙ·È ·¸ ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ˛Ì

ÛÙÁÎ˛Ì.

ºÙ·Ì Ô V ÂflÌ·È ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì m � n ÏÂ m � n Í·È ÂÈÎ›ÔÌ ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı ÂflÌ·È

ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ›Ú ÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÈÛ˜˝ÂÈ ·Í¸Ï·, ·ˆÔ˝ ÁÂÓflÛ˘ÛÁ3.3 ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È.

ŸÛÙ¸ÛÔ, Á ÂÓflÛ˘ÛÁ 3.4 ÔÒflÊÂÈ ÙÔÌ ·ÒÈÛÙÂÒ¸ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı V . ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, Á ÂÓflÛ˘ÛÁ

V V �1 � 1 ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ›˜ÂÈ Î˝ÛÁ ¸Ù·Ì m � n, ÂÂÈ‰fi Ô Ù·ıÙÔÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú ›˜ÂÈ

m „Ò·ÏÏÈÍ‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ ÛÙfiÎÂÚ, ÂÌ˛ ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı V V �1 ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍÔfl ÛıÌ‰ı·ÛÏÔfl Ù˘Ì

n ÛÙÁÎ˛Ì ÙÔı V , Ô¸ÙÂ Ô flÌ·Í·Ú V V �1 ÏÔÒÂfl Ì· ›˜ÂÈ n ÙÔ ÔÎ˝ „Ò·ÏÏÈÍ‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ

ÛÙfiÎÂÚ.

√È· ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔıÚ flÌ·ÍÂÚ ÎfiÒÔıÚ Ù‹ÓÁÚ (r � m � n), Á ‰È‹ÍÒÈÛÁ ÏÂÙ·Ó˝ ·ÒÈÛÙÂÒÔ˝

Í·È ‰ÂÓÈÔ˝ ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı ‰ÂÌ Î·Ï‚‹ÌÂÈ ˜˛Ò·. ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, ·Ú ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÔıÌ

flÌ·ÍÂÚ B Í·È C Ù›ÙÔÈÔÈ ˛ÛÙÂ BV � I Í·È VC � I . ‘¸ÙÂ B � B�V C� � �BV �C � C, Ô¸ÙÂ Ô

·ÒÈÛÙÂÒ¸Ú Í·È ‰ÂÓÈ¸Ú ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ ÂflÌ·È fl‰ÈÔÈ. ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÛıÌÔ¯flÛÔıÏÂ Ù· ·Ò·‹Ì˘ ˘Ú

ÂÓfiÚ:

»Â˛ÒÁÏ· 3.1.1 œ ·ÒÈÛÙÂÒ¸Ú ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ ÂÌ¸Ú ÔÒËÔ„˛ÌÈÔı m � n flÌ·Í· V ÏÂ m � n

ı‹Ò˜ÂÈ Í·È ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ ÙÔÌ ·Ì‹ÛÙÒÔˆÔ ÙÔı V :

V �1V � V TV � I

”Â ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı m � n, Ô flÌ·Í·Ú V �1 � V T ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ Ô ·ÒÈÛÙÂÒ¸Ú ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ

ÙÔı V :

V ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸Ú � V �1V � V TV � V V �1 � V V T � I

�

ÃÂÒÈÍ›Ú ˆÔÒ›Ú, Á „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ÂÒÏÁÌÂfl· ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ 3.2 ÒÔÍ·ÎÂfl Û˝„˜ıÛÁ ‰È¸ÙÈ

ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÂÒÏÁÌÂflÂÚ. ”ÙÁÌ ÂÒÏÁÌÂfl· Ôı ‰¸ËÁÍÂ ·Ò·‹Ì˘, ÙÔ ÛÁÏÂflÔ

P ·Ò·Ï›ÌÂÈ ÙÔ fl‰ÈÔ Í·È ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ·Ì·ˆÔÒ‹Ú ·ÎÎ‹ÊÂÈ ·¸ Ù· ÛÙÔÈ˜ÂÈ˛‰Á ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

26



ej (‰ÁÎ., ·¸ ÙÈÚ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı I) ÒÔÚ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· vj (‰ÁÎ., ÒÔÚ ÙÈÚ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı V ).

≈Ì·ÎÎ·ÍÙÈÍ‹, Á ÂÓflÛ˘ÛÁ 3.2 (2.2) ÏÔÒÂfl Ì· ·Ò·ÛÙ·ËÂfl ˘Ú ›Ì·Ì ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸, ÛÂ

ÛÙ·ËÂÒ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ì·ˆÔÒ‹Ú, ÙÔı ÛÁÏÂflÔı P ÏÂ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ p ÛÂ ›Ì· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ

Q ÏÂ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ q. ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ ˘ÛÙ¸ÛÔ ‰ÂÌ ›˜ÂÈ Í‹ÔÈ· ‰È·ˆÔÒ‹ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi

ÂÒÏÁÌÂfl·. ”ıÌÂ˛Ú, ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ· ·¸ ÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ÂÒÏÁÌÂfl· Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ, ›˜ÔıÏÂ:

»Â˛ÒÁÏ· 3.1.2 « Ì¸ÒÏ· ÂÌ¸Ú ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ x ‰ÂÌ ·ÎÎ‹ÊÂÈ ÏÂ ÙÔÌ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ ÙÔı ÏÂ

Í‹ÔÈÔÌ ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ flÌ·Í· V :

jjV xjj � jjxjj

¡¸‰ÂÈÓÁ: ∏˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ jjV xjj2 � xTV TV x � xTx � jjxjj2. �

»· ÍÎÂflÛÔıÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ÏÂ Í‹ÔÈ· ÒÔˆ·Ìfi ·ÎÎ‹ ˜ÒfiÛÈÏ· ÛıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù· „È·

ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÔÒËÔ„˘ÌÈ¸ÙÁÙ·Ú. √Ì˘ÒflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ÒÔ‚ÔÎfi p ÂÌ¸Ú ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ b ÛÂ ›Ì·

‹ÎÎÔ ‰È‹ÌıÛÏ· c ÂflÌ·È ›Ì· ÛÁÏÂflÔ ÙÁÚ ‰ÈÂÒ˜¸ÏÂÌÁÚ ÂıËÂfl·Ú ·¸ ÙÔ c Ôı ÂflÌ·È ÎÁÛÈ›ÛÙÂÒÔ

ÛÙÔ b. « È‰›· ÙÁÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ÂÂÍÙ·ËÂfl „È· ÙÔıÚ ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍÔ˝Ú

˜˛ÒÔıÚ ÏÂ ÙÔÌ ÂÓfiÚ ÔÒÈÛÏ¸: « ÒÔ‚ÔÎfi p ÂÌ¸Ú ÛÁÏÂflÔı b � Rn ÛÂ ›Ì·Ì ı¸˜˘ÒÔ C ÂflÌ·È ›Ì·

ÛÁÏÂflÔ ÛÙÔ C ¸Ôı ÂflÌ·È ÎÁÛÈ›ÛÙÂÒ· ÛÙÔ b. ≈flÛÁÚ, „È· ÏÔÌ·‰È·flÔ ‰È‹ÌıÛÏ· c, Ô flÌ·Í·Ú

ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÂflÌ·È Ô ccT , Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· b� p ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÛÙÔ c. º˘Ú ‰Âfl˜ÌÂÈ ÙÔ Â¸ÏÂÌÔ

ËÂ˛ÒÁÏ·, ›Ì· ·Ì‹ÎÔ„Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÙÁÌ ÒÔ‚ÔÎfi ÛÂ ı¸˜˘ÒÔıÚ.

»Â˛ÒÁÏ· 3.1.3 ∏ÛÙ˘ U ›Ì·Ú ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú. ‘¸ÙÂ Ô flÌ·Í·Ú UUT ÒÔ‚‹ÎÎÂÈ ›Ì·

‰È‹ÌıÛÏ· b ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÛÙÁÎ˛Ì ÙÔı U , Ôı ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÙ·È R�U�. ≈ÈÎ›ÔÌ, Á ‰È·ˆÔÒ‹ ÏÂÙ·Ó˝

Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì b Í·È ÙÁÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ p ÛÙÔ R�U� ÂflÌ·È ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÛÙÔ

R�U�:

¡¸‰ÂÈÓÁ: ∏Ì· ÛÁÏÂflÔ p ÛÙÔ R�U� ÂflÌ·È ›Ì·Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸Ú Ù˘Ì ÛÙÁÎ˛Ì ÙÔı:

p � Ux

¸Ôı x ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì (ÎfiËÔıÚ ¸ÛÂÚ Í·È ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı U ). ‘Ô ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ

ÙÁÚ ·¸ÛÙ·ÛÁÚ Ù˘Ì b Í·È p ÂflÌ·È:

jjb� pjj2 � �b� p�T �b� p� � bTb� xTUTUx� 2bTUx

« ·Ò‹„˘„ÔÚ ÙÔı ÙÂÙÒ·„˛ÌÔı ÙÁÚ ·¸ÛÙ·ÛÁÚ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÂflÌ·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· x ÂflÌ·È

ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·

2x� 2UTb
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¸Ôı ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì Â‹Ì Í·È Ï¸ÌÔ Â‹Ì:

x � UTb

Í·È ÈÛ˜˝ÂÈ ·Ì:

p � Ux � UUTb

√È· ÙÁÌ ÙÈÏfi ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ p ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú b-p ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ R�U�, ı¸

ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ¸ÙÈ:

UT �b� p� � UT �b� UUTb� � UTb� UTb � �

3.2 ƒÈ‹Û·ÛÁ È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì

√È· ÙÁÌ ÂÒÏÁÌÂfl· ÙÁÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ Ù˘Ì È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÂÌ¸Ú flÌ·Í· Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ

ÏÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ÂÒÏÁÌÂfl·. « ÍÂÌÙÒÈÍfi È‰›· ÂflÌ·È Á ·Ò·Í‹Ù˘:

∏Ì·Ú m � n flÌ·Í·Ú A Ù‹ÓÁÚ r ·ÂÈÍÔÌflÊÂÈ ÏÈ· ÏÔÌ·‰È·fl· ıÂÒÛˆ·flÒ· ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ r ÙÔı

˜˛ÒÔı „Ò·ÏÏ˛Ì R�A� ÛÂ ÏÈ· ıÂÒ›ÎÎÂÈ¯Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ r ÙÔı ˜˛ÒÔı ÙÔı Â‰flÔı ÙÈÏ˛Ì ÙÔı

A.

‘Ô ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ÂflÌ·È ÈÛ˜ıÒ¸ÙÂÒÔ ·¸ ÙÔ Ì· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô flÌ·Í·Ú ¡ ·ÂÈÍÔÌflÊÂÈ

ÙÔÌ ˜˛ÒÔ „Ò·ÏÏ˛Ì ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ ÙÔı Â‰flÔı ÙÈÏ˛Ì ÙÔı, ·ˆÔ˝ ÂÈÎ›ÔÌ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÙÈ ·ÍÒÈ‚˛Ú

ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÏÂ Ù· ÏfiÍÁ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì: ÃÈ· ıÂÒÛˆ·flÒ· ÂÍÙÂflÌÂÙ·È fi ÛıÏÈ›ÊÂÙ·È ÛÂ ÏÈ·

ıÂÒ›ÎÎÂÈ¯Á. ÃÈ· ıÂÒ›ÎÎÂÈ¯Á ·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ· ‰ÂıÙÂÒÔ‚‹ËÏÈ· ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ· Á ÔÔfl· Í·È

·ÔÙÂÎÂfl „ÂÌflÍÂıÛÁ ÙÁÚ ›ÌÌÔÈ·Ú ÙÁÚ ›ÎÎÂÈ¯ÁÚ ÛÂ ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ ·ÒÈËÏ¸ ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì. ”ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ

‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, Á ıÂÒ›ÎÎÂÈ¯Á ÂflÌ·È ›Ì· ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú, ÂÌ˛ ÛÂ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· ËÂ˘ÒÁËÂfl

›Ì· ÊÂı„‹ÒÈ ÛÁÏÂfl˘Ì. ”Â ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, ÏÈ· ıÂÒ›ÎÎÂÈ¯Á Ë· ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÛÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÔı

ÛÁÏÂflÔı ·Ì·ˆÔÒ‹Ú.

√È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, Ô Ù‹ÓÁÚ ‰˝Ô flÌ·Í·Ú

A �
1p
2

�
�����

p
3

p
3

�3 3

1 1

�
����� (3.5)

ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÊÂÈ ÙÔÌ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í˝ÍÎÔ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ÛÂ ÏÈ· ›ÎÎÂÈ¯Á ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ. ‘Ô

”˜fiÏ· 3-1 ‰Âfl˜ÌÂÈ ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ

b � Ax
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2
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”˜fiÏ· 3-1: ¡ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÂÌ¸Ú Í˝ÍÎÔı ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ÛÂ ÏÈ· ›ÎÎÂÈ¯Á ÙÔı ˜˛ÒÔı.

ƒ˝Ô ÂÍ ‰È·Ï›ÙÒÔı ·ÌÙflËÂÙ· ÛÁÏÂfl· ÛÙÔÌ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í˝ÍÎÔ ·ÂÈÍÔÌflÊÔÌÙ·È ÛÙ· ‰˝Ô ·ÍÒ·fl·

ÛÁÏÂfl· ÙÔı ÍÂÌÙÒÈÍÔ˝ ‹ÓÔÌ· ÙÁÚ ›ÎÎÂÈ¯ÁÚ Í·È ‰˝Ô ‹ÎÎ· ÂÍ ‰È·Ï›ÙÒÔı ·ÌÙflËÂÙ· ÛÁÏÂfl· ÛÙÔÌ

ÏÔÌ·‰È·flÔ Í˝ÍÎÔ ·ÂÈÍÔÌflÊÔÌÙ·È ÛÙ· ‰˝Ô ·ÍÒ·fl· ÛÁÏÂfl· ÙÔı ÏÁ ÍÂÌÙÒÈÍÔ˝ ‹ÓÔÌ· ÙÁÚ

›ÎÎÂÈ¯ÁÚ. ¡ıÙ¸ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÏÔÒÂfl Ì· „ÂÌÈÍÂıËÂfl „È· ÔÔÈÔÌ‰fiÔÙÂ m � n flÌ·Í·.

ŸÛÙ¸ÛÔ Á ·¸‰ÂÈÓÁ „È· ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ ‰È‹Û·ÛÁÚ Ù˘Ì È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÔÔÈÔı‰fiÔÙÂ flÌ·Í·

˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ·Î„Â‚ÒÈÍ‹ Ï›Û·. –·Ò·Í‹Ù˘ ÛıÌÔ¯flÊÔıÏÂ ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· ˝·ÒÓÁÚ ·Ò·›ÏÔÌÙ·Ú

ÙÔÌ ·Ì·„Ì˛ÛÙÁ „È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú [21].

»Â˛ÒÁÏ· 3.2.1 ≈‹Ì A ÂflÌ·È ›Ì·Ú m � n flÌ·Í·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì, Ù¸ÙÂ ı‹Ò˜ÔıÌ

ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÈ flÌ·ÍÂÚ

U � �u1 ��� um� � Rm�m

V � �v1 ��� vn� � Rn�n

Ù›ÙÔÈÔÈ ˛ÛÙÂ

UTAV � š � diag��1� ���� ��� � Rm�n

¸Ôı � � min�m�n� Í·È �1 � � � � � �� � 0. …ÛÔ‰˝Ì·Ï· ›˜ÔıÏÂ

A � UšV T

�

« ‰È‹Û·ÛÁ Ù˘Ì È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ‰flÌÂÈ ˘ÛÙ¸ÛÔ ˜ÒfiÛÈÏÂÚ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ Í·È „È· ÙÁÌ ‰ÔÏfi
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ÂÌ¸Ú flÌ·Í·. ≈‹Ì ÔÒflÛÔıÏÂ ÙÔ r ˘Ú

�1 � � � � � �r � �r�1 � � � � � 0

‰ÁÎ·‰fi, Â‹Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �r ÂflÌ·È Á ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍfi È‰È¸ÏÔÒˆÁ ÙÈÏfi ÙÔı flÌ·Í·

A, Ù¸ÙÂ:

rank�A� � r

null�A� � spanfvr�1� ����vng

range�A� � spanfu1� ����urg

‘· ÏÂ„›ËÁ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ÙÁÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ›˜ÔıÌ ˘Ú ÂÓfiÚ: Ô U ÂflÌ·È m�m, Ô

š ÂflÌ·È m� n Í·È Ô V ÂflÌ·È n� n. ƒÁÎ·‰fi Ô š ›˜ÂÈ ÙÔ fl‰ÈÔ Ï›„ÂËÔÚ ÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔı A Í·Ë˛Ú ÔÈ U

Í·È V ÂflÌ·È ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍÔfl flÌ·ÍÂÚ.

3.3 œ ¯Âı‰Ô·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ ÂÌ¸Ú flÌ·Í·

Ãfl· ·¸ ÙÈÚ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ÙÁÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÂflÌ·È Í·È ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ

·ÔÙ›ÎÂÛÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· 3.3.1 « Î˝ÛÁ Ù˘Ì ÂÎ·˜flÛÙ˘Ì ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì ÂÌ¸Ú „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

Ax � b, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· x Ôı ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÂfl ÙÔ

min
x
jjAx� bjj

ÂflÌ·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·

x � V š�UTb
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¸Ôı Ô

š� �

�
�������������������

1��1 0 � � � 0
. . .

1��r

0
...

...
. . .

0

0 � � � 0

�
�������������������

ÂflÌ·È ›Ì·Ú n �m ‰È·„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú. �

œ flÌ·Í·Ú ¡� � V š�UT Í·ÎÂflÙ·È Ô ¯Âı‰Ô·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ ÙÔı ¡. √È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı

ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ Ô ·Ì·„Ì˛ÛÙÁÚ ·Ò·›ÏÂÙ·È ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ [21].
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 4

œÈ …‰ÈÔÙÈÏ›Ú Í·È Ù· …‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

–flÌ·Í·

ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı ÂÌ¸Ú „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝,

b � Ax

Á ‰È‹Û·ÛÁ È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ¡ � UšV T ÙÔı A ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÊÂÈ ÙÔ Â‰flÔ ÔÒÈÛÏÔ˝ Ï›ÛÔ ÙÔı

flÌ·Í· V T Í·È ÙÔ Â‰flÔ ÙÈÏ˛Ì Ï›ÛÔ ÙÔı flÌ·Í· UT ˛ÛÙÂ ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ›ÌÔ Û˝ÛÙÁÏ· Ì·

ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔ. ≈flÛÁÚ, Á ÂÓflÛ˘ÛÁ b � UšV Tx ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÙÂfl ˘Ú ÂÓfiÚ:

UTb � šV Tx

Í·È ›˜ÔıÏÂ:

c � šy�

¸Ôı:

y � V Tx Í·È c � UTb�

Í·È ¸Ôı Ô š ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ. ¡ıÙ¸Ú ÂflÌ·È Ô ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

¸Ôı Ù· Â‰fl· ÔÒÈÛÏÔ˝ Í·È ÙÈÏ˛Ì ÙÔı ¡ ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹. ”ı˜Ì‹, ˘ÛÙ¸ÛÔ, ÙÔ Â‰flÔ ÔÒÈÛÏÔ˝

Í·È ÙÈÏ˛Ì Ë›ÎÔıÏÂ Ì· ÂflÌ·È ‹ÒÙÈ· ÂÓ·ÒÙÁÏ›Ì· ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ Í·È ÔÎÎ›Ú ˆÔÒ›Ú ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ·

·¸ ÙÔÌ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ A. ∏Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ ÂflÌ·È Á ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı ›˜ÔıÏÂ
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›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌfiË˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì, ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ:

�
x � Ax

¸Ôı Ô ¡ ÂflÌ·È ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì n�n. ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ùı˜·flÔ ¸ÙÈ Ô flÌ·Í·Ú ¡ ÂflÌ·È

ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸Ú. ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· x ÂflÌ·È ÏÈ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Í‹ÔÈ·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍfiÚ

ÏÂÙ·‚ÎÁÙfiÚ t (Á ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı) Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·
�
x ÂflÌ·È Á ·Ò‹„˘„ÔÚ ÙÔı x

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı t:
�
x �

dx

dt

ƒÁÎ·‰fi, ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ· ·ÎÎÁÎÂÓ‹ÒÙÁÛÁ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì x Í·È
�
x Ô¸ÙÂ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ·ÎÎ‹ÓÔıÏÂ ÙÈÚ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ x ˜˘ÒflÚ Ì· ·ÎÎ‹ÓÔıÏÂ Í·È ·ıÙ›Ú ÙÔı
�
x.

”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, Â‹Ì Ô V ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú Í·È ÔÒflÛÔıÏÂ

y � V Tx

Ù¸ÙÂ Ô ÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ
�
x Ï·Ú ·Ì·„Í‹ÊÂÈ ÂflÛÁÚ Ì· ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÛÔıÏÂ ÏÂ ÙÔ V T :

dV Tx

dt
� V T dx

dt
� V T �

x�

≈Ì ÛıÌÙÔÏfl·, Á ‰È‹Û·ÛÁ È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ‰ÂÌ ÂflÌ·È ˜ÒfiÛÈÏÁ ÛÂ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÛıÌfiËÁ

‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì, ÂÂÈ‰fi ‰È·„˘ÌÔÔÈÂfl ÙÔÌA ÏÂ ‰˝Ô ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú,

›Ì·Ì „È· ÙÔ Â‰flÔ ÔÒÈÛÏÔ˝ Í·È ›Ì·Ì „È· ÙÔ Â‰flÔ ÙÈÏ˛Ì, ÂÌ˛ ÛÙ· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·ıÙ‹

˜ÒÂÈ·Ê¸Ï·ÛÙÂ ›Ì·Ì ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸. »· Ë›Î·ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ

flÌ·Í· S Í·È ›Ì·Ì ‰È·„˛ÌÈÔ flÌ·Í· Ł Ù›ÙÔÈÔıÚ ˛ÛÙÂ:

A � SŁST (4.1)

ŸÛÙ¸ÛÔ, ÙÔ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÔÌ A ÛÙÁÌ ÏÔÒˆfi 4.1 ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ûı˜Ì‹ ÂˆÈÍÙ¸. ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È,

ÂÂÈ‰fi Ù˛Ò· ›˜ÔıÏÂ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔıÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í·.

»· fiÙ·Ì Û·Ì Ì· Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÁÌ ‰È‹Û·ÛÁ È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÏÂ ÙÔÌ ÂÈÎ›ÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸

U � V . ”ıÌÂ˛Ú, „È· ÙÁÌ ‰È·„˘ÌÈÔÔflÁÛÁ ÂÌ¸Ú ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍÔ˝ flÌ·Í·A, ·Ò·„¸ÏÂÌÔ ·¸ ›Ì·

Û˝ÛÙÁÏ· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ë· ÔÒflÛÔıÏÂ ÏÈ· ‰È‹Û·ÛÁ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ:

A � QŁQ�1 (4.2)
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ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· Q Ì· ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ (·ÌÙfl „È· ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÚ) Í·È ÙÔÌ Ł ‰È·„˛ÌÈÔ. œ¸ÙÂ, Á

ÂÓflÛ˘ÛÁ A � QŁQ�1 ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl:

AQ � QŁ

fi „Ò‹ˆÔÌÙ·Ú ÙÁÌ Í‹ËÂ ÛÙfiÎÁ ÙÔı Q ÓÂ˜˘ÒÈÛÙ‹, ˘Ú ÂÓfiÚ:

Aqi � �iqi (4.3)

¸Ôı

Q � �q1 � � �qn� Í·È Ł � diag��1� ���� �n�

œÈ ÛÙfiÎÂÚ qi ÙÔı Q Í·È ÔÈ ‰È·„˛ÌÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı Ł ÂflÌ·È Î˝ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì Í·È

È‰ÈÔ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì:

Ax � �x (4.4)

¸Ôı ÂflÌ·È Í·È Ô ÛıÌfiËÁÚ ÙÒ¸ÔÚ ÔÒÈÛÏÔ˝. ŸÛÙ¸ÛÔ, ¸˘Ú Âfl‰·ÏÂ, Á ÂÓflÛ˘ÛÁ ·ıÙfi ÏÔÒÂfl

Ì· ·Ò·˜ËÂfl Í·È ·¸ ÙÁÌ ‰È·„˘ÌÈÔÔflÁÛÁ ÂÌ¸Ú flÌ·Í· ÏÂ ÙÔÌ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú.

œÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı Q ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Í·È ÔÈ ‰È·„˛ÌÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı Ł ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È

È‰ÈÔÙÈÏ›Ú. œÈ ÙÈÏ›Ú ÙÔıÚ ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È Í·È ÏÈ„·‰ÈÍ›Ú.

4.1 ”˜›ÛÂÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì Í·È È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì

º˘Ú Âfl‰·ÏÂ ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ›Ú ‰È·ˆÔÒ›Ú ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰˝Ô ÏÔÒˆ˛Ì ‰È‹Û·ÛÁÚ –flÌ·Í·.

ŸÛÙ¸ÛÔ, ı‹Ò˜ÔıÌ Í·È ÔÏÔÈ¸ÙÁÙÂÚ. ¡ıÙ›Ú ÔÈ ÔÏÔÈ¸ÙÁÙÂÚ Ë· ˆ·ÌÔ˝Ì ÛÁÏ·ÌÙÈÍ›Ú ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl·

·ıÙfi.

»Â˛ÒÁÏ· 4.1.1 ∏Ì·Ú ≈ÒÏÈÙÈ·Ì¸Ú flÌ·Í·Ú ›˜ÂÈ ‹ÌÙ· Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú È‰ÈÔÙÈÏ›Ú.

¡¸‰ÂÈÓÁ: ∏Ì·Ú flÌ·Í·Ú A Î›„ÂÙ·È ≈ÒÏÈÙÈ·Ì¸Ú ·ÌÌ A � AH . ∏ÛÙ˘ � Í·È x ÏÈ· È‰ÈÔÙÈÏfi

Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô È‰ÈÔ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ¡:

Ax � �x (4.5)
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–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ≈ÒÏÈÙÈ·Ìfi ›˜ÔıÏÂ:

xHAH � ��xH

¡ˆÔ˝ A � AH , Á ÙÂÎÂıÙ·fl· ÂÓflÛ˘ÛÁ „Ò‹ˆÂÙ·È ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· ˘Ú:

xHA � ��xH (4.6)

≈‹Ì ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ 4.5 ·¸ ·ÒÈÛÙÂÒ‹ ÏÂ ÙÔ xH Í·È ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ 4.6 ·¸

‰ÂÓÈ‹ ÏÂ ÙÔ x, ·flÒÌÔıÏÂ:

xHAHx � �xHx

xHAHx � ��xHx

·¸ ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ:

�xHx � ��xHx

¡ˆÔ˝ ÙÔ x ÂflÌ·È È‰ÈÔ‰È‹ÌıÛÏ·, Á ÙÈÏfi xHx ÂflÌ·È ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍfi, Ô¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ ÙÔ ÂÈËıÏÁÙ¸

·ÔÙ›ÎÂÛÏ·. ƒÁÎ·‰fi � � ��. �

ÀfiÏÏ· 4.1.1 ∏Ì·Ú ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì ›˜ÂÈ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú È‰ÈÔÙÈÏ›Ú.

¡¸‰ÂÈÓÁ: ∏Ì·Ú ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì ÂflÌ·È ≈ÒÏÈÙÈ·Ì¸Ú flÌ·Í·Ú. �

ƒÁÎ·‰fi, ›Ì·Ú ≈ÒÏÈÙÈ·Ì¸Ú flÌ·Í·Ú, ›˜ÂÈ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Í·È n ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ‹

È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·. ≈‹Ì ÂÈÎ›ÔÌ Ô flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì, ÙÔ fl‰ÈÔ ÈÛ˜˝ÂÈ Í·È „È·

Ù· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı. ’ÂÌËıÏflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ ›Ì·Ú flÌ·Í·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì A, ¸Ôı „È·

Í‹ËÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· x ÈÛ˜˝ÂÈ xTAx � 0, Î›„ÂÙ·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ. »· Î›„ÂÙ·È ËÂÙÈÍ‹

ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ Â‹Ì „È· Í‹ËÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· x ÈÛ˜˝ÂÈ xTAx � 0. –ÒÔˆ·Ì˛Ú ›Ì·Ú ËÂÙÈÍ‹

ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ. »ÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÈ fi ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÈ flÌ·ÍÂÚ

ÒÔÍ˝ÙÔıÌ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ıÂÒ-ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì, ÂÂÈ‰fi Ô

ATA ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ „È· Í‹ËÂ flÌ·Í· A. ≈Ïˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÂflÛÁÚ ÛÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒfl·

Ï›ÛÔ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ ÂÌ¸Ú ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰Ô˝Ú,

xTQx � 1
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ÛÙÔ ÔÔflÔ ÔQ ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ. ‘· ·Ò·Í‹Ù˘ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛıÛ˜ÂÙflÊÔıÌ ÙÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú

ÏÂ ÙÈÚ È‰È¸ÏÔÒˆÂÚ ÙÈÏ›Ú „È· ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔıÚ flÌ·ÍÂÚ.

»Â˛ÒÁÏ· 4.1.2 œÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÂÌ¸Ú ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝, ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔı flÌ·Í· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì

·ÒÈËÏ˛Ì, ÈÛÔ˝ÌÙ·È ÏÂ ÙÈÚ È‰È¸ÏÔÒˆÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı. ‘· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı A ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ Í·È

È‰È¸ÏÔÒˆ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Í·È ·¸ ÙÈÚ ‰˝Ô ÎÂıÒ›Ú.

¡¸‰ÂÈÓÁ: ¡¸ ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· ˆ‹ÛÏ·ÙÔÚ [21] „Ì˘ÒflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ A � SŁST , ¸Ôı ÔÈ flÌ·ÍÂÚ Ł

Í·È S Ì· ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì. ≈ÈÎ›ÔÌ, ÔÈ ÙÈÏ›Ú ÙÔı flÌ·Í· Ł ÂflÌ·È ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ›Ú.

≈flÛÁÚ ·¸ ÙÁÌ Û˜›ÛÁ

Asi � �si

›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ:

sTi Asi � sTi �si � �sTi si � �jjsijj2 � �

≈‹Ì Ô A ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, Ù¸ÙÂ xTAx � 0 „È· Í‹ËÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· x, Í·È

ÂflÛÁÚ sTi Asi � 0, ˛ÛÙÂ � � 0. �
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 5

¬ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì

ÃÂ ÙÔÌ ¸ÒÔ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁ Ë· ÂÌÌÔÔ˝ÏÂ ÂflÙÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· Â˝ÒÂÛÁÚ ÂÎ·˜flÛÙÔı ÂflÙÂ Â˝ÒÂÛÁÚ

ÏÂ„flÛÙÔı ÏÈ·Ú ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ. ŸÛÙ¸ÛÔ, ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ Â˝ÒÂÛÁÚ ÏÂ„flÛÙÔı ÏÈ·Ú ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ

f�x� ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· Â˝ÒÂÛÁÚ ÂÎ·˜flÛÙÔı ÙÁÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ �f�x�. ”ıÌÂ˛Ú,

Ë· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ù· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÁÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ Í·È Â˝ÒÂÛÁÚ ÂÎ‹˜ÈÛÙ˘Ì ÏÈ·Ú ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ

˘Ú ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·. –ÔÎÎ›Ú ˆÔÒ›Ú Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ Á Â˝ÒÂÛÁ ÙÔÌ ÔÎÈÍ˛Ì ÂÎ‹˜ÈÛÙ˘Ì. ƒıÛÙı˜˛Ú,

Á ÂflÎıÛÁ ÙÔı ÙÂÎÂıÙ·flÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·Îfi ÏÈ·Ú Í·È Û˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ

ÏÈ·Ú Í·ËÔÎÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ: x� ÂflÌ·È ÔÎÈÍ¸ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ ÙÁÚ f ·Ì Í·È Ï¸ÌÔ Â‹Ì „È· Í‹ËÂ ‹ÎÎÁ

ÙÈÏfi x ›˜ÔıÏÂ f�x� � f�x��. –·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÏÂË¸‰Ôı „È· Â˝ÒÂÛÁ Í·ËÔÎÈÍ˛Ì ÂÎ‹˜ÈÛÙ˘Ì ÂflÌ·È

Á simulated annealing. ŸÛÙ¸ÛÔ, ÙÔ ÔÛÔÛÙ¸ Û˝„ÍÎÈÛÁ ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÂflÌ·È Ûı˜Ì‹

‹ÏÂÛ· ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ˆ˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ. ”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ

Ë· ·Û˜ÔÎÁËÔ˝ÏÂ ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ Â˝ÒÂÛÁÚ ÙÔÈÍ˛Ì ÂÎ‹˜ÈÛÙ˘Ì: ÂÈÎ›„ÔıÏÂ ÏÈ· (·Ò˜ÈÍfi)

Í·Ù‹ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Î˝ÛÁ x0, Í·È ÛÙÁÌ ÛıÌ›˜ÂÈ· ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ÏÈ· ·ÍÔÎÔıËfl· ÙÈÏ˛Ì Ôı ‰flÌÔıÌ

Í·È ÏÈ· Í·Î˝ÙÂÒÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı ÙÔÈÍÔ˝ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔı. « ·Ò·‹Ì˘ Ï›ËÔ‰ÔÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ

ÂflÌ·È Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ı‹Ò˜ÂÈ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· ÂÈÎÔ„fiÚ ÏÈ·Ú ·Ò˜ÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ x0

ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ ÙÔÈÍ¸ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ f�x��. º˘Ú Ë· ‰Ô˝ÏÂ ÛÙ· Â¸ÏÂÌ· ÍÂˆ‹Î·È·, Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ „È·

ÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì, Ï·Ú ‰flÌÂÈ Â˝ÍÔÎ· ÙÁÌ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· ÂÈÎÔ„fiÚ ÙÁÚ

·Ò˜ÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ (ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ). –·Ò·Í‹Ù˘, ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì·.

5.1 « Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì·

∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Ë›ÎÔıÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÙÔÈÍ¸ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ ÙÁÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ f . œÈ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔÈ

·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÙÁÌ ÂÓfiÚ ‰ÔÏfi:
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k � 0
while xk is not a minimum

compute step direction pk with jjpkjj � 1
compute step size ak
xk�1 � xk � akpk
k � k � 1

end.

”˜fiÏ· 5-1: ¡Î„ÔÒÈËÏÈÍfi ‰ÔÏfi Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ.

≈flÌ·È ÓÂÍ‹Ë·ÒÔ ¸ÙÈ Á ÂÈÎÔ„fi ÙÔı ‚fiÏ·ÙÔÚ ak ·ÔÙÂÎÂfl ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·. «

ÂÈÎÔ„fi ÏÈÍÒÔ˝ ‚fiÏ·ÙÔÚ Ë· Ô‰Á„Ô˝ÛÂ ÛÂ ·Ò„fi Û˝„ÍÎÈÛÁ fi ·Í¸Ï· Í·È ÛÙÁ ÏÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ

ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı. ºÏÔÈ·, Á ÂÈÎÔ„fi ÏÂ„‹ÎÔı ‚fiÏ·ÙÔÚ Ë· Ô‰Á„Ô˝ÛÂ ÛÙÔ Ì· ÏÁ ÂıÒÂËÂfl ÙÔ

ÙÔÈÍ¸ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ ÙÁÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ. ∏Ì· ·¸ Ù· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÁÚ ÙÂÎÂıÙ·fl·Ú ÂÒflÙ˘ÛÁÚ ÂflÌ·È

Ì· ‚„Ô˝ÏÂ ·¸ ÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ›ÎÓÁÚ (attractie region) fi Ì· ÂÏˆ·ÌÈÛÙÂfl ÙÔ Û˝ÏÙ˘Ï· Ù·Î‹ÌÙÂıÛÁÚ

ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı. « Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì· ‰flÌÂÙ·È ·Ò·Í‹Ù˘. ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ:

f�xk � Ðx� � f�x� � gTk Ðx�
1

2
ÐxTQkÐxk (5.1)

ÂflÌ·È ÔÈ Ò˛ÙÔÈ ¸ÒÔÈ ÙÁÚ ÛÂÈÒ‹Ú Taylor „È· ÙÁÌ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ xk, ¸Ôı

gk � g�xk� �
�f

�x






x�xk

(5.2)

Í·È

Qk � Q�xk� �
�2f

�x�xT







x�xk

�

�
�����

�2f

�x2
1

� � � �2f
�x1�xn

...
...

�2f
�xn�x1

� � � �2f

�x2
n

�
�����
x�xk

ÂflÌ·È ÙÔ ‰È·ˆÔÒÈÍ¸ (gradient) Í·È Á Hessian ÙÁÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ f ÛÙÔ ÛÁÏÂflÔ xk. ”ÙÁÌ

Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ÙÁÙ·, Ù· a Í·È Q ÂflÌ·È ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÁÚ ÛÂÈÒ‹Ú Taylor ÙÁÚ f „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ

ÛÁÏÂflÔ x � 0, Í·Ë˛Ú Ù· gk Í·È Qk ÂflÌ·È ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÁÚ ÛÂÈÒ‹Ú Taylor ÙÁÚ f „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ

ÛÁÏÂflÔ xk.
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”ÙÔ ‚·ËÏ¸ Ôı Á Û˜›ÛÁ 5.1 ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ë›ÛÔıÏÂ ÙÈÚ ·Ò·„˛„ÔıÚ ÙÁÚ

f�xk � Ðx� ÏÂ ÙÁÌ Ðx ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ ÏÁ‰›Ì, Í·È Ì· Ô‰Á„ÁËÔ˝ÏÂ ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·:

QkÐx � �gk� (5.3)

„È· ÙÔ ÔÔflÔ Á ÂflÎıÛÁ ÙÔı Ðx � akpk Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ pk � Ðxk�jjÐxkjj
Í·È ÏÂ ÂÈÎÔ„fi ‚fiÏ·ÙÔÚ ak � jjÐxkjj. –ÒÔˆ·Ì˛Ú, Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ ‰ÂÌ Ë· ÏÔÒÂfl

Ì· ÔÒÈÛËÂfl ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı ›˜ÂÈ ÂıÒÂËÂfl ›Ì· ÙÔÈÍ¸ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ. ƒÁÎ·‰fi ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

¸Ôı ak � 0.

∏Ì·Ú ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ „È· ÙÔÌ ÔÔflÔ Á ÂÈÎÔ„fi Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ pk Í·È ÙÈÏfiÚ ak

ÔÒflÊÔÌÙ·È ¸ÏÔÈ· ÏÂ Ù· ·Ò·‹Ì˘ Ë· Í·ÎÂflÙ·È Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì·.  ·Ù‹ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜fl·, ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· pk Ë· Í·ÎÂflÙ·È ‰ÈÂ˝ËıÌÛÁ ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì· Í·È Á ÙÈÏfi ak ‚fiÏ· ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì·.
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 6

≈Ï‚‹ÙÈÛÁ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ ÛÙÔÌ ≈3

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ,Í‹ÌÔıÏÂ ÏÈ· ·Ì·ÛÍ¸ÁÛÁÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì

Í·È ÒÔÙÂflÌÔıÏÂ ÈÍ·Ì›Ú Í·È ·Ì·„Í·flÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ „È· ÙÁÌ ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ÏÈ·Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ

ÛÙÔÌ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ. ÃÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi, „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ›Ì· Ï¸ÒÈÔ, Ë· ·Ì··ÒÈÛÙ‹Ù·È

ÏÂ ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ÛÁÏÂfl˘Ì (‰ÁÎ. Û˝ÌÔÎÔ ·Ù¸Ï˘Ì) „È· Ù· ÔÔfl· Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È

ÔÒÈÛÏ›ÌÔÈ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì. « ·Ì·ÛÍ¸ÁÛÁ Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÔÌ

ÛÍÂÎÂÙ¸ ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú ÙÔı Leonard Blumenthal [5].

6.1 –ÒÔÏÂÙÒÈÍÔfl, ÁÏÈÏÂÙÒÈÍÔfl Í·È ÏÂÙÒÈÍÔfl ˜˛ÒÔÈ

∏ÛÙ˘ A ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ÛÁÏÂfl˘Ì, Í·È e : A � IRn ÏÈ· ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ1 Á ÔÔfl· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÂ

Í‹ËÂ a � A ÙÈÚ  ·ÒÙÂÛÈ·Ì›Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÔı ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ

‰ÔÏfiÚ. ≈Ó' ÔÒÈÛÏÔ˝, Á ·Ò·‹Ì˘ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÂflÌ·È ›Ì·-ÒÔÚ-›Ì· Í·È Ë· ·Ì·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ ÛÂ

·ıÙfiÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ ¸ÒÔ ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ.

œÒflÊÔıÏÂ ÏÂ E 	 �IRn�A ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÂˆÈÍÙ˛Ì ÂÏ‚·ÙflÛÂ˘Ì ¸Ôı Í·È ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ

¸ÎÂÚ ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù›Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú (conformations) ÙÁÚ ı¸ ÂÓ›Ù·ÛÁÚ ‰ÔÏfiÚ (.˜. Ï¸ÒÈÔ). √È·

Í‹ËÂ e � E, ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ de : A � A � IR, Á ÔÔfl· „È· Í‹ËÂ a� b � A ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

ÙÁÌ Û˜›ÛÁ:

de�a� b� � je�a�� e�b�j (6.1)

¸Ôı jxj � p
x � x ÂflÌ·È Á ÛıÌfiËÁÚ Ì¸ÒÏ· ÙÔı ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍÔ˝ ˜˛ÒÔı IRn.

1¡Ò˜ÈÍ‹ Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ „ÂÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ, ·Ì Í·È Ô ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÚ ˜˛ÒÔÚ Ôı Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ ÂflÌ·È ‹ÌÙ·
‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÙÒfl·.
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œÒÈÛÏ¸Ú 6.1.1 « ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ de : A � A � IR Í·ÎÂflÙ·È Á n-‰È‹ÛÙ·ÙÁ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ

·¸ÛÙ·ÛÁÚ.

‘Ô Â¸ÏÂÌÔ ÎfiÏÏ· ‰flÌÂÈ Í‹ÔÈÂÚ ·¸ ÙÈÚ ÛÙÔÈ˜ÂÈ˛‰ÁÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈ˘Ì

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ·¸ÛÙ·ÛÁÚ.

ÀfiÏÏ· 6.1.1 ≈‹Ì de ÂflÌ·È ÏÈ· ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ·¸ÛÙ·ÛÁÚ Í·È De � d2
e, Ù¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ:

1. 
 a� b � A : De�a� b� � De�b� a�

2. 
 a� b � A : De�a� b� � 0 �� a � b

3. 
 a� b � A : De�a� b�� 0

4. 
 a� b� c � A : de�a� b� � de�a� c� � de�b� c�

ƒflÌÔıÏÂ ·Ò·Í‹Ù˘ ÙÁÌ ÔÒÔÎÔ„fl· „È· ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ D, Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì, ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ

ÛÙÔ A�A „È· ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ·Ò·‹Ì˘ ÛÙÔÈ˜ÂÈ˛‰ÂÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ:

œÒÈÛÏ¸Ú 6.1.2 ∏Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ S Í·ÎÂflÙ·È ›Ì· ÊÂı„‹ÒÈ �A�D� ÙÔ ÔÔflÔ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È

·¸ ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ A Í·È ÏÈ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ D : A � A � IR ¸Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ (1)

Í·È (2) ÙÔı ÎfiÏÏ·ÙÔÚ 6.1.1. ≈‹Ì ÂÈÎ›ÔÌ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ D ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· (3), Ô

S Í·ÎÂflÙ·È ›Ì·Ú ÁÏÈÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ, Í·È Â‹Ì ÂÈÒ¸ÛËÂÙ· Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ d �
p
D ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

ÙÁÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· (4), Ù¸ÙÂ Ô S ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ.

¡ÌÙflÛÙÔÈ˜·, Í·ÎÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ D ˘Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍfi, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÌ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ d ˘Ú

ÁÏÈÏÂÙÒÈÍfi fi ÏÂÙÒÈÍfi, ·Ì‹ ÂÒflÙ˘ÛÁ. œÈ ÙÈÏ›Ú d�a� b� ÙÁÚ d Í·ÎÔ˝ÌÙ·È ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ, Í·Ë˛Ú

Í·È ÔÈ ÙÈÏ›Ú D�a� b� Í·ÎÔ˝ÌÙ·È ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ›Ú ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ. ≈ÈÎ›ÔÌ, Â‹Ì ÙÔ Ï›„ÂËÔÚ jAj ÙÔı

ÛıÌ¸ÎÔı A ÂflÌ·È m Í·È Â‹Ì ‰È·Ù‹ÓÔıÏÂ Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÛÙÁÌ ÏÔÒˆfi A � � a1� � � � � am �, Ù¸ÙÂ Ô

·Ò·‹Ì˘ ˜˛ÒÔÚ ÏÔÒÂfl Ì· ·Ò·ÛÙ·ËÂfl ·¸ ›Ì·Ì ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í· ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ:

MD�A� �

�
��������

0 D�a1� a2� � � � D�a1� am�

D�a1� a2� 0 � � � D�a2� am�
...

...
. . .

...

D�a1� am� D�a2� am� � � � 0

�
��������

”ıÌÂ˛Ú, ›Ì·Ú ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÔÚ ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ ÏÔÒÂfl Ì· Í·ËÔÒÈÛËÂfl Í·È ·¸ ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ

¸Î˘Ì Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì Ôı ·Ò‹„ÔÌÙ·È ·¸ ÙÔÌ flÌ·Í· MD�A� Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÏÂÙ·Ë›ÛÂ˘Ì

˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ „Ò·ÏÏ›Ú/ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı. ºÏÔÈ· ÔÈ ÁÏÈÏÂÙÒÈÍÔfl Í·È ÏÂÙÒÈÍÔfl ˜˛ÒÔÈ, ÏÔÒÔ˝Ì Ì·

ËÂ˘ÒÁËÔ˝Ì ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ˘Ú ›Ì·Ú Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔÚ flÌ·Í·Ú.
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œÒÈÛÏ¸Ú 6.1.3 ∏Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ S � �A�D� Í·ÎÂflÙ·È ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÚ Â‹Ì ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ·

ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ e : A � IRn Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ De � d2
e, ‰ÁÎ·‰fi Â‹Ì ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ ÙÔ ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ ÙÁÚ

ÛıÌÁËÈÛÏ›ÌÁÚ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈ·Ú ·¸ÛÙ·ÛÁÚ. ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÒÈ„Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ Î›„ÔÌÙ·Ú

ÂflÛÁÚ ¸ÙÈ Ô S ÂflÌ·È ÂÏ‚·ÙflÛÈÏÔÚ ÛÂ Í‹ÔÈÔÌ n-‰È‹ÛÙ·ÙÔ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ.

–ÒÔˆ·Ì˛Ú, ›Ì·Ú ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÚ ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ ÂÓ' ÔÒÈÛÏÔ˝ ÂflÌ·È Í·È ÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ.

ŸÛÙ¸ÛÔ, ı‹Ò˜ÔıÌ ÏÂÙÒÈÍÔfl ˜˛ÒÔÈ �A�D� Ôı ÂÌ˛ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·,

‰ÂÌ ÂflÌ·È ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÈ. »· ‚ÒÔ˝ÏÂ ÏÈ· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ·Î„Â‚ÒÈÍfi ·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ, Á ÔÔfl· Ì·

ÏÔÒÂfl Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl ÛÂ Í‹ËÂ ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸ ˜˛ÒÔ.

œÒÈÛÏ¸Ú 6.1.4 ∏Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ S � �A�D� Í·ÎÂflÙ·È Ì· ÂflÌ·È ÂÏ‚·ÙflÛÈÏÔÚ ÛÂ

›Ì·Ì ‰È„Ò·ÏÏÈÍ¸ (bilinear) ·ˆÁÌÈÍ¸ ˜˛ÒÔ AB ÏÂ ‰ÂıÙÂÒÔ‚‹ËÏÈ· ÏÔÒˆfi (quadratic form) QB

Â‹Ì ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ· ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ e : A � AB Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ D�a� b� � QB�e�a� � e�b�� „È· Í‹ËÂ

ÛÁÏÂflÔ a� b � A. « fl‰È· Á ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ e Ë· Í·ÎÂflÙ·È ÈÛÔÏÂÙÒÈÍfi ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ÙÔı S ÛÙÔÌ

AB. ≈‹Ì ÏÈ· Ù›ÙÔÈ· ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ı‹Ò˜ÂÈ, Ù¸ÙÂ Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ dim�S� ÙÔı S ÂflÌ·È Á ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ

‰È‹ÛÙ·ÛÁ ·¸ Í‹ËÂ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ¸ ·ˆÁÌÈÍ¸ ˜˛ÒÔ, ÛÙÔÌ ÔÔflÔ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÏ‚·ÙÈÛÙÂfl.

»Â˛ÒÁÏ· 6.1.1  ‹ËÂ ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ S � �A�D� ÏÔÒÂfl Ì· ÂÏ‚·ÙÈÛÙÂfl ÛÂ ›Ì·Ì

‰È„Ò·ÏÏÈÍ¸ ·ˆÁÌÈÍ¸ ˜˛ÒÔ, ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ jAj � 1 Ù›ÙÔÈÔÌ ˛ÛÙÂ Á ÂÈÍ¸Ì· ÙÔı A Ì· ·Ò‹„ÂÈ ÙÔÌ

˜˛ÒÔ. ¡ıÙfi Á ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi ÛÂ ÂflÂ‰Ô ÈÛÔÏÂÙÒfl·Ú.

¡¸‰ÂÈÓÁ:  ·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔÌ ˜˛ÒÔ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ‚·ÒıÍÂÌÙÒÈÍ›Ú (barycentric)

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ. ≈ÂÍÙÂflÌÔıÏÂ ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ A ÛÂ ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ~IR�A� ¸Ôı ÂÒÈ›˜ÂÈ ¸Î· Ù· ‰ıÌ·Ù‹

·ËÒÔflÛÏ·Ù·
P
	iai Ù˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÔı A ÏÂ

P
	i � 1. œÒflÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍ¸

˜˛ÒÔ ÎR�A� ¸Ôı ¸Î· Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı ÂflÌ·È ·ËÒÔflÛÏ·Ù· Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ
P
�i � 0. « Ò¸ÛËÂÛÁ

Í·È Ô ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸Ú (ÏÂ Í‹ÔÈ· Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÙÈÏfi) ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì, ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú:

mX
i�1

�iai �
mX
i�1

��iai �
mX
i�1

��i � ��i�ai (6.2)


 �
mX
i�1

�iai �
mX
i�1

�
�i�ai

¸Ôı m � jAj. À¸„˘ ÙÔı ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝
P
�i � 0, Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ÎR�A� Ë· ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ jAj � 1.

≈ÈÎ›ÔÌ, Â‹Ì ÔÒflÛÔıÏÂ ÏÈ· ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ·¸ ÙÔÌ ~IR�A�� ÎR�A� ÛÙÔÌ ~IR�A� ‚‹ÛÁ ÙÔı Í·Ì¸Ì·:

�
mX
i�1

	iai �
mX
i�1

�iai

�

�

mX
i�1

�	i � �i�ai (6.3)
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ÏÔÒÂfl Ì· ÂÎÂ„˜ËÂfl ¸ÙÈ Ô A�A� � �~IR�A�� ÎR�A��, Ï·Êfl ÏÂ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ, ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

¸Î· Ù· ·Ì·„Í·fl· ·ÓÈ˛Ï·Ù· ÂÌ¸Ú ·ˆÁÌÈÍÔ˝ ˜˛ÒÔı. « ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı ·ÂÈÍÔÌflÊÂÈ ÙÔ
P
	iai

ÛÙÔ
P
	�iai ‰ÁÏÈÔıÒ„ÂflÙ·È ·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ÏÂÙ·‚ÎÁÙ›Ú ˛ÛÙÂ Ì· ‹ÒÔıÏÂ ÙÁÌ

Û˜›ÛÁ
P
�iai with

P
�i �

P
�	i � 	�i� � 0. œÌÔÏ‹ÊÔıÏÂ ÙÔ A�A� ˘Ú ÙÔÌ ˜˛ÒÔ Ûı„˜˛ÌÂıÛÁÚ

(amalgamation space) ÙÔı A. œÒflÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÁÌ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi ÛÙÔÌ ÎR�A� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ

ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ:

BD

�X
�iai �

X
��jaj

�
� �1

2

mX
i�1

mX
j�1

D�ai� aj��i�
�
j (6.4)

« ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi ÏÔÒˆfiQD : ÎR�A�� IR ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙfi Í·È ˘Ú ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi ÏÔÒˆfi ÙÔı Schoenberg, Í·È

Ô ‰È„Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ �ÎR�A�� BD� Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÙ·È ˘Ú ÎRD�A�. ≈‹Ì ÔÒflÛÔıÏÂ

ÙÁÌ ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ e : A � ÎR�A� ˘Ú e�aj� �
P
�ijai, ¸Ôı �ij ÂflÌ·È Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı Dirac, Ù¸ÙÂ

›˜ÔıÏÂ:

QD�e�ai�� e�aj�� � D�ai� aj� (6.5)

”ıÌÂ˛Ú Á e ÂflÌ·È Á ÂÈËıÏÁÙfi ÈÛÔÏÂÙÒÈÍfi ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ÙÔı A ÛÙÔÌ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ¸ ·ˆÁÌÈÍ¸ ˜˛ÒÔ

AD�A� � �~IR�A�� ÎR�A�� BD�.  ·ÎÔ˝ÏÂ ÙÁÌ e ˘Ú Í·ÌÔÌÈÍfi ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ÛÙÔÌ AD�A�. ≈˝ÍÔÎ·

·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸ÙÈ ·ıÙfi Á Â‚‹ÙÈÛÁ ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi ÛÂ ÂflÂ‰Ô ÈÛÔÏÔÒˆÈÛÏÔ˝. �

–¸ÒÈÛÏ· 6.1.1 ∏Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ S � �A�D� ÂflÌ·È ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ n Â‹Ì Í·È Ï¸ÌÔ Â‹Ì

Á ÙÒÈ˘ÌıÏÈÍfi ÏÔÒˆfi ÙÔı Schoenberg QD ÂflÌ·È Ù‹ÓÁÚ n ÛÙÔÌ ÎR�A�. ≈ÈÒ¸ÛËÂÙ·, ›Ì·Ú

ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ ÂflÌ·È ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÚ Â‹Ì Í·È Ï¸ÌÔ Â‹Ì Á ˆ¸ÒÏ· ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÁ.

6.2 œÒflÊÔıÛ· Ù˘Ì Cayley-Menger

‘Ô ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ¸ÒÈÛÏ· Ï·Ú ‰flÌÂÈ ÏÈ· ÈÍ·Ìfi Í·È ·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ ˛ÛÙÂ ›Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú

˜˛ÒÔÚ, Ì· ÂflÌ·È ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ n. ŸÛÙ¸ÛÔ, Ë· Ë›Î·ÏÂ Í·È ÏÈ· ÛıÌËfiÍÁ Á ÔÔfl·

Ì· ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ÍıÒfl˘Ú ·¸ ÙÈÚ ÂÍ‹ÛÙÔÙÂ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ›Ú ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ D�a� b� ÙÔı ÒÔÏÂÙÒÈÍÔ˝

˜˛ÒÔı.
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œÒÈÛÏ¸Ú 6.2.1 « ÔÒflÊÔıÛ· Ù˘Ì Cayley-Menger ÂÌ¸Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍÔ˝ ˜˛ÒÔı �A�D�, ÏÂ jAj � m,

ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú: D�A� � 2��1�2�m� det� ~MD�A��, ¸Ôı ~MD�A� ÂflÌ·È flÌ·Í·Ú ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ:

~MD�A� �

�
������������

0 1 1 � � � 1

1 0 D�a1� a2� � � � D�a1� am�

1 D�a1� a2� 0 � � � D�a2� am�
...

...
...

. . .
...

1 D�a1� am� D�a2� am� � � � 0

�
������������

–ÒÔˆ·Ì˛Ú, Á ·Ò·‹Ì˘ ÔÒflÊÔıÛ· ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı ÙÒ¸Ôı ‰È‹Ù·ÓÁÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı

ÒÔÏÂÙÒÈÍÔ˝ ˜˛ÒÔı Í·È „È· ·ıÙ¸ Ë· ·Ì·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ ÛÙÁÌ ÔÒflÊÔıÛ· ÙÔı ˜˛ÒÔı ‰fl˜˘Ú Í‹ÔÈ·

·Û‹ˆÂÈ·. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ô ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, Ë· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

·Ì·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ Í·È ÛÙÁÌ D�A� � D�A� ˘Ú ÙÁÌ Cayley-Menger ÔÒflÊÔıÛ· Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı A.

»Â˛ÒÁÏ· 6.2.1 ∏Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ S � �A�D� ÂflÌ·È ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÚ ˜˛ÒÔÚ, ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ

dim�S� � n � 0 Â‹Ì Í·È Ï¸ÌÔ Â‹Ì „È· Í‹ËÂ B � A ÏÂ n� 1 � jBj � 1 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ D�B� � 0,

Í·Ë˛Ú D�B� � 0 „È· ¸Î· Ù· B � A ÏÂ jBj � n� 1, Í·È n Ô ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔÚ ËÂÙÈÍ¸Ú ·Í›Ò·ÈÔÚ

ÏÂ ·ıÙfi ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ·.

∏ÂÙ·È ¸ÙÈ ÔÈ ÏÁ-·ÒÌÁÙÈÍ›Ú ÙÈÏ›Ú Ù˘Ì ‰˝Ô-, ÙÒÈ˛Ì- Í·È ÙÂÛÛ‹Ò˘Ì-ÛÁÏÂfl˘Ì Cayley-

Menger ÔÒÈÊÔıÛ˛Ì, Í·È ÂÈÎ›ÔÌ ÔÈ ÏÁ‰ÂÌÈÍ›Ú ÙÈÏ›Ú Ù˘Ì ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ˘Ì ÔÒÈÊÔıÛ˛Ì ÂflÌ·È

ÏÈ· ÈÍ·Ìfi ÛıÌËfiÍÁ ˛ÛÙÂ ›Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ Ì· ÂflÌ·È ÂÏ‚·ÙflÛÈÏÔÚ ÛÂ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ

˜˛ÒÔ ÙÒÈ˛Ì ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì. ≈ÈÎ›ÔÌ, ËÂ˘Ò˛ÌÙ·Ú ¸ÙÈ Í·Ïfl· ÏÁ-‰È·„˛ÌÈ· ÙÈÏfi ÙÔı flÌ·Í·

‰ÂÌ ÂflÌ·È ÏÁ‰ÂÌÈÍfi, ÏÈ· ‹ÎÎÁ ÈÍ·Ìfi ÛıÌËfiÍÁ ÂflÌ·È Ì· ÏÁ‰ÂÌflÊÂÙ·È ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ Cayley-

Menger ÔÒflÊÔıÛ· ›ÌÙÂ ÛÁÏÂfl˘Ì ÏÂ ÏÔÌ·‰ÈÍfi ÂÓ·flÒÂÛÁ ÂÌ¸Ú ·ÌÙÈ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ›ÓÈ ÛÁÏÂfl˘Ì

[13]. ¡ıÙ¸ Ï·Ú Ô‰Á„Âfl Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ›Ì·Ú ÒÔÏÂÙÒÈÍ¸Ú ˜˛ÒÔÚ Ë· ÂflÌ·È Û˜Â‰¸Ì ‹ÌÙ·

≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔÚ. ”Ù· Â¸ÏÂÌ· ÍÂˆ‹Î·È· ‰ÂÌ Ë· ·Ì·ˆÂÒËÔ˝ÏÂ ÛÂ ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔıÚ flÌ·ÍÂÚ.
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 7

« Ï›ËÔ‰ÔÚ Ù˘Ì ‰È·Ù·Ò·˜˛Ì

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· ÒÔÙÂflÌÔıÏÂ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ ÙÁÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú „È· ÙÔÌ

ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì. »· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ÂÏ‚‹ÙÈÛÁÚ

ÛÂ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ ˘Ú ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ‰ÔÏÁÏ›ÌÁÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÂÌ¸Ú

ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝ flÌ·Í·. ¡Ì Í·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ, „È·

Î¸„ÔıÚ Ù·˜˝ÙÁÙ·Ú, ‰ÂÌ ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·ÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·Ù‹ ÙÁÌ ÛÙÒÔ„„ıÎÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì

·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì. ‘Ô  Âˆ. 7.1 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ „Ì˘ÛÙfi ËÂ˘Òfl· „È· ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú

flÌ·ÍÂÚ, ÙÁÌ ËÂ˘ÒÁÙÈÍfi Ï·Ú ÒÔÛˆÔÒ‹ Í·È ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ. ‘›ÎÔÚ Ù·  Âˆ. 7.2

Í·È 7.3 ‰flÌÔıÌ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ù‹ÓÂ˘Ú Ï›˜ÒÈ Í·È 20 ·Ù¸Ï˘Ì.

7.1 ”ıÏÏÂÙÒÈÍÔfl flÌ·ÍÂÚ Í·È ‰È·Ù·Ò·˜›Ú

∏ÛÙ˘ G ›Ì·Ú ÏÁ ÎfiÒÁÚ, ÏÁ Í·ÙÂıËıÌ¸ÏÂÌÔÚ „Ò‹ˆÔÚ ÏÂ ‚‹ÒÁ, N ÍÔÒıˆ˛Ì (‰ÁÎ. ·Ù¸Ï˘Ì).

œÒflÊÔıÏÂ ÙÔÌ ·Ò·ÍÂflÏÂÌÔ flÌ·Í· A � �aij� ÙÔı „Ò‹ˆÔı G, Ì· ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÏÁ ÎfiÒÁÚ

ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú Âˆ¸ÛÔÌ Í‹ÔÈÂÚ ·¸ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı ÂflÌ·È Í·Î˛Ú ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ, ÂÌ˛ ÔÈ

ı¸ÎÔÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂÈÎÂ˜ËÔ˝Ì ·¸ Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÙÈÏ›Ú. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ

ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú a11� � � � � aNN flÛÂÚ ÏÂ ÏÁ‰›Ì. ÃÈ· ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁ ÙÔı „Ò‹ˆÔı G Ë· Í·ÎÔ˝ÏÂ Ì· ÂflÌ·È

Á ÂÈÎÔ„fi ÙÈÏ˛Ì „È· ÙÈÚ ÏÁ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı A. « ÂÈÎÔ„fi Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ·ıÙ˛Ì

·Ò‹„ÔıÌ ›Ì·Ì ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ Cayley-Menger flÌ·Í· D � �dij� ÏÂ ÏÁ‰ÂÌÈÍfi ‰È·„˛ÌÈÔ. ”ıÌÂ˛Ú,

Á ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì ÍÔÒıˆ˛Ì ÙÔı „Ò‹ˆÔıG ÛÂ ÛÁÏÂfl· ÛÙÔÌ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ E3, ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì

Ì· ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛËÂfl ÛÂ ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ÂÈÎÔ„fiÚ Í·Ù‹ÎÎÁÎ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı flÌ·Í· D. œ

·Ò·„¸ÏÂÌÔÚ flÌ·Í·Ú Ë· Í·ÎÂflÙ·È flÌ·Í·Ú ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁÚ Í·È Ë· ÂÒÈ›˜ÂÈ ¸Î· Ù· ÙÂÙÒ‹„˘Ì·

Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÙÔı ÏÔÒflÔı Í·È ÂÈÎ›ÔÌ ÏÈ· „Ò·ÏÏfi Í·È ÛÙfiÎÁ (¸˘Ú

ˆ·flÌÂÙ·È Í·È ·Ò·Í‹Ù˘). ”ÙÁÌ Ò‹ÓÁ, ÔÈ ÏÁ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı flÌ·Í· Ë· ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ›Ú
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‰flÌÔÌÙ·Ú ÏÈ· Í·Ù‹ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ÛÙÔÌ E3.

»Â˛ÒÁÏ· 7.1.1 [5] ∏ÛÙ˘ dij Á ·¸ÛÙ·ÛÁ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì i� j. ≈‹Ì ÔÒflÛÔıÏÂ ÏÂ

D�1� � � � � k� fi D Ì· ÂflÌ·È Ô ÛıÏÎÁÒ˘Ï›ÌÔÚ flÌ·Í·Ú Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì dij � 1 � i� j � k, Í·È

Ð�1� � � � � k� Á ÔÒflÊÔıÛ·:

Ð�1� � � � � k� � detD�1� � � � � k� � det

�
������������

0 d2
12 � � � d2

1k 1

d2
12 0 � � � d2

2k 1
...

...
. . .

...
...

d2
1k d2

2k � � � 0 1

1 1 � � � 1 0

�
������������
�

Ãfl· ÈÍ·Ìfi Í·È ·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Á ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁ ÙÔı „Ò‹ˆÔı G, N � 1 ÍÔÒıˆ˛Ì Ì·

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÂ ÏÈ· ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ÛÙÔÌ E3, ÂflÌ·È ¸ÙÈ „È· Í‹ÔÈ· ‰È‹Ù·ÓÁ Ù˘Ì ÍÔÒıˆ˛Ì Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ:

(i) sgn Ð�1� � � � � k�1� � ��1�k�1 „È· Í‹ËÂ k � 1� � � � � m � 3, Í·È (ii) „È· Í‹ËÂ ‹ÎÎÂÚ ÍÔÒıˆ›Ú u

Í·È v, m�1 � u, v � N�1, Ð�1� � � � � m�1� u� � Ð�1� � � � � m�1� v� � Ð�1� � � � � m�1� u� v� � 0.

« ÛıÌËfiÍÁ (i) „È· k � 2 Í·È m � 2 ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÔ Ì· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ N � 1 ÙÔ

ÎfiËÔÚ ÍÔÒıˆ›Ú, ‰ÂÌ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÁÌ fl‰È· ÂıËÂfl· Í·È ¸ÙÈ ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂÙ·Ó˝ ÔÔÈÔÌ‰fiÔÙÂ

ÙÒÈ˛Ì ÍÔÒıˆ˛Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·di1i2�di2i3 � di1i3. ‘Ô ·Ò·‹Ì˘ Ï·Ú ‰flÌÂÈ

›Ì· ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ˆÒ‹„Ï· „È· Í‹ËÂ ÏÁ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›ÌÁ ·¸ÛÙ·ÛÁ. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· Â˝ÒÂÛÁÚ

·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ˆÒ·„Ï‹Ù˘Ì ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÔı ÛıÌÙÔÏ¸ÙÂÒÔı ÏÔÌÔ·ÙÈÔ˝ ÛÂ

„Ò‹ˆÔ Í·È ı‹Ò˜ÔıÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ÔÎı˘ÌıÏÈÍfiÚ ÔÎıÎÔÍ¸ÙÁÙ·Ú „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı [15].

« ÛıÌËfiÍÁ (ii) ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Â‹Ì Ô flÌ·Í·Ú D�1� � � � � N � 1� ÂflÌ·È Ù‹ÓÁÚ m � 2. –ÔÈÔ

Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, „È·N�1 � 4 ÍÔÒıˆ›Ú (ÏÁ ÂflÂ‰ÂÚ) Ò›ÂÈ Á rank�D� Ì· ÂflÌ·È 5. œ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú

ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÂÌ¸Ú flÌ·Í· ÏÔÒÂfl Ì· ‚·ÛÈÛÙÂfl ÛÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ‰È‹Û·ÛÁÚ È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ÙÈÏ˛Ì.

≈ÈÎ›ÔÌ, Ô D ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú, ‹Ò· ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÂÌ˛ ÔÈ

È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı ÔÒflÊÔıÌ ÏÈ· ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍfi ‚‹ÛÁ. « ‰È‹Û·ÛÁ Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝

flÌ·Í· ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÈÌ‹Í˘Ì D � QŁQT , ÏÂ ÙÔÌ Ł Ì· ÂflÌ·È Ô flÌ·Í·Ú Ù˘Ì

È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì. œÈ ·¸ÎıÙÂÚ ÙÈÏ›Ú Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÈÚ È‰È¸ÏÔÒˆÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı flÌ·Í·

D[21]. √È· Ì· ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Ù‹ÓÁ rank�D� ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÁ ·¸ ÙÔ 5, Ë· ÏÂÙÒ‹ÏÂ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸

Ù˘Ì ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ˛Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì.

∏ÛÙ˘ u and v ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì ÏÂ uT v �� 0. ‘¸ÙÂ
�
uTDv

�
�
�
uT v

�
ÂflÌ·È ÙÔ ÁÎflÍÔ Rayleigh. ≈‹Ì ÂflÙÂ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· u, ÂflÙÂ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· v ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ (Í·Ù‹

ÒÔÛ›„„ÈÛÁ) ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô È‰ÈÔ‰È‹ÌıÛÏ· ÏÈ·Ú È‰ÈÔÙÈÏfiÚ � ÙÔı D, Ù¸ÙÂ ÙÔ ÁÎflÍÔ ÙÔı
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Rayleigh ·Ì··Ò‹„ÂÈ (ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ) ·ıÙfi ÙÁÌ È‰ÈÔÙÈÏfi. ”ÙÔıÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔıÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ Ù˘Ì

È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÂÌ¸Ú ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝ flÌ·Í· (.˜., Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰ıÌ‹ÏÂ˘Ì), ÙÔ ÁÎflÍÔ ÙÔı Rayleigh

ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÛÙ·‰È·Í‹ ÙÁÌ È‰ÈÔÙÈÏfi �. »· „ÂÌÈÍÂ˝ÛÔıÏÂ ÙÔ ÁÎflÍÔ ÙÔı Rayleigh ˛ÛÙÂ Ì·

·Ò‹„ÔıÏÂ ÏÈ· Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÁÌ ‰ÔÏÁÏ›ÌÁ ‰È·Ù·Ò·˜fi flÌ·Í· „È· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ,

¸Ôı Í·È ÂÏˆ·ÌflÛÙÁÍÂ ·Ò˜ÈÍ‹ ˘Ú È‰›· ÛÙÔ [40]. ‘Ô ÛÍÂÙÈÍ¸ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂflÌ·È Ì· ‚ÒÂËÔ˝Ì

Í·ÙÂıË˝ÌÛÂÈÚ ¸Ôı Ë· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ·¸ÎıÙÂÚ ÙÈÏ›Ú Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÂÌ¸Ú flÌ·Í·,

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ‰È·Ù·Ò·˜fi Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı. œÒflÊÔıÏÂ Rij Ì· ÂflÌ·È ›Ì·Ú flÌ·Í·Ú ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ

ÙÔı D Â‹Ì ›˜ÂÈ fl‰ÈÂÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· D Í·È ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÂ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı ÂÍÙ¸Ú

Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì �i� j� and �j� i� ¸Ôı ›˜ÂÈ ÏÔÌ‹‰ÂÚ.

»Â˛ÒÁÏ· 7.1.2 ≈‹Ì �n�M� ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÈ ÙÁÌ n-ÔÛÙfi È‰ÈÔÙÈÏfi ÙÔı M , n � dimM , i� j Í·È D

flÌ·Í·Ú ¸˘Ú ·Ò·‹Ì˘, Ù¸ÙÂ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ

f���
Ð
� j�n�D � �Rij�j� � � IR� (7.1)

ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒflÛÈÏÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ �, ÛÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı Á n-ÔÛÙfi È‰ÈÔÙÈÏfi ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi

·¸ ÙÈÚ ı¸ÎÔÈÂÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Í·È ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍfi.

¡¸‰ÂÈÓÁ: ‘Ô ËÂ˛ÒÁÏ· ÂÏˆ·ÌflÛÙÁÍÂ ÛÙÔ [40] ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·Ú Ï¸ÌÔ ÙÁÌ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ·¸ÎıÙÁ

È‰ÈÔÙÈÏfi ÂÌ¸Ú flÌ·Í·, ·ÎÎ‹ ÏÔÒÂfl Ì· „ÂÌÈÍÂıËÂfl „È· Í‹ËÂ È‰ÈÔÙÈÏfi. « ·Ò‹„˘„ÔÚ ÙÁÚ

(7.1) ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ �uTRijv, ¸Ôı u ÂflÌ·È ÙÔ È‰ÈÔ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ �n�D � �Rij� È‰ÈÔÙÈÏfiÚ Í·È

v � sgn ��n�D� �Rij��u. �

–¸ÒÈÛÏ· 7.1.1 [40] ≈‹Ì Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì· ÛÙÁÌ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f���

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ÏÈ· ·ÍÔÎÔıËfl· ÙÈÏ˛Ì �1� �2� � � � � IR Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ:

�k�1 � �k � �uTk �D� �kRij�vk���u
T
kRijvk� (7.2)

� �uTkDvk���u
T
kRijvk��

¸Ôı uk, vk ÂflÌ·È ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÛıÛ˜ÂÙÈÊ¸ÏÂÌ· ÏÂ ÙÁÌ È‰ÈÔÙÈÏfi �n�D � �kRij�. « ÙÂÎÂıÙ·fl·

ÂÓflÛ˘ÛÁ Ë· Í·ÎÂflÙ·È ÙÔ „ÂÌÈÍÂıÏ›ÌÔ ÁÎflÍÔ Rayleigh ˘Ú ÒÔÚ ÙÔÌ flÌ·Í· D.

√È· Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÔ –ÔÒ. 7.1.1 „È· ÙÁÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ ¸Î˘Ì Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì

ÂÍÙ¸Ú Ù˘Ì 5 Ò˛Ù˘Ì, Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ì· ‰È·Ù·Ò‹ÓÔıÏÂ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ·¸ ÏÈ· ÙÈÏfi ÛÙÔÌ flÌ·Í·.

∏ÛÙ˘ R Ô ı¸˜˘ÒÔÚ Ù˘Ì ÛıÏÏÂÙÒÈÍ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì Ôı ·Ò‹„ÂÙ·È ·¸ ¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ Rij
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‰È·Ù·Ò·˜˛Ì. ≈‹Ì p ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÈ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì ÏÁ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı flÌ·Í· D,

Ù¸ÙÂ

R � R� R �
pX

k��

�kRikjk
� �� � ���� � � � � �p� � IRp� (7.3)

≈‹Ì Ô R ÂflÌ·È ÏÈ· ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ, Ù¸ÙÂ R � �Rij.

–¸ÒÈÛÏ· 7.1.2 ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô N � N flÌ·Í·Ú D ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÍÔÌÙ‹ ˛ÛÙÂ Ì· ÂflÌ·È

ÂÏ‚·ÙflÛÁÏÔÚ ÛÙÔÌ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ E3. ”ÙÔ ‚fiÏ· k ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì· „È· Ì·

ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ n-ÔÛÙfi È‰ÈÔÙÈÏfi, ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á È‰ÈÔÙÈÏfi ·ıÙfi ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi

Í·È n � N , ·ÒÍÂfl Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· ÐRk � R „È· ÙÔÌ ÔÔflÔ ÈÛ˜˝ÂÈ uTk (ÐRk) vk �

uTk (D � Rk) vk Í·È Ì· Ë›ÛÔıÏÂ ˘Ú flÌ·Í· ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ ÙÔÌ Rk�1 � Rk � ÐRk � R, ¸Ôı Ù·

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· uk, vk ÛıÛ˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÁÌ È‰ÈÔÙÈÏfi �n�D �Rk�.

∏Ì· ·¸ Ù· ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ÙÂÒ· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÛÙÁÌ Ò‹ÓÁ, Û˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ

ÙÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú ÏÈ·Ú È‰ÈÔÙÈÏfiÚ ·¸ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ı¸ÎÔÈÂÚ. ŸÛÙ¸ÛÔ, ÛÙÁÌ

‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ Í·È Í·Ë˛Ú ÒÔÛÂ„„flÊÂÙ·È ÏÈ· ÂflÎıÛÁ,

·ÒÍÂÙ›Ú È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÎÁÛÈ‹ÊÔıÌ ÙÁÌ ÏÁ‰ÂÌÈÍfi ÙÈÏfi Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ·. √È· ·ıÙ¸ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·,

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·ÍÒ·fl· È‰È¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ÁÎflÍ˘Ì ÙÔı Rayleigh [21]: ∏ÛÙ˘ Ù· �j , vj

ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÌ ÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ‰È·ÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ È‰ÈÔ ÙÈÏ›Ú Í·È È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı flÌ·Í· D.

‘¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ: �n � min
jxj2�1

xTDx� x � IRN , ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı xTvj � 0 „È· Í‹ËÂ n � 1 � j � N .

ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· Ì· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ ‚·ÛÈÍ¸ ‚fiÏ· ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı.

–Ò¸Ù·ÛÁ 7.1.1  ·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì·, „È· Ì· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ

ÙÁÌ n-ÔÛÙfi ·¸ÎıÙÁ È‰ÈÔÙÈÏfi ÂÌ¸Ú N �N flÌ·Í· ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁÚ D, ·ÒÍÂfl Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ

ÙÔÌ flÌ·Í· ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ ÐRk � R „È· ÙÔÌ ÔÔflÔ

uTk (ÐRk) �vj �k � �nju
T
k (D �Rk) �vj �k� n � j � N� (7.4)

Í·È Ì· Ë›ÛÔıÏÂ ÛÙÔ Â¸ÏÂÌÔ ‚fiÏ· Rk�1 � Rk � ÐRk. ‘Ô ‰È‹ÌıÛÏ· uk , ¸Ôı ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÙ·È

Í·È ˘Ú �un�k, ÛıÛ˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ È‰ÈÔÙÈÏfi �n�D�Rk� Í·È ÂflÌ·È �nj Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı Dirac.

√È· Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ÏÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ÛÙÔÌ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ, ¸ÎÂÚ ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Ôı

·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÙÁÌ �n Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ÏÁ‰ÂÌÈÍ›Ú (‰ÁÎ. ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ ÏÁ‰›Ì). œ¸ÙÂ Á Û˜›ÛÁ

(7.4) Ò›ÂÈ Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ËÂ �ui�k, n � i � N . ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ ÂflÎıÛÁ

ÂÌ¸Ú (ıÍÌÔ˝) „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ
PN

l�n�N � 1 � l� ÙÔ ÎfiËÔÚ „Ò·ÏÏ˛Ì, „È· N � n.
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”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÂflÌ·È ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸, Ù¸ÙÂ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È

Á LU Ï›ËÔ‰ÔÚ.  ‹ÔÈÂÚ ˆÔÒ›Ú ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È ıÂÒÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›ÌÔ. ‘¸ÙÂ

Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı ¯Âı‰Ô·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı M� ÂÌ¸Ú flÌ·Í· M , ¸Ôı ÏÔÒÂfl Ì·

ıÔÎÔ„ÈÛËÂfl ÏÂ ÙÔÌ SVD ·Î„¸ÒÈËÏÔ [21]. ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·Ò‹„ÂÙ·È Á ·Ò·Í‹Ù˘

ÂÓflÛ˘ÛÁ, ¸Ôı ÂflÌ·È Í·È ‚›ÎÙÈÛÙÁ ı¸ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· Ù˘Ì ÂÎ‹˜ÈÛÙ˘Ì ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì:

� � E�
k
Fk �

�
�����

...
...

�vj �TkRi1j1 �ui�k� � � � � �vj �
T
kRipjp �ui�k

...
...

�
�����

� �
�����

...

�ij �ui�Tk �D� Rk��vj�k
...

�
����� �

¸Ôı Í‹ËÂ n � i � j � N ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÂ ÏÈ· „Ò·ÏÏfi ÙÔı flÌ·Í· Ek Í·È ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Fk .

¡Ú ıÔË›ÛÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ Ô ·Ò˜ÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁÚ ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÍÔÌÙ‹ ÛÂ ›Ì·Ì

Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ (‰ÁÎ. Ù‹ÓÁÚ 5) Cayley-Menger flÌ·Í·. ¡ÍÔÎÔıËÂfl ÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ

ÂÒ˛ÙÁÏ·. ≈flÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ Â‹Ì Á ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı flÌ·Í· ÂflÌ·È

ÏÔÌ·‰ÈÍfi; ÃÂ Îfl„· Î¸„È·, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ Â‹Ì ı‹Ò˜ÔıÌ ÏÔÌ·‰ÈÍ›Ú ÙÈÏ›Ú, Ù˘Ì

ÏÁ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ÙÈÏ˛Ì, ˛ÛÙÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ ›Ì·Ì ÂÏ‚·ÙflÛÁÏÔ „Ò‹ˆÔ ÛÙÔÌ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ

E3;

»Â˛ÒÁÏ· 7.1.3 ≈‹Ì Í‹ÔÈÔÚ Cayley-Menger flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÍÔÌÙ‹ (ı¸ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ·

ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì·) ÛÂ ›Ì·Ì flÌ·Í· ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁÚ D, Ù¸ÙÂ ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸Ú ·Ì Í·È

Ï¸ÌÔ ·Ì Á ÂflÎıÛÁ ÙÁÚ (7.4) ÛÙÁÌ –ÒÔÙ. 7.1.1 ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi.

¡¸‰ÂÈÓÁ: ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı ÕÂ˝Ù˘Ì· Ûı„ÍÎflÌÂÈ, Ô flÌ·Í·Ú ÐRk Ë· Ò›ÂÈ Ì·

ı‹Ò˜ÂÈ. œ flÌ·Í·Ú ·ıÙ¸Ú ·Ì··ÒÈÛÙ‹ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÔfl· ÎÁÛÈ‹ÊÂÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ

ÙÔÌ ÂÏ‚·ÙflÛÁÏÔ flÌ·Í·. ”ıÌÂ˛Ú, Á ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ, Í·Ù‹ ÙÁÌ Û˝„ÍÎÈÛÁ,

ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ ÏÔÌ·‰ÈÍfiÚ ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı flÌ·Í·. �

« ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ·ıÙfiÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ÏÂ ÙÁ ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· Ek. œ ·ÒÈËÏ¸Ú

Ù˘Ì „Ò·ÏÏ˛Ì ÙÔı Ek ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ ÙÁÌ ÙÈÏfi
PN

l�6�N � l � 1�� N � 6, „È· n � 6. œ ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì

ÛÙÁÎ˛Ì ÙÔı Ek ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ. ≈ˆ¸ÛÔÌ ·Ì·ÊÁÙÔ˝ÏÂ

ÏÈ· ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ, Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ÛÙÁÎ˛Ì ·ıÙ˛Ì Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ÙÔ ÔÎ˝ flÛÔÚ ÏÂ ÙÔÌ

·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì „Ò·ÏÏ˛Ì. « ÈÔ ÛıÌÁËÈÛÏ›ÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂflÌ·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ÛÙÁÎ˛Ì ÙÔı Ek Ì·

ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚˛Ú flÛÔÚ ÏÂ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì „Ò·ÏÏ˛Ì ÙÔı, ÙÔ ÔÔflÔ ›ÂÙ·È ·¸ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ ›Ì·

„Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÏÂ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ ÂflÌ·È ÛıÌfiË˘Ú ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸. ¬›‚·È·, ÂflÌ·È

ÈË·Ì¸ Ì· ›˜ÔıÏÂ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· Î˝ÛÁÚ Í·È ÏÂ ›Ì· ıÂÒÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›ÌÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì.
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‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ ÈÛ˜˝ÂÈ ¸˘Ú Ë· ‰Ô˝ÏÂ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı ÏÔÒflÔı ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı.

–¸ÒÈÛÏ· 7.1.3 ≈‹Ì Ô flÌ·Í·Ú ÛıÏÎfiÒ˘ÛÁÚ D Ô‰Á„Âfl ÛÂ ›Ì·Ì ÂÏ‚·ÙflÛÁÏÔ flÌ·Í· ÛÙÔÌ

E3 ÂflÌ·È ·ÒÍÔ˝ÌÙ˘Ú ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔÌ D, Í·È p ÂflÌ·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ÏÁ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ÙÈÏ˛Ì

ÙÔı D, Ù¸ÙÂ ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ Ù¸ÛÂÚ ¸ÛÔ

maxfp�
NX
l�6

�N � l� 1�� 0g� N � 6�

·¸ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ‰È·Ù·Ò·˜ËÔ˝Ì ÂÎÂ˝ËÂÒ· ÂÌ˛ ÔÈ ı¸ÎÔÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ÂflÌ·È ‹ÏÂÛ·

ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÈÏÂÚ. ≈ÈÎ›ÔÌ, Ô ·ÒÈËÏ¸Ú ·ıÙ¸Ú ·ÔÙÂÎÂfl ›Ì· ‹Ì˘ ˆÒ‹„Ï· ÙÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ (‰ÁÎ.

‚·ËÏ˛Ì ÂÎÂıËÂÒfl·Ú) ÙÁÚ ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì.

¡ıÙ¸ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Û˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ ›Ì· ÈÔ „ÂÌÈÍÂıÏ›ÌÔ, ·ÎÎ‹ ÎÈ„¸ÙÂÒÔ ·ıÛÙÁÒ¸, ‹Ì˘

ˆÒ‹„Ï· [4].

7.2 « Í·ÙÁ„ÔÒfl· Ù˘Ì ÍıÍÎÔ·ÎÍ·Ìfl˘Ì

œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ ÛÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Í·È ÔÈ ‰È·ÈÛÙ˛ÛÂÈÚ Ôı Ë·

·ÍÔÎÔıËfiÛÔıÌ ‰ÂÌ Í‹ÌÔıÌ Í‹ÔÈ· ‰È‹ÍÒÈÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒfl· Ù˘Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì ·ÎıÛfl‰˘Ì.

ŸÛÙ¸ÛÔ, ÂÈÍÂÌÙÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÔ˜fi Ï·Ú ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÍıÍÎÔ·ÎÍ·Ìfl˘Ì Âˆ¸ÛÔÌ

ÂflÌ·È ›Ì· „Â˘ÏÂÙÒÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÂ ÏÂ„‹ÎÔ ÎfiËÔÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì

·Ù¸Ï˘Ì. ≈ÈÎ›ÔÌ, ›˜ÂÈ ÏÂÎÂÙÁËÂfl ÛÂ ÏÂ„‹ÎÔ ‚‹ËÔÚ. –·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÏÂÎ›ÙÁÚ

„È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·ıÙ¸ ‰¸ËÁÍ·Ì ÛÙÔ  Âˆ. 1.4. –ÔÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ Ï¸ÒÈ· ÏÂ 6

˘Ú 8 ·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÁÌ ·ÎıÛfl‰· (ÛıÌfiË˘Ú ÂflÌ·È ‹ÙÔÏ· ‹ÌËÒ·Í·) Í·È ‰flÌÔıÏÂ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ

ıÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı ÏÂÙ‹ ·¸ ÏÈ· ÛÂÈÒ‹ ÂÈÒ·Ï‹Ù˘Ì ÛÂ ÏÔÒÈ·Í›Ú ‰ÔÏ›Ú ·¸ 6 ˘Ú 12

‹ÙÔÏ· ÛÙÁÌ ·ÎıÛfl‰·. ‘· ÂÈÒ‹Ï·Ù· ·ıÙ‹ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÔ˝Ì ÛÂ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ

Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì ‰ÔÏ˛Ì Í·Ë˛Ú Í·È „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁÙÔı ÍıÍÎÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

Í·Ù‹ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ˘Ì ÏÔÒfl˘Ì ¸˘Ú „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÔÈ Ò˘ÙÂ¿ÌÂÚ.

7.2.1  ıÍÎÔÂÓ‹ÌÈÔ

≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ ÙÔ ÍıÍÎÔÂÓ‹ÌÈÔ ›˜ÂÈ ›Ì· ‹ÂÈÒÔ ·ÒÈËÏ¸ ‰ıÌ·Ù˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÛÙÔÌ

≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÔ ˜˛ÒÔ Î¸„˘ ÙÁÚ ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú Ù˘Ì ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì

ÙÔı. ≈ÍÙ¸Ú Ù˘Ì ‰˝Ô ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì Í·Ò›ÍÎ·Ú, ÏÔÒÂfl Ì· ·Ì··Ò·ÛÙ·ËÂfl

ÂÈÎ›ÔÌ ÏÂ ÏÈ· ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÍÎÂÈÛÙfi ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ· ¸Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÂ ‰ÔÏ›Ú ÍÔÒ˛Ì·Ú.
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”˜fiÏ· 7-1: –·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı.

œ Cayley-Menger flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È:

D �

�
������������������

0 b c u1 c b 1

b 0 b c u2 c 1

c b 0 b c u3 1

u1 c b 0 b c 1

c u2 c b 0 b 1

b c u3 c b 0 1

1 1 1 1 1 1 0

�
������������������

�

ÏÂ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì ‰ÂÛÏ˛Ì b � 1�542¹A, Á „˘Ìfl· ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô ‰ÂÛÏ˛Ì Ì· ·Ò·Ï›ÌÂÈ

ÛÙ·ËÂÒfi ÛÙÈÚ 109�47� (Í·È ÛıÌÂ˛Ú, ÏÂ ˜ÒfiÛÁ ÙÔı Ì¸ÏÔı Ù˘Ì ÛıÌÁÏflÙÔÌ˘Ì, c � 2�512¹A)

Í·È ÏÂ u1� u2� u3 Ì· ·Ì··ÒÈÛÙÔ˝Ì ÙÈÚ ‹„Ì˘ÛÙÂÚ ÙÈÏ›Ú. Ã¸ÎÈÚ Í·ËÔÒÈÛËÔ˝Ì ÔÈ ‹„Ì˘ÛÙÂÚ

(ÏÁ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ) ÙÈÏ›Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ „Â˘ÏÂÙÒfl· ÙÔı ÏÔÒflÔı ÏÂ ˜ÒfiÛÁ

Ù˘Ì ‚·ÒıÍÂÌÙÒÈÍ˛Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì. ”ıÌÂ˛Ú, ÙÔ Ò˛ÙÔ ‚fiÏ· ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ÂflÌ·È Ì·

ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ ÙÔı D. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı, Ô

ı¸˜˘ÒÔÚ Ù˘Ì ÛıÏÏÂÙÒÈÍ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì R ›˜ÂÈ ˘Ú ‚‹ÛÁ ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ R14� R25� R36.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ „Ì˘ÒflÊÔıÏÂ Âfl‰Á ÏÈ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ ‰ÔÏfi

ÍÔÒ˛Ì·Ú. ¡ıÙ›Ú ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ ›Ì· ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ Û˝ÌÔÎÔ ÙÈÏ˛Ì u1� u2� u3.

œÈ ÙÈÏ›Ú Ù˘Ì u2 Í·È u3 ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ ÙÈÏfi u1. ”ıÌÂ˛Ú, ·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú ·¸ ÙÔ R ÙÔÌ flÌ·Í·

‰È·Ù·Ò·˜fiÚ R14, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ÙÔÌ Ì›Ô ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ Cayley-Menger flÌ·Í· Í‹ÌÔÌÙ·Ú

˜ÒfiÛÁ ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔ. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛ·ÏÂ ÏÈ· ÛÙ·ËÂÒfi

ÙÈÏfi ‚fiÏ·ÙÔÚ, ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ Ù˘Ì 0�05¹A, ˛ÛÙÂ Ì· ÂÓÂÒÂıÌfiÛÔıÏÂ ÔÎ¸ÍÎÁÒÁ ÙÁÌ ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ·

Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì. ÷ıÛÈÍ‹, Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı, Ë· ÏÔÒÔ˝Û·ÏÂ Ì·

·ˆ·ÈÒ›ÛÔıÏÂ Í‹ÔÈÔÌ ·¸ ÙÔıÚ ‹ÎÎÔıÚ ‰˝Ô flÌ·ÍÂÚ ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi Ë·
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ÂÓÂÒÂıÌÔ˝Û·ÏÂ ÙÈÚ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ›Ú Î˝ÛÂÈÚ ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı.

≈ÍÙ¸Ú ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ ¸Î˘Ì Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, ‰Â‰ÔÏ›ÌÁÚ „Ì˘ÛÙfiÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ

‰ÔÏfiÚ, Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍÂ ˛ÛÙÂ Ì· ÂıÒÂËÔ˝Ì Í·È ¸ÎÂÚ ÔÈ ‰È·ÍÒÈÙ›Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú

‰ÔÏ›Ú. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı, ÔÈ ÈË·Ì›Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÂflÌ·È ·ıÙ›Ú ÙÁÚ

ÍÔÒ˛Ì·Ú Í·È Í·Ò›ÍÎ·Ú. ¡ÎÎ‹ÊÔÌÙ·Ú Ï¸ÌÔ ÙÈÚ „˘ÌflÂÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì

Ì· ÂÒ‹ÛÔıÏÂ ·¸ ÙÔÌ ›Ì· Ù˝Ô „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ ÛÙÔÌ ‹ÎÎÔ. ¡ÌÙflËÂÙ·, ·ÎÎ‹ÊÔÌÙ·Ú

ÏÂÒÈÍ›Ú „˘ÌflÂÚ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰ÂÛÏ˛Ì, ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÈÙÂı˜ËÂfl. ≈ˆ·ÒÏ¸Û·ÏÂ ÏÈ·

ÏÈÍÒfi ‰È·Ù·Ò·˜fi ÛÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì, Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ Ì· ÏÁÌ ÈÛ˜˝ÂÈ Á „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi

ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı ÍıÍÎÔÂÓ·ÌflÔı. ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ Âfl˜Â ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ›Ì·

ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÔ ·ÒÈËÏ¸ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì. ”ıÌÂ˛Ú, ‚ÒflÛÍÔÌÙ·Ú ·ıÙ›Ú ÙÈÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú,

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ Í·È ÏÈ· ÂÔÙÂfl· ÙÔı ÛıÌÔÎÈÍ¸ÙÂÒÔı ˜˛ÒÔı „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ÙÔı

ÏÔÒflÔı. –ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, Ô ·ÒÈËÏ¸Ú ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì ·ÔÙÂÎÂfl ›Ì· ‹Ì˘ ˆÒ‹„Ï· Ù˘Ì

„Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì Î˝ÛÂ˘Ì, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ¸ÙÈ Á ‰È·Ù·Ò·˜fi Ù˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È Ùı˜·fl·. « Ï›ËÔ‰ÔÚ

Ï·Ú ›‰˘ÛÂ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ Ù¸ÛÔ Í·Î‹ ¸ÛÔ ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÎfiÒ˘Ú ·Î„Â‚ÒÈÍ˛Ì

ÏÂË¸‰˘Ì. ¬ÒfiÍ·ÏÂ 4 ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú Î˝ÛÂÈÚ ¸˘Ú Í·È ÛÂ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÏÂÎ›ÙÂÚ [17, 20, 32].

”ÙÔıÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ˘Ú ÒÔÚ Ù· ÏfiÍÁ ‰ÂÛÏ˛Ì Í·È „˘ÌÈ˛Ì, Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍÂ ÏÈ· ‰È·Ù·Ò·˜fi ÙÔ

ÔÎ˝ ÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÙÔı 10%. œÈ 4 ‰È·ÍÒÈÙ›Ú Î˝ÛÂÈÚ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ 2 „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú

Í·Ò›ÍÎ·Ú Í·È ÛÂ 2 „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÍÔÒ˛Ì·Ú. « ·Ò·‹Ì˘ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·, ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ù¸ÛÔ

Â˝ÍÔÎÔ Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl ÛÂ ‹ÎÎÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÏÔÒfl˘Ì ÙÔı ÍıÍÎÔÂÙ·ÌflÔı

Í·È ÙÔı ÍıÍÎÔÔÍÙ·ÌflÔı, ÂflÌ·È ‰ıÛÍÔÎ¸ÙÂÒÔ Ì· Â„„ıÁËÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ‰È·ÍÒÈÙ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì.

ÃÈ· ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔıÛ· ·Ò·ÙfiÒÁÛÁ „È· ÙÔÌ flÌ·Í·Ek Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·Fk ÙÔı ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔı

ÍÂˆ·Î·flÔı ‰flÌÂÙ·È ·Ò·Í‹Ù˘: ≈ˆ¸ÛÔÌ Ô flÌ·Í·Ú ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ R14 ·ˆ·ÈÒÂflÙ·È, ÔÈ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ

ÙÔıÚ ÂflÌ·È 3 � 2 Í·È 3 � 1 ·ÌÙÈÛÙÔfl˜˘Ú. Ò·, Á ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁ Û˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ

ÂÌ¸Ú ıÂÒÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›ÌÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì. ÃÂÙ‹ ·¸ ÙÒfl· ‚fiÏ·Ù·

(ÂÍÙÂÎ›ÛÂÈÚ) ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı, ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÙÁÌ Ì¸ÒÏ· ¸ÙÈ jEk� � Fk j2 
 10�15, ¸Ôı ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì

ı¸ ÙÁÌ ·ÍÒfl‚ÂÈ· ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì ÍÈÌÁÙfiÚ ıÔ‰È·ÛÙÔÎfiÚ 16 ¯Áˆfl˘Ì.

7.2.2  ıÍÎÔÂÙ‹ÌÈÔ

O Cayley-Menger flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È:
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D �

�
����������������������

0 b c u1 u2 c b 1

b 0 b c u3 u4 c 1

c b 0 b c u5 u6 1

u1 c b 0 b c u7 1

u2 u3 c b 0 b c 1

c u4 u5 c b 0 b 1

b c u6 u7 c b 0 1

1 1 1 1 1 1 1 0

�
����������������������

�

ÏÂ ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ R14� R15� R25� R26� R36� R37� R47 Ì· ÔÒflÊÔıÌ ÏÈ· ‚‹ÛÁ „È·

ÙÔÌ R ı¸˜˘ÒÔ. œ Cayley-Menger flÌ·Í·Ú ›˜ÂÈ 7 ‹„Ì˘ÛÙÂÚ (ÏÁ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ) ÙÈÏ›Ú Í·È

ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÂÚ ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈÂÚ [11]. ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı ÏÈ·Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ

‰ÔÏfiÚ ÙÔı ÏÔÒflÔı ·ˆ·ÈÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì flÌ·Í· ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ, ¸˘Ú „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÙÔÌ R14, Í·È

Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ. ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ Ek Í·È Fk

ÔÒflÊÔıÌ ›Ì· 6� 6 Û˝ÛÙÁÏ·.  ·Ù·ˆ›Ò·ÏÂ Ì· ÂÓÂÒÂıÌfiÛÔıÏÂ ÎfiÒ˘Ú ÙÈÚ ‰˝Ô ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÂÚ

ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈÂÚ ÏÂ ‚fiÏ· ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ ÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú Ù˘Ì 0�05¹A. –ÔÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, ‚ÒfiÍ·ÏÂ

ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ·¸ 50 „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÏÂ ÙÁÌ ÙÈÏfi u1, ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì Ù˘Ì

·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì, Ì· ·flÒÌÂÈ ÙÈÏ›Ú ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ· �8�586� 11�290�.

 ·Ù‹ ÙÁÌ ·ˆ·flÒÂÛÁ ÂÌ¸Ú ÂÈÎ›ÔÌ flÌ·Í· ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ, ‰ÂÌ ÏÔÒ›Û·ÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ‹ÎÎÂÚ

Î˝ÛÂÈÚ. ”ıÌÂ˛Ú, Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ıÂÒÂÈˆ·ÌÂÈ˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì·

ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÙÁÚ ÏÔÌ‹‰·Ú. ¡ıÙ¸ ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÂÈ ¸ÙÈ ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ „È· ÙÔ Ï¸ÒÈÔ ÙÔı

ÍıÍÎÔÂÙ·ÌflÔı. ∏Ì· ÙÂÎÈÍ¸ Û˜¸ÎÈÔ „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÏÁ ÛıÏ‚·Ù˛Ì ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì ÛÙÈÚ

·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ: √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, Í·Ë˛Ú ÂÓÂÒÂıÌfiÛ·ÏÂ ÙÁÌ ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ·, Ë·

›ÒÂÂ Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ u1 
 11�29¹A. ŸÛÙ¸ÛÔ, Â‹Ì Á ÙÈÏfi u1 ·ıÓÁËÂfl ÂÒ·ÈÙ›Ò˘ Ù¸ÙÂ Á Û˜›ÛÁ

(7.4) ‰ÂÌ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È. ’‹Ò˜ÂÈ Í‹ÔÈÔ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ¸ Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ·

ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı ˛ÛÙÂ Ì· Ï·Ú ıÔ‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ „Â„ÔÌ¸Ú; –Ò‹„Ï·ÙÈ, ÏÂÙ‹

·¸ ÏÂÒÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù· Ô flÌ·Í·ÚEk „flÌÂÙ·È È‰È¸ÏÔÒˆÔÚ, ¸Ôı Í·È Â‹„ÂÈ ¸ÙÈ ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ ‰ıÌ·Ù¸

‰È‹ÌıÛÏ· Î˝ÛÁÚ �.
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7.2.3  ıÍÎÔÔÍÙ‹ÌÈÔ

œ flÌ·Í·Ú Cayley-Menger ›˜ÂÈ 12 ‹„Ì˘ÛÙÂÚ ÙÈÏ›Ú.

D �

�
�������������������������

0 b c u1 u2 u3 c b 1

b 0 b c u4 u5 u6 c 1

c b 0 b c u7 u8 u9 1

u1 c b 0 b c u10 u11 1

u2 u4 c b 0 b c u12 1

u3 u5 u7 c b 0 b c 1

c u6 u8 u10 c b 0 b 1

b c u9 u11 u12 c b 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0

�
�������������������������

(7.5)

∏Ì· ‹ÏÂÛÔ ÛıÏ›Ò·ÛÏ· ÙÔı ÀÁÏ. 7.1.3 ‰flÌÂÈ ›Ì· ‹Ì˘ ˆÒ‹„Ï·, ÙÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÙÁÚ

ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú Î˝ÛÂ˘Ì, flÛÔ ÏÂ 12� 10 � 2. ¡ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú ÔÔÈÔÌ‰fiÔÙÂ flÌ·Í· ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ,

¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı ÍıÍÎÔÂÙ·ÌflÔı, ÏÔÒ›Û·ÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ Í·È ›Ì· Í‹Ù˘ ˆÒ‹„Ï·,

ÙÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÙÁÚ ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú, flÛÔ ÏÂ ‰˝Ô. ”ıÌÂ˛Ú, Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÈÛÔ˝Ù·È ·ÍÒÈ‚˛Ú

ÏÂ ‰˝Ô. ŸÛÙ¸ÛÔ, ‰ÂÌ ÂÈÎ˝Û·ÏÂ ÎfiÒ˘Ú Í‹ÔÈÔ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·Ù·Ò·„Ï›Ì˘Ì ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì ˘Ú

ÒÔÚ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ. ‘Ô ÎfiËÔÚ ÂÌ¸Ú ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÔı ÎfiËÔıÚ Î˝ÛÂ˘Ì Ë· ›ˆÒ·ÊÂ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸

Ù˘Ì ıÂÒÂÈˆ·ÌÂÈ˛Ì ÂÍ Ù˘Ì ‹Ì˘. « Â˝ÒÂÛÁ ÂÌ¸Ú Ù›ÙÔÈÔı ÎfiËÔıÚ Î˝ÛÂ˘Ì ·ÔÙÂÎÂfl ÛfiÏÂÒ·

›Ì· ·¸ Ù· ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌÙ· ÂÒÂıÌÁÙÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·. –ÈÛÙÂ˝ÂÙ·È ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô fi ÙÒÂÈÚ

‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ıÂÒÂÈˆ‹ÌÂÈÂÚ [11] ·ÎÎ‹ ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ ·¸‰ÂÈÓÁ „È· ÙÔ ÙÂÎÂıÙ·flÔ.

7.3 ’ÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·

« ·¸‰ÔÛÁ ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı Ï·Ú ‰flÌÂÙ·È ·Ò·Í‹Ù˘, ‰Âfl˜ÌÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ·Ò˜ÈÍ›Ú Í·È ÙÂÎÈÍ›Ú

ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ 6ÁÚ ·¸ÎıÙÁÚ È‰ÈÔÙÈÏfiÚ ÙÔı Cayley-Menger flÌ·Í·. –ÒÔˆ·Ì˛Ú, ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Ôı

·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÙÁÚ 6ÁÚ ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÂÚ Í·È ‹Ò· ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ ÏÁ‰›Ì. ƒÈ·Ù·Ò‹ÛÛÔıÏÂ

ÏÈ· „Ì˘ÛÙfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi ˛ÛÙÂ Ì· ‰ÁÏÈÔıÒ„fiÛÔıÏÂ Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· „È· ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô

Ï·Ú, ÛÙÁÌ ÛıÌ›˜ÂÈ· ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ÙÁÌ ÍÔÌÙÈÌ¸ÙÂÒÁ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ‰ÔÏfi Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔıÚ

Ì›ÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú. « ·Ò˜ÈÍfi ‰È·Ù·Ò·˜fi ÂflÌ·È ÂÒÈÔÒÈÛÏ›ÌÁ ÏÈ·Ú Í·È Ô

·Î„¸ÒÈËÏÔÚ Ï·Ú ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÂ ÙÔÈÍfi ÎÁÒÔˆÔÒfl· (˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ·Ò·„˛„Ôı) „È· ÙÁÌ ÂflÙÂıÓÁ

ÙÁÚ ‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ. –ÔÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, Á 6Á ·¸ÎıÙÁ È‰ÈÔÙÈÏfi ÂflÌ·È ·Ò˜ÈÍ‹ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ÙÔı

1. ‘Ô ‚fiÏ· ÙÁÚ ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ, Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂÍÙ›ÎÂÛÁ Ù˘Ì ÂÈÒ·Ï‹Ù˘Ì, ÍıÏ·flÌÂÙ·È ÛÙÔ Â˝ÒÔÚ Ù˘Ì
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”˜fiÏ· 7-2: –·Ò‹‰ÂÈ„Ï· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ ÏÔÒflÔı 15-·Ù¸Ï˘Ì.

0�05¹A. ”ÙÔ ”˜fiÏ· 7-2 ‰flÌÂÙ·È ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ ÍıÍÎÈÍÔ˝ ÏÔÒflÔı 15-·Ù¸Ï˘Ì.
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Molecule Atoms Init. eigval Final eigval Iterations Time [sec.] KFlop
Cyclohexane 6 1.56e-01 3.72e-08 3 0.02 26
Cycloheptane 7 1.45e-01 1.31e-08 3 0.03 38
Cyclooctane 8 1.11e-01 4.65e-07 3 0.05 54
Cyclononane 9 1.24e-01 3.31e-08 3 0.08 80
Cyclodecane 10 1.64e-01 6.86e-07 3 0.12 119

Cycloendecane 11 2.10e-01 1.43e-06 3 0.18 183
Cyclododecane 12 1.32e-01 7.41e-08 5 0.27 281

–flÌ·Í·Ú 7.1: ¡ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÏÈ·Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ.

œ –flÌ·Í·Ú 7.1 ‰flÌÂÈ Ù· Ï›Û· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂÍÙ›ÎÂÛÁ ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı ÛÂ

ıÔÎÔ„ÈÛÙfi ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfiÚ 500MHZ PENTIUM-II, ÏÂ ˜ÒfiÛÁ ÙÔı ·Í›ÙÔı MATLAB[9] Í·È

ÙÔı SCILAB[22] (ÔÈ ıÎÔÔÈfiÛÂÈÚ ÂflÌ·È ÂıÒ›˘Ú ‰È·Ë›ÛÈÏÂÚ ÛÙÔ ·Ì·„Ì˘ÛÙÈÍ¸ ÍÔÈÌ¸). ‘·

ÎÂÔÌÂÍÙfiÏ·Ù· ÙÔı ÙÂÎÂıÙ·flÔı ÂÈÛÙÁÏÔÌÈÍÔ˝ ·Í›ÙÔı ÂflÌ·È Á ÂıÂÎÈÓfl· ÙÔı, Í·Ù‹ ÙÁÌ

‰ÁÏÈÔıÒ„fl· Í˛‰ÈÍ·, Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ ÂflÌ·È ‰È·Ë›ÛÈÏÔ ‰˘ÒÂ‹Ì Í·È Â˝ÍÔÎÔ ÛÙÁÌ Â„Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ

ÙÔı-Í·È Ù· ‰˝Ô ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ·Ò¸ÏÔÈ· Û˝ÌÙ·ÓÁ „È· ÙÔÌ ÒÔ„Ò·ÏÏ·ÙÈÛÏ¸ ÙÔıÚ.

≈ÈÎ›ÔÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛ·ÏÂ ÙÔ MATLAB „È· ÙÁÌ ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· C Í˛‰ÈÍ· Ô ÔÔflÔÚ, ÏÂÙ‹ ÙÁÌ

ÏÂÙ·„Î˛ÙÙÈÛÁ, ‰flÌÂÈ Í·Î˝ÙÂÒ· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ Ù· ÔÔfl· ‰flÌÔÌÙ·È Í·È ÛÙÔıÚ ‰˝Ô

flÌ·ÍÂÚ. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙfi „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÏÔÒÈ·Í˛Ì

‰ÔÏ˛Ì- ÏÂÒÈÍ˛Ì ‰ÂÍ‹‰˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÁÌ ·ÎıÛfl‰· ÙÔıÚ. ‘Ô ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ˆ¸ÒÙÔÚ ÙÔı

·Î„¸ÒÈËÏÔı Ï·Ú ÒÔ›Ò˜ÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ·Ì‹„ÍÁ ÂflÎıÛÁÚ (ıÍÌ˛Ì) „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì

ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì.
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Atoms Init. eigval Final eigval Iterations Time [sec.] KFlop
7 2.98e-02 6.64e-14 3 0.01 36
8 2.57e-02 4.43e-12 3 0.05 49
9 2.10e-02 6.29e-11 3 0.05 73
10 2.38e-02 2.95e-13 3 0.11 109
11 3.16e-02 2.60e-12 3 0.16 165
12 8.13e-02 1.20e-07 3 0.22 282
13 8.09e-02 8.49e-08 3 0.30 450
14 3.72e-02 6.04e-13 3 0.49 606
15 3.53e-02 2.02e-14 3 0.77 940
16 3.78e-02 1.72e-12 3 1.15 1404
17 3.83e-02 1.70e-13 3 1.54 2082
18 3.53e-02 3.93e-13 3 2.14 3039
19 3.80e-02 4.59e-14 3 2.91 4344
20 4.00e-02 7.09e-13 3 3.79 6136

–flÌ·Í·Ú 7.2: ¬ÂÎÙÈ˘Ï›Ì· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ.

œ flÌ·Í·Ú 7.2 ‰flÌÂÈ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· „È· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ˘Ì ‚·ËÏ˛Ì ÂÎÂıËÂÒfl·Ú

(·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÁÌ ·ÎıÛfl‰·), Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÏÈ·Ú ÔÈÔ Ò¸Ûˆ·ÙÁÚ ıÎÔÔflÁÛÁÚ, ˛ÛÙÂ Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ

ÙÁÌ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú Í·È ÛÂ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ· Ï¸ÒÈ·.
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 8

”ıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù· Í·È ÏÂÎÎÔÌÙÈÍfi ›ÒÂıÌ·

–ÒÔÙÂflÌ·ÏÂ ÏÈ· ÛıÛÙÁÏ·ÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÁÌ ÙÔÈÍfi ÂÓÂÒÂ˝ÌÁÛÁ Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì

ÍıÍÎÈÍ˛Ì ÏÔÒfl˘Ì Í·È „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı ÍıÍÎÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ. « Ï›ËÔ‰ÔÚ Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÈ,

ÛÂ Í‹ËÂ ‚fiÏ·, ÏÈ· ‰È‹Û·ÛÁ Ù˘Ì È‰È¸ÏÔÒˆ˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Í·È È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì, ÂÌ¸Ú ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝

flÌ·Í·, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì. œ ÙÒ¸ÔÚ ÂÈÎÔ„fiÚ

Ù˘Ì ‹„Ì˘ÛÙ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì, ·Ì Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ÏÂË¸‰ÔıÚ ÙÁÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ

·Ì‹ÎıÛÁÚ, ‰ÂÌ ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ Ù· ÛıÌfiËÁ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ù˘Ì ·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì.

Ãfl· Ùı˜·fl· ÂÈÎÔ„fi Î˝ÛÂ˘Ì (random sampling) ÈË·Ì˛Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, ÏÔÒÂfl Ì·

ÏÁÌ ÂflÌ·È ‚›ÎÙÈÛÙÁ Î¸„˘ ÙÁÚ ˝·ÒÓÁÚ ÂÒÈÔ˜˛Ì ›ÎÓÁÚ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ·Ò˜ÈÍ˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì,

ÂÌ˛ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÏˆ·ÌÈÛÙÔ˝Ì ·Í¸Ï· Í·È ‰ÔÏ›Ú ˆÒ‹ÍÙ·Î ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÂÒÈÔ˜˛Ì ›ÎÓÁÚ [41].

‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ Â˝ÒÂÛÁÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì ··ÈÙÂfl Í·È ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ ÏÂË¸‰˘Ì ÔÎÈÍfiÚ

‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ. ”ıÌÂ˛Ú, Âˆ·ÒÏ¸Û·ÏÂ Í·È ÏÂË¸‰ÔıÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂ ÛÙ¸˜Ô

Ì· ÂÓ·ÈÒ›ÛÔıÏÂ ÂÒÈÔ˜›Ú Ôı ‰ÂÌ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ Î˝ÛÂÈÚ. ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ ÂflÌ·È ˜ÒfiÛÈÏÔ ˛ÛÙÂ Ì·

Ï·Ú ‰˛ÛÂÈ Í·È Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ÂÒÈÔ˜›Ú ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÙÔÈÍfiÚ

‚ÂÎÙÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ. ≈ÈÎ›ÔÌ, ÏÈ· ·Î„Â‚ÒÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ, „È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÙÔı ˜˛ÒÔı ÂˆÈÍÙ˛Ì

„Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì, ÏÔÒÂfl Ì· ‚·ÛÈÛÙÂfl ÛÙÁÌ ËÂ˘Òfl· Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì [2, 19, 31].

‘Ô ·Ò·Í‹Ù˘ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È È‰È·flÙÂÒÔ ˜ÒfiÛÈÏÔ „È· ÏÈ· ·Î„Â‚ÒÈÍfi ÏÂÎ›ÙÁ.

»Â˛ÒÁÏ· 8.0.1 [33] ∏ÛÙ˘ eT � �1� ���� 1� ¸ÙÈ ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ ‰È‹ÌıÛÏ·. √È· Í‹ËÂ

‰È‹ÌıÛÏ· s : sT e � 1 Í·È Í‹ËÂ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ flÌ·Í· M , ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ Ì¸ÒÏ· jM js �

jj�I � esT �M�I � esT �T jj, ¸Ôı I ÂflÌ·È Ô Ù·ıÙÔÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú fl‰È·Ú ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÏÂ ·ıÙfiÚ

ÙÔı M . ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı ÂÌ¸Ú flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì D Í·È ÂÌ¸Ú ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ s ¸˘Ú ·Ò·‹Ì˘,

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ ›Ì·Ì Ì›Ô flÌ·Í· ·ÔÛÙ‹ÛÂ˘Ì D�, ÂÏ‚·ÙflÛÁÏÔ ÛÙÔÌ E3,

Ù›ÙÔÈÔÌ ˛ÛÙÂ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· jD �D�j Ì· ÂflÌ·È ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ.
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« ·Ò·‹Ì˘ Í·Ù·ÛÍÂıfi ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ‰È‹Û·ÛÁ ÂÌ¸Ú flÌ·Í· ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ È‰È¸ÏÔÒˆÂÚ

ÙÈÏ›Ú ÙÔı Í·È ÛıÌÂ˛Ú Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÙÁÚ ÂflÌ·È È‰È·flÙÂÒ· „Òfi„ÔÒÔÚ. ‘Ô ÏÂÈÔÌ›ÍÙÁÏ·

ÙÁÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ ·ıÙfiÚ ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÂÏ‚‹ÙÈÛÁ ‰ÂÌ Î·Ï‚‹ÌÂÈ ı¸¯Á ÙÁÚ

ÔÔÈÔı‰fiÔÙÂ Âfl‰ÔıÚ ÎÁÒÔˆÔÒfl· fi ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı D.

œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ Ï·Ú Í‹ÌÂÈ ˜ÒfiÛÁ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì „È· Î¸„ÔıÚ Ù·˜˝ÙÁÙ·Ú. œ

ıÒfiÌ·Ú ÙÔı MATLAB ÂflÌ·È Á ‚È‚ÎÈÔËfiÍÁ ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì LAPACK [1]. –Ò¸Ûˆ·ÙÂÚ

ÏÂÎ›ÙÂÚ ÙÁÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ DSTEIN, Í·Ù‹ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì fi È‰ÈÔ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì

ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝ flÌ·Í·, ›‰ÂÈÓ·Ì ¸ÙÈ Í·Ù·Ì·Î˛ÌÂÈ ÙÔ 90% ÙÔı ÛıÌÔÎÈÍÔ˝ ˜Ò¸ÌÔı ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝.

 ‹ÔÈÂÚ ‚ÂÎÙÈ˛ÛÂÈÚ ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı Ï·Ú Ë· ÏÔÒÔ˝Û·Ì Ì· ı‹ÒÓÔıÌ ÏÂ ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ ÙÔı

·Î„¸ÒÈËÏÔı [14] Berkeley. ≈ÈÎ›ÔÌ ‰ÂÌ ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ È‰È·flÙÂÒ· ÙÁÌ ‰ÔÏfi Ôı (ÈË·Ì¸Ì)

ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ Ù· ÛıÛÙfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì. ‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ, Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı, Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ÂÈÙ·˜˝ÌÂÈ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ·ÎÎ‹ Í·È Ì· ‚ÂÎÙÈ˛ÛÂÈ ÙÁÌ ·ÍÒfl‚ÂÈ· ÙÔÌ

·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì.

≈ÈÎ›ÔÌ, Á ÂÒÈÔ˜fi ÙÁÚ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ‚ÂÎÙÈ˛ÛÂÈ ÙÔÌ

·Î„¸ÒÈËÏÔ Ï·Ú. √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, ı‹Ò˜ÔıÌ Ï›ËÔ‰ÔÈ Í·È ıÎÔÔÈfiÛÂÈÚ ÛÂ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍfi

‹Î„Â‚Ò· ¸Ôı ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÙÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú/È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÂÌ¸Ú flÌ·Í· Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi

‰È·Ù·Ò·˜˛Ì Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı [29].
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–·Ò‹ÒÙÁÏ· A

’ÎÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ‰È·Ù·Ò·˜fiÚ

% explore cyclooctane's conformation space
function molconf8

load 'molstruc8.mat' D; % the contents are stored in matrix D
step = �0.05;
solutions = 3;
prec = 10e�6;
B = bounds8;
B2 = sqrt(B);
R = permat(B, 0, 99); 10

B2 = triangle(B2,R);
B = B2 .� B2;
N = size(R,1);
ro = R(1,:); % we extract two perturbation matrices
ro = [ro; R(2,:)]; % R(1,:) and R(2,:) ..
R1 = R; l = 0;
R = npermat(R,ro);
totaltime = 0;
D1 = D; % keep the initial conf. for reference

20

fprintf('-> No. Init Eigval(6th) Final Eigval(6th)

Iterations Time (sec) Total flops\n');
for k=1:solutions

D = distmat(D,D1,ro,step);
s = svd(D); sinit = s(6);

t0 = clock;
flops(0);
[D, s, itall, retry] = svred(D, R, prec);
ff = flops; 30

time = etime(clock,t0);
if ( s � prec)

break;
else

f = checkbounds(B, D, R1);
if ( f == 1)

fprintf('-> %2d %2.4e %2.4e [%3d %3d ]

%3.2f %7d\n',k ,sinit, s, itall, retry, time, ff);
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totaltime = totaltime + time;
end 40

end % fifg

l = k;
end %fforg

if (l ~= 0 )
fprintf('\nNumber of solutions: %2d',l);
fprintf('\nTotal mean time = %5.2f sec\n',totaltime�l);

end
50

%
% Cayley�Menger matrix of the cyclooctane molecule
%
function B = bounds8
b = (1.5)^2;
c = (2.5)^2;
x = (2.01)^2;
y = 66;

B = [ 0 1 1 1 1 1 1 1 1; 60

1 0 b c y y y c b;
1 b 0 b c y y y c;
1 c b 0 b c y y y;
1 x c b 0 b c y y;
1 x x c b 0 b c y;
1 x x x c b 0 b c;
1 c x x x c b 0 b;
1 b c x x x c b 0];

% 70

function R = permat(boundmat,cond1,cond2)

N = size(boundmat,1);
R = [];

for i=1:N
for j=i+1:N

val = boundmat(i,j) � boundmat(j,i);
if ( (val � cond1 ) & ( val �= cond2) )

R = [R; i, j]; 80

end
end

end

%
function B = triangle(B, P)

Natom = size(B,1);
Nunkn = size(P,1);

90

% fix the Upper and Lower parts of B
Upper = zeros(Natom,Natom);
Lower = zeros(Natom,Natom);
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for i=1:Natom
for j=i+1:Natom

Upper(i,j) = B(i,j);
Upper(j,i) = B(i,j);
Lower(i,j) = B(j,i);
Lower(j,i) = B(j,i); 100

end
end

% Start a variation of Floyd's algorithm
for l=1:Nunkn

i = P(l,1);
j = P(l,2);
for k=2:Natom

% path lengths in left�hand network 110

if Upper(i,j) � Upper(i,k) + Upper(k,j)
Upper(i,j) = Upper(i,k) + Upper(k,j);
Upper(j,i) = Upper(i,j);

end
% path lengths from left to right�hand network

if Lower(i,j) � Lower(i,k) � Upper(k,j)
Lower(i,j) = Lower(i,k) � Upper(k,j);
Lower(j,i) = Lower(i,j);

elseif Lower(i,j) � Lower(j,k) � Upper(k,i)
Lower(i,j) = Lower(j,k) � Upper(k,i); 120

Lower(j,i) = Lower(i,j);
end

% check for triangle inequality violations
if Lower(i,j) � Upper(i,j)

fprintf(' Erroneous bounds\n');
end

end
end
% construct the new boundary matrix B
B = zeros(Natom,Natom); 130

for i=1:Natom
for j=i+1:Natom

B(i,j) = Upper(i,j);
B(j,i) = Lower(i,j);

end
end

%
function D = distmat(D,D1,ro,step)

140

N = size(ro,1);
x = ro(1,1); y = ro(1,2);
D(x,y) = D(x,y) + step;
D(y,x) = D(x,y);

for i=2:N
x = ro(i,1); y = ro(i,2);
D(x,y) = D1(x,y);
D(y,x) = D(x,y);

end
150
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%
function R1 = npermat(R,ro)
N = size(ro,1);
Nr = size(R,1);
T = Nr�N;
R1 = zeros(T,2);
step = 0;

for i = 1:Nr
flag = 1; 160

for j = 1:N
if (R(i,1) ~= ro(j,1) j R(i,2) ~= ro(j,2) )

flag = flag� 1;
else

flag = flag�0;
end;

end
if (flag == 1)

step = step + 1;
R1(step,1) = R(i,1); 170

R1(step,2) = R(i,2);
end

end

%
% generate a random distance matrix satisfying
% the triangle inequalities ..
%
function D = metrize(B, R)

180

Np = size(R,1);
D = B;
i = 1;
while ( i � Np)

x = R(1,1); y = R(1,2);
tmp = B(x,y) � B(y,x);
tmp = B(y,x) + tmp�rand(1);
D(x,y) = tmp; D(y,x) = tmp;
B(x,y) = tmp; B(y,x) = tmp;
R = R(2:Np+1�i, :); 190

B = triangle(B, R);
i = i+1;

end

x = R(1,1); y = R(1,2);
tmp = B(x,y) � B(y,x);
tmp = B(y,x) + tmp�rand(1);
D(x,y) = tmp; D(y,x) = tmp;

D = D .� D; 200

% B = B .� B;

%
function f = checkbounds(B,D,R);
Np = size(R,1);
f = 1;

63



for i=1:Np
x = R(i,1); y = R(i,2);
if ( ( B(x,y) � D(x,y) ) j ( B(y,x) � D(y,x) ) ) 210

f = 0;
break;

end
end

%
function [M k, sval, count, retry] = svred(M, R, prec)
%
% INITIALIZATION SECTION

220

iterate = 32 ; % Iterate number should be �= 2 (optimum 22?)
done = 0; count = 0; % Initialize flags for program termination.
nm 1 = R(1); nm 2 = R(2);
Nm = size(M,1); g k = 0;
Np = size(R,1); svold = 666;
sigma = 0; a k = 0;
sv k = 6; retry = 0; % Minimize the 6th sing. val.
R k = zeros(Nm,Nm);
DR k = zeros(Nm,Nm);

230

%
% ITERATION SECTION
%

while ( count � iterate )
count = count + 1;

%
% Step 1. Compute SVD of M k � a k � P to get u k, v k, sigma k and f'(a)
% 240

R k = R k + DR k;
M k = M � R k;
[U S V] = svd(M k);
sigma k = S(sv k,sv k);

if (svold � sigma k )
retry = retry + 1;

end
250

if (count == 1) % Keep the initial sig. val. for reference
sigma = sigma k;

end

%
% Step 2. Test for exit
%

tol = prec; % we don't need a high precision
if ( sigma k �= tol ) 260

sval = sigma k;
break;
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end

%
% Step 3. Define DR k such that u k'(DR k)v k = u k'(M � R k)v k
%

E k = [];
for i = sv k:Nm
for j = i:Nm 270

TE = [];
v k = V(:,j);
u k = U(:,i);
for k=1:Np

x = R(k,1); y = R(k,2);
TE = [ TE, v k(x)�u k(y) + v k(y)�u k(x)];

end
E k = [E k ; TE];

end
end 280

F k = [];
for i=sv k:Nm

for j=i:Nm
v k = V(:,j);
u k = U(:,i);
if ( i ~= j)

F k = [F k ; 0];
else

F k = [F k; v k' �M k � u k]; 290

end
end

end

j = E k n F k;

for i=1:Np
x = R(i,1); y = R(i,2);
DR k(x,y) = j(i);
DR k(y,x) = j(i); 300

end

svold = sigma k;

end

count = count � 1;

%
% Step 5. If the method doesn't perform well, give as output the 310

%

if (sigma k � tol)
M k = M;
sval = sigma;

end

function G = metric(D)
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%METRIC Metric matrix.
% METRIC(D) finds the metric matrix G of a Cayley�Menger matrix D. 320

% It's calculated by computing the squared distances to the center
% of mass from the squared distances among the points.
%
% See also EMBED, ERRORF.

N = size(D,1);
D = sqrt(D);
D = D(2:N,2:N);
N = N�1;

330

for i = 1:N
tmp1 = 0;
for j = 1:N

tmp1 = tmp1 + D(i,j)�D(i,j);
end
tmp1 = tmp1�N;
tmp2 = 0;
for j = 2:N

for k = 1:j�1
tmp2 = tmp2 + D(j,k)�D(j,k); 340

end
end
tmp2 = tmp2�(N�N);
Do(i) = tmp1 � tmp2;

end

for i = 1:N
for j = 1:N

G(i,j) = ( Do(i) + Do(j) � D(i,j)�D(i,j) ) � 2;
end 350

end

function X = embed(G)
%EMBED Embed from N�1 dimensions three dimensions.
% EMBED(G) generates the Cartesian coordinates, of the metric
% matrix G, which it reflects the overall shape of the initial
% structure.
% EMBED(G) is the best result in a sense of the Frobenius norm.
%
% See also METRIC, ERRORF. 360

%
% Copyright (c) 1998�99 by Theodoros Nikitopoulos

[U S V] = svd(G);

x = sqrt(S(1,1))�U(:,1);
y = sqrt(S(2,2))�U(:,2);
z = sqrt(S(3,3))�U(:,3);

X = [x, y, z]; 370

%
function err = errorf(X, B)
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% exclude the [1,0,...,0] vector
N = size(B,1);
B = sqrt(B);
B = B(2:N,2:N);
N = N�1;

380

err = 0;

for i=1:N
for j=i+1:N

v = X(i,:); u = X(j,:);
if ( B(i,j) == B(j,i) )

tmp = abs(veclen(v,u) � B(i,j));
if (tmp � err)

err = tmp;
end 390

end %fifg
end

end %fforg

%
function vecl = veclen(v,u)

N = length(v);
vecl = 0;

400

for i=1:N
vecl = vecl + (v(i) � u(i))^2;

end

vecl = sqrt(vecl);
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