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������ ���	��
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��� 
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� ��������

� ������ ���� ���������� ���� ����
�����
� ���������� 
����
���� ������� ���
Fursenko [Fur37]� ��� ������������� �� ������� �������� ��� ������� �� ��� �����
��� ���������� 
�� � ����� ������ 
� ������
� ���� �� ��� ����������!
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&'��� ��������� � �����"�� �� ���	������ ��� ������"��� 22 ��������� ��� 3
�	��#� �� 1540 ����������� �
 ��� ������ ���� �� 350 �����#� �� 	��������
"�

����
��"�! (� ��� ��
����� ����� ��� ������������ � �����"��� ��������� ������
��� ��) ����� ��� ����������� 
����
����� �� 247 	�� ������������ �� 
��"�� ��� ��
����� ���� (1937) �����
� ������� ������	��� 
�� �����"� ��
�����!

*�� �� �� ��� � Fursenko 	�	�� � ���	��
�#�� 
����
��"�� ��� ������������ ��
��� ���
� ������ �� 227 �
 ��� ����������� ��� ���� "���! +�� ��� ��������� 123
����"��� ����� ��� �� �#���� ���� 	�� 
����
��������� �� 
����� 
�� 	������ ����� ��
���	��
�#�� ��� �� 
����
�����������!

,� ������� � ��-
����
����������� ������� ��� ��� α �� 
����� 
�� 	������ �-
������ ���� �#���� ���������
�� �������� �� �
"������ ���������"� 
�� �����"���
���� ���� �	�������� ��� ������ � α ����� ����! � ������� ���� ������� ������ �� ��
	�	��"�� ��� ������������ ������ �� ����� ������ �� ��# �%
�� �� ���������"� ���
�����
�# ������#��� �� ����� ������ �
"�����! +�� ����	����� "�� ����� �������-
�� �"�� ��� ������ ���	��
�#���� � ��-
����
����������� ��� ������� ��� ��� �����
	��������� ��� ����� 14−�� �� ��# . [MP94]/! ' Fursenko� �� ����	���� ��������
�� ���������"� ������� �
������� ����"��� ��

t3 − 838t2 + 379100t− 3611159296 = 0,

�



��� ����� ������� � ��-
����
����������� ��� �#��� ��� (A,mb, r)-
����
����! 0�

�� ����������� ��� �	������ ��� 
����
����� ���� ��� �����#���� ����	����� �-
�� 
�� ��� ��������� �� ��#����� 	��������� 
�� � �	��� 
������ ����������� �� ����
���������#� ���! 1���
� ��� �� �� �����"��� �� 
��� ��� ���	����� ��� �� 
���-
�
������������ ��� 123 ����������� ��� ����"������ �� �"�����!

*��� ������ ���� ������ ��� 	������������
� "������ �� ���� ��� 
����
�����-
������� ��� ����� �� 12 ������ ������"�� ���������� ��� �� 123 ���  ����#����
�� ��-
����
�������! 2�� �� �� 12 ���� ���������� ���	��
�#���� � �� ����� ���
���������#!

� �" �	�� ��� ���	����� ��� ����� � 
����
�� ��� �#����� 
��������� ���������
��
�������� �� �
"������ ���������"�! 0��� ������������ �� ��� ����� ��� 
����
��-
�� � �� ��� ����
�� ��� ��� �����"� 
�� ��� ����� ������� � �� ��� ����� �� ��� �����
����� ����� � 
����
�����������! 2��� 
����� � ������� ��� ���
#���� "��� �����-
����"� ���� ���� 
�� ��� �����#���� ����	����� 	�� �����"������ �� ������� ���
������ 
�������� ������������� ���� �!�! ���� ��� Eisenstein 345� 6678! 0���

� ���� ���
��� ��� ��������� ��	�
�� ������ ��� ��� 
����
���� �������� ��
��� ������ � ���������� ������� ������������� "��� ���� �� 
� ������� ���
�� � �����
��� ��������� "���� 
��������! '� ��	�
"� ����"�  � ��"��� ���������� �� ��� ���-
��������������� �� �
����� �� ������ 	�	��� 
����
������������ ������ ��� � ���
�
��������� ����� ��-
����
�������� ����� �!�! � 
����
����������� ��� ������������
��� ����� 90◦� �� ���� ��� �� ��� ��-
����
����������� ��� ���
�� ������������!

9��� ��� ��� ��"���� ��� ����������� 
����
������������ ���	��
�#����� �����"-
��� ���������� ��� �������#��� ���� ���	���� ��� �� 
����
������������ ����� ����
��������� ���� ��������! � 
������ �	������ ��� �������#�� ���� ����� ����� ��� ����
��� ���� ��� ��������� ���� 
����
�������� �� 
����� 
�� 	������ ���� ���� �� �����
��� 
����
��������� ������ �� 
����� 
�� 	������! 1�  ������ ���� �
���������� ��

����
� ���������� ���� �!�! ���� ��� Klein [Kle97, σ. 9]! 1�  �������� ��� ���-
��� ��������� �������������� ���� ��  "�� 
�� 	�	��� ��� ���	���� ���������������
���
"� ���"� 
��  �������� ���  ������ �������!

� 	
������ �������������

������� ��	 �� E(a), E(a, b), E(r), E(a, r), E(a, b, r) ����� �����	
��� ���� 
���
��� � ������� 
��� ��	 i ≥ 2�

�� a2 ∈ E ��� a /∈ E�

�� b2 ∈ E(a) ��� b /∈ E(a)�

�� [E(a, r) : E(a)] = [E(r) : E] = 2i�

�� [E(a, b, r) : E(a, b)] = 2i−1�

���� ��	���� ������
� E(d) ������ 
�� E ⊆ E(d) ⊆ E(r) ��� [E(d) : E] = 2�

��� ��!��

0�� �� 	�	��"�� ���
#���� ���: [E(a) : E] = 2, [E(a, b) : E(a)] = 2, [E(a, r) : E(r)] = 2


�� [E(a, b, r) : E(a, r)] = 1 ��� [E(b, r) : E(r)] ∈ {1, 2}
A) �� [E(b.r) : E(r)] = 1 ���� b ∈ E(r)

[E(b) : E] ∈ {
2, 22

}
�



[E(r) : E)] = [E(b, r) : E] = [E(b, r) : E(b)]·[E(b) : E] ≥ [E(a, b, r) : E(a, b)]·[E(b) : E] ⇒
2i ≥ 2i−1 · [E(b) : E] ⇔ [E(b) : E] ≤ 2 ��� [E(b) : E] = 2

'���� "��: E ⊆ E(b) ⊆ E(r) 
�� [E(b) : E)] = 2

B) �� [E(b, r) : E(r)] = 2 ���� �������� k, l ∈ E(r) �"���� ���� b2 + kb+ l = 0

B1) �� k = 0 ���� b2 = −l ∈ E(r)

&;��� ��� l /∈ E ���� b2 /∈ E. &'��� b2 ∈ E(a) 
�� [E(a) : E] = 2

��� [E(b2) : E] = 2

2 = [E(a) : E] = [E(a, b2) : E] = [E(a, b2) : E(b2)] · [E(b2) : E] =

= [E(a, b2) : E(b2)] · 2.
&0�� [E(a, b2) : E(b2)] = 1 ��� a ∈ E(b2) ⊆ E(r) ⇒ a ∈ E(r)

����� ���# [E(a, r) : E(r)] = 2

&0�� l ∈ E 
�� ������� b2 ∈ E

&'��� [E(a, b, r) : E(a, r)] = 1 
�� a2 ∈ E ⊆ E(r).

<������� d, h ∈ E(r) �� d /∈ E � h /∈ E 
�� d �= 0 �"���� ����: b = d·a+h

( &0� {d, h} ⊆ E ���� b ∈ E(a) ������


�� �� d = 0 ���� b ∈ E(r) ����� ���# [E(b, r) : E(r)] = 2)

b2 = d2 · a2 + 2 · d · h · a+ h2 �� {b2, d, a2, h} ⊆ E(r).

&0� h �= 0 ���� a ∈ E(r) ��# ����� ������ ��� h = 0.

0��# h = 0 "��: d /∈ E 
�� b2 = d2 · a2 ⇒ d2 ∈ E

����� E ⊆ E(d) ⊆ E(r) 
�� [E(d) : E] = 2

B2) 0� k �= 0 "��: b2 + kb+ l = 0 �� k, l ∈ E(r) 
�� k /∈ E � l /∈ E

( �� {k, l} ⊆ E ���� b ∈ E(a), ����� )

&0� b2 ∈ E(r) ���� b ∈ E(r) ����� ���# [E(b, r) : E(r)] = 2

��� b2 /∈ E(r) ��� b2 /∈ E

���� b2 ∈ E(a) 
�� [E(a) : E] = 2 ��� �������� d1, d2 ∈ E �"���� ����

(b2)2 + d1 · b2 + d2 = 0 ⇔ b4 = −d1 · b2 − d2

���� b2 + kb+ l = 0 ⇔ b2 + l = −k · b ⇒ b4 + 2l · b2 + l2 = b2 · k2 ⇔
−d1 · b2 − d2 + 2l · b2 + l2 = b2 · k2 ⇔ (k2 + d1 − 2l) · b2 + d2 − l2 = 0. &'���

{k, l, d1, d2} ⊆ E(r) 
�� b2 /∈ E(r) ��� k2 + d1 − 2l = 0 
�� d2 − l2 = 0

�� d2 ∈ E ��� l2 ∈ E

B2a) &0� l ∈ E ���� k /∈ E

k2 = 2l − d1 ∈ E 
�� k ∈ E(r) ������� E ⊆ E(k) ⊆ E(r) 
�� [E(k) : E)] = 2

B2b) 0� l /∈ E "��:

l2 ∈ E 
�� l ∈ E(r) ��� E ⊆ E(l) ⊆ E(r) 
�� [E(l) : E)] = 2

�



������� ��� �� r ����
���	
���� �� r /∈ Q ��� [Q(r) : Q] = 2k � ���� ��	����
���"��#�� �����	
�$� Q = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ ... ⊆ Ek = Q(r) ������ 
�� [Ek :
Ek−1] = [Ek−1 : Ek−2] = ... = [E1 : E0] = 2

��� ��!��

0��# r 
����
�������� ������� ��������"�� �
������ �� ���
������

Q = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ ... ⊆ En = En−1(r) �"���� ���� [Em : Em−1] = 2

∀m ∈ {1, 2, ..., n} .
&;��� ��� � �������� �
���� �� ����� � �
���� �� �� �� �������� ��� �� ����!

9����� ��� ���
������ Q(r) = E0(r) ⊆ E1(r) ⊆ E2(r) ⊆ ... ⊆ En−1(r) = En

1��� "�� [Em(r) : Em−1(r)] ∈ {1, 2} 
�� �� [Em−1(r) : Em−1] = 2t ����

[Em(r) : Em] ∈ {2t−1, 2t} ∀m ∈ {1, 2, ..., n− 1}
�� [En−1(r) : En−1] = 2 
�� [En−2(r) : En−2] = 22 . 0� [En−2(r) : En−2] = 2

���� � �
���� �� E0, E1, ..., En−2, En−2(r) "��� ��� �� ���� ��
������ ��� ����
�� /

&;��� ��� ������� i ∈ {2, 3, ..., n− 1} �"���� ���� [En−j(r) : En−j] = 2j

∀j ∈ {1, 2, ..., i} 
�� [En−i−1(r) : En−i−1] = 2i ����:

[En−j+1(r) : En−j(r)] = 1 ∀j ∈ {1, 2, ..., i} 
�� [En−i(r) : En−i−1(r)] = 2.

*#����� �� �� �����#����  ������ �������

d1 ∈ En−i−1(r) ⊆ En−i(r) ⊆ ... ⊆ En−1(r) �� [En−i−1(d1) : En−i−1] = 2 
��

[En−i−1(r) : En−i−1(d1)] = 2i−1

=���� ��� �
���� �� ���
������

E0 ⊆ E1 ⊆ ... ⊆ En−i−1 ⊆ En−i−1(d1) ⊆ En−i(d1) ⊆ ... ⊆ En(d1)

���� [En−j(d1) : En−j−1(d1)] ∈ {1, 2} ∀j ∈ {0, 1, ..., i} ��

[En−i(d1) : En−i−1(d1)] = 2 . 0� [En−i(d1) : En−i−1(d1)] = 1 ����

[En−i(r) : En−i(d1)] = 2i > [En−i−1(r) : En−i−1(d1)] ��# ����� ����� /


�� [En−i(r) : En−i(d1)] = 2i−1.

&0� [En−j(r) : En−j(d1)] = [En−j+1(r) : En−j+1(d1)] �� 
����� j ∈ {0, 1, ..., i}
���� [En−j+1(d1) : En−j(d1)] = 1

;���	� �� ��� �� ��� ���� ��� �
���� ��� En−i, En−i+1, ..., En−1 ����� i

��� �� ��� �� ��� ���� ��� �
���� ��� 2, 22, ..2i−1 ����� i− 1

������� �
����� "��� j ∈ {3, 4, ..., i} �"���� ����

[En−j(r) : En−j(d1)] = [En−j+1(r) : En−j+1(d1)]

�




�� ������� [En−j+1(d1) : En−j(d1)] = 1

.0� ������� ������������ ���
#���� �
���� �� �� ��� �� ���� ��
������ ��� ����
�� /

&0��������� ��� ��"
���� En−j+1(d1) ��� ��� �
���� �� "�����:

[En−i(r) : En−i(d1)] = [En−i−1(r) : En−i−1(d1)] = 2i−1 
��

[En−i+1(r) : En−i+1(d1)] = 2i−2 ��� ������� d2 ∈ En−i−1(r) �"����� ����

[En−i−1(d1, d2) : En−i−1(d1)] = 2

;����
� ���
#���� ��� ������� �
���� �� ���
������

En−i−1 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ ... ⊆ Ki−1 ⊆ En−i−1(r) �"���� ����

[En−i−1(r) : Ki−1] = [Ki−1 : Ki−2] = ... = [K1 : En−i−1] = 2

1��� � �
���� �� ���
������ �� ��# >

Q = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ ... ⊆ En−i−1 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ ... ⊆ Ki−1 ⊆ En−i−1(r)

"��� ��� �� ���� ��
������ ��� ����
�� Q = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ ... ⊆ En

��# ����� �����! &0�� [En−i(r) : En−i] = 2i ∀i ∈ {1, 2, ..., n}
&'��� 2n = [E0(r) : E0] = [Q(r) : Q] = 2k ��� n = k

0�� �� �������� "����� ��� [Em(r) : Em−1(r)] = 1 ∀m ∈ {1, 2, ..., k − 1}
&0�� Q(r) = Ek−1(r) = Ek.


����� ��	 P (x) ∈ Q[x] ����� ��"����� ���	���� %�#��& ��&  �� ���� ���' ��(��
)�� �� P (x) ���� ��	 ��(� ����
���	
��� ���� �"�� ��� �� ��(�� ����� ����
���	
�����

��� ��!��

&;��� r 
����
������� ���� ��# ������#��� P (x) ���� [Q(r) : Q] ∈ {
2, 22

}
�/ &0� [Q(r) : Q] = 2 �������� a1, a2, b1, b2 ∈ Q �"���� ����:

P (x) = (x2 + a1x+ b1)(x
2 + a2x+ b2). &0�� ���� �� ����� ��# P (x) �����


����
��������!

�/ &0� [Q(r) : Q] = 22 �#����� �" �� �����#����  ������ ������� d ∈ Q(r)

�"����� ����: [Q(r) : Q(d)] = [Q(d) : Q] = 2.

1��� �������� a1, a2, b1, b2 ∈ Q(d), ��� 
����
��������� �"����� ����:

P (x) = (x2 + a1x+ b1)(x
2 + a2x+ b2).

&0�� ���� �� ����� ��# P (x) ����� 
����
��������!

������� ��� �� �������%	#��� ��"����� P (x) ∈ Q[x] ��&  �� ���� ���' ��(�� ����
��	 ����
���	
��� ��(� *
�'� ������$
� ���' ��� �� � ��(�� ��� ����� ����
���	
����+�
	� ��� ���� 	� � ���"&��
� ��� ���� ��	 ���"	��
��� ���' ��(��

�



��� ��!��
&0� P (x) = x4 + 4ax3 + 6bx2 + 4cx+ d ����:

P (x) = [x2 + 2(a+m)x+ b+ 2l − n][x2 + 2(a−m)x+ b+ 2l + n] ��

m2 = l + a2 − b (1), mn = ab+ 2al − c (2), n2 = (b+ 2l)2 − d (3)

31��?@8! 
�� l �����	����� �#�� ��� ����#����� 4l3 − g2l + g3 = 0 ����

d− 4ac+ 3b2 = g2 ∈ Q, bd+ 2abc− b3 − c2 − a2d = g3 ∈ Q

0�� ��� �������� .?/� .>/ 
�� .6/ ����� ������"� ��� �� "��� ��� ��#� m,n, l

����� 
����
�������� ���� 
�� �� ����� 	#� ����� 
����
��������!

&;��� ��� �� P (x) "��� ��� ���� 
����
������� ����� ���� 
�� �� 5 ����� ��� �����


����
��������! &0� x1, x2 �� ����� ��# h(x) = x2 + 2(a+m)x+ b+ 2l − n

���� x1 + x2 
����
������������ a+m 
����
�������� 
�� m


����
��������! *������ l ����� 
����
��������!

&0�� � ����#���� 4l3 − g2l + g3 = 0 "��� ��� ����������� ���� ����!

0����������:

&;��� l ∈ Q ���� ��� ����#�����! 1��� m,n 
����
��������! *������ ��

��������� P (x) = [x2 + 2(a+m)x+ b+ 2l − n][x2 + 2(a−m)x+ b+ 2l + n]

"��� 
�� ��� 5 ����� ��� ����� 
����
��������!

������� ��� )�
�$ r ����
���	
���� �� r /∈ Q �� [Q(r) : Q] = 2k.

�� r ����� ��(� ��	�$��� ��"�$�&��� f(x) ∈ Q[x] %�#��& 2k.

)�
�$ � ���"��#�� �����	
�$� Q = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ ... ⊆ Ek = Q(r)

������ 
�� [Ek : Ek−1] = [Ek−1 : Ek−2] = ... = [E1 : E0] = 2

�� Em = Q(a1, a2, ..., am) ∀m ∈ {1, 2, ..., k} ��� a2m ∈ Em−1

,�$� ��&� �������-�
��&� σm : Q(a1, a2, ..., am) → Q(a1, a2, ..., am) ��

σm(am) = −am ��� σm(ai) = ai, ∀i ∈ {1, 2, ..., m− 1}
���� ��� ��&� �����	�$ �������-�
��&� ��#� ��� ��&� 
�� ��
��&� �� 
��#�
�$� ����

���������� �"�� �� ��(�� ��& ��"�$�&����

��� ��!��

a)σmσm(am) = am ��� σmσm(a) = a ∀a ∈ Q(r)

b) &;��� m < n ≤ k. &0� b ∈ En−1 ���� σnσm(b) = σmσn(b) = σm(b) 
��

σmσn(an) = σm(−an) = −σm(an) = σnσm(an) ��� σmσn(a) = σnσm(a) ∀a ∈ Q(r)

&;��� σn1σn2 ...σni
(r) = σm1σm2 ...σmj

(r) ������������ ������������ ������������#�

�




�� ��� �������� ���
� �	������ "����� : σk1σk2 ...σkn(r) = r �" k1 < k2 < ... < kn

1� r ����� ���� ������ ������#��� �� ��# 2k−k1 �" ���������"� bi = a+b·ak1
�" ak1 ∈ Ek1 
�� a, b ∈ Ek1−1 1��� σk1σk2 ...σkn(bi) = bi ⇔ σk1(bi) = bi ⇔

σk1(a + b · ak1) = a+ b · ak1 ⇔ a + b · σk1(ak1) = a+ b · ak1 ⇔ −b · ak1 = b · ak1 ⇔
b·ak1 = 0 ���� bi ∈ Ek1−1 ��# ����� �����! &0�� σn1σn2 ...σni

(r) �= σm1σm2 ...σmj
(r)

1� r ����� ���� ������ ������#��� f(x) ∈ Q[x] �� ��# 2k.

0�� ��#� �������� ������������#� 
� �� 
�� ��#� ���	�����#� ��� ��� "���� ����(
k
1

)
�

(
k
2

)
�!!!�

(
k
k

)
���
#�����

(
k
0

)
A

(
k
1

)
A !!! A

(
k
k

)
= 2k

	��������
"� ����� ��# ������#���!&0�� ���"� �
����� ����� �� ����� ��# ������#���!

� ��������� ��� �� (a, b, bA)

.2����
���-7 ����	� >B/
0�� ��� ���
���� ��� �� �������  ��������� ��� ������ ABC 
�� ��� ��  ������

A

B C

b

a

bA

���	
 �� �

����� 
�� 
 (a, b, bA)

	�������� "��:

b2A =
bc(a + b+ c)(b+ c− a)

(b+ c)2
⇔

b2A(b
2 + 2bc + c2) = bc((b+ c)2 − a2) ⇔

bc3 + (2b2 − b2A)c
2 + (b2 − a2b− 2b2Ab)c− b2Ab

2 = 0.

+�� b = bA = 1 ���:
c3 + c2 − (a2 + 1)c− 1 = 0

'��� �� A = 2x ����:

0 < x <
π − x

2
⇔ 0 < x <

π

3


��
a

sin2x
=

1

sinπ−3x
2

⇔ a =
sin2x

cos3x
2

.

�����
lim
x→0

a(x) = 0

�




��
lim
x→π

3

a(x) = +∞

*������ ���� � a(x) ����� �������� �� a ������� ���� ��� ���"� ��� 	������� (0,+∞)�
�� a = 1  � ���
#����: c3 + c2 − 2c− 1 = 0! &;����� ��� � c 	"� ����� 
����
��������
���# ����� ���� ��# ������#��� x3 + x2 − 2x− 1 ��� ����� ����� ��� Q[x].

� ��������� ��� �� (a, b, r)

.2����
���-?? ����	� >B/

A

B C
a

b

r

���	
 �� �

����� 
�� 
 (a, b, r)

pr =
√
p(p− a)(p− b)(p− c) ⇔

pr2 = (p− a)(p− b)(p− c) ⇔
r2(a + b+ c) =

(b+ c− a)(a+ c− b)(a + b− c)

4
⇔

4r2(a+ b) + 4r2c = [c2 − (a+ b)2](a + b− c) ⇔
c3 − (a+ b)c2 + [4r2 − (a+ b)2]c+ (a+ b)[4r2 + (a− b)2] = 0.

+�� a = b = 1 ���:
c3 − 2c2 + 4r2c+ 8r2 = 0

�� 0 < c < 2. +�� ��� ���������

r2 =
c2(2− c)

4(2 + c)

���� 0 < c < 2� ����

0 < r2 ≤ (3−√
5)2

2(1 +
√
5)
.

+��

r2 =
1

32
<

(3−√
5)2

2(1 +
√
5)

���
#���� � �������:
8c3 − 16c2 + c+ 2 = 0.

&;����� ��� � c 	"� ����� 
����
��������� ���# ����� ���� ��# ������#��� 8x3−16x2+x+2
��� ����� ����� ��� Q[x].

�



� ��������� ��� (a,ma, bB)

.2����
���-B6� ����	� >6/

&;��� B(0, 0), C(a, 0) 
�� B̂ = 2x ���� A(c · cos2x, c · sin2x)! 0� BD � 	�������� ���

A

B Ca

ma

bB

D

M

���	
 �� �

����� 
�� (a,ma, bB)

����� C 
�� 0( � 	������� ��� ������� ���� D(bB · cosx, bB · sinx) 
�� (.
a

2
, 0)! 1�

������ A,D,C ����� ����� ���
� ���

a(c · sin2x− bB · sinx) + c · bB · cos2x · sinx− c · bB · cosx · sin2x = 0 ⇔
a · sinx(2 · c · cosx− bB)− c · bB · (sin2x · cosx− sinx · cos2x) = 0 ⇔

a · sinx · (2 · c · cosx− bB)− c · bB · sinx = 0 ⇔
sinx · (2 · a · c · cosx− a · bB − c · bB) = 0 ⇔

cosx =
(a+ c) · bB

2ac

�� c =

a · bB
2 · a · cosx− bB

.

&'���

m2
a = (c · cos2x− a

2
)2 + c2 · sin22x

= c2 − a · c · (2cos2x− 1) +
a2

4

= c2 − a · c ·
(
2(a+ c)2b2B

4a2c2
− 1

)
+

a2

4

= c2 − (a+ c)2 b2B
2ac

+ ac +
a2

4
⇒

2 · a · c ·m2
a = 2ac3 − (a+ c)2b2B + 2a2c2 +

a3c

2
⇔

0 = 2ac3 + (2a2 − b2B)c
2 + ac

(
a2

2
− 2b2B − 2m2

a

)
− a2b2B.

�



+�� a = 2 
�� bB = 1 "��:

4c3 + 7c2 − 4m2
ac− 4 = 0.

&'���:

m2
a = c2 − a · c · cos2x+

a2

2
= c2 − 2 · c · cos2x

=

(
2

4cosx− 1

)2

− 2
2

4cosx− 1
cos2x+ 1

=
4− 4(4cosx− 1)cos2x+ (4cosx− 1)2

(4cosx− 1)2

0� 0 < x < arccos
1

4
���:

lim
x→0

m2
a =

1

9
, lim
x→arccos 1

4

m2
A = +∞

0�� �� ma ������� ���� ��� ���"� ��� 	������� (
1

3
,+∞)! +�� ma =

3

2
���:

4c3 + 7c2 − 9c− 4 = 0

���� � c 	"� ����� 
����
�������� ���# ����� ���� ��# ������#��� x3 + 7x2 − 9x − 4
��� ����� ����� ��� Q[x].

� ��������� ��� (Â, ha, bB�

.2����
���-?64 ����	� >4/

0� Â =
π

2
���#��:

A

B C

bB
ha

���	
 �� �

����� 
�� (Â, ha, bB)

��



0 < x <
π

4

�� sin2x =

ha

c
, sinx =

c · tanx
bB

⇒

sin2xsinx =
hatanx

bB
⇔

2sinxcos2x =
ha

bB
⇔

2sinx(1− sin2x) =
ha

bB
⇔

2sin3x− 2sinx+
ha

bB
= 0

+��
ha

bB
=

1

2
���:

4sin3x− 4sinx+ 1 = 0.

<������ x ��� 	������� (0, arcsin

√
3

3
) ��# ����� ���� ��� ��������! 1� sinx 	�� �����

���� 
����
�������� ���# ����� ���� ��# ������#��� 4x3 − 4x+ 1 ��� ����� �����
��� Q[x].

� ��������� ��� (ha, ma, 2p)

.2����
���->>4 ����	� 67/

A

B C

ha ma

MD

���	
 �� �

����� 
�� (ha, ma, 2p)

b2 − c2 = 2a|MD| = 2a
√
m2

a − h2
a ⇔

(b2 − c2)2 = 4a2(m2
a − h2

a) ⇔
(b− c)2(b+ c)2 = 4(2p− b− c)2(m2

a − h2
a) ⇔

(b− c)2(b+ c)2 = 4[4p2 + (b+ c)2 − 4p(b+ c)](m2
a − h2

a).

&'���:

b2 + c2 = 2m2
a +

a2

2
⇔

b2 + c2 = 2m2
a +

(2p− b− c)2

2
⇔

2b2 + 2c2 = 4m2
a + 4p2 + (b+ c)2 − 4p(b+ c) ⇔

(b− c)2 = 4m2
a + 4p2 − 4p(b+ c).

��



&0��

4[m2
a + p2 − p(b+ c)](b+ c)2 = 4[4p2 + (b+ c)2 − 4p(b+ c)](m2

a − h2
a).

="�� b+ c = t, ha = 1, ma = 2 � ������� ������:

pt3 + (p2 − 1)− 6pt+ 12p2 = 0 ⇔
b2 + c2 = 2m2

a +
a2

2
= 8 +

a2

2
,


��

b2 − c2 = 2a · |DM | = 2
√
3a

����

2p = a+ b+ c ⇒ 2p = a +

√
4 +

a2

4
+ a

√
3 +

√
4 +

a2

4
− a

√
3

&'���:
lim
a→0

2p = 4, lim
a→+∞

2p = +∞
&0�� �� p ������� ��� ���� 8! +�� p = 8 � ������� ������:

8t3 − 63t2 − 48t+ 283 = 0.

*������ � t 	"� ����� 
����
��������� ���# ����� ���� ��# ������#��� 8x3 − 6x2 −
48x+ 28 · 3 ��� ����� ����� ��� Q[x].

� ��������� ��� (a, Â, bB)

.2����
���->> ����	� >7/

&;��� B̂ = 2x 1��� &;��:

B C

A

bB

a

D

���	
 �� �

����� 
�� (a, Â, bB)

a

sinA
=

b

sin2x
⇔

b =
2asinxcosx

sinA
.

0� BD � 	�������� ��� ����� C �� ������ A,D,C ����� ����� ���
� ���

cosx =
bB(a+ c)

2ac
����

��



b2 =
4a2sin2xcos2x

sin2A
=

4a2(1− cos2x)cos2x

sin2A
=

[4a2c2 − b2(a+ c)2]b2B(a+ c)2

4a2c4sin2A
.

&'���:

b2 = a2 + c2 − 2accos2x ⇔

[4a2c2 − b2(a+ c)2]b2B(a+ c)2

4a2c4sin2A
=

a2 + c2 − 2ac
b2B(a+ c)2 − 2a2c2

2a2c2
⇔

[4a2c2 − b2(a+ c)2]b2B(a+ c)2

4ac3sin2A
= a3c+ ac3 − b2B(a + c)2 + 2a2c2 ⇔

b2B(a+ c)2[4a2c2 − b2B(a + c)2] = 4asin2A[a3c4 + ac6 + b2Bc
3(a+ c)2 + 2a2c5] ⇔

4a2sin2Ac6 + 4a(b2B + 2a2)sin2Ac5 + 4(a4sin2A+ 2a2b2Bsin
2A− a2b2B + b4B)c

4 +

4(a3b2Bsin
2A− 2a3b2B + 4ab4B)c

3 − 2a2b2B(2a
2 − 3b2B)c

2 + 4a3b4Bc+ a4b4B = 0.

="�� b2B = ka2 
�� � ������� ������:

4a2sin2Ac6 + 4a3(k + 2)sin2Ac5 + 4(a4sin2A+ 2ka4sin2A− ka4 + k2a4)c4 +

4(ka5sin2A− 2ka5 + k2a5)c3 − 2ka4(2a2 − 3ka2)c2 + 4k2a7c + k2a8 = 0 ⇔

4sin2Ac6 + 4a(k + 2)sin2Ac5 + 4a2[(1 + 2k)sin2A + k2 − k]c4 +

4a3(ksin2A− 2k + k2)c3 − 2ka4(2− 3k)c2 + 4k2a5c+ k2a6 = 0

="�� sin2A =
1

2
���� � ������� ������:

2c6+2a(k+2)c5+2a2(1+2k2)c4+2a3(−3k+2k2)c3−2ka4(2−3k)c2+4k2a5c+k2a6 = 0.

' c ����� 
����
�������� �� 
�� ���� �� �
1

c
����� 
����
��������! +�� c =

1

y
"��:

k2a6y6+4k2a5y5−2ka4(2−3k)y4+2ka3(2k−3)y3+2a2(2k2+1)y2+2a(k+2)y+2 = 0

&'��� 0 < x <
π −A

2

�� k =

b2B
a2

=
sin2(2x+ A)

sin2(x+ A)
&'���

lim
x→0

k = 1, lim
x→π−A

2

k = 0.

+�� k =
1

2n+ 1
�� n ����
� 
�� �� a ������� �� ��������� ����� �����!

��



 ��������� ��� (Â, bB, R)

.2����
���-?77 ����	� 66/
D�� ��� ��"���

B C

A

bB

D

R

���	
 �� �

����� 
�� (Â, bB , R)

a

sinA
= 2R ⇔ a = 2RsinA

� ���	���� ������� ���� �����#����!

�! ��������� ��� (Â, ma, bB)

.2����
���-?E> ����	� 6?/
&;��� B(0, 0) 
�� BD � 	�������� �� D(bB, 0) 
�� B = 2x! 1��� A(ccosx, csinx) 
��
C(acosx,−asinx)! 1� ������ A,D,C ����� ����� ���
� ���:

bB(csinx+ asinx)− 2acsinxcosx = 0 ⇔
(a+ c)bB = 2accosx ⇔

cosx =
(a+ c)bB

2ac

&'���

B C

A

bB

D

M

ma

���	
 �� �

����� 
�� (Â, ma, bB)

m2
a =

(a
2

)2

+ c2 − accos2x =

a2

4
+ c2 − ac(2cos2x− 1) =(a

2
+ c

)2

− 2ac
(a + c)2b2B
(2ac)2

⇔

c2
( a

2c
+ 1

)2

= m2
a +

(a
c
+ 1

)2

b2B

2ac
.

��



="�� a = ct ���� "��:

c2 =
4m2

at+ 2(t+ 1)2b2B
t(t+ 2)2


�� cosx =
(t+ 1)bB

2ct

����

a

sinA
=

b

sin2x
⇔

a2

sin2A
=

b2

(t + 1)2b2B[4c
2t2 − (t+ 1)2b2B]

4c4t4

⇔

c2t2

sin2A
=

4c4t4[c2t2 + c2 − 2c2t(2cos2x− 1)]

(t + 1)2b2B[4c
2t2 − (t+ 1)2b2B]

⇔

1

sin2A
=

4c2t2
[
c2t2 + c2 − 2c2t

(
2
(t+ 1)2b2B

4c2t2
− 1

)]
(t + 1)2b2B[4c

2t2 − (t+ 1)2b2B]
⇔

1

sin2A
=

4c2t[c2t3 + c2t− (t+ 1)2b2B + 2c2t2]

(t + 1)2b2B[4c
2t2 − (t+ 1)2b2B]

⇔

1

sin2A
=

4c2t(t+ 1)2(c2t− b2B)

(t + 1)2b2B[4c
2t2 − (t+ 1)2b2B]

⇔

1

sin2A
=

4c2t(c2t− b2B)

b2B[4c
2t2 − (t+ 1)2b2B]

⇔

b2B[4c
2t2 − (t+ 1)2b2B] = 4c2t(c2t− b2B)sin

2A ⇔

b2B

[
4
4m2

at + 2(t+ 1)2b2B
t(t + 2)2

t2 − (t + 1)2b2B

]
=

4
4m2

at+ 2(t+ 1)2b2B
t(t+ 2)2

t

[
4m2

at+ 2(t+ 1)2b2B
t(t + 2)2

t− b2B

]
sin2A ⇔

b2B

[
4
4m2

at+ 2(t+ 1)2b2B
(t+ 2)2

t− (t + 1)2b2B

]
=

4
4m2

at + 2(t+ 1)2b2B
(t + 2)2

[
4m2

at+ 2(t+ 1)2b2B
(t+ 2)2

− b2B

]
sin2A ⇔

��



b2B(t + 2)2[16m2
at

2 + 8t(t + 1)2b2B − (t+ 2)2(t+ 1)2b2B] =

8[2m2
at+ (t + 1)2b2B][4m

2
at+ 2(t+ 1)2b2B − (t + 2)2b2B]sin

2A ⇔

b4B(t+ 2)2
[
16(

ma

bB
)2t2 + 8t(t+ 1)2 − (t + 2)2(t+ 1)2

]
=

8b4B

[
2(
ma

bB
)2t + (t+ 1)2

] [
4(
ma

bB
)2t+ 2(t+ 1)2 − (t + 2)2

]
sin2A ⇔

(t + 2)2
[
16(

ma

bB
)2t2 + 8t(t+ 1)2 − (t+ 2)2(t + 1)2

]
=

8

[
2(
ma

bB
)2t+ (t+ 1)2

] [
4(
ma

bB
)2t+ 2(t + 1)2 − (t + 2)2

]
sin2A.

="��
(
ma

bB
)2 = k 
�� t + 2 = y.

1��� � ������� ������:

y6 − 10y5 − (16k − 33− 8sin2A)y4 − 8[5− 8k + 6(k − 1)sin2A]y3 + 8[2(1− 4k) +

(3(1− 4k) + 8(k − 1)2)sin2A]y2 + 64sin2A(k − 1)(1− 4k)y + 16sin2A(1− 4k)2 = 0.

+��

sin2A =
1

8

�� k =

1

2

"��:
y6 − 10y5 + 26y4 − 35y3 − 17y2 − 4y + 2 = 0.

���� � y 	"� ����� 
����
�������� ���# ����� ���� ��# ������#���

x6 − 10x5 + 26x4 − 35x3 − 17x2 − 4x+ 2 ��� ����� ����� ��� Q[x].

�� ��������� ��� (ha, hb, R)

A

B C

ha

hb
R

���	
 �� �

����� 
�� (ha, hb, R)

��



.2����
���->?E ����	� 6B/

bc = 2Rha, ac = 2Rhb 
�� a2 = b2 + c2 − 2bccosA ⇔
cosA =

b2 + c2 − a2

2bc
⇒

1− sin2A =

(
b2 + c2 − a2

2bc

)2

⇔

1− h2
B

c2
=

⎛⎜⎝ 4R2h2
a

c2
+ c2 − 4R2h2

b

c2

4Rhac

c

⎞⎟⎠
2

⇔

c2 − h2
b =

(
4R2h2

a − 4R2h2
b + c4

4Rcha

)2

⇔[
c4 + 4R2(h2

a − h2
b)
]2

= 16R2c2h2
a(c

2 − h2
b)

="�� c2 = x �= 0 ���� "��: [
x2 + 4R2(h2

a − h2
b)
]2

= 16R2h2
ax(x− h2

b) ⇔
x4 +

[
8R2(h2

a − h2
b)− 16R2h2

a

]
x2 + 16R2h2

ah
2
bx+ 16R4

(
h2
a − h2

b

)2
= 0 ⇔

x4 − 8R2(h2
a + h2

b)x
2 + 16R2h2

ah
2
bx+ 16R4

(
h2
a − h2

b

)2
= 0.

+�� ha = hb � ������� ������:

x4 − 16R2h2
ax

2 + 16R2h4
ax = 0 ⇔

x3 − 16R2h2
ax+ 16R2h4

a = 0

+�� R =
√
3ha 
�� h2

a ∈ N �� h2
a �= 0modulo3 "��:

x3 − 48h4
ax+ 48h6

a = 0

�� ����� ����� ����� ���������!

�� ��������� ��� (a, bA, r)

A

B Ca

bA

r

���	
 ��� �

����� 
�� (a, bA, r)

.2����
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(ABC) = tr =
√

t(t− a)(t− b)(t− c)

��



b2A =
bc(a + b+ c)(b+ c− a)

(b+ c)2

=
2tbc(2t− 2a)

(2t− a)2

=
4tbc(t− a)

(2t− a)2

&'���

(t− b)(t− c) = t2 − (b+ c)t + bc ⇔
bc = (t− b)(t− c) + (b+ c)t− t2 ⇒

b2A =
4t(t− a)[(t− b)(t− c) + (b+ c)t− t2]

(2t− a)2
⇔

b2A =
4t(t− a)(t− b)(t− c) + 4t2(b+ c− t)(t− a)

(2t− a)2
⇔

b2A =
4t2r2 + 4t2(t− a)2

(2t− a)2
⇔

b2A(4t
2 − 4at+ a2) = 4t2r2 + 4t2(t2 − 2at + a2) ⇔

t4 − 2at3 + (r2 + a2 − b2A)t
2 + ab2At−

a2b2A
4

= 0.

+�� a = 3, bA = 2
√
6, r = 1 "��:

t4 − 6t3 − 14t2 + 72t− 54 = 0

�� ����� ����� ����� ��������� �" ����������� g2 = −211

3

�� g3 =

3359

2 · 33
! � ����#���� ������� ��� ������� ��� �����:

4l3 +
211

3
l − 3359

2 · 33 = 0 ⇔ (6l)3 + 3 · 211(6l)− 3359 = 0

��# 	�� "��� ���� ����!

�� ��������� ��� (a, ha, bB)

A

B C

bB
ha

a

D

���	
 ��� �

����� 
�� (a, ha, bB)

.2����
���-F@ ����	� >?/

&;��� ������ ABC �� B(0, 0), C(a, 0), B = 2x 
�� BD � 	�������� ��� bB

��



����: A(ccos2x, csin2x) 
�� D(bBcosx, bBsinx)

sin2x =
ha

c
⇔ c =

ha

2sinxcosx
.

1� ������ A,D,C ����� ����� ��
� ���:

a(csin2x− bBsinx) + cbBcos2xsinx− cbBcosxsin2x = 0 ⇔
asinx(2ccosx − bB)− cbBsinx = 0 ⇔

a(2ccosx− bB) = cbB ⇔
a(

ha

sinx
− bB) =

habB
2sinxcosx

⇔
2acosx(ha − bBsinx) = habB ⇔

(h2
a − 2habBsinx+ b2Bsin

2x)(1− sin2x) =
h2
ab

2
B

4a2
⇔

b2Bsin
4x− 2habBsin

3x+ (h2
a − b2B)sin

2x+ 2habBsinx+ h2
a(

b2B
4a2

− 1) = 0

<������ ������ �"���� ���� ha = bB ����� �� ha = bB "��:

b2Bsin
4x− 2b2Bsin

3x+ 2b2Bsinx+ b2B(
b2B
4a2

− 1) = 0 ⇔

sin4x− 2sin3x+ 2sinx+
b2B
4a2

− 1 = 0

0�� ��� ��"�� 2acosx(ha − bBsinx) = habB �� hA = bB "��:
bB
a

= 2cosx(1 − sinx)

��

lim
x→0

bB
a

= 2, lim
x→π

2

bB
a

= 0

+��
bB
a

=
2√
3

"��: 3sin4x− 6sin3x+ 6sinx− 2 = 0

�� ����� ����� ����� ��������� ��# sinx

!

="�� sinx = y. � ������� ������: y4 − 2y3 + 2y2 − 2

3
= 0 �" �����������

g2 = −1

3

�� g3 = − 5

2 · 33 . � ����#���� ������� ��� ������� ��� �����:

4l3 +
1

3
l − 5

2 · 33 = 0 ⇔ (6l)3 + 3(6l)− 5 = 0 ��# 	�� "��� ���� ����!

�� ��������� ��� (A, bB, 2p)

.2����
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0� BD = bB � 	�������� ��� ����� B 
�� A =
π

2
"��:

a = 2p− b− c ⇔
a2 = 4p2 + b2 + c2 − 4pb− 4pc+ 2bc ⇔

c =
2p(p− b)

2p− b

��



A

B C

bB

D

���	
 ��� �

����� 
�� (A, bB , 2p)

&'���

AD

b
=

c

a+ c
⇔

AD2

b2
=

c2

(a+ c)2
⇔

b2B − c2

b2
=

c2

(2p− b)2
⇔

b2B − 4p2(p− b)2

(2p− b)2

b2
=

4p2(p− b)2

(2p− b)2

(2p− b)2
⇔

(2p− b)4b2B = 4p2b2(p− b)2 + 4p2(p− b)2(2p− b)2 ⇔

(2p− b)4
b2B
4p2

= b2(p− b)2 + (p− b)2(2p− b)2 ⇔
(
2p

b
− 1

)4
b2B
4p2

=
(p
b
− 1

)2
[
1 +

(
2p

b
− 1

)2
]

="��
2p

b
− 1 = x ���� "��:

x4 b
2
B

p2
= (x− 1)2(1 + x2) ⇔(

b2B
p2

− 1

)
x4 + 2x3 − 2x2 + 2x− 1 = 0

0��	��
�#���� ���:
b2B
p2

= 4
1−√

1− ( c
a
)2

(1 + c
a
)2

�� 0 < c < a


��

lim
c→0

b2B
p2

= 0, lim
c→a

b2B
p2

= 1

! +��
b2B
p2

=
2

3
"��:

x4 − 6x3 + 6x2 − 6x+ 3 = 0

�� ����� ����� ����� ��������� �" ����������� g2 = −3 
�� g3 = −5

2

��



!� ����#���� ������� ��� ������� ��� �����:

4l3 + 3l − 5

2
= 0 ⇔ (2l)3 − 3(2l)− 5 = 0 ��# 	�� "��� ���� ����!

�� ��������� ��� (ma, mb, 2p)

A

B CD

Ema

mb

���	
 ��� �

����� 
�� (ma, mb, 2p)

.2����
���->7@ ����	� 5?/

a2 + b2 + c2 =
4

3
(m2

a +m2
b +m2

c) 
�� b2 + c2 = 2m2
a +

a2

2
.

&0��

a2 =
4

9
(2m2

b + 2m2
c −m2

a)

������

b2 =
4

9
(2m2

a + 2m2
c −m2

b) 
�� c2 =
4

9
(2m2

a + 2m2
b −m2

c), a+ b+ c = 2p ⇔
2

3

(√
2m2

b + 2m2
c −m2

a +
√

2m2
a + 2m2

c −m2
b +

√
2m2

a + 2m2
b −m2

c

)
= 2p.

="�� t2 = 2m2
a + 2m2

b −m2
c �" t > 0 
�� � ������� ������:√

6m2
b + 3m2

a − 2t2 + t = 3p−
√

6m2
a + 3m2

b − 2t2

&'���

0 <
3p

2
− (ma +mb) < mc < 3p− (ma +mb)

! +�� p = 1, ma =

√
1

3

�� mb =

√
2

3
"��:

√
5− 2t2 +

√
4− 2t2 = 3− t ⇔

9t4 − 60t3 + 108t2 − 80 = 0 ⇔
(3t)4 − 20(3t)3 + 108(3t)2 − 720 = 0.

+�� 3t = y "��: y4−20y3+108y2−720 = 0 ⇔
(y
2

)4

−10
(y
2

)3

+27
(y
2

)2

−45 = 0

��# 	"� "��� ���� ����! '� ����������� ��� ����� �� g2 = 22·32·7 
�� g3 = −23·32·11.
� ����#���� ������� ��� ������� ��� �����:

4l3 − 22 · 32 · 7l − 23 · 32 · 11 = 0 ⇔ (
l

3
)3 − 7(

l

3
)− 2 · 11

3
= 0

="��
l

3
=

1

x

�� � ������� ������: 22x3 + 21x2 − 3 = 0 ��# 	�� "��� ���� ����!

��



�� ��������� ��� (ha, mb, R)

.2����
���- >6F ����	� 64/

&;��� BM = mb 
�� MN =
ha

2
�� #$�� ��# ������� BMC

&;��� c < a 0�� ��� ���
���� ��# �� �������  ��������� ��� ������ BMC

"��:
b2

4
= m2

b + a2 − 2a

√
m2

b −
h2
a

4
+�� mb =

√
2 
�� ha = 2 "��:

b2 = 4(a2 − 2a+ 2) = 4[(a− 1)2 + 1] &'��� b · c = 2R · ha ⇔ b · c = 4R 
��

a2 + c2 = 2m2
b +

b2

2
&0�� a2 +

16R2

b2
= 4 +

b2

2
⇔ a2 · b2 + 16R2 = 4b2 +

b4

2
⇔

4a2[(a− 1)2 + 1] + 16R2 = 16[(a− 1)2 + 1] + 8[(a− 1)2 + 1]2  "�� a− 1 = t

� ������� ������: (t + 1)2(t2 + 1) + 4R2 = 4(t2 + 1) + 2(t2 + 1)2 ⇔
t4 − 2t3 + 6t2 − 2t+ 5− 4R2 = 0 �" 2R > mb 
�� 2R > ha

+�� R2 =
11

4
"��: t4 − 2t3 + 6t2 − 2t− 6 = 0

�� ����� ����� ����� ��������� �" ����������� g2 = −4 
�� g3 = −21

4

� ����#���� ������� ��� ������� ��� �����:

4l3 + 4l − 21

4
= 0 ⇔ 2(2l)3 + 8(2l)− 21 = 0. ="�� 2l =

1

y

� ������� ������: 21y3 − 8y2 − 2 = 0 ��# 	�� "��� ���� ����!

	��"�#$

31��?@8 1����
��� G!: .����
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