
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
ΤΜΗΜΑ ΦΥΣΙΚΗΣ

Ζαχαρίας Γ. Φθενάκης

ΜΕΛΕΤΗ

∆ΟΜΙΚΩΝ, ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΩΝ,

ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΩΝ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΩΝ

Ι∆ΙΟΤΗΤΩΝ ΣΥΣΣΩΜΑΤΩΜΑΤΩΝ,

ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟ∆Ο ΤΗΣ ΜΟΡΙΑΚΗΣ ∆ΥΝΑΜΙΚΗΣ

ΣΤΗΝ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΙΣΧΥΡΗΣ ∆ΕΣΜΕΥΣΗΣ

∆ιδακτορική ∆ιατριβή

ΗΡΑΚΛΕΙΟ 2010





i

Πανεπιστήµιο Κρήτης

Τµήµα Φυσικής

∆ιδακτορική ∆ιατριβή

Μελέτη δοµικών, ηλεκτρονικών, ϑερµοδυναµικών και

µαγνητικών ιδιοτήτων συσσωµατωµάτων µε τη µέθοδο

της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της ισχυρής

δέσµευσης

Ζαχαρίας Φθενάκης

Επιβλέπων καθηγητής: Αντώνιος Ανδριώτης

Μέλη τριµελούς συµβουλευτικής επιτροπής:

Αντώνιος Ανδριώτης, Ερευνητής Α΄ ΙΗ∆Λ, ΙΤΕ

Ελευθέριος Οικονόµου, Καθηγητής τµ. Φυσικής, Παν/µίου Κρήτης

Σταύρος Φαράντος, Καθηγητής τµ. Χηµείας, Παν/µίου Κρήτης

Μέλη επταµελούς εξεταστικής επιτροπής:

Αντώνιος Ν. Ανδριώτης, Ερευνητής Α΄ ΙΗ∆Λ, ΙΤΕ

Ελευθέριος Οικονόµου, Καθηγητής τµ. Φυσικής, Παν/µίου Κρήτης

Σταύρος Φαράντος, Καθηγητής τµ. Χηµείας, Παν/µίου Κρήτης

Παναγιώτης Τζανετάκης, Καθηγητής τµ. Φυσικής, Παν/µίου Κρήτης

∆ηµήτριος Βλασσόπουλος, Καθηγητής τµ. Επιστήµης και Τεχνολογίας

Υλικών, Παν/µίου Κρήτης

Γεώργιος Φρουδάκης, Αναπλ. Καθηγητής τµ. Χηµείας, Παν/µίου Κρήτης

Γεώργιος Κοπιδάκης, Επίκ. Καθηγητής τµ. Επιστήµης και Τεχνολογίας

Υλικών, Παν/µίου Κρήτης



ii



iii
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και

στη µνήµη των γονέων µου
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Το πρώτο σκαλί

Εις τον Θεόκριτο παραπονιούνταν
µια µέρα ο νέος ποιητής Ευµένης·
῾῾Τώρα δυο χρόνια πέρασαν που γράφω
κ΄ ένα ειδύλλιο έκαµα µονάχα.
Το µόνον άρτιόν µου έργον είναι.
Αλλοίµονον, είν΄ υψηλή το ϐλέπω,
πολύ υψηλή της Ποιήσεως η σκάλα·
κι απ΄ το σκαλί το πρώτο εδώ που είµαι
ποτέ δε ϑ΄ ανεβώ ο δυστυχισµένος.᾿᾿
Είπ΄ ο Θεόκριτος· ῾Ἁυτά τα λόγια
ανάρµοστα και ϐλασφηµίες είναι.
Κι αν είσαι στο σκαλί το πρώτο, πρέπει
νάσαι υπερήφανος κ΄ ευτυχισµένος.
Εδώ που έφθασες, λίγο δεν είναι·
τόσο που έκαµες, µεγάλη δόξα.
Κι αυτό ακόµα το σκαλί το πρώτο
πολύ από τον κοινό τον κόσµο απέχει.
Εις το σκαλί για να πατήσεις τούτο
πρέπει µε το δικαίωµά σου νάσαι
πολίτης εις των ιδεών την πόλι.
Και δύσκολο στην πόλι εκείνη είναι
και σπάνιο να σε πολιτογραφήσουν.
Στην αγορά της ϐρίσκεις Νοµοθέτας
που δε γελά κανένας τυχοδιώκτης.
Εδώ που έφθασες, λίγο δεν είναι·
τόσο που έκαµες, µεγάλη δόξα.᾿᾿

1899

Κ. Π. Καβάφης
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Περίληψη

Η µέθοδος ισχυρής δέσµευσης ϐρίσκεται ανάµεσα στις πολύ ακριβείς και πολύ χρονοβό-

ϱες υπολογιστικά µεθόδους πρώτων αρχών και στις λιγότερο ακριβείς αλλά πολύ γρήγορες

υπολογιστικά µεθόδους των κλασικών δυναµικών. Συγκρίνοντας τους χρόνους υπολογι-

σµού µεταξύ αυτών των µεθόδων, η µέθοδος της ισχυρής δέσµευσης είναι δύο µε τρεις

τάξεις µεγέθους πιο γρήγορη υπολογιστικά µέθοδος απ΄ ότι οι µέθοδοι πρώτων αρχών και

δύο µε τρεις τάξεις µεγέθους πιο αργή από τις µεθόδους κλασικών δυναµικών. Η περι-

γραφή ενός συστήµατος στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης υπερέχει έναντι

των κλασικών δυναµικών, επειδή η περιγραφή αυτή γίνεται µε καθαρά κβαντοµηχανικούς

όρους. Αυτό, κατά κανόνα, της δίνει το πλεονέκτηµα να µπορεί να περιγράψει σωστά τη

γωνιακή εξάρτηση του δεσµού για οποιαδήποτε διάταξη των ατόµων του συστήµατος, κάτι

που δεν περιγράφεται µε ακρίβεια από τα κλασικά δυναµικά. Υστερεί όµως στην ακρίβεια

αυτής της περιγραφής έναντι των µεθόδων πρώτων αρχών.

Η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης µπορεί να προέλθει από την προσέγγιση του

συναρτησοειδούς της ηλεκτρονιακής πυκνότητας, κάτι το οποίο ανακαλύφθηκε πολύ αρ-

γότερα, από τότε που χρησιµοποιήθηκε η προσέγγιση για πρώτη ϕορά. Η ιδέα της προσέγ-

γισης της ισχυρής δέσµευσης είναι ότι τα άτοµα ενός συστήµατος αλληλεπιδρούν µεταξύ

τους µε τέτοιο τρόπο ώστε η κάθε µονοηλεκτρονιακή κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος

να διατηρεί τα ϐασικά χαρακτηριστικά των µονοηλεκτρονιακών κυµατοσυναρτήσεων των

ελευθέρων ατόµων, αλλά µε κάποια αλλοίωση, που ϑα επιβάλει η αλληλεπικάλυψή τους

κατά τη δηµιουργία του χηµικού δεσµού. ΄Ετσι οι µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις

ενός συστήµατος ατόµων ϑα µπορούν να γράφονται ως ένας γραµµικός συνδυασµός των

ατοµικών τροχιακών των ατόµων που απαρτίζουν το σύστηµα, ο οποίος ϑα προκύπτει α-

πό τη διαγωνοποίηση µιας χαµιλτονιανής µήτρας. Σε πρακτικό επίπεδο, η προσέγγιση

της ισχυρής δέσµευσης είναι χρήσιµη σε συστήµατα όπου επιβάλλεται η περιγραφή του

συστήµατος µε κβαντοµηχανικούς όρους, στα οποία οι υπολογισµοί µε µεθόδους πρώτων

αρχών είναι πρακτικά αδύνατο να γίνουν, λόγω του υπολογιστικού χρόνου που απαιτείται.

Από την άλλη είναι πάντα χρήσιµο να γνωρίζει κανείς τα όρια κάθε µεθόδου, πράγµα που

µπορεί να γίνει µε σύγκριση των αποτελεσµάτων µεταξύ των µεθόδων, σε συστήµατα που

οι υπολογισµοί αυτοί είναι εφικτό υπολογιστικά να γίνουν από τις µεθόδους αυτές.

Η µέθοδος της µοριακής δυναµικής µας επιτρέπει να προσοµοιώσουµε την κίνηση των

ατόµων ενός συστήµατος, ϑεωρώντας τα άτοµα ως κλασικά σωµατίδια, τα οποία κινούνται

υπό την επίδραση ενός δυναµικού αλληλεπίδρασης µεταξύ των ατόµων, που καθορίζεται

από την προσέγγιση Born  Oppenheimer. Μπορούµε επίσης να επιβάλουµε στις εξισώ-

σεις κίνησης ένα επιπλέον εξωτερικό δυναµικό, το οποίο ϑα περιγράφει κάποιες εξωτερικές

συνθήκες. ΄Εχουµε έτσι τη δυνατότητα να µελετήσουµε ένα σύστηµα ατόµων κάτω από τις

συγκεκριµένες εκείνες συνθήκες, οι οποίες καθορίζονται απ΄ αυτό το εξωτερικό δυναµικό.

Αναλόγως τις συνθήκες αυτές, µπορούµε να µελετήσουµε διάφορες ιδιότητες, όπως π.χ.

τη ϐέλτιστη γεωµετρική δοµή ισορροπίας που ελαχιστοποιεί την ενέργεια του συστήµατος,

διάφορες ϑερµοδυναµικές ιδιότητες, όπως π.χ. τη ϑερµοκρασία τήξης κ.τ.λ. Στα πλαίσια

µιας µελέτης µε κλασικά δυναµικά, µπορούµε µόνο να µελετήσουµε όσες ιδιότητες απορ-
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ϱέουν καθαρά από τη γεωµετρική δοµή του συστήµατος και από την ενέργειά του. Με

χρήση όµως της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης µπορούµε επιπλέον να µελετήσουµε και

τις ηλεκτρονιακές ή και τις µαγνητικές ιδιότητές του, αφού ϑα γνωρίζουµε, εκτός από την

ενέργεια, και τις µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις των ηλεκτρονίων του συστήµατος.

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή χρησιµοποιούµε τη µέθοδο της µοριακής δυναµι-

κής στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης για τη µελέτη :

(α) των δοµικών και ηλεκτρονιακών ιδιοτήτων των ϕουλλερινών του C,

(ϐ) των δοµικών και ηλεκτρονιακών ιδιοτήτων των ϕουλλερινών του Si και

(γ) των ϑερµοδυναµικών και µαγνητικών ιδιοτήτων των συσσωµατωµάτων του Ni.

Φουλλερίνες είναι οι κλειστές κοιλότητες που κατασκευάζονται από άτοµα που ϐρίσκον-

ται στις κορυφές πενταγώνων και εξαγώνων. Μεγάλο ενδιαφέρον υπήρξε γι΄ αυτές τις δοµές

µετά την ανακάλυψη των Kroto et al [1], ότι οι δοµές αυτές (και ειδικά η εικοσαεδρική

ϕουλλερίνη C60) αποτελούν µια άλλη αλλοτροπική µορφή του C, η οποία υπάρχει από

µόνη της στη ϕύση. Με µεταθέσεις µεταξύ των πενταγώνων και των εξαγώνων των δοµών

αυτών προκύπτουν πολλά ισοµερή, τα οποία έχουν µελετηθεί εκτενώς τα τελευταία χρόνια.

΄Εχει ϐρεθεί ότι για τις ϕουλλερίνες Cn µε n ≤ 70, η ενέργεια δέσµευσης έχει µια γραµµική

σχέση µε τον αριθµό κοινών δεσµών γειτνιαζόντων πενταγώνων. Επίσης για τις µεγάλες

ϕουλλερίνες που έχουν αποµονωµένα µεταξύ τους πεντάγωνα, έχουν προταθεί διάφορα

µοντέλα για την πρόβλεψη της ενέργειας δέσµευσης ως συνάρτηση του αριθµού των ατόµων

τους. Οι δοµές ισορροπίας αυτών των ισοµερών των ϕουλλερινών του C έχουν ήδη ϐρεθεί

µε διάφορες µεθόδους.

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή υπολογίζουµε για πρώτη ϕορά µε τη µέθοδο της

µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης τις δοµές ισορροπίας όλων

των ισοµερών των ϕουλλερινών Cn µε 20 ≤ n ≤ 42 και των ισοµερών που έχουν απο-

µονωµένα µεταξύ τους πεντάγωνα µε 60 ≤ n ≤ 80. Συνολικά όλες αυτές οι δοµές είναι

155. Επαληθεύουµε τη γραµµική σχέση ανάµεσα στην ενέργεια δέσµευσης και στις κοινές

πλευρές πενταγώνων για όλες τις ϕουλλερίνες µε τον ίδιο αριθµό ατόµων και ϐρίσκουµε τη

σχέση αυτή για την περίπτωση των ισοµερών της ϕουλλερίνης C40, για την οποία υπάρχουν

ϑεωρητικά αποτελέσµατα από 12 άλλες µεθόδους. ∆είχνουµε στη συνέχεια ότι αν ϑεω-

ϱήσουµε ότι η κλίση των ευθειών της ενέργειας συνοχής (ενέργεια δέσµευσης ανά άτοµο)

είναι η ίδια ανεξάρτητα από τον αριθµό ατόµων της κάθε ϕουλλερίνης, η τετµηµένη µε τον

άξονα y εµφανίζει µια αύξουσα συναρτησιακή σχέση µε τον αριθµό των ατόµων, την οποία

προσπαθήσαµε να προσδιορίσουµε δοκιµάζοντας την προσαρµογή των ενεργειών συνοχής

των ισοµερών στα διάφορα µοντέλα, που έχουν αναπτυχθεί για τις µεγάλες ϕουλλερίνες.

Μετά από όλες αυτές τις δοκιµές καταλήγουµε για πρώτη ϕορά σε µια σχέση που µπορεί

να προβλέψει την ενέργεια συνοχής των µικρών ϕουλλερινών, ως συνάρτηση του αριθµού

των ατόµων της και του αριθµού των κοινών δεσµών γειτνιαζόντων πενταγώνων. Ακόµα

µελετούµε την κατανοµή των γωνιών των δεσµών και την τοπική επιπεδότητα των ϕουλλε-

ϱινών γύρω από κάθε άτοµο ϐρίσκοντας την κατανοµή των ατοµικών γωνιών (άθροισµα των

τριών γωνιών των δεσµών γύρω από κάθε άτοµο). Μέσω των ατοµικών γωνιών ϐρίσκουµε
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τις γωνίες παραµόρφωσης της επίπεδης γραφιτικής γεωµετρίας και δείχνουµε ότι η ενέρ-

γεια συνοχής έχει µια γραµµική εξάρτηση από τη µέση τιµή της γωνίας παραµόρφωσης

ανά άτοµο. ∆είχνουµε επίσης ότι η µέση γωνία παραµόρφωσης έχει µια γραµµική σχέση

µε τον αριθµό των κοινών πλευρών των γειτνιαζόντων πενταγώνων, κάτι που απορρέει από

τις δύο σχέσεις που δείξαµε. Τέλος παρουσιάζουµε την κατανοµή των επανυβριδισµένων

τροχιακών µε ϐάση τη ϑεωρία POAV2 και δείχνουµε τις αποκλίσεις των επανυβριδισµένων

τροχιακών από την ιδανική τιµή που ϑα είχαν, αν οι ϕουλλερίνες κατασκευάζονταν από

κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα.

Σε ότι αφορά τις ϕουλλερίνες του Si µελετούµε για πρώτη ϕορά µε ένα συστηµατικό

τρόπο τη γεωµετρική και ηλεκτρονιακή δοµή των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38 και

του µοναδικού ισοµερούς της ϕουλλερίνης Si20. Επειδή οι δοµές αυτές δεν αποτελούν τις

δοµές ολικού ελαχίστου της ενέργειας, οι κλειστές ϕουλλερινικές κοιλότητες του Si εύκολα

µπορούν να καταρρεύσουν σε πιο συµπαγείς δοµές που ϑα έχουν µικρότερη ενέργεια. Για

το σκοπό αυτό επινοήσαµε µια εναλλακτική µέθοδο µοριακής δυναµικής, η οποία δια-

τηρεί το ϕουλλερινικό δίκτυο καθ΄ όλη τη διάρκεια έρευνας για την εύρεση της δοµή του

ελαχίστου της ενέργειας, που αντιστοιχεί σε ϕουλλερινική δοµή. Βρήκαµε έτσι τις ϐέλ-

τιστες ενεργειακά ϕουλλερινικές δοµές στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης

µε ορθογώνια τροχιακά και στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τις ϐέλτιστες αυτές δοµές που

ϐρήκαµε, ϐελτιστοποιήσαµε ξανά τις δοµές αυτές, στα πλαίσια δύο πιο ακριβών, αλλά πιο

χρονοβόρων προσεγγίσεων. Οι προσεγγίσεις αυτές είναι η γενικευµένη προσέγγιση ισχυ-

ϱής δέσµευσης και η προσέγγιση DFT στο επίπεδο GGA µε το δυναµικό ανταλλαγής και

συσχέτισης B3LYP. Από τις δοµές που προέκυψαν, ϐρήκαµε ότι το ισοµερές της ϕουλλε-

ϱίνης Si38 που ελαχιστοποιεί την ενέργεια, είναι διαφορετικό από το αντίστοιχο ισοµερές

της ϕουλλερίνης C38, ενώ όλα τα ισοµερή καταλήγουν στην τετριµµένη συµµετρία C1. Τα

ισοµερή που προέκυψαν είναι σχεδόν ισοενεργειακά µεταξύ τους και ο κανόνας των α-

ποµονωµένων πενταγώνων δεν ισχύει. Βρήκαµε ότι η κατανοµή των γωνιών των δεσµών

εµφανίζει δύο κορυφές και εξηγήσαµε γιατί συµβαίνει αυτό. Βρήκαµε επίσης την κατανο-

µή των ατοµικών γωνιών από την οποία συναγάγαµε το συµπέρασµα ότι η προς τα έξω και

έσω κίνηση των ατόµων των ϕουλλερινών αυτών, που είχε ήδη παρατηρηθεί σε παλιότερες

δηµοσιεύσεις, δεν οφείλεται στην τάση των δοµών αυτών να προσεγγίσουν την τετραεδρική

γεωµετρία, όπως πίστευαν µέχρι σήµερα. Τα άτοµα αντιθέτως διατάσσονται έτσι ώστε τα

µισά απ΄ αυτά να σχηµατίζουν οξείς ακµές µε γωνίες δεσµών περίπου 90o, ενώ τα άλλα µισά

είναι σχεδόν συνεπίπεδα µε τα διπλανά τους. Με ϐάση αυτό το συµπέρασµα, αλλά και από

την κατανοµή των επανυβριδισµένων τροχιακών που ϐρήκαµε στη συνέχεια, δείξαµε για

πρώτη ϕορά ότι τα µισά άτοµα των ϕουλλερινών του Si µένουν ανυβρίδιστα, ενώ τα άλλα

µισά κάνουν υβριδισµό πολύ κοντά στον υβριδισµό sp2.
Στο τρίτο κοµµάτι αυτής της διατριβής µελετούµε τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές

ιδιότητες των συσσωµατωµάτων Nin, n = 3 − 8 και 13 στα πλαίσια του συγγραµµικού µα-

γνητισµού, υπό σταθερή ϑερµοκρασία. Η µελέτη αυτή έγινε µε τη µέθοδο της µοριακής

δυναµικής στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, στη χαµιλτονιανή της οποίας έχουµε ει-

σάγει ένα διορθωτικό όρο Hubbard. Η εισαγωγή αυτού του όρου διαχωρίζει τις καταστάσεις

µε σπιν πάνω από τις καταστάσεις µε σπιν κάτω, από τη διαφορά των οποίων υπολογίζεται

η µέση µαγνητική ϱοπή σε κάθε χρονικό ϐήµα της προσοµοίωσης. Η προσοµοίωση των
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συνθηκών σταθερής ϑερµοκρασίας έγινε µέσω του ϑερµοστάτη Nosé  Hoover. Στα πλαίσια

αυτής της µελέτης ϐρήκαµε την εξάρτηση της µέσης ενέργειας και της ειδικής ϑερµότητας

των παραπάνω συσσωµατωµάτων από τη ϑερµοκρασία, µέσω των χρονικών µέσων όρων και

µέσω της µεθόδου πολλαπλών ιστογραµµάτων, η οποία αναµένετε να δίνει πιο ϱεαλιστικά

αποτελέσµατα, µέσω της εξοµάλυνσης που κάνει στις καµπύλες των χρονικών µέσων όρων.

Επίσης µε χρήση του κριτηρίου Lindemann ϐρήκαµε τη ϑερµοκρασία τήξης, ενώ για τον

υπολογισµό της εξάρτησης της µαγνητικής ϱοπής από τη ϑερµοκρασία, χρησιµοποιήσαµε

τους χρονικούς µέσους όρους της µαγνητικής ϱοπής κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης.

Στη συνέχεια ϐρήκαµε την εξάρτηση της µέσης ενέργειας και της ειδικής ϑερµότητας των

παραπάνω συσσωµατωµάτων από τη ϑερµοκρασία µε χρήση κλασικών δυναµικών, προκει-

µένου να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα µε αυτά της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης και

να ερµηνεύσουµε τις µεγάλες αποκλίσεις µεταξύ των προβλέψεων των κλασικών δυναµικών

και της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης. Τέτοια µελέτη έγινε για πρώτη ϕορά από µας µε

χρήση της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, ενώ για πρώτη ϕορά υπολογίστηκε η εξάρτηση

της µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας σε συσσωµατώµατα µεταβατικών

µετάλλων.

Τέλος για τη µελέτη της εξάρτησης της µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµο-

κρασίας των µεγαλύτερων συσσωµατωµάτων - επειδή µια τέτοια µελέτη ϑα ήταν αρκετά

χρονοβόρα µε χρήση µιας προσοµοίωσης µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης - επινοήσαµε µια νέα µέθοδο. Η µέθοδος αυτή συνδυάζει την προσοµοίωση µο-

ϱιακής δυναµικής υπό σταθερή ϑερµοκρασία στην προσέγγιση ενός κλασικού δυναµικού,

µε υπολογισµούς της µαγνητικής ϱοπής (µέσω της προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης)

για τις δοµές που προκύπτουν κάθε ϕορά, µετά από ένα συγκεκριµένο αριθµό χρονικών

ϐηµάτων της παραπάνω προσοµοίωσης. Με τη µέθοδο αυτή υπολογίσαµε στα πλαίσια του

συγγραµµικού µαγνητισµού την εξάρτηση της µαγνητική ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµο-

κρασίας για τα συσσωµατώµατα Nin, n = 3− 8 και 13 για τα 12 γνωστά κλασικά δυναµικά,

που είχαµε στη διάθεσή µας και είδαµε ότι δεν υπάρχει κάποιο απ΄ αυτά, που να κάνει τις ί-

διες προβλέψεις για τη µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, µε τις προβλέψεις

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης.

Στη συνέχεια χρησιµοποιήσαµε τη νέα αυτή µέθοδο που επινοήσαµε, για να ϐρούµε την

εξάρτησης της µαγνητικής ϱοπής από τη ϑερµοκρασία στα πλαίσια του µη συγγραµµικού

µαγνητισµού. Για να κάνουµε αυτό τον υπολογισµό, εισαγάγαµε επιπλέον στη χαµιλτονια-

νή (εκτός από τον όρο Hubbard) και ένα όρο που περιγράφει τη σύζευξη σπιν–τροχιάς και

δράσαµε στη χαµιλτονιανή µε τους κατάλληλους πίνακες στροφής του σπιν 1/2. Με τον

τρόπο αυτό µπορέσαµε να περιγράψουµε το σύστηµα στα πλαίσια του µη συγγραµµικού

µαγνητισµού. Το κλασικό δυναµικό που χρησιµοποιήσαµε για τις προσοµοίωση της µορια-

κής δυναµικής ήταν το δυναµικό Sutton  Chen και ένας τέτοιος υπολογισµός έγινε επίσης

για πρώτη ϕορά από µας. Τα συσσωµατώµατα στα οποία έγιναν αυτοί οι υπολογισµοί ήταν

τα συσσωµατώµατα Nin µε n = 43, 80, 147, 177 και 201. Εκτός από τους υπολογισµούς της

µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, ϐρήκαµε και την αντίστοιχη εξάρτηση

της µέσης ενέργειας και της ειδικής ϑερµότητας από τη ϑερµοκρασία. Επίσης µέσω του

κριτηρίου Lindemann, ϐρήκαµε τις ϑερµοκρασίες τήξης αυτών των συσσωµατωµάτων, ενώ

παράλληλα υπολογίσαµε και τη ϑερµοκρασία Curie. Τέλος συνδυάζοντας την εξάρτηση της
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ϑερµοκρασίας Curie και της ϑερµοκρασίας τήξης από τη διάσταση του συσσωµατώµατος,

δείξαµε ότι πρέπει να υπάρχει µια γραµµική εξάρτηση ανάµεσα στη ϑερµοκρασία Curie
και στη ϑερµοκρασία τήξης των συσσωµατωµάτων.

Ηράκλειο, Ιανουάριος 2010

Ζαχαρίας Φθενάκης
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Μέρος I

Προσέγγιση της Ισχυρής ∆έσµευσης

1





Κεφάλαιο 1

Από την εξίσωση Schrödinger στη

προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφουµε µε λεπτοµέρεια όλες τις προσεγγίσεις, που χρειάζεται να

γίνουν, προκειµένου, ξεκινώντας από την εξίσωση Schrödinger ενός συστήµατος N ατόµων,

να καταλήξουµε στη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης και σε µια έκφραση για την ενέργεια

του συστήµατος. Η ενέργεια αυτή δίνεται ως ένα άθροισµα δύο όρων. Ο ένας όρος είναι ο

λεγόµενος ελκτικός όρος, που δεν είναι τίποτα άλλο παρά το άθροισµα των ιδιοτιµών της

χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης πάνω στις κατειληµµένες από ηλεκτρόνια καταστάσεις

και ο άλλος όρος είναι ο λεγόµενος απωστικός όρος, που είναι ένα άθροισµα δυναµικών

Ϲεύγους (pair potential). Μέχρι πρότινος, η έκφραση αυτή για την ενέργεια αποτελούσε µια

ηµιεµπειρική έκφραση, χωρίς την ύπαρξη κάποιου αυστηρού µαθηµατικού υποβάθρου,

που ϑα οδηγούσε σ΄ αυτή την έκφραση µέσω κάποιων προσεγγίσεων, ξεκινώντας από πρώτες

αρχές. Η απόδειξη ότι η έκφραση αυτή της ενέργειας µπορεί να προκύψει µέσα από κάποιες

συγκεκριµένες προσεγγίσεις ολοκληρώθηκε το 1988 από τους Sutton et al και αυτές οι

προσεγγίσεις περιγράφονται (µεταξύ των άλλων) σ΄ αυτό το κεφάλαιο. ∆ιασαφηνίζεται έτσι

µε µαθηµατική αυστηρότητα η πορεία που οδηγεί στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και

τίθενται οι ϐάσεις για τη ϐελτίωσή της.
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1.1. Η ΕΞ�ΙΣΩΣΗ SCHRÖDINGER ΕΝ�ΟΣ ΣΥΣΤ�ΗΜΑΤΟΣ N-ΑΤ�ΟΜΩΝ 5

1.1 Η εξίσωση Schrödinger ενός συστήµατος N -ατόµων

΄Οπως είναι γνωστό, η πληροφορία για τη συµπεριφορά ενός οποιουδήποτε συστήµατος

ατόµων ϐρίσκεται στην κυµατοσυνάρτησή του, η οποία είναι λύση της εξίσωσης ιδιοτιµών

της Χαµιλτονιανής H του συστήµατος. Στο χώρο των ϑέσεων, η Χαµιλτονιανή εξίσωση

ιδιοτιµών ανάγεται στην εξίσωση Schrödinger. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα σύστηµα

αποτελούµενο από N άτοµα µε ατοµικούς αριθµούς Z1, Z2, . . . , ZN που ϐρίσκονται στις

ϑέσεις R1, R2, . . . , RN αντίστοιχα, και n ηλεκτρόνια τα οποία ϐρίσκονται στις ϑέσεις r1, r2,

. . . , rn. Στο εξής, για οικονοµία, ϑα συµβολίζουµε όλες τις ϑέσεις των ατόµων µε το σύµβολο

R και όλες τις ϑέσεις των ηλεκτρονίων µε το σύµβολο r. ∆ηλαδή: R = {R1,R2, . . . ,RN}
και r = {r1, r2, . . . , rn}. Η εξίσωση Schrödinger για το παραπάνω περιγραφόµενο σύστηµα

γράφεται ως εξής :

HΨi = (Tn + Te + Vn−n + Vn−e + Ve−e)Ψi = EiΨi (1.1)

όπου

Tn = Tn(R) =
N∑

i=1

− ~2

2Mi

∇2
Ri

και Te = Te(r) =
n∑

i=1

− ~2

2me

∇2
ri

(1.2)

είναι οι κινητικές ενέργειες των πυρήνων και των ηλεκτρονίων αντίστοιχα,

Vn−n = Vn−n(R) =
N∑

i=1

N∑

j>i

ZiZje
2

|Ri −Rj|
=

1

2

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6=i

ZiZje
2

|Ri −Rj|
, (1.3)

Vn−e = Vn−e(r,R) = −
N∑

i=1

n∑

j=1

Zie
2

|Ri − rj|
, και (1.4)

Ve−e = Ve−e(r) =
n∑

i=1

n∑

j>i

e2

|ri − rj|
(1.5)

είναι οι δυναµικές ενέργειες αλληλεπίδρασης πυρήνων - πυρήνων, πυρήνων - ηλεκτρονίων

και ηλεκτρονίων - ηλεκτρονίων αντίστοιχα. Στις παραπάνω σχέσεις me είναι η µάζα του

ηλεκτρονίου, Mi είναι η µάζα του πυρήνα υπ΄ αριθ. i, ~ = h/2π (όπου h η σταθερά του

Planck) και e είναι το ϕορτίο του ηλεκτρονίου. Τέλος Ψi και Ei είναι αντίστοιχα η υπ΄ αριθ.

i κυµατοσυνάρτηση και η υπ΄ αριθ. i ενέργεια του συστήµατος.

Η λύση Ψi αυτής της εξίσωσης εξαρτάται απ΄ όλες τις ϑέσεις R των πυρήνων και όλες τις

ϑέσεις r των ηλεκτρονίων. Θα είναι δηλαδή Ψi = Ψi(r,R).΄Οπως άµεσα µπορεί να διαπι-

στώσει κανείς, η εξίσωση αυτή είναι αδύνατο να λυθεί αναλυτικά, αλλά και η αριθµητική

της επίλυση είναι µια επίπονη διαδικασία, η οποία επίσης καθίσταται αδύνατη µετά από

ένα µικρό µονοψήφιο αριθµό ατόµων. Θα πρέπει εποµένως να χειριστούµε την επίλυσή

της στη ϐάση κάποιων προσεγγίσεων, που ϑα την απλοποιήσουν, χωρίς να ϐλάψουν την

ακρίβεια της λύσης περισσότερο από το ϐαθµό ακρίβειας που επιθυµούµε να έχουµε.



6 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΑΠ�Ο ΤΗΝ ΕΞ�ΙΣΩΣΗ SCHRÖDINGER ΣΤΗ ΙΣΧΥΡ�Η ∆�ΕΣΜΕΥΣΗ

Οι προσεγγίσεις οι οποίες χρησιµοποιούνται στην επίλυση αυτής της εξίσωσης είναι

πολλές και ποικίλες. Ανάλογα µε τις προσεγγίσεις που χρησιµοποιούνται η εξίσωση απλο-

ποιείται περισσότερο ή λιγότερο και κατά συνέπεια, η επίλυσή της καθίσταται µια περισ-

σότερο ή λιγότερο επίπονη διαδικασία. Η επιλογή των προσεγγίσεων που πρέπει κανείς να

χρησιµοποιήσει, εξαρτάται από το µέγεθος του συστήµατος και τις ιδιότητές του, τις οποίες

ϑέλουµε να µελετήσουµε. ΄Ενα µικρού µεγέθους σύστηµα επιτρέπει την επίλυση της εξί-

σωσης µε λίγες και µικρές προσεγγίσεις, µε αποτέλεσµα να προκύπτει µια λύση υψηλής

ακρίβειας. Σε µεγαλύτερα όµως συστήµατα, οι λίγες αυτές προσεγγίσεις, µπορεί να κατα-

στήσουν αδύνατη τη λύση, αφού η εξίσωση ϑα συνεχίσει να είναι αρκετά περίπλοκη και ο

υπολογιστικός χρόνος, που ϑα απαιτείται για την επίλυση της, µπορεί να είναι πρακτικά

άπειρος. Κατά συνέπεια πρέπει η εξίσωση να απλοποιηθεί ακόµα περισσότερο εις ϐάρος

της ακρίβειας της λύσης. Ευτυχώς αυτό δεν καθιστά τις λύσεις αναξιόπιστες, τουλάχιστον

για όσες ιδιότητες του συστήµατος δεν επηρεάζονται αρκετά απ΄ αυτές τις προσεγγίσεις. Σε

αντίθετη περίπτωση (όταν δηλαδή οι προσεγγίσεις επηρεάζουν ουσιαστικά µια υπό µελέτη

ιδιότητα ενός συστήµατος) τότε είτε ϑα πρέπει να επιλέγονται διαφορετικές προσεγγίσεις,

που να επηρεάζουν λιγότερο τη λύση, ή όταν γίνονται ϑα πρέπει να υπάρχουν διορθωτικοί

όροι που τελικά ϑα τη ϐελτιώνουν.

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή, µελετώνται ιδιότητες συσσωµατωµάτων (cluster)
στο επίπεδο προσέγγισης της Ισχυρής ∆έσµευσης. Το σύνολο των προσεγγίσεων που περι-

λαµβάνει αυτή η µέθοδος περιγράφονται παρακάτω.

1.2 Προσέγγιση Born  Oppenheimer

Επειδή η µάζα me του ηλεκτρονίου είναι 1836 ϕορές µικρότερη από τη µάζα mp του πρω-

τονίου (mp = 1836me) και επειδή οι δυνάµεις που δρουν πάνω στον πυρήνα ενός ατόµου

κάποιου συστήµατος είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε τις δυνάµεις που δρουν πάνω σ΄ ένα

ηλεκτρόνιο του ίδιου συστήµατος1, αυτό ϑα έχει ως αποτέλεσµα η κίνηση των πυρήνων να

είναι πολύ πιο αργή από την κίνηση των ηλεκτρονίων2. ΄Ετσι σε κλίµακες χρόνου που οι

πυρήνες να µπορούν να ϑεωρηθούν ακίνητοι, τα ηλεκτρόνια ϑα έχουν µετακινηθεί αρκε-

τά, ενώ καθ΄ όλη τη διάρκεια της κίνησής τους (σ΄ αυτό το χρόνο) ϑα αντιλαµβάνονται τους

πυρήνες ως ακίνητους. Κατά συνέπεια, για τέτοιους χρόνους, οι κινήσεις των ηλεκτρονίων

µπορεί να ϑεωρηθεί ότι δεν εξαρτώνται από την κίνηση των πυρήνων, αλλά µόνο παραµε-

τρικά από τη στιγµιαία (αρχική) ϑέση τους3. Από την άλλη, οι πυρήνες, επειδή έχουν πολύ

µεγαλύτερη µάζα απ΄ αυτή των ηλεκτρονίων, η κίνησή τους δε ϑα επηρεάζεται ιδιαίτερα από

την παρουσία των ηλεκτρονίων, ενώ αντίθετα ϑα επηρεάζεται από τη ϑέση και την ταχύτητα

των υπόλοιπων πυρήνων του συστήµατος.

Αντιλαµβάνεται λοιπόν κανείς ότι οι κινήσεις των ηλεκτρονίων είναι περίπου ανεξάρ-

1αυτό συµβαίνει επειδή οι δυνάµεις αυτές έχουν σχέση δράσης - αντίδρασης
2επειδή οι ϱυθµοί µεταβολής των ορµών τους ϑα είναι της ίδιας τάξης µεγέθους, αν υποθέσουµε ότι το

κέντρο µάζας του συστήµατος είναι ακίνητο τότε ο λόγος των ταχυτήτων τους ϑα είναι αντιστρόφως ανάλογος

των µαζών τους
3τη ϑέση δηλαδή που έχουν κάποια συγκεκριµένη στιγµή, στην οποία ϑα ϑεωρήσουµε ότι είναι ακίνητοι
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τητες από τις κινήσεις των πυρήνων, όπως επίσης και οι κινήσεις των πυρήνων από τις

κινήσεις των ηλεκτρονίων. Η µόνη εξάρτηση είναι η παραµετρική εξάρτηση των κινήσεων

των ηλεκτρονίων από τις ϑέσεις των ϑεωρούµενων ως ακίνητων πυρήνων. Στη ϐάση αυτής

της προσέγγισης, η ανεξαρτησία µεταξύ των κινήσεων ηλεκτρονίων και πυρήνων, οδηγεί

στην ανεξαρτησία των κβαντοµηχανικών πιθανοτήτων P e(r) και P n(R) να ϐρεθούν τα ηλε-

κτρόνια στις ϑέσεις r ανεξάρτητα από τις ϑέσεις των πυρήνων και οι πυρήνες στις ϑέσεις R

ανεξάρτητα από τις ϑέσεις των ηλεκτρονίων αντίστοιχα. Αν συµβαίνει αυτό, τότε η πιθανό-

τητα P (r,R), να ϐρεθούν τα ηλεκτρόνια στις ϑέσεις r και οι πυρήνες στις ϑέσεις R, είναι το

γινόµενο των δύο αυτών ανεξάρτητων πιθανοτήτων,

P (r,R) = P e(r)P n(R). (1.6)

∆εδοµένου ότι το τετράγωνο |Ψ|2 της κυµατοσυνάρτησης στο χώρο των ϑέσεων εκφράζει την

πιθανότητα, να ϐρεθούν τα σωµάτια, που περιγράφει (η κυµατοσυνάρτηση), σε κάποιες

συγκεκριµένες ϑέσεις, η παραπάνω σχέση για τις πιθανότητες οδηγεί στην ανάλογη σχέση

για τις αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις. ΄Ετσι η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r,R) του συνολικού

συστήµατος ϑα είναι το γινόµενο των κυµατοσυναρτήσεων Ψe(r) και Ψn(R) των ηλεκτρονίων

και των πυρήνων αντίστοιχα,

Ψ(r,R) = Ψe(r)Ψn(R). (1.7)

Το γεγονός ότι η κίνηση των ηλεκτρονίων ϑα εξαρτάται παραµετρικά από τη στιγµιαία

αρχική ϑέση των πυρήνων, ϑα έχει σα συνέπεια, και η κυµατοσυνάρτηση Ψe(r) των ηλε-

κτρονίων να εξαρτάται παραµετρικά από τις ϑέσεις των ϑεωρούµενων ως ακίνητων πυρήνων,

όπως άλλωστε ϑα ϕανεί αµέσως πιο κάτω. Θα είναι δηλαδή Ψe = Ψe(r;R).
Αυτή η ϑεώρηση επιτρέπει το διαχωρισµό της εξίσωσης 1.1 σε δύο εξισώσεις, εκ των

οποίων η µία ϑα αναφέρεται στην κίνηση των ηλεκτρονίων, (λύση της οποίας ϑα είναι

η Ψe(r;R)) και η άλλη ϑα αναφέρεται αποκλειστικά στην κίνηση των σχεδόν ακίνητων

πυρήνων, (λύση της οποίας ϑα είναι η Ψn(R)). Επίσης επειδή έχουµε ϑεωρήσει ότι η κίνηση

των πυρήνων είναι πολύ αργή σχετικά µε την κίνηση των ηλεκτρονίων, ο τελεστής Tn(R)
της κινητικής ενέργειας των πυρήνων ϑα έχει ελάχιστη δράση πάνω στην κυµατοσυνάρτηση

Ψe(r;R) των ηλεκτρονίων και κατά συνέπεια µε καλή προσέγγιση ϑα ισχύει :

Tn(R)Ψe(r;R) ≈ Ψe(r;R)Tn(R). (1.8)

Θεωρώντας λοιπόν ότι Ψ(r,R) = Ψe(r;R)Ψn(R) και ότι Tn(R)Ψe(r;R) ≈ Ψe(r;R)Tn(R) η

εξίσωση 1.1 γίνεται :

(Tn + Te + Vn−n + Vn−e + Ve−e)Ψ
e(r;R)Ψn(R) = EΨe(r;R)Ψn(R) (1.9)

Ο τελεστής Te δρα µόνο πάνω στην Ψe(r;R), ενώ σύµφωνα µε την παραδοχή που κάναµε

παραπάνω, ο τελεστής Tn δρα µόνο πάνω στην Ψn(R). ΄Ετσι ϑα έχουµε:

Ψe(r;R)TnΨ
n(R) + Ψn(R)HeΨ

e(r;R) = EΨe(r;R)Ψn(R), (1.10)

όπου He = He(r,R) = Te(r) + Vn−e(r,R) + Ve−e(r) + Vn−n(R). Θα πρέπει να σηµειώ-

σουµε εδώ, ότι ο τελεστής He είναι η χαµιλτονιανή ενός συστήµατος n ηλεκτρονίων στο

ηλεκτροστατικό πεδίο που δηµιουργούν οι N ακίνητοι πυρήνες.
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∆ιαιρώντας κατά µέλη την Εξίσωση 1.10 µε την ποσότητα Ψe(r;R)Ψn(R) ϑα πάρουµε:

Tn(R)Ψn(R)

Ψn(R)
+
HeΨ

e(r;R)

Ψe(r;R)
= E (1.11)

Αν
He(r,R)Ψe(r;R)

Ψe(r;R)
= U(R) (1.12)

τότε προκύπτει η εξίσωση ιδιοτιµών

He(r,R)Ψe
i (r;R) = Ui(R)Ψe

i (r;R) (1.13)

για τα ηλεκτρόνια. Θεωρούµε δηλαδή σ΄ αυτό το σηµείο, ότι η κυµατοσυνάρτηση των

ηλεκτρονίων του συστήµατος είναι η κυµατοσυνάρτηση που προκύπτει από την εξίσωση

ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής He, κάτι που είναι αναµενόµενο σε µια καλή προσέγγιση.

Επειδή έχουµε ϑεωρήσει ότι οι πυρήνες ϐρίσκονται πρακτικά σε σταθερές ϑέσεις, η ενέργεια

Ui(R) ϑα εξαρτάται απ΄ αυτές τις ϑέσεις, ενώ η κυµατοσυνάρτηση Ψe
i (r;R) ϑα εξαρτάται

παραµετρικά απ΄ αυτές, όπως έχουµε πει. Κάνοντας την αντικατάσταση του Ui(R) στην

εξίσωση 1.11, προκύπτει η εξίσωση ιδιοτιµών:

Tn(R)Ψn(R)

Ψn(R)
+ Ui(R) = E (1.14)

που δεν είναι τίποτα άλλο, παρά η εξίσωση ιδιοτιµών για τους πυρήνες.

Hni
Ψn

ij(R) = EijΨ
n
ij(R) (1.15)

όπου

Hni
= Tn(R) + Ui(R) (1.16)

είναι η χαµιλτονιανή των πυρήνων, που ϐρίσκονται σε ένα δυναµικό Ui(R), το οποίο δη-

µιουργούν τα ταχέως κινούµενα ηλεκτρόνια και οι σχεδόν ακίνητοι πυρήνες. ΄Οπως εύκολα

µπορεί να δει κανείς, στη χαµιλτονιανή Hni
δεν εµφανίζονται πουθενά τα ηλεκτρόνια, ή µη

µόνον µε έµµεσο τρόπο µέσω του όρου Ui(R). Ας σηµειωθεί επίσης ότι ο όρος Vn−n(R)
περιλαµβάνεται αυτούσιος µέσα στον όρο Ui(R).

΄Ενας άλλος τρόπος, για να οδηγηθεί κανείς στην εξίσωση 1.13, είναι να λάβει υπ΄ όψη

του ότι επειδή η κινητική ενέργεια είναι ανάλογη του τετραγώνου της ορµής και αντιστρόφως

ανάλογη της µάζας (Ek = p2/(2m)), η σχέση ανάµεσα στην κινητική ενέργεια των πυρήνων

και των ηλεκτρονίων ϑα καθορίζεται ουσιαστικά από τη σχέση των µαζών τους, αφού οι

ορµές τους ϑα είναι της ίδιας τάξης µεγέθους, όπως ήδη έχουµε πει. Αφού λοιπόν η µάζα

του κάθε πυρήνα είναι πολύ µεγαλύτερη από τη µάζα του ηλεκτρονίου, η κινητική ενέργεια

των πυρήνων ϑα είναι πολύ µικρότερη από την κινητική ενέργεια των ηλεκτρονίων, δηλαδή

Tn ≪ Te. Κατά συνέπεια στην Εξίσωση (1.1) ο όρος Tn µπορεί να παραληφθεί. ΄Ετσι

προκύπτει και πάλι η εξίσωση 1.13 για τα ηλεκτρόνια. Η προσέγγιση αυτή είναι γνωστή ως

προσέγγιση Born  Oppenheimer ή ως αδιαβατική προσέγγιση [2].
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Το σφάλµα που δηµιουργείται χρησιµοποιώντας την αδιαβατική προσέγγιση είναι αρκε-

τά µικρό ώστε να µπορεί να αγνοηθεί. Υπάρχουν ωστόσο περιπτώσεις όπου αυτό δεν είναι

εφικτό [3]. Σε τέτοιες περιπτώσεις µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει ϑεωρία διαταραχών για

να πάρει καλύτερες προσεγγίσεις των ιδιοενεργειών και των κυµατοσυναρτήσεων. ΄Ετσι αν

δεν δεχόµασταν την ισχύ της προσέγγισης 1.8, τότε ϑα είχαµε :

Tn(Ψ
eΨn) = −

N∑

k=1

~2

2Mk

∇2
Rk
(ΨeΨn)

= −
N∑

k=1

~2

2Mk

[
Ψe∇2

Rk
Ψn +Ψn∇2

Rk
Ψe + 2∇Rk

Ψe
·∇Rk

Ψn
]

οπότε η εξίσωση ιδιοτιµών για τους πυρήνες ϑα γραφόταν ως:

Ψe
iHni

Ψn
ij −

N∑

k=1

~2

2Mk

[
Ψn

ij∇2
Rk
Ψe

i + 2∇Rk
Ψn

ij ·∇Rk
Ψe

i

]
= ǫΨn

ijΨ
e
i ,

όπου ǫ η ιδιοτιµή της ολικής χαµιλτονιανήςH, χωρίς να έχει γίνει η αδιαβατική προσέγγιση

1.8. Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση τον όρο Hni
Ψn

ij από την την εξίσωση ιδιοτιµών

1.15 για τους πυρήνες, παίρνουµε:

N∑

k=1

~2

2Mk

[
Ψn

ij∇2
Rk
Ψe

i + 2∇Rk
Ψn

ij ·∇Rk
Ψe

i

]
= (Eij − ǫ)Ψn

ijΨ
e
i .

Ολοκληρώνοντας στο χώρο των ϑέσεων των πυρήνων και των ηλεκτρονίων, παίρνουµε την

πρώτη τάξη διόρθωσης στην ενέργεια, η οποία είναι :

Eij − ǫ =
N∑

k=1

~2

2Mk

{∫∏

l

d3RlΨ
n∗
ij (R)Ψn

ij(R)

∫ ∏

m

d3rmΨ
e∗
i (r;R)∇2

Rk
Ψe

i (r;R)

+2

∫ ∏

l

d3RlΨ
n∗
ij (R)∇Rk

Ψn
ij(R)

∫ ∏

m

d3rmΨ
e∗
i (r;R)∇Rk

Ψe
i (r;R)

}

Αν η κυµατοσυνάρτηση Ψe(r;R) µπορεί να ϑεωρηθεί πραγµατική, τότε δεύτερος όρος του

αθροίσµατος στο δεξιό µέλος της εξίσωσης είναι µηδέν, επειδή

Ψe∗
i (r;R)∇Rk

Ψe
i (r;R) =

1

2
∇Rk

(Ψe∗
i (r;R)Ψe

i (r;R)),

οπότε :∫ ∏

m

d3rmΨ
e∗
i (r;R)∇Rk

Ψe
i (r;R) =

1

2
∇Rk

∫ ∏

m

d3rm|Ψe
i (r;R)|2 = 1

2
∇Rk

1 = 0.

Σε δεύτερη τάξη όµως ο αντίστοιχος όρος είναι µη µηδενικός. Τελικά για την πρώτη τάξης

διαταραχή ϑα έχουµε

ǫ = Eij −
N∑

k=1

~2

2Mk

∫ ∏

l

d3RlΨ
n∗
ij (R)Ψn

ij(R)

∫ ∏

m

d3rmΨ
e∗
i (r;R)∇2

Rk
Ψe

i (r;R) (1.17)
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Περιπτώσεις στις οποίες δεν µπορεί να εφαρµοστεί η προσέγγιση Born  Oppenheimer
ξεφεύγουν από τα πλαίσια της παρούσας διδακτορικής διατριβής και κατά συνέπεια δε ϑα

µας απασχολήσουν περισσότερο. Η µόνη περαιτέρω αναφορά που κάνουµε στη συνέχεια,

αναφέρεται στο σφάλµα που εισάγεται λόγω της προσέγγισης αυτής στην περίπτωση του H2.

Επειδή στο µόριο του H2 ο λόγος της µάζας των ηλεκτρονίων προς τη µάζα του πυρήνα είναι

ο µεγαλύτερος δυνατός από τον αντίστοιχο λόγο οποιουδήποτε άλλου ατοµικού συστήµατος,

περιµένει κανείς η προσέγγιση Born  Oppenheimer να εφαρµόζεται µε τα χειρότερα δυνατά

αποτελέσµατα στην περίπτωση του H2. Παρ΄ όλα αυτά, τα αποτελέσµατα κάθε άλλο παρά

απογοητευτικά είναι. Για το H2 λοιπόν έχει ϐρεθεί ότι το σφάλµα που εισάγεται λόγω

της προσέγγισης αυτής, στην ενέργεια διάσπασης είναι µικρότερο από 100J/mole, που

αντιστοιχεί στο 0.03% της ολικής ενέργειας διάσπασης [4, 5]. Από το αποτέλεσµα αυτό

εποµένως µπορεί να ϐγάλει κανείς τα συµπεράσµατά του για την ακρίβεια της προσέγγισης

σε άλλες περιπτώσεις και να καταλάβει την αξία της προσέγγισης αυτής.

Συνοψίζοντας: µε την προσέγγιση Born  Oppenheimer επιτυγχάνεται ο διαχωρισµός

της εξίσωσης ιδιοτιµών 1.1 της συνολικής χαµιλτονιανής του συστήµατος, σε δύο εξισώ-

σεις ιδιοτιµών: µια για τη χαµιλτονιανή He των ηλεκτρονίων (εξίσωση 1.13) και µια για τη

χαµιλτονιανή Hn των πυρήνων (εξίσωση 1.15). Αρχικά επιλύεται η εξίσωση (1.13) για τα

ηλεκτρόνια, από τα οποία προκύπτει η ενέργεια του συστήµατος ηλεκτρονίων - ακίνητων

πυρήνων Ui(R) για τις διάφορες ϑέσεις R των πυρήνων. Στη συνέχεια η Ui(R) χρησιµο-

ποιείται ως δυναµική ενέργεια για την επίλυση και της εξίσωσης (1.15) των πυρήνων. Η

συνολική κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος ϑα είναι το γινόµενο των ιδιολύσεων των δύο

αυτών εξισώσεων.

1.3 ∆εύτερη προσέγγιση: Ανάπτυξη της λύσης της He σε

µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις

΄Οπως προέκυψε από την προηγούµενη παράγραφο, ϑα πρέπει να επιλυθεί κατ΄ αρχήν η

εξίσωση 1.13 που διέπει τα ηλεκτρόνια του συστήµατος.

Αν και δεν εµφανίζεται ϱητά στο συµβολισµό που έχουµε επιλέξει, η κυµατοσυνάρ-

τηση Ψe(r;R) των ηλεκτρονίων εξαρτάται, εκτός από τις ϑέσεις {r} των ηλεκτρονίων και

{R} των πυρήνων, και από το σπιν των ηλεκτρονίων. Θα ήταν λοιπόν καλύτερα, αν ϑέ-

λουµε να ϕαίνεται η εξάρτηση της κυµατοσυνάρτησης Ψe από το σπιν, να υιοθετήσουµε

ένα νέο συµβολισµό, που ϑα περιέχει και το σπιν. Θα µπορούσαµε λοιπόν, αντί για

Ψe = Ψe(r;R), να γράφουµε Ψe = Ψe(x;R), όπου χρησιµοποιούµε το νέο συµβολισµό

{x} = (x1,x2, . . . ,xn) = ((r1, s1), (r2, s2), . . . , (rn, sn)), κατ΄ αναλογία µε το συµβολισµό

{r} = (r1, r2, . . . , rn). Στο νέο αυτό συµβολισµό δηλαδή, αντί για τις συντεταγµένες ri των

ηλεκτρονίων, εισάγουµε τις γενικευµένες συντεταγµένες xi = (ri, si), που περιέχουν και το

σπιν si.

Κοιτάζοντας την εξίσωση 1.13 αντιλαµβάνεται κανείς ότι η απλοποίηση που παρείχε

η προσέγγιση Born  Oppenheimer δεν επαρκεί για την επίλυσή της, αφού η συγκεκρι-

µένη εξίσωση συνεχίζει να είναι µια δύσκολη πολυδιάστατη εξίσωση πολλών σωµάτων. Η
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επίλυση αυτής της εξίσωσης δεν µπορεί να γίνει χωρίς περαιτέρω προσεγγίσεις. ΄Ετσι η

επόµενη προσέγγιση που κάνουµε για την επίλυση της εξίσωσης 1.13 είναι η ανάπτυξη

της ολικής κυµατοσυνάρτησης |Ψe(x;R)〉 της He σε γινόµενο µονοηλεκτρονιακών σπιν–

κυµατοσυναρτήσεων |Φi(xi)〉 = |Φi(ri, si)〉 = |φi(ri)〉|χi(si)〉, όπου |φi(ri)〉 είναι το χωρικό

µέρος της κυµατοσυνάρτησης και |χi(si)〉 είναι κυµατοσυνάρτηση του σπιν. ΄Οπως ϑα δού-

µε παρακάτω, αυτό που πετυχαίνουµε µε αυτή την προσέγγιση, είναι ότι αντί να έχουµε

πλέον να επιλύσουµε την εξίσωση 1.13, έχουµε τώρα να λύσουµε n εξισώσεις ιδιοτιµών

για τις µονοηλεκτρονιακές σπιν–κυµατοσυναρτήσεις |Φi(xi)〉, πράγµα που δηµιουργεί µια

εκπληκτική απλοποίηση της εξίσωσης 1.13.

Στη ϐάση αυτής της προσέγγισης, δύο είναι οι ϐασικές µέθοδοι αντιµετώπισης του προ-

ϐλήµατος επίλυσης της εξίσωσης 1.13. Η µία είναι η µέθοδος Hartree  Fock, και η άλλη

είναι η µέθοδος του συναρτησοειδούς της ηλεκτρονιακής πυκνότητας (Density Functional
Theory  DFT), τις οποίες ϑα αναπτύξουµε εν συντοµία παρακάτω. Πριν προχωρήσουµε

όµως σ΄ αυτό το ϐήµα ϑα παρουσιάσουµε πρώτα την προσέγγιση Hartree, η οποία προηγή-

ϑηκε χρονικά της µεθόδου Hartree  Fock και αποτελεί µια επιπλέον προσέγγιση σε σχέση

µε τη µέθοδο Hartree  Fock.

1.3.1 Η προσέγγιση Hartree

Αν λοιπόν γράψουµε την ολική κυµατοσυνάρτηση |Ψe(x;R)〉 των ηλεκτρονίων ως ένα γινό-

µενο µονοηλεκτρονιακών σπιν–κυµατοσυναρτήσεων |Φj(xj)〉, δηλαδή

|Ψe(x;R)〉 =
n∏

j=1

|Φj(xj)〉, (1.18)

επιλεγµένων ώστε να είναι ορθοκανονικές µεταξύ τους, τότε από την εξίσωση ιδιοτιµών 1.13

των ηλεκτρονίων, προκύπτει η εξίσωση ιδιοτιµών Hartree

HH|Φi(xi)〉 = ǫi|Φi(xi)〉, (1.19)

όπου ο τελεστής HH παίρνει τη µορφή

HH(xi) = − ~2

2me

∇2
ri
−

N∑

j=1

Zje
2

|Rj − ri|
+

n∑

j=1
j 6=i

〈φj(rj)|
e2

rij
|φj(rj)〉. (1.20)

Αυτό το έδειξε ο Hartree [6] το 1927.

Η ενέργεια του συστήµατος στα πλαίσια αυτής της προσέγγισης δίνεται από τη σχέση

[7–9]

U(R) =
n∑

i=1

ǫi −
1

2

n∑

i,j=1
j 6=i

〈φi(ri)φj(rj)|
e2

rij
|φj(rj)φi(ri)〉+ Vn−n (1.21)
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ή

U(R) = − ~2

2me

n∑

i=1

〈φi(ri)|∇2
ri
|φi(ri)〉 −

n∑

i=1

N∑

j=1

〈φi(ri)|
Zje

2

|Rj − ri|
|φi(ri)〉

+
1

2

n∑

i,j=1
j 6=i

〈φi(ri)φj(rj)|
e2

rij
|φj(rj)φi(ri)〉+ Vn−n. (1.22)

Το µειονέκτηµα που έχει η προσέγγιση Hartree, είναι ότι δε λαµβάνει υπ΄ όψη της την

αντισυµµετρικότητα της ολικής κυµατοσυνάρτησης, η οποία επιβάλλεται από τη γενικευµέ-

νη αρχή του Pauli [10], σύµφωνα µε την οποία η ολική κυµατοσυνάρτηση ενός συστήµατος

ταυτόσηµων ϕερµιονίων (εν προκειµένω ηλεκτρονίων) είναι αντισυµµετρική σε ότι αφορά

την εναλλαγή ανάµεσα σε δύο σωµατίδια του συστήµατος. Στη γλώσσα των µαθηµατικών

αυτό µεταφράζεται ως

|Ψe(x1, . . . ,xi, . . . ,xj , . . . ,xn;R)〉 = −|Ψe(x1, . . . ,xj, . . . ,xi, . . . ,xn;R)〉. (1.23)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη µας την αντισυµµετρικότητα της κυµατοσυνάρτησης, οδηγούµαστε

στην προσέγγιση Hartree  Fock, που ϑα δούµε στη συνέχεια.

1.3.2 Η προσέγγιση ( - µέθοδος) Hartree  Fock

Η απαίτηση της αντισυµµετρικότητας της ολικής κυµατοσυνάρτησης |Ψe(r;R)〉 των ηλε-

κτρονίων, της επιβάλει να γραφεί (στην απλούστερη περίπτωση4), υπό τη µορφή µια ορί-

Ϲουσα Slater [11], που ϑα έχει τη µορφή.

Ψe(x;R) =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ1(x1) Φ2(x1) · · · Φn(x1)
Φ1(x2) Φ2(x2) · · · Φn(x2)

...
...

. . .
...

Φ1(xn) Φ2(xn) · · · Φn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.24)

Αυτή η προσέγγιση ϑα ήταν απολύτως ακριβής5, αν τα ηλεκτρόνια δεν αλληλεπιδρούσαν

µεταξύ τους. ΄Οµως αυτό δε συµβαίνει. ΄Ετσι στα πλαίσια αυτής της προσέγγισης δεν

λαµβάνονται υπ΄ όψη τα λεγόµενα ϕαινόµενα συσχέτισης (correlation effects) µεταξύ των

ηλεκτρονίων. Αυτή η προσέγγιση µπορεί να αρθεί (ή καλύτερα να ϐελτιωθεί), αν αντί

για µια ορίζουσα Slater πάρουµε ένα γραµµικό συνδυασµό οριζουσών Slater, οι οποίες ϑα

περιέχουν και διεγερµένες µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις εκτός αυτές της ϐασικής

κατάστασης (ground state). Αυτή η µέθοδος είναι η λεγόµενη µέθοδος της αλληλεπίδρασης

των διατάξεων ( Configuration Interaction  (CI)) [7]. ∆ε ϑα αναφερθούµε όµως περισσότερο

σ΄ αυτή τη µέθοδο, γιατί ξεφεύγει από τα πλαίσια της παρούσας διατριβής.

4σε µια πιο ακριβή µορφή ϑα µπορούσε να γραφεί ως ένας γραµµικός συνδυασµός οριζουσών Slater,
(ϐλέπε παρακάτω)

5δε ϑα ήταν προσέγγιση
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Αν ϑεωρήσουµε λοιπόν την παραπάνω ορίζουσα Slater ως λύση της εξίσωσης 1.13 και

επιλέξουµε τις µονοηλεκτρονιακές σπιν–κυµατοσυναρτήσεις Φi(xi) ώστε να είναι ορθοκα-

νονικές µεταξύ τους, τότε µπορεί κανείς εύκολα να δείξει ότι οι µονοηλεκτρονιακές αυτές

σπιν–κυµατοσυναρτήσεις αποτελούν λύσεις της εξίσωσης ιδιοτιµών

F|Φi(xi)〉 = ǫi|Φi(xi)〉, (1.25)

όπου |Φi(xi)〉 = |φi(ri)〉|χi(si)〉 και F είναι ο λεγόµενος τελεστής Fock, ο οποίος ορίζεται

ως

F|Φi(xi)〉 =


−

~2

2me

∇2
ri
−

N∑

j=1

Zje
2

|Rj − ri|
+

n∑

j=1
j 6=i

〈φj(rj)|
e2

rij
|φj(rj)〉


 |Φi(xi)〉

−
n∑

j=1
j 6=i

〈φj(rj)|
e2

rij
|φi(rj)〉|Φj(xi)〉. (1.26)

Αυτό το έδειξε για πρώτη ϕορά ο Fock [12] το 1930. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς, ο

τελεστής Fock F διαφέρει από τον τελεστή HH µόνο ως προς τον τελευταίο του όρο, ο οποίος

απουσιάζει από τον τελεστή HH . Ο τελευταίος αυτός όρος είναι ο λεγόµενος τελεστής (ή

δυναµικό) ανταλλαγής, ο οποίος είναι ένας µη τοπικός τελεστής, µε την έννοια ότι ενώ

δρα στην κυµατοσυνάρτηση |Φi(xi)〉, το αποτέλεσµα της δράσης του εξαρτάται από ένα

συνδυασµό όλων των άλλων µονοηλεκτρονιακών κυµατοσυναρτήσεων |Φj(xj)〉, εκτός από

την ίδια την κυµατοσυνάρτηση. Ο τελεστής αυτός οφείλεται καθαρά στην επιβολή της

αντισυµµετρικότητας στην ολική κυµατοσυνάρτηση.

Οι ιδιοενέργειες του τελεστή Fock δεν είναι οι ενέργειες του κάθε ηλεκτρονίου, οι ο-

ποίες αθροιζόµενες ϑα έδιναν την ενέργεια του συνόλου των ηλεκτρονίων του υπό µελέτη

συστήµατος. Μπορεί όµως τελικώς να δείξει κανείς, ότι η ενέργεια U(R) του συστήµατος

των ηλεκτρονίων για τις συγκεκριµένες ϑέσεις {R} των πυρήνων, σχετίζεται µε τις ιδιοτιµές

ǫi του τελεστή Fock µέσω της σχέσεως [7–9]

U(R) =
n∑

i=1

ǫi + Vn−n (1.27)

−1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

[
〈φi(ri)φj(rj)|

e2

rij
|φj(rj)φi(ri)〉 − 〈φi(ri)φj(rj)|

e2

rij
|φi(rj)φj(ri)〉

]
.

ή

U(R) =
n∑

i=1

〈Φi| −
~2

2me

∇2
ri
|Φi〉 −

n∑

i=1

N∑

j=1

〈Φi|
Zje

2

|Rj − ri|
|Φi〉+ Vn−n (1.28)

+
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

[
〈φi(ri)φj(rj)|

e2

rij
|φj(rj)φi(ri)〉 − 〈φi(ri)φj(rj)|

e2

rij
|φi(rj)φj(ri)〉

]
.



14 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΑΠ�Ο ΤΗΝ ΕΞ�ΙΣΩΣΗ SCHRÖDINGER ΣΤΗ ΙΣΧΥΡ�Η ∆�ΕΣΜΕΥΣΗ

Ας σηµειωθεί ότι τόσο στην προσέγγιση Hartree, όσο και στην προσέγγιση Hartree 
Fock, η εξίσωση ιδιοτιµών εξαρτάται από τις ιδιολύσεις της, κάτι που εισάγει ένα επιπλέον

ϐαθµό δυσκολίας στη λύση τους. Τον τρόπο αντιµετώπισης αυτού του επιπλέον προβλήµα-

τος ϑα τον δούµε παρακάτω.

1.3.3 Η προσέγγιση ( - µέθοδος) του συναρτησοειδούς της ηλεκτρο-

νιακής πυκνότητας (  DFT)

Στα πλαίσια της ϑεωρίας του συναρτησοειδούς της ηλεκτρονιακής πυκνότητας, η εξίσωση

ιδιοτιµών δεν εξαρτάται από τις µονοηλεκτρονιακές σπιν–κυµατοσυναρτήσεις Φi(x), όπως

συµβαίνει µε τις προσεγγίσεις Hartree και Hartree  Fock, αλλά από την ηλεκτρονιακή

πυκνότητα n(r), η οποία γράφεται ως ένα άθροισµα της µορφής

n(r) =
n∑

i=1

|Φi(x)|2 (1.29)

όπου Φi(x) = φi(r)χi(s) είναι οι σπιν-ιδιοσυναρτήσεις της παρακάτω εξίσωσης ιδιοτιµών
[
− ~2

2me

∇2
r −

N∑

j=1

Zje
2

|Rj − r| +
∫
d3r′n(r′)

e2

|r− r′| + Vxc[n(r)]

]
Φi(x) = ǫiΦi(x) (1.30)

που πρέπει να λυθεί, η οποία ονοµάζεται εξίσωση Kohn  Sham [8].

Η µέθοδος αυτή στηρίζεται στη δουλειά των Hohenberg, Kohn και Sham [13, 14]. Οι

τρεις πρώτοι όροι της εξίσωσης ιδιοτιµών, είναι ακριβώς οι ίδιοι µε τους αντίστοιχους τρεις

πρώτους όρους της εξίσωσης Hartree  Fock, το άθροισµα των οποίων είναι ο τελεστής HH ,

που είδαµε στην εξίσωση ιδιοτιµών Hartree (εξίσωση 1.20). Ο τέταρτος όρος Vxc[n(r)] της

εξίσωσης είναι το λεγόµενο δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης, το οποίο περιλαµβάνει

όλα τα ϕαινόµενα αλληλεπίδρασης που αφορούν τη συσχέτιση των ηλεκτρονίων µεταξύ τους

και την αντισυµµετρικότητα της ολικής κυµατοσυνάρτησης του συνόλου των ηλεκτρονίων.

Το κύριο συµπέρασµα της ϑεωρίας του συναρτησοειδούς της ηλεκτρονιακής πυκνότητας

είναι ότι υπάρχει µια έκφραση γι΄ αυτό το δυναµικό, η οποία εξαρτάται µόνο από την

ηλεκτρονιακή πυκνότητα n(r). Η ακριβής µορφή όµως αυτής της έκφρασης είναι άγνωστη.

Παρ΄ όλα αυτά, υπάρχουν πολλές και διάφορες προσεγγίσεις αυτού του δυναµικού, τις

οποίες µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει για να λύσει το πρόβληµα.

Στα πλαίσια αυτής της ϑεωρίας, η ενέργεια δίνεται από τη σχέση

U(R) =
n∑

i=1

ǫi−
1

2

∫∫
d3rd3r′n(r)

e2

|r− r′|n(r
′)+Exc[n]−

∫
d3rVxc[n(r)]n(r)+Vn−n, (1.31)

ή

U(R) =
n∑

i=1

〈φi(r)| −
~2

2me

∇2
r −

N∑

j=1

Ze2

|Rj − ri|
|φi(r)〉

+
1

2

∫∫
d3rd3r′n(r)

e2

|r− r′|n(r
′) + Exc[n] + Vn−n, (1.32)
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όπου Exc είναι η λεγόµενη ενέργεια ανταλλαγής και συσχέτισης, η οποία συνδέεται µε το

δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης Vxc[n(r)] µέσω της σχέσης

Vxc[n(r)] =
δ

δn(r)
Exc[n]. (1.33)

∆ηλαδή το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης Vxc[n(r)] είναι η συναρτησιακή παράγωγος

της ενέργεια ανταλλαγής και συσχέτισης Exc ως προς τη συνάρτηση της ηλεκτρονιακής

πυκνότητας n(r). Σε όλες τις παραπάνω εκφράσεις, οι συµβολισµοί Exc[n] και Vxc[n(r)]
µε τα ῾῾[ ]᾿᾿ αντί για ῾῾( )᾿᾿, υποδηλώνουν ότι οι εκφράσεις αυτές είναι συναρτησοειδή της

ηλεκτρονιακής πυκνότητας n(r), δηλαδή συναρτήσεις της συνάρτησης n(r).

Σύγκριση των µεθόδων Hartree  Fock και DFT

Συγκρίνοντας µεταξύ τους τις µεθόδους Hartree  Fock και DFT, ϐλέπει κανείς ότι οι ε-

ξισώσεις ιδιοτιµών τους είναι ένα άθροισµα δύο τελεστών, εκ των οποίων ο πρώτος είναι ο

τελεστής Hartree HH , που είναι κοινός και στις δύο εξισώσεις. Οι εξισώσεις διαφέρουν ως

προς το δεύτερο τελεστή, ο οποίος είναι, για µεν τις εξισώσεις Hartree  Fock, ο τελεστής

ανταλλαγής (ϐλέπε εξίσωση 1.26), για δε την DFT, το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης

Vxc (ϐλέπε εξίσωση 1.30). Στη µέθοδο Hartree  Fock, ο τελεστής ανταλλαγής περιγράφει τα

ϕαινόµενα άπωσης µεταξύ ηλεκτρονίων µε το ίδιο σπιν, ενώ στη µέθοδο DFT, το δυναµικό

ανταλλαγής και συσχέτισης Vxc περιγράφει εκτός απ΄ αυτά και τα ϕαινόµενα συσχέτισης

µεταξύ των ηλεκτρονίων. Αν ϑεωρήσουµε αυτό ως δεδοµένο, µπορούµε να καταλάβουµε

το γεγονός ότι οι ιδιοενέργειες ǫi και οι ιδιοσυναρτήσεις Φi(x), που προκύπτουν από τη

λύση της εξίσωσης 1.30, δεν έχουν την ακριβή ερµηνεία των ενεργειών και των κυµατοσυ-

ναρτήσεων ενός ηλεκτρονίου, αν και συχνά χρησιµοποιούνται κατ΄ αυτό τον τρόπο. Στην

πραγµατικότητα οι ῾῾µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις᾿᾿ Φi(x) χρησιµοποιούνται µόνο

για την κατασκευή της ηλεκτρονιακής πυκνότητας, από την οποία εξαρτάται τελικά η ολική

ενέργεια (ϐλέπε σχέση 1.31). ΄Ετσι στη µέθοδο Hartree  Fock οι αλληλεπιδράσεις που

οφείλονται στην ανταλλαγή υπολογίζονται µε ένα ακριβή τρόπο, ενώ οι αλληλεπιδράσεις

που οφείλονται στη συσχέτιση των ηλεκτρονίων δεν λαµβάνονται καν υπ΄ όψη. Αντιθέτως η

ϑεωρία του συναρτησοειδούς της ηλεκτρονιακής πυκνότητας είναι µία ακριβής ϑεωρία, που

περιλαµβάνει τόσο τα ϕαινόµενα ανταλλαγής, όσο και τα ϕαινόµενα συσχέτισης µεταξύ των

ηλεκτρονίων. Το µειονέκτηµά της όµως είναι ότι δεν µπορούµε να γνωρίζουµε την ακριβή

µορφή του δυναµικού ανταλλαγής και συσχέτισης, το οποίο µπορούµε να το ξέρουµε µόνο

κατά προσέγγιση.

Προσέγγιση της τοπικής πυκνότητας

Το πρόβληµα λοιπόν, που εντοπίζεται στη µέθοδο DFT, είναι η κατάλληλη επιλογή του

δυναµικού ανταλλαγής και συσχέτισης Vxc, το οποίο, όπως είπαµε, είναι συναρτησοειδές

της ηλεκτρονιακής πυκνότητας. Θα µπορούσε εποµένως να γραφεί ως ένα ανάπτυγµα

παραγώγων της ηλεκτρονιακής πυκνότητας

Vxc[n(r)] = Vxc[n(r),∇n(r),∇(∇n(r)), . . .]. (1.34)
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Η παρουσία ωστόσο της εξάρτησης του Vxc και από τις παραγώγους της ηλεκτρονικής

πυκνότητας κάνει το πρόβληµα δυσκολότερο. Αν ϑεωρήσουµε λοιπόν ότι δεν υπάρχουν

αυτές οι εξαρτήσεις του δυναµικού ανταλλαγής και συσχέτισης από τις παραγώγους της

ηλεκτρονιακής πυκνότητας, τότε αυτό ϑα εξαρτάται µόνο από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα.

Αυτή η ϑεώρηση είναι ακριβής µέσα στα πλαίσια του οµογενούς ηλεκτρονιακού αερίου

και εποµένως περιµένει κανείς να λειτουργεί ικανοποιητικά σε συστήµατα στα οποία η

ηλεκτρονιακή πυκνότητα δε µεταβάλλεται πολύ γρήγορα. Αυτό ϐεβαίως δε συµβαίνει πάντα.

Η προσέγγιση αυτή είναι η λεγόµενη προσέγγιση της τοπικής πυκνότητας (Local Density
Approximation  (LDA)). Στα πλαίσια αυτής της προσέγγισης η ενέργεια ανταλλαγής και

συσχέτισης Exc ϑα είναι

Exc = ELDA
xc =

∫
ǫxc[n(r)]n(r)d

3r, (1.35)

όπου ǫxc[n] είναι η πυκνότητα ενέργειας ανταλλαγής και συσχέτισης ανά σωµατίδιο, η οποία

εξαρτάται µόνο από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα και συνήθως χρησιµοποιείται µε τη µορφή

που έχει στην περίπτωση του οµογενούς ηλεκτρονιακού αερίου. Αποτελείται αθροιστικά

από δύο όρους, ένα όρο ανταλλαγής ǫx (που περιλαµβάνει τα ϕαινόµενα ανταλλαγής) και

ένα όρο συσχέτισης ǫc (που περιλαµβάνει τα ϕαινόµενα συσχέτισης). Θα είναι δηλαδή

ǫxc = ǫx + ǫc. Στην περίπτωση του οµογενούς ηλεκτρονιακού αερίου ο όρος ǫx έχει τη

µορφή

ǫx[n] = −3

4

(
3

π

)
n1/3(r), (1.36)

ενώ ο όρος ǫc είναι γνωστός µε ακρίβεια µόνο για τα όρια της πολύ ασθενούς και της πολύ

ισχυρής συσχέτισης. Για ενδιάµεσες καταστάσεις έχουν προταθεί µερικές παραµετρικές

εκφράσεις όπως αυτές των Perdew Zunger (PZ81) [15], των Perdew  Wang (PW92) [16],

των von Barth  Hedin (vBH) [17], των Gunnarson  Lundqvist (GL) [18], των Vosko  Wilk
 Nusair (VWN) [19] και των Cole  Perdew (CP) [20].

Επειδή υπάρχουν περιπτώσεις που η προσέγγιση της τοπικής πυκνότητας, όχι µόνο δε

δίνει τα σωστά αποτελέσµατα, αλλά αποτυχαίνει τελείως, υπήρξε η αναγκαιότητα καλύτερων

προσεγγίσεων του όρου της ενέργειας ανταλλαγής και συσχέτισης. Η επόµενη καλύτερη

προσέγγιση είναι να ϑεωρήσει κανείς ότι ο όρος αυτός εξαρτάται και από την παράγωγο της

ηλεκτρονικής πυκνότητας [21].

Exc = Exc[n(r),∇n(r)] (1.37)

Η προσέγγιση αυτή είναι γνωστή ως Generalized Gradient Approximation  (GGA) και δε

ϑα επεκταθούµε σ΄ αυτή, µιας και είναι έξω από τα πλαίσια αυτής της διατριβής.

1.3.4 Μέθοδος του αυτοσυνεπούς πεδίου

΄Οπως σχολιάσαµε νωρίτερα, τόσο ο τελεστής Hartree, όσο και ο τελεστής Hartree  Fock
εµπεριέχουν µέσα τους τις ιδιολύσεις |φi(ri)〉 της αντίστοιχης εξίσωσης ιδιοτιµών. ΄Οπως

µπορεί να δει κανείς, το ίδιο συµβαίνει και µε τον τελεστή Kohn  Sham. Αυτό δηµιουργεί
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µια επιπλέον δυσκολία στην επίλυση των εξισώσεων ιδιοτιµών αυτών των τελεστών, µιας και

για να γνωρίζουµε τη µορφή καθενός απ΄ αυτούς τους τελεστές, πρέπει πρώτα να ξέρουµε

τις ιδιολύσεις του, από τις οποίες εξαρτάται. Ωστόσο αυτός ο ϕαύλος κύκλος ξεπερνιέται

τελικώς µε τη µέθοδο του αυτοσυνεπούς πεδίου (self consistent field  SCF) [4, 7–9]. Η

µέθοδος του αυτοσυνεπούς πεδίου είναι µια επαναληπτική µέθοδος εύρεσης των ιδιολύσε-

ων, σύµφωνα µε την οποία αρχικά εικάζουµε τις ιδιολύσεις |Φ0i〉 της αντίστοιχης εξίσωσης

ιδιοτιµών, από τις οποίες κατασκευάζουµε τον αντίστοιχο τελεστή της εξίσωσης ιδιοτιµών.

Λύνουµε στη συνέχεια την εξίσωση ιδιοτιµών του τελεστή που κατασκευάστηκε από τις |Φ0i〉
και ϐρίσκουµε νέες ιδιολύσεις |Φ1i〉. Από τις ιδιολύσεις |Φ1i〉 κατασκευάζουµε εκ νέου τον

τελεστή και επαναλαµβάνουµε κυκλικά τη διαδικασία, µέχρις ότου οι ιδιολύσεις του συγ-

κεκριµένου τελεστή συγκλίνουν. ΄Οταν ϑα έχει συµβεί αυτό, ϑα ϑεωρήσουµε ότι έχουµε

ϐρει τις ῾῾σωστές᾿᾿ µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις του προβλήµατος.

1.4 Τρίτη προσέγγιση: Ανάπτυξη των µονοηλεκτρονια-

κών κυµατοσυναρτήσεων σε µια ϐάση του διανυσµα-

τικού χώρου τους

Η επίλυση των µονοηλεκτρονιακών εξισώσεων ιδιοτιµών (Hartree, Hartree  Fock, Kohn
 Sham), που συναντήσαµε µέχρι τώρα, συνεχίζει να είναι µια δύσκολη υπόθεση. ΄Ενας

τρόπος επίλυσης αυτών των εξισώσεων (αν και όχι ο µοναδικός) είναι µε την ανάπτυξη των

ιδιοσυναρτήσεων σε µια κατάλληλη ϐάση του διανυσµατικού χώρου των λύσεών τους. ΄Ετσι

η κάθε ιδιοσυνάρτηση εκφράζεται ως ένας γραµµικός συνδυασµός των κυµατοσυναρτήσεων

κάποιας ϐάσης |ψk(r)〉.

|φi(r)〉 =
Nb∑

k=1

cik|ψk(r)〉, (1.38)

όπου cik ϑα είναι ο συντελεστής της κυµατοσυνάρτησης ϐάσης |ψk(r)〉 και Nb το πλήθος των

κυµατοσυναρτήσεων ϐάσης. Η ανάπτυξη των ιδιολύσεων σε µια πλήρη ϐάση του διανυσµα-

τικού χώρου των ιδιολύσεων δεν αποτελεί προσέγγιση, αφού δεν είναι τίποτα άλλο από µια

αναπαράσταση της λύσης σε µια ϐάση του διανυσµατικού της χώρου. ΄Οµως µια πλήρης

ϐάση του χώρου των ιδιολύσεων αποτελείται από άπειρες συναρτήσεις ϐάσεως και κατά

συνέπεια ένα τέτοιο ανάπτυγµα δεν είναι εφικτό. Κατά συνέπεια υποχρεωνόµαστε να προ-

σεγγίσουµε την πλήρη ϐάση µε ένα πεπερασµένο αριθµό συναρτήσεων, οι οποίες όµως είναι

κατάλληλα επιλεγµένες ώστε να αποδίδουν µε ικανοποιητική ακρίβεια τις ιδιοσυναρτήσεις

του προβλήµατος ιδιοτιµών, που ϑέλουµε να λύσουµε. ΄Ετσι µε την ανάπτυξη της κάθε ιδιο-

συνάρτησης σε κυµατοσυναρτήσεις ϐάσης, το πρόβληµα µετατρέπεται στην αναζήτηση των

κατάλληλων συντελεστών του αναπτύγµατος. Συνήθεις ϐάσεις που χρησιµοποιούνται στους

κβαντικούς υπολογισµούς είναι τα τροχιακά Γκαουσιανού τύπου (Gaussian Type Orbitals
 (GTO)) [7], τα τροχιακά τύπου Slater (Slater Type Orbitals  (STO)) [7], τα επίπεδα κύµατα

ή τα επαυξηµένα επίπεδα κύµατα (Augmented Plane Waves  (APW)) [9] και τα ατοµοειδή

τροχιακά (Atomiclike orbitals), χωρίς αυτές να είναι οι µοναδικές.
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΄Οπως ϑα δείξουµε στην πορεία, η προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, στην οποία ϑα κα-

ταλήξουµε, είναι συνυφασµένη µε µια ϐάση ατοµοειδών τροχιακών.

1.5 Τέταρτη προσέγγιση: Μη αυτοσυνεπής επίλυση των

εξισώσεων Kohn  Sham σε ένα ϐήµα

Η εύρεση των ιδιολύσεων των εξισώσεων Kohn  Sham κάθε αποµονωµένου ατόµου µπορεί

να γίνει µε τη µέθοδο του αυτοσυνεπούς πεδίου και επειδή το σύστηµα των ηλεκτρονίων

κάθε αποµονωµένου ατόµου είναι µικρό, η επίλυση των αντίστοιχων εξισώσεων Kohn 
Sham είναι µια σχετικά εύκολη υπόθεση. ΄Οταν όµως τα άτοµα πλησιάζουν µεταξύ τους

και σχηµατίζουν χηµικούς δεσµούς, το υπό µελέτη σύστηµα δεν αποτελείται πλέον από

N ανεξάρτητα συστήµατα (άτοµα), αλλά από N αλληλεπιδρώντα άτοµα. Αυτό έχει σα

συνέπεια, το σύστηµα να µεγαλώνει και η επίλυση των εξισώσεων Kohn  Sham µε τη

µέθοδο του αυτοσυνεπούς πεδίου να γίνεται τόσο πιο χρονοβόρα και επίπονη, όσο πιο

µεγάλο είναι το σύστηµα.

Για να απλουστευθεί η επίλυση των εξισώσεων Kohn  Sham, ο Harris πρότεινε το

1985 µία επιπλέον προσέγγιση [22], µε ϐάση την οποία δεν επιλύονται οι εξισώσεις Kohn 
Sham µε τη µέθοδο του αυτοσυνεπούς πεδίου µέχρι να υπάρξει σύγκλιση, αλλά ξεκινώντας

µε µια αρχική εικασία της ηλεκτρονιακής πυκνότητας n, που αποτελεί µια καλή αρχική

προσέγγισή της, επιλύονται οι εξισώσεις Kohn  Sham άπαξ, σε ένα ϐήµα. Ως αρχική

εικασία της ηλεκτρονιακής πυκνότητας n ο Harris πρότεινε να χρησιµοποιηθεί το άθροισµα

n0 των ηλεκτρονιακών πυκνοτήτων n
(0)
j (r) των ελευθέρων ατόµων, όταν αυτά ϐρίσκονται στις

ϑέσεις που ϐρίσκονται τα άτοµα του υπό µελέτη συστήµατος [22]. ΄Ετσι αν n
(0)
j (r) είναι η

ηλεκτρονιακή πυκνότητα, που ϑα είχε το άτοµο j αν ήταν αποµονωµένο, τότε

n0(r) =
N∑

j=1

n
(0)
j (r). (1.39)

Βεβαίως το άτοµο j (και το κάθε άτοµο το συστήµατος) δεν είναι αποµονωµένο και ϐρίσκεται

στη ϑέση Rj.

Η επιλογή αυτή, ήταν η πλέον ϕυσιολογική, αφού η ηλεκτρονιακή πυκνότητα των ελευ-

ϑέρων ατόµων, (α) είναι η καλύτερη δυνατή πληροφορία που µπορούµε να έχουµε πριν την

δηµιουργία χηµικών δεσµών, (ϐ) µπορεί εύκολα να υπολογισθεί και (γ) είναι αυτή, εκείνη

που ϑα διαταραχθεί κατά τη δηµιουργία των χηµικών δεσµών. Παρ΄ όλα αυτά η επιλογή

της n0 ϑα µπορούσε να ήταν και διαφορετική και ϑα ήταν επιθυµητό η n0 να είναι η καλύ-

τερη δυνατή προσέγγιση που ϑα µπορούσαµε να είχαµε για την ηλεκτρονιακή πυκνότητα

του συστήµατος, χωρίς να χρειαστεί να λύσουµε τις εξισώσεις KohnSham για ολόκληρο το

σύστηµα.

Η προσέγγιση αυτή του Harris είναι παρόµοια µε την προσέγγιση του γραµµικού συν-

δυασµού ατοµικών τροχιακών [10] (Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO)), ιδω-

µένη από τη σκοπιά της µεθόδου DFT. Υπενθυµίζουµε ότι στα πλαίσια της προσέγγισης
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LCAO οι µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις ενός συστήµατος ατόµων, προσεγγίζον-

ται από ένα γραµµικό συνδυασµό των ατοµικών τροχιακών των ελευθέρων ατόµων από τα

οποία αποτελούνται, µε ϐάσει τη λογική ότι λόγω των αλληλεπιδράσεων µεταξύ των ατό-

µων κατά τη δηµιουργία των χηµικών δεσµών, οι κυµατοσυναρτήσεις των ηλεκτρονίων των

αλληλεπιδρώντων ατόµων ϑα παραµορφωνόταν λίγο σε σχέση µε τις κυµατοσυναρτήσεις

των ηλεκτρονίων των ελευθέρων ατόµων από τα οποία αποτελούνται. Κατά συνέπεια ένας

κατάλληλος γραµµικός συνδυασµός τους ϑα µπορούσε να προσεγγίσει αρκετά καλά την

πραγµατική κυµατοσυνάρτηση των ηλεκτρονίων των αλληλεπιδρώντων ατόµων.

Το σφάλµα που γίνεται απ΄ αυτή την προσέγγιση σε σχέση µε την ακριβή αυτοσυνεπή

λύση των εξισώσεων Kohn  Sham, υπολογίστηκε από το Harris [22], ο οποίος ϐρήκε ότι

ακόµα και όταν σχηµατίζεται ένας ισχυρός οµοιοπολικός δεσµός, όπως του διµερούς C2,

το σφάλµα στην ενέργεια δέσµευσης, στο µήκος του δεσµού και στη συχνότητα ταλάντωσης

είναι αντίστοιχα 21%, 7% και 17%.

Με ϐάση λοιπόν την προσέγγιση του Harris γίνονται τα ακόλουθα ϐήµατα:

• Αρχικά κατασκευάζονται οι εξισώσεις Kohn  Sham από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα

n0, η οποία είναι το άθροισµα των ηλεκτρονιακών πυκνοτήτων n
(0)
j των ελευθέρων

ατόµων, όταν αυτά ϐρίσκονται στις ϑέσεις που καταλαµβάνουν τα άτοµα στο σύστηµα

(ϐλέπε εξίσωση 1.39).

• Στη συνέχεια λύνονται (όχι αυτοσυνεπώς) οι εξισώσεις Kohn  Sham, που κατασκευά-

Ϲονται από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0 και ϐρίσκονται οι ιδιολύσεις |Φi(x)〉 και

οι ιδιοενέργειες ǫi.

• Από τις ιδιολύσεις |Φi(x)〉 υπολογίζεται µια προσέγγιση της ηλεκτρονιακής πυκνότη-

τας n µέσω της σχέσης 1.29.

• Αφού έχει ϐρεθεί η ηλεκτρονιακή πυκνότητα n, η ενέργεια του συστήµατος προσδιο-

ϱίζεται από τη σχέση 1.31 ή 1.32.

Ας δούµε λοιπόν αναλυτικά τι προβλέπει αυτή η προσέγγιση.

Ας ϑεωρήσουµε ότι γνωρίζουµε την ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0, που αποτελεί το άθροι-

σµα των ηλεκτρονιακών πυκνοτήτων n
(0)
j των ελευθέρων ατόµων, όταν αυτά ϐρίσκονται στις

ϑέσεις που καταλαµβάνουν τα άτοµα στο σύστηµα. Με αυτή την ηλεκτρονιακή πυκνότητα

κατασκευάζουµε την εξίσωση Kohn  Sham

h(n0)|Φi(x)〉 = ǫi|Φi(x)〉, (1.40)

όπου

h(n0) = − ~2

2me

∇2
r −

N∑

j=1

Zje
2

|Rj − r| +
∫
d3r′

e2

|r− r′|n0(r
′) + Vxc[n0(r)], (1.41)

είναι η µονοηλεκτρονιακή χαµιλτονιανή Kohn  Sham του συστήµατος των N ατόµων,

αν η ηλεκτρονιακή πυκνότητα είναι ίση µε την πυκνότητα n0. ΄Ετσι το άθροισµα των
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῾῾ιδιοενεργειών᾿᾿ 6 ǫi πάνω στις κατειληµµένες καταστάσεις, ϑα δίνεται από τη σχέση

n∑

i=1

ǫi =
n∑

i=1

〈Φi(r)|−
~2

2me

∇2
r−

N∑

j=1

Ze2

|Rj − r| +
∫
d3r′

e2

|r− r′|n0(r
′)+Vxc[n0]|Φi(r)〉. (1.42)

Ωστόσο, αφού η ηλεκτρονιακή πυκνότητα είναι

n(r) =
n∑

i=1

|Φi(r)|2, (1.43)

η ενέργεια ϑα δίνεται από τη σχέση 1.32 και ϑα είναι

U(R) =
n∑

i=1

〈Φi(r)| −
~2

2me

∇2
r −

N∑

j=1

Ze2

|Rj − r| |Φi(r)〉

+
1

2

n∑

i=1

〈Φi(r)|
∫
d3r′

e2

|r− r′|n(r
′)|Φi(r)〉+ Exc[n] + Vn−n, (1.44)

η οποία µπορεί να γραφεί ως

U [n] =
n∑

i=1

〈Φi(r)| −
~2

2me

∇2
r −

N∑

j=1

Ze2

|Rj − ri|
+

∫
d3r′

e2

|r− r′|n0(r
′) + Vxc[n0(r)]|Φi(r)〉

−
∫∫

d3rd3r′n0(r
′)

e2

|r− r′|n(r) +
1

2

∫∫
d3rd3r′n(r′)

e2

|r− r′|n(r)

+Exc[n(r)]−
∫
Vxc[n0(r)]n(r)d

3r + Vn−n. (1.45)

Αν ϑεωρήσουµε ότι n(r) = n0(r) + δn(r) και λάβουµε υπ΄ όψη µας τη σχέση 1.42, η

6ο όρος ῾῾ιδιοενέργειες᾿᾿ χρησιµοποιείται εδώ καταχρηστικώς, αφού οι |Φi(x)〉 δεν είναι οι µονοηλεκτρονια-

κές κυµατοσυναρτήσεις, όπως έχουµε πει παραπάνω
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τελευταία σχέση γράφεται :

U [n] =
n∑

i=1

ǫi −
∫∫

d3rd3r′n0(r
′)

e2

|r− r′|n(r)

+
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|n(r) +
1

2

∫∫
d3rd3r′δn(r′)

e2

|r− r′|n(r)

+Exc[n0(r) + δn(r)]−
∫
Vxc[n0(r)](n0(r) + δn(r))d3r + Vn−n

=
n∑

i=1

ǫi −
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|n(r) +
1

2

∫∫
d3rd3r′δn(r′)

e2

|r− r′|n(r)

+Exc[n0(r) + δn(r)]−
∫
Vxc[n0(r)](n0(r) + δn(r))d3r + Vn−n

=
n∑

i=1

ǫi −
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|n0(r)−
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|δn(r)

+
1

2

∫∫
d3rd3r′δn(r′)

e2

|r− r′|n0(r) +
1

2

∫∫
d3rd3r′δn(r′)

e2

|r− r′|δn(r)

+Exc[n0(r) + δn(r)]−
∫
Vxc[n0(r)](n0(r) + δn(r))d3r + Vn−n. (1.46)

Επειδή

∫∫
d3rd3r′n0(r)

e2

|r− r′|δn(r
′) =

∫∫
d3rd3r′δn(r)

e2

|r− r′|n0(r
′), (1.47)

πράγµα που συµβαίνει επειδή η εναλλαγή τονούµενων και µη τονούµενων συµβόλων δεν

αλλάζει την τιµή του ολοκληρώµατος, η εξίσωση 1.46 γίνεται

U [n] =
n∑

i=1

ǫi −
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|n0(r) +
1

2

∫∫
d3rd3r′δn(r′)

e2

|r− r′|δn(r)

+Exc[n0(r) + δn(r)]−
∫
Vxc[n0(r)](n0(r) + δn(r))d3r + Vn−n, (1.48)

Η επόµενη προσέγγιση είναι να αναπτύξουµε την ενέργεια ανταλλαγής και συσχέτισης

Exc[n0 + δn] σε µια σειρά Taylor γύρω από την n0, από την οποία ϑα κρατήσουµε τους

όρους µέχρι τη δεύτερη τάξη προσέγγισης. Θα έχουµε δηλαδή

Exc[n0 + δn] = Exc[n0] +

∫
δExc

δn

∣∣∣∣
n=n0

δnd3r +
1

2

∫ ∫
δ2Exc

δnδn′

∣∣∣∣
n=n0

δnδn′d3rd3r′. (1.49)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη µας τη σχέση 1.33, το παραπάνω ανάπτυγµα γίνεται

Exc[n0 + δn] = Exc[n0] +

∫
Vxc[n0]δnd

3r +
1

2

∫ ∫
δ2Exc

δnδn′

∣∣∣∣
n=n0

δnδn′d3rd3r′. (1.50)
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Αντικαθιστώντας αυτό το ανάπτυγµα στη σχέση 1.48, παίρνουµε [22–24]

U [n] =
n∑

i=1

ǫi −
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|n0(r) + Exc[n0]−
∫
Vxc[n0(r)]n0(r)d

3r

+Vn−n +
1

2

∫∫
d3rd3r′δn(r′)

(
e2

|r− r′| +
δ2Exc[n]

δnδn′

∣∣∣∣
n=n0

)
δn(r), (1.51)

όπου

ǫi = 〈Φi(x)|h(n0)|Φi(x)〉. (1.52)

Αυτό που έχουµε καταφέρει µέχρι τώρα, είναι να δηµιουργήσουµε ένα ανάπτυγµα της

ενέργειας ως προς τις διορθώσεις δn της ηλεκτρονιακής πυκνότητας, όπου

α. Ο πρώτος όρος είναι το άθροισµα των ῾῾ιδιοενεργειών᾿᾿ ǫi της ῾῾χαµιλτονιανής᾿᾿ h(n0) και

εξαρτάται µόνο από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0.

ϐ. Οι τρεις επόµενοι όροι, που εµφανίζονται στη πρώτη γραµµή της εξίσωσης 1.51, είναι

επίσης συναρτησοειδή µόνο της πυκνότητας n0 και όχι των µεταβολών της δn. Οι όροι

αυτοί αποτελούν διόρθωση στον πρώτο όρο της ενέργειας και µεταξύ των άλλων τον

διορθώνουν και ως προς το διπλοµέτρηµα του όρου Coulomb.

γ. Ο πρώτος από τους όρους που εµφανίζονται στη δεύτερη γραµµή της εξίσωσης, είναι

ο όρος αλληλεπίδρασης µεταξύ των πυρήνων και προφανώς δεν έχει καµιά εξάρτηση

από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα των ηλεκτρονίων ή τις διορθώσεις της.

δ. Τέλος, ο δεύτερος από τους όρους που εµφανίζονται στη δεύτερη γραµµή της εξί-

σωσης, εισάγει διορθώσεις στην ενέργεια, που σχετίζονται µε τις µεταβολές δn της

ηλεκτρονιακής πυκνότητας και εξαρτάται τόσο από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0,

όσο και από τις διορθώσεις της δn. Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο όρος αυτός εισάγει

διορθώσεις δευτέρας τάξης ως προς δn, ενώ αντίστοιχες διορθώσεις πρώτης τάξης δεν

εµφανίζονται. Είναι εποµένως αναµενόµενο ο όρος αυτός να είναι τόσο µικρότερος,

όσο καλύτερα προσεγγίζει η ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0 την πραγµατική ηλεκτρο-

νιακή πυκνότητα του συστήµατος. Θεωρώντας λοιπόν ότι ο όρος αυτός είναι µικρός,

τον αγνοούµε στα πλαίσια µιας επιπλέον προσέγγισης. Το σφάλµα που εισάγεται από

αυτή την προσέγγιση είναι της τάξης του (δn)2.

΄Εχοντας κάνει την παραπάνω προσέγγιση ϐρίσκουµε µια προσεγγιστική έκφραση για την

ενέργεια U του συστήµατος, η οποία είναι η :

U =
n∑

i=1

ǫi−
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|n0(r)+Exc[n0]−
∫
Vxc[n0(r)]n0(r)d

3r+Vn−n (1.53)
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1.5.1 Υπολογισµός της ενέργειας δέσµευσης

Οι Sutton et al [25] επεξέτειναν την παραπάνω προσέγγιση του Harris και πρότειναν την

ιδέα, ότι ϑα ήταν χρησιµότερο να γνωρίζει κανείς την ενέργεια δέσµευσης (binding energy)

του συστήµατος, παρά την ολική ενέργεια, που υπολόγιζε ο Harris.

Για να υπολογιστεί λοιπόν την ενέργεια δέσµευσης, ϑα έπρεπε κατ΄ αρχάς να υπολογιστεί

η ενέργεια U0 των αποµονωµένων ατόµων. Αν |Φ(0)
ij (x)〉 και ǫ

(0)
ij είναι οι ιδιολύσεις και οι

ιδιοτιµές αντίστοιχα της εξίσωσης Kohn  Sham του αποµονωµένου ατόµου−j, τότε ϑα

έχουµε

hj|Φ(0)
ij 〉 = ǫ

(0)
ij |Φ

(0)
ij 〉, (1.54)

όπου

hj = − ~2

2me

∇2 − Zje
2

|Rj − r| +
∫
d3r′n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′| + Vxc[n
(0)
j (r)] (1.55)

είναι η χαµιλτονιανή του αποµονωµένου ατόµου j,

n
(0)
j =

nj∑

i=1

|Φ(0)
ij |2, (1.56)

είναι η ηλεκτρονιακή πυκνότητα του ελεύθερου ατόµου j και nj είναι ο αριθµός των ηλε-

κτρονίων του ατόµου j (
∑N

j=1 nj = n). ΄Ετσι, σύµφωνα µε την εξίσωση 1.32, η ενέργεια U
(0)
j

των ηλεκτρονίων του αποµονωµένου ατόµου j ϑα είναι

U
(0)
j =

nj∑

i=1

〈Φ(0)
ij | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
ij 〉 −

∫
d3rn

(0)
j (r)

Zje
2

|Rj − r|

+
1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
j (r)

e2

|r− r′|n
(0)
j (r′) + Exc[n

(0)
j ]. (1.57)

Κατά συνέπεια η συνολική ενέργεια των ηλεκτρονίων του συστήµατος των N µη αλληλεπι-

δρώντων ατόµων ϑα είναι

U0 =
N∑

j=1

U
(0)
j =

N∑

j=1

nj∑

i=1

〈Φ(0)
ij | −

~2

2me

∇2
i |Φ

(0)
ij 〉 −

N∑

j=1

∫
d3rn

(0)
j (r)

Zje
2

|Rj − r|

+
1

2

∫∫
d3rd3r′

N∑

j=1

(
n
(0)
j (r)n

(0)
j (r′)

) e2

|r− r′| +
N∑

j=1

Exc[n
(0)
j ]. (1.58)

Ας υπολογίσουµε τώρα, ως ένα άλλο ενδιάµεσο ϐήµα, το 〈Φ(0)
ij |h(n0)|Φ(0)

ij 〉, όπου ο τελε-

στής h(n0) δίνεται από την εξίσωση 1.41. Θα έχουµε

〈Φ(0)
ij |h(n0)|Φ(0)

ij 〉 = 〈Φ(0)
ij | −

~2

2me

∇2
i |Φ

(0)
ij 〉 −

N∑

k=1

∫
d3r|Φ(0)

ij (r)|2
Zke

2

|Rk − r|

+

∫∫
d3rd3r′|Φ(0)

ij (r)|2
e2

|r− r′|n0(r
′) +

∫
Vxc[n0]|Φ(0)

ij (r)|2d3r, (1.59)
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Το άθροισµα των 〈Φ(0)
ij |h(n0)|Φ(0)

ij 〉 πάνω σε όλες τις κατειληµµένες καταστάσεις ϑα είναι

N∑

j=1

nj∑

i=1

〈Φ(0)
ij |h(n0)|Φ(0)

ij 〉 =
N∑

j=1

nj∑

i=1

〈Φ(0)
ij | −

~2

2me

∇2
i |Φ

(0)
ij 〉 −

N∑

k=1

∫
d3rn0(r)

Zke
2

|Rk − r|

+

∫∫
d3rd3r′n0(r)

e2

|r− r′|n0(r
′) +

∫
Vxc[n0]n0d

3r. (1.60)

Ας απλοποιήσουµε τώρα το συµβολισµό |Φ(0)
ij 〉, όπου ο δείκτης i αριθµεί ηλεκτρόνια του

ατόµου j και το j αριθµεί τα άτοµα του συστήµατος, και ας χρησιµοποιήσουµε το συµβολι-

σµό |Φ(0)
i 〉, όπου ο δείκτης i αριθµεί όλα τα ηλεκτρόνια του συστήµατος ανεξάρτητα σε ποιο

άτοµο ανήκουν. Με το συµβολισµό αυτό µπορούµε να γράψουµε

n∑

i=1

〈Φ(0)
i |h(n0)|Φ(0)

i 〉 =
n∑

i=1

〈Φ(0)
i | − ~2

2me

∇2
i |Φ

(0)
i 〉 −

N∑

j=1

∫
d3rn0(r)

Zje
2

|Rj − r|

+

∫∫
d3rd3r′n0(r)

e2

|r− r′|n0(r
′) +

∫
Vxc[n0]n0d

3r. (1.61)

Την έκφραση αυτή µπορούµε να την προσθέσουµε και να την αφαιρέσουµε από το

δεύτερο µέλος της σχέσης 1.53 για την ενέργεια του συνόλου των αλληλεπιδρώντων ηλε-

κτρονίων, οπότε έχουµε

U =
n∑

i=1

[
〈Φi|h(n0)|Φi〉 − 〈Φ(0)

i |h(n0)|Φ(0)
i 〉
]
+

n∑

i=1

〈Φ(0)
i | − ~2

2me

∇2
i |Φ

(0)
i 〉 (1.62)

−
N∑

j=1

∫
d3rn0(r)

Zje
2

|Rj − r| +
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r)

e2

|r− r′|n0(r
′) + Exc[n0] + Vn−n.
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΄Ετσι η ενέργεια δέσµευσης Ubind (binding energy) είναι

Ubind = U − U0

=
n∑

i=1

[
〈Φi|h(n0)|Φi〉 − 〈Φ(0)

i |h(n0)|Φ(0)
i 〉
]
+ Exc[n0]−

N∑

j=1

Exc[n
(0)
j ] + Vn−n

−
N∑

j=1

∫
d3rn0(r)

Zje
2

|Rj − r| +
N∑

j=1

∫
d3rn

(0)
j (r)

Zje
2

|Rj − r|

+
1

2

∫∫
d3rd3r′n0(r

′)
e2

|r− r′|n0(r)−
1

2

N∑

j=1

∫∫
d3rd3r′n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′|n
(0)
j (r)

=
n∑

i=1

[
〈Φi|h(n0)|Φi〉 − 〈Φ(0)

i |h(n0)|Φ(0)
i 〉
]
+ Exc[n0]−

N∑

j=1

Exc[n
(0)
j ] + Vn−n

−
N∑

j=1

∫
d3r

(
N∑

k=1

n
(0)
k (r)− n

(0)
j (r)

)
Zje

2

|Rj − r|

+
1

2

∫∫
d3rd3r′

(
N∑

k=1

N∑

j=1

n
(0)
k (r)n

(0)
j (r′)−

N∑

j=1

n
(0)
j (r)n

(0)
j (r′)

)
e2

|r− r′|

=
n∑

i=1

[
〈Φi|h(n0)|Φi〉 − 〈Φ(0)

i |h(n0)|Φ(0)
i 〉
]
+ Exc[n0]−

N∑

j=1

Exc[n
(0)
j ] + Vn−n

+
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

(
1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r)n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′| −
∫
d3rn

(0)
k (r)

Zje
2

|Rj − r|

)
.(1.63)

Καταλήγουµε λοιπόν στην εξής απλή έκφραση για την ενέργεια δέσµευσης

Ubind = ∆Eel +∆Ees +∆Exc + Vn−n, (1.64)

όπου

∆Eel =
n∑

i=1

[
〈Φi|h(n0)|Φi〉 − 〈Φ(0)

i |h(n0)|Φ(0)
i 〉
]
, (1.65)

∆Ees =
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

(
1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r)n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′| −
∫
d3rn

(0)
k (r)

Zje
2

|Rj − r|

)
, (1.66)

∆Exc = Exc[n0]−
N∑

j=1

Exc[n
(0)
j ] (1.67)

και ο όρος Vn−n δίνεται από τη σχέση 1.3.
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΄Οπως µπορεί να δει κανείς οι όροι ∆Ees και Vn−n αποτελούνται από αθροίσµατα δυνα-

µικών Ϲεύγους (pair potential). Είναι δηλαδή

∆Ees =
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

E(jk)
es , (1.68)

όπου

E(jk)
es =

1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r)n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′| −
∫
d3rn

(0)
k (r)

Zje
2

|Rj − r| (1.69)

και όπως προκύπτει από την εξίσωση 1.3

Vn−n =
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

V
(jk)
n−n , (1.70)

όπου

V
(jk)
n−n = V

(jk)
n−n(Rjk) =

1

2

ZjZke
2

|Rj −Rk|
(1.71)

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι και ο όρος ∆Exc µπορεί να γραφεί ως άθροισµα δυναµικών

Ϲεύγους.

Ο όρος ∆Exc ως άθροισµα δυναµικών Ϲεύγους

∆ιαχωρίζοντας την ενέργεια ανταλλαγής και συσχέτισης σε ένα όρο ανταλλαγής και ένα όρο

συσχέτισης, η ∆Exc µπορεί να γραφεί ως άθροισµα δύο όρων

∆Exc = ∆Ex +∆Ec, (1.72)

όπου

∆Ex = Ex[n0]−
N∑

j=1

Ex[n0j ] (1.73)

και

∆Ec = Ec[n0]−
N∑

j=1

Ec[n0j ]. (1.74)

Ο όρος ∆Exc (και αντίστοιχα οι όροι ∆Ex και ∆Ec) εκφράζουν τη µεταβολή στην ενέργεια

ανταλλαγής και συσχέτισης, ανάµεσα στα αποµονωµένα (µη αλληλεπιδρώντα) άτοµα και

στα αλληλεπιδρώντα N άτοµα του συστήµατος, όταν η ηλεκτρονιακή τους πυκνότητα είναι

n0.

Σε ότι αφορά τον όρο ∆Ec, οι Lindholm και Lundqvist [26] έδειξαν ότι η ενέργεια

συσχέτισης Ec σε ένα ηλεκτρονικό αέριο πυκνότητας nFE, δίνεται ακριβώς από την έκφραση

Ec =
1

2

∫∫
d3rd3r′nFE(r)

hc(r, r
′, nFE)

|r− r′| nFE(r
′). (1.75)
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Η συνάρτηση hc(r, r
′, nFE) σχετίζεται µε τη συνάρτηση συσχέτισης Ϲεύγους (pair correlation

function) και εξαρτάται από τις ϑέσεις των ηλεκτρονίων r και r′ και από την ηλεκτρονιακή

πυκνότητα nFE(r). ΄Οπως σηµειώνουν όµως οι Lindholm και Lundqvist σε πολλές µελέτες,

που χρησιµοποιούν CI αντί για DFT για να περιγράψουν τη συσχέτιση, είδαν ότι υπάρχει

µια όχι και τόσο ισχυρή εξάρτηση της συνάρτησης hc από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα nFE,

πράγµα που µας επιτρέπει σε πρώτη τάξη προσέγγισης να αγνοήσουµε αυτή την εξάρτηση.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη τη σχέση 1.39, η ενέργεια ∆Ec µπορεί να γραφεί ως

∆Ec =
1

2

∫∫
d3rd3r′

N∑

k=1

n
(0)
k (r)

hc(r, r
′)

|r− r′|

N∑

j=1

n
(0)
j (r′)

−
N∑

j=1

1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
j (r)

hc(r, r
′)

|r− r′| n
(0)
j (r′)

=
1

2

∫∫
d3rd3r′

(
N∑

k=1

N∑

j=1

n
(0)
k (r)n

(0)
j (r′)−

N∑

j=1

n
(0)
j (r)n

(0)
j (r′)

)
hc(r, r

′)

|r− r′|

=
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r)n

(0)
j (r′)

hc(r, r
′)

|r− r′| . (1.76)

Εποµένως

∆Ec =
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

∆E(jk)
c , (1.77)

όπου

∆E(jk)
c =

1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r)n

(0)
j (r′)

hc(r, r
′)

|r− r′| (1.78)

Σε ότι αφορά τον όρο ∆Ex, µπορούµε να ϐρούµε µια έκφραση γι΄ αυτόν µέσω της

προσέγγισης Hartree  Fock. Η ενέργεια ανταλλαγής, που προκύπτει από τις εξισώσεις

Hartree  Fock, είναι ίση µε

EHF
x = −1

2

N∑

j=1

N∑

k=1

nj∑

l=1

nk∑

m=1

〈φHF
lj (r)φHF

mk (r
′)| e2

r− r′
|φHF

lj (r′)φHF
mk (r)〉 (1.79)

όπου |φHF
lj (r)〉 είναι η λύση της εξίσωσης Hartree  Fock, που αφορά το ηλεκτρόνιο l, το

οποίο ϐρίσκεται στο άτοµο j και nj είναι ο αριθµός των ηλεκτρονίων του ατόµου j 7.

7αντίστοιχος είναι και ο συµβολισµός µε τους δείκτες k και m



28 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΑΠ�Ο ΤΗΝ ΕΞ�ΙΣΩΣΗ SCHRÖDINGER ΣΤΗ ΙΣΧΥΡ�Η ∆�ΕΣΜΕΥΣΗ

΄Ετσι ο όρος ∆Ex ϑα είναι

∆Ex = Ex[n0]−
N∑

j=1

Ex[n0j ]

= −1

2

N∑

j=1

N∑

k=1

nj∑

l=1

nk∑

m=1

〈φHF
lj (r)φHF

mk (r
′)| e2

r− r′
|φHF

lj (r′)φHF
mk (r)〉

+
1

2

N∑

j=1

(
nj∑

l=1

nj∑

m=1

〈φHF
lj (r)φHF

mj (r
′)| e2

r− r′
|φHF

lj (r′)φHF
mj (r)〉

)

= −1

2

N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

(
nj∑

l=1

nk∑

m=1

〈φHF
lj (r)φHF

mk (r
′)| e2

r− r′
|φHF

lj (r′)φHF
mk (r)〉

)
. (1.80)

΄Ετσι

∆Ex =
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

∆E(jk)
x , (1.81)

όπου

∆E(jk)
x = −1

2

nj∑

l=1

nk∑

m=1

〈φHF
lj (r)φHF

mk (r
′)| e2

r− r′
|φHF

lj (r′)φHF
mk (r)〉 (1.82)

∆είξαµε λοιπόν ότι και ο όρος ∆Exc γράφεται ως άθροισµα δυναµικών Ϲεύγους.

Ο όρος ∆Ees +∆Exc + Vn−n ως άθροισµα δυναµικών Ϲεύγους

Από τις εξισώσεις 1.68, 1.70, 1.77 και 1.81 προκύπτει ότι το άθροισµα των όρων ∆Ees +
∆Exc + Vn−n είναι ένα άθροισµα από δυναµικά Ϲεύγους (pair potential) Ujk,

∆Ees +∆Exc + Vn−n =
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

Ujk, (1.83)

όπου

Ujk = ∆E(jk)
es +∆E(jk)

c +∆E(jk)
x + V

(jk)
n−n

= −
∫
d3rn

(0)
k (r)

Zje
2

|Rj − r| +
1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r)n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′|

+
1

2

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r)n

(0)
j (r′)

hc(r, r
′)

|r− r′|

−1

2

nj∑

l=1

nk∑

m=1

〈φHF
jl (r)φHF

km (r′)| e2

r− r′
|φHF

jl (r′)φHF
km (r)〉

+
1

2

ZkZje
2

|Rk −Rj|
. (1.84)
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΄Ετσι από τη σχέση 1.64 προκύπτει ότι

Ubind = ∆Eel +
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

Ujk. (1.85)

Η κατάλληλη έκφραση για το δυναµικό Ϲεύγους Ujk µπορεί να προσδιοριστεί απ΄ ευθείας

από την εξίσωση 1.84. Είναι όµως πιο ϐολικό να προσαρµοστεί η έκφρασή του σε κάποια

πειραµατικά αποτελέσµατα ή σε αποτελέσµατα προερχόµενα από υπολογισµούς πρώτων

αρχών (ab initio). ΄Ετσι ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί µια γεωµετρική δοµή αναφοράς

(που συνήθως είναι το διµερές), στην οποία να πραγµατοποιηθεί ο κατάλληλος υπολογισµός

πρώτων αρχών και να προσδιοριστεί η ενέργεια δέσµευσης της γεωµετρικής αυτής δοµής

αναφοράς, ως συνάρτηση της ενδοατοµικής απόστασης. Στη συνέχεια ο προσδιορισµός

της συναρτησιακής µορφής του δυναµικού Ujk(Rjk) (δηλαδή της εξάρτησής του από την

ενδοατοµική απόσταση Rjk) προσδιορίζεται µε αφαίρεση του όρου ∆Eel για κάθε τιµή της

ενδοατοµικής απόστασης Rjk από την υπολογισθείσα τιµή της ενέργειας δέσµευσης για την

ίδια τιµή της ενδοατοµικής απόστασης (ϐλέπε για παράδειγµα τις αναφορές [27,28]). Θα

είναι δηλαδή

Ujk(Rjk) = U
(dimer)
ab−initio(Rjk)−∆E

(dimer)
el (Rjk), (1.86)

όπου U
(dimer)
ab−initio(Rjk) είναι η ενέργεια δέσµευσης του διµερούς ως συνάρτηση της ενδοα-

τοµικής απόστασης Rjk, όπως υπολογίζεται από υπολογισµούς πρώτων αρχών. Συνήθως

η τιµή του Ujk(Rjk) προσαρµόζεται σε µια πολυωνυµική συνάρτηση ή σε µια σειρά από

spline που προσαρµόζονται στην παραπάνω εξίσωση. ΄Ενας άλλος τρόπος προσδιορισµού

του δυναµικού Ujk(Rjk) είναι να προσαρµοστεί η µορφή του σε κάποια πειραµατικά δεδο-

µένα, όπως π. χ. στη ϑέση ισορροπίας του διµερούς και στη συχνότητα ταλάντωσης (ϐλέπε

παράρτηµα Β΄).

Συµπερασµατικά λοιπόν η ενέργεια ϑα γράφεται ως

U =
n∑

i=1

[
〈Φi|h(n0)|Φi〉 − 〈Φ(0)

i |h(n0)|Φ(0)
i 〉
]
+

N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

Ujk, (1.87)

όπου το Ujk είναι ένα δυναµικό Ϲεύγους.

1.5.2 Ανάπτυγµα της λύσης στη ϐάση των |Φ(0)
ij 〉

Επεκτείνοντας τις εργασίες των Harris [22], Foulkes [23] και Sutton et al [25], αναπτύσ-

σουµε τις ιδιολύσεις |Φi〉 της εξίσωσης Kohn  Sham των αλληλεπιδρώντων ατόµων, στη

ϐάση των τροχιακών |Φ(0)
ij 〉, που αποτελούν ιδιολύσεις των εξισώσεων Kohn  Sham 1.54

των N αποµονωµένων ατόµων 8. Σε πρακτικό επίπεδο οι ιδιολύσεις |Φi〉 της εξίσωσης Kohn

8εδώ χρησιµοποιούµε το δείκτη i (που αριθµεί όλα τα ηλεκτρόνια του συστήµατος των αλληλεπιδρώντων

ατόµων) στις ιδιολύσεις |Φi〉 και τους δείκτες i και j (που αριθµούν αντίστοιχα τα ηλεκτρόνια του ατόµου j

και τα άτοµα του συστήµατος) στις ιδιολύσεις |Φ(0)
ij 〉 (ϐλέπε σχέση 1.54)
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 Sham των αλληλεπιδρώντων ατόµων δεν πρέπει να διαφέρουν πολύ από κάποιο κατάλλη-

λο γραµµικό συνδυασµό ατοµικών τροχιακών ή ενδεχοµένως περίπου ατοµικών τροχιακών

(ατοµοειδών (atomiclike) τροχιακών), που αντιστοιχούν σε αποµονωµένα άτοµα . Για το

λόγο αυτό αναπτύσσουµε τις ιδιοσυναρτήσεις της εξίσωσης Kohn  Sham 1.41 σε ένα γραµ-

µικό συνδυασµό ατοµικών (ή περίπου ατοµικών) τροχιακών, που είναι τα τροχιακά |Φ(0)
ij 〉.

Θα είναι δηλαδή

|Φi〉 =
N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk |Φ

(0)
lk 〉. (1.88)

Η άθροιση ως προς l γίνεται πάνω στα τροχιακά, που προέρχονται από το άτοµο k, ο α-

ϱιθµός των οποίων είναι nk. Το συµβολισµό nk τον χρησιµοποιήσαµε και νωρίτερα για

να συµβολίσουµε τον αριθµό των ηλεκτρονίων του ατόµου k. Θεωρούµε ότι η επαναχρη-

σιµοποίηση του ίδιου συµβόλου δε ϑα δηµιουργήσει σύγχυση, αφού σε κάθε ηλεκτρόνιο

ϑα µπορούσε να αντιστοιχεί ένα σπιν-τροχιακό. Γενικά όµως τα τροχιακά της ϐάσης είναι

λιγότερα ή το πολύ ίσα9 µε τον αριθµό των ηλεκτρονίων. Με ϐάση το ανάπτυγµα αυτό ϑα

έχουµε

〈Φ(0)
l′k′ |h(n0)|Φi〉 = ǫi〈Φ(0)

l′k′ |Φi〉 =⇒
N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk 〈Φ

(0)
l′k′ |h(n0)|Φ(0)

lk 〉 = ǫi

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk 〈Φ

(0)
l′k′ |Φ

(0)
lk 〉 =⇒

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk h

k′k
l′l = ǫi

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk S

k′k
l′l , (1.89)

όπου

hk
′k

l′l = 〈Φ(0)
l′k′ |h(n0)|Φ(0)

lk 〉 και Sk′k
l′l = 〈Φ(0)

l′k′ |Φ
(0)
lk 〉. (1.90)

Κατά συνέπεια, η εύρεση των ιδιοτιµών ǫi = 〈Φi|h(n0)|Φi〉 προϋποθέτει την εύρεση των στοι-

χείων µήτρας hk
′k

l′l (n0) και Sk′k
l′l , και διαγωνοποίηση της αντίστοιχης χαµιλτονιανής µήτρας

H(n0)ci = ǫiSci, (1.91)

όπου

H =




H11 H12 · · · H1N

H21 H22 · · · H2N
...

...
. . .

...

HN1 HN2 · · · HNN


 µε Hk′k =




hk
′k

11 hk
′k

12 · · · hk
′k

1nk

hk
′k

21 hk
′k

22 · · · hk
′k

2nk

...
...

. . .
...

hk
′k

nk′1
hk

′k
nk′2

· · · hk
′k

nk′nk


 , (1.92)

S =




S11 S12 · · · S1N

S21 S22 · · · S2N
...

...
. . .

...

SN1 SN2 · · · SNN


 µε Sk′k =




Sk′k
11 Sk′k

12 · · · Sk′k
1nk

Sk′k
21 Sk′k

22 · · · Sk′k
2nk

...
...

. . .
...

Sk′k
nk′1

Sk′k
nk′2

· · · Sk′k
nk′nk


 , (1.93)

9χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι δε ϑα µπορούσε να ήταν περισσότερα, αν έτσι το είχαµε επιλέξει µε την

εισαγωγή επιπλέον συναρτήσεων ϐάσης



1.5. ΜΗ ΑΥΤΟΣΥΝΕΠ�ΗΣ ΕΠ�ΙΛΥΣΗ ΤΩΝ ΕΞΙΣ�ΩΣΕΩΝ KOHN  SHAM 31

και

ci =




c
(i)
1

c
(i)
2
...

c
(i)
N


 µε c

(i)
j =




c
(i)
j1

c
(i)
j2
...

c
(i)
jnj




(1.94)

Προκειµένου λοιπόν να ϐρούµε τις ιδιοτιµές ǫi, πρέπει να ϐρούµε πρώτα τα στοιχεία µήτρας

hk
′k

l′l και Sk′k
l′l .

1.5.3 Εύρεση των hk
′k

l′l και Sk′k
l′l

Για τον υπολογισµό των hk
′k

l′l και Sk′k
l′l ϑα ξεχωρίσουµε δύο περιπτώσεις. Στην πρώτη περί-

πτωση ϑα ϑεωρήσουµε ότι k = k′ και στη δεύτερη περίπτωση ϑα ϑεωρήσουµε ότι k 6= k′.

Περίπτωση k = k′

Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν κατ΄ αρχάς ότι k = k′. Επειδή τα |Φ(0)
lk 〉 αποτελούν ιδιολύσεις του

τελεστή hk, ϑα είναι ορθοκανονικά µεταξύ τους και κατά συνέπεια ϑα έχουµε

Skk
l′l = δl′l. (1.95)

Ας προσδιορίσουµε τώρα το στοιχείο µήτρας 〈Φ(0)
l′k |hk|Φ

(0)
lk 〉. ∆ρώντας από δεξιά µε τον

τελεστή hk πάνω στην |Φ(0)
lk 〉 και χρησιµοποιώντας την τελευταία εξίσωση και τις εξισώσεις

1.54 και 1.55 ϑα έχουµε

〈Φ(0)
l′k |hk|Φ

(0)
lk 〉 = ǫ

(0)
lk 〈Φ(0)

l′k |Φ
(0)
lk 〉 = ǫ

(0)
lk δll′ (1.96)

= 〈Φ(0)
l′k | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
lk 〉 −

∫
Zke

2

|Rk − r|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r′)

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) +

∫
Vxc[n

(0)
k (r)]Φ

(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r,

όπου

ǫ
(0)
lk = 〈Φ(0)

lk |hk|Φ(0)
lk 〉. (1.97)

Λύνοντας ως προς 〈Φ(0)
l′k | − ~2

2me
∇2|Φ(0)

lk 〉 ϐρίσκουµε

〈Φ(0)
l′k | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
lk 〉 = ǫ

(0)
lk δll′ +

∫
Zke

2

|Rk − r|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r (1.98)

−
∫∫

d3rd3r′n
(0)
k (r′)

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)−

∫
Vxc[n

(0)
k (r)]Φ

(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r,
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Ας ϐρούµε τώρα το στοιχείο µήτρας hkkl′l .

hkkl′l = 〈Φ(0)
l′k |h(n0)|Φ(0)

lk 〉

= 〈Φ(0)
l′k | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
lk 〉 −

N∑

j=1

∫
Zje

2

|Rj − r|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r (1.99)

+

∫∫
d3rd3r′

N∑

j=1

n
(0)
j (r′)

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) +

∫
Vxc[n0]Φ

(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r.

Αντικαθιστώντας τον όρο 〈Φ(0)
l′k | − ~2

2me
∇2

lk|Φ
(0)
lk 〉 από τη σχέση 1.98, ϐρίσκουµε

hkkl′l = ǫ
(0)
lk δll′ −

N∑

j=1
j 6=k

∫
Zje

2

|Rj − r|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′

N∑

j=1
j 6=k

n
(0)
j (r′)

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)

+

∫ (
Vxc[n0]− Vxc[n

(0)
k ]
)
Φ

(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r (1.100)

Περίπτωση k 6= k′

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ότι k 6= k′ και ας προσδιορίσουµε τα στοιχεία µήτρας 〈Φ(0)
l′k′ |hk|Φ

(0)
lk 〉

και 〈Φ(0)
l′k′ |hk′ |Φ

(0)
lk 〉. ∆ρώντας στην πρώτη περίπτωση από δεξιά µε τον τελεστή hk πάνω

στην |Φ(0)
lk 〉, στη δεύτερη περίπτωση από αριστερά µε τον τελεστή hk′ πάνω στην |Φ(0)

lk 〉 και

χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις 1.54 και 1.55 ϑα έχουµε

〈Φ(0)
l′k′ |hk|Φ

(0)
lk 〉 = ǫ

(0)
lk 〈Φ(0)

l′k′ |Φ
(0)
lk 〉 = ǫ

(0)
lk S

k′k
l′l (1.101)

= 〈Φ(0)
l′k′ | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
lk 〉 −

∫
Zke

2

|Rk − r|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k (r′)

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) +

∫
Vxc[n

(0)
k (r)]Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

και

〈Φ(0)
l′k′ |hk′|Φ

(0)
lk 〉 = ǫ

(0)
l′k′〈Φ

(0)
l′k′ |Φ

(0)
lk 〉 = ǫ

(0)
l′k′S

k′k
l′l (1.102)

= 〈Φ(0)
l′k′ | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
lk 〉 −

∫
Zk′e

2

|Rk′ − r|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′n

(0)
k′ (r

′)
e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) +

∫
Vxc[n

(0)
k′ (r)]Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

όπου

ǫ
(0)
lk = 〈Φ(0)

lk |hk|Φ(0)
lk 〉 και ǫ

(0)
l′k′ = 〈Φ(0)

l′k′ |hk′ |Φ
(0)
l′k′〉 (1.103)
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είναι οι ιδιοενέργειες των αποµονωµένων ατόµων k και k′ αντίστοιχα.

Αθροίζοντας κατά µέλη τις σχέσεις 1.101 και 1.102 και λύνοντας ως προς 〈Φ(0)
l′k′ | −

~2

2me
∇2|Φ(0)

lk 〉 ϐρίσκουµε

〈Φ(0)
l′k′ | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
lk 〉 =

ǫ
(0)
lk + ǫ

(0)
l′k′

2
Sk′k
l′l (1.104)

+
1

2

∫ (
Zke

2

|Rk − r| +
Zk′e

2

|Rk′ − r|

)
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

−
∫∫

d3rd3r′
n
(0)
k (r′) + n

(0)
k′ (r

′)

2

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)

−
∫
Vxc[n

(0)
k (r)] + Vxc[n

(0)
k′ (r)]

2
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

Ας ϐρούµε τώρα το στοιχείο µήτρας hk
′k

l′l .

hk
′k

l′l = 〈Φ(0)
l′k′ |h(n0)|Φ(0)

lk 〉

= 〈Φ(0)
l′k′ | −

~2

2me

∇2|Φ(0)
lk 〉 −

N∑

j=1

∫
Zje

2

|Rj − r|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r (1.105)

+

∫∫
d3rd3r′

N∑

j=1

n
(0)
j (r′)

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) +

∫
Vxc[n0]Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r.

Αντικαθιστώντας τον όρο 〈Φ(0)
l′k′ | − ~2

2me
∇2|Φ(0)

lk 〉 από τη σχέση 1.104, ϐρίσκουµε

hk
′k

l′l =
ǫ
(0)
lk + ǫ

(0)
l′k′

2
Sk′k
l′l −

N∑

j=1
j 6=k,k′

∫
Zje

2

|Rj − r|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′

N∑

j=1
j 6=k,k′

n
(0)
j (r′)

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)

+

∫ (
Vxc[n0]− Vxc[n

(0)
k ]− Vxc[n

(0)
k′ ]
)
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

−1

2

∫ (
Zke

2

|Rk − r| +
Zk′e

2

|Rk′ − r|

)
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′

n
(0)
k (r′) + n

(0)
k′ (r

′)

2

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)

+

∫
Vxc[n

(0)
k ] + Vxc[n

(0)
k′ ]

2
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

(1.106)
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Μέχρι εδώ έχουµε ϐρει εκφράσεις για το στοιχείο hk
′k

l′l της χαµιλτονιανής µήτρας, στις

περιπτώσεις που k = k′ και k 6= k′. Στη συνέχεια ϑα δούµε µία ακόµα προσέγγιση που

κάνουµε, για να προσδιορίσουµε την τιµή αυτών των στοιχείων µήτρας.

1.6 Προσέγγιση πέµπτη: Αγνόηση ολοκληρωµάτων τριών

κέντρων

Ας ξεκινήσουµε κατ΄ αρχήν µε τον ορισµό των ολοκληρωµάτων ενός, δύο και τριών κέντρων.

Τα ολοκληρώµατα που εµφανίζονται στις σχέσεις 1.100 και 1.106 έχουν τη µορφή

∫
d3rΦ

(0)
l′k′

∗
(r)V (r)Φ

(0)
lk (r), (1.107)

όπου τα Φ
(0)
l′k′ και Φ

(0)
lk είναι οι ιδιοσυναρτήσεις της εξίσωσης Kohn  Sham των αποµονωµέ-

νων ατόµων k′ και k αντίστοιχα, οι οποίες είναι εντοπισµένες γύρω από τις ϑέσεις των ατόµων

k′ και k. Κατά συνέπεια οι ιδιοσυναρτήσεις αυτές παίρνουν µεγάλες τιµές στην περιοχή

γύρω από τα άτοµα, στα οποία αντιστοιχούν και σβήνουν εκθετικά σε αποστάσεις µακρυά

από τα άτοµα. Ο τελεστής V είναι ένα άθροισµα τελεστών, που έχουν σηµαντική δράση

γύρω από τις ϑέσεις των ατόµων. Κάθε τέτοιο ολοκλήρωµα λοιπόν ϑα µπορούσε να γραφεί

ως άθροισµα ολοκληρωµάτων, στα οποία ο τελεστής που ϑα δρούσε σε κάθε ολοκλήρωµα,

ϑα είχε σηµαντική δράση γύρω από ένα µόνο άτοµο. Για απλότητα λοιπόν ας ϑεωρήσουµε

ότι ο τελεστής V έχει σηµαντική δράση γύρω από κάποιο συγκεκριµένο άτοµο, το οποίο

µπορεί να είναι κάποιο από τα άτοµα k′ ή k ή και κάποιο άλλο άτοµο. Ας ϑεωρήσουµε

λοιπόν ότι τα άτοµα k′ και k είναι εντοπισµένα γύρω από τις ϑέσεις R1 και R2, και ότι ο

τελεστής έχει σηµαντική δράση γύρω από ένα άτοµο που ϐρίσκεται στη ϑέση R0.

• Αν R0 6= R1 6= R2 τότε τα ολοκληρώµατα αυτά ονοµάζονται ολοκληρώµατα τριών

κέντρων.

• Αν δύο και µόνο δύο από τις ϑέσεις R0, R1 και R2 ταυτίζονται,(δηλαδή αν R0 = R1 6=
R2 ή R1 = R2 6= R0 ή R2 = R0 6= R1), τότε τα ολοκληρώµατα αυτά ονοµάζονται

ολοκληρώµατα δύο κέντρων.

• Τέλος αν και οι τρεις αυτές ϑέσεις ταυτίζονται, δηλαδή αν R0 = R1 = R2, τότε τα

ολοκληρώµατα αυτά ονοµάζονται ολοκληρώµατα ενός κέντρου.

΄Οπως µπορεί να αντιληφθεί κανείς, λόγω της εκθετικής µείωσης των ιδιοσυναρτήσεων

Φ
(0)
l′k′ και Φ

(0)
lk µακρυά από τις ϑέσεις R1 και R2 αντίστοιχα και λόγω της µη σηµαντικής

δράσης του τελεστή V µακρυά από τη ϑέση R0, τα ολοκληρώµατα τριών κέντρων, µπροστά

στα ολοκληρώµατα δύο κέντρων και ενός κέντρου µπορούν να ϑεωρηθούν αµελητέα και

να παραληφθούν. Επίσης αµελητέα µπορούν να ϑεωρηθούν και τα ολοκληρώµατα δύο

κέντρων της µορφής ∫
d3rΦ

(0)
l′k

∗
(r)V (r)Φ

(0)
lk (r), (1.108)
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όπου το ένα κέντρο είναι κοινό για τις ιδιοσυναρτήσεις Φ
(0)
lk και Φ

(0)
l′k , µιας και η εκθετική

πτώση στις περιοχές που ο τελεστής V είναι σηµαντικός, είναι πολύ ισχυρότερη σ΄ αυτή

την περίπτωση και εποµένως η τιµή του ολοκληρώµατος γίνεται λιγότερο σηµαντική. Στα

πλαίσια της προσέγγισης που κάνουµε, αγνοούµε και αυτά τα ολοκληρώµατα. Ας δούµε

λοιπόν πώς επιδρά αυτή η προσέγγιση στις σχέσεις 1.100 και 1.106.

• Σε ότι αφορά τη σχέση 1.100, που ισχύει στην περίπτωση k = k′:

* Ο πρώτος όρος της σχέσης 1.100 είναι το ǫ
(0)
lk = 〈Φ(0)

lk |hk|Φ(0)
lk 〉, που είναι ολοκλή-

ϱωµα ενός κέντρου, αφού τόσο οι Φ
(0)
lk , όσο και ο τελεστής hk είναι εντοπισµένα

γύρω από το ίδιο κέντρο.

* ΄Οπως µπορούµε να δούµε στη σχέση 1.100, όλοι οι υπόλοιποι όροι είναι ολο-

κληρώµατα που εµπεριέχουν το γινόµενο Φ
(0)
l′k

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) των ιδιοσυναρτήσεων

Φ
(0)
l′k και Φ

(0)
lk , οι οποίες έχουν ως κοινό κέντρο το άτοµο k. Κατά συνέπεια, αν το

κέντρο του δυναµικού είναι διαφορετικό από το άτοµο k, τότε τα ολοκληρώµα-

τα αυτά είναι ολοκληρώµατα δύο κέντρων, ενώ αν το δυναµικό έχει και αυτό ως

κέντρο το άτοµο k, τότε είναι ολοκληρώµατα ενός κέντρου. Στην περίπτωση όµως

που τα ολοκληρώµατα αυτά είναι ολοκληρώµατα δύο κέντρων, τότε εµπίπτουν

στην κατηγορία των ολοκληρωµάτων της µορφής 1.108 και εποµένως ϑεωρούν-

ται αµελητέα και παραλείπονται. Κατά συνέπεια ϑα είναι αµελητέοι όλοι οι όροι

για τους οποίους το κέντρο του δυναµικού ϑα είναι διαφορετικό απ΄ αυτό του

ατόµου k. Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι τα δυναµικά που εµφανίζονται σε όλους

τους υπόλοιπους όρους (εκτός τον πρώτο) της σχέσης 1.100 έχουν διαφορετικό

κέντρο απ΄ αυτό του ατόµου k και εποµένως παραλείπονται στους υπολογισµούς

µας.

♦ Στο δεύτερο όρο το δυναµικό είναι ένα άθροισµα δυναµικών, καθένα εκ των

οποίων είναι εντοπισµένο στη ϑέση κάθε ατόµου εκτός του ατόµου k (αφού

το k λείπει από την άθροιση). ΄Αρα το δυναµικό του δεύτερου όρου δεν έχει

ως κέντρο το άτοµο k.

♦ Ο τρίτος όρος εµπεριέχει δύο ολοκληρώσεις, µία ως προς r και µία ως προς

r′. Το ολοκλήρωµα ως προς r′ είναι το

I(r) =
N∑

j=1
j 6=k

Ij(r) =
N∑

j=1
j 6=k

∫
d3r′n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′| , (1.109)

το οποίο είναι ένα άθροισµα των ολοκληρωµάτων Ij, όπου

Ij(r) =

∫
d3r′n

(0)
j (r′)

e2

|r− r′| . (1.110)

Καθένα από τα Ij(r) παίρνει σηµαντικές τιµές στην περιοχή γύρω από το

άτοµο j, ενώ σε αποστάσεις r µακρυά από το άτοµο j µηδενίζεται. Ιδωµένο
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λοιπόν το Ij(r) ως δυναµικό, έχει το κέντρο του στο άτοµο j. Επειδή το

άθροισµα πάνω στα j δεν περιλαµβάνει το άτοµο k, το δυναµικό I(r) δεν

έχει ως κέντρο του το άτοµο k.

♦ Ο τέταρτος όρος της σχέσης 1.100 αφορά τη συνεισφορά του δυναµικού

ανταλλαγής και συσχέτισης στη σχέση αυτή. ΄Οπως κάναµε και νωρίτερα

(ϐλέπε εξίσωση 1.72), µπορούµε να διαχωρίσουµε το δυναµικό ανταλλαγής

και συσχέτισης σε ένα όρο ανταλλαγής και ένα όρο συσχέτισης

Vxc = Vx + Vc (1.111)

και τελικώς να έχουµε

Vxc[n0]− Vxc[n
(0)
k ] =

(
Vc[n0]− Vc[n

(0)
k ]
)
+
(
Vx[n0]− Vx[n

(0)
k ]
)
. (1.112)

Κατ΄ αναλογία µε τη σχέση 1.75 και έχοντας δεχτεί την προσέγγιση hc(r, r
′, n0) =

hc(r, r
′) (λόγω της ασθενούς εξάρτησης της συνάρτησης hc από την ηλεκτρο-

νιακή πυκνότητα n0 [26]), ϑα έχουµε

Vc[n0] =
1

2

∫
d3r

hc(r, r
′)

|r− r′| n0(r
′) =

1

2

∫
d3r

hc(r, r
′)

|r− r′|

N∑

j=1

n
(0)
j (r′). (1.113)

Κατά συνέπεια η διαφορά Vc[n0]− Vc[n
(0)
k ] ϑα είναι

Vc[n0]− Vc[n
(0)
k ] =

N∑

j=1
j 6=k

∆Vcj =
1

2

N∑

j=1
j 6=k

∫
d3r

hc(r, r
′)

|r− r′| n
(0)
j (r′), (1.114)

όπου

∆Vcj =
1

2

∫
d3r

hc(r, r
′)

|r− r′| n
(0)
j (r′). (1.115)

Κατ΄ αναλογία µε το ολοκλήρωµα 1.110, το ολοκλήρωµα ∆Vcj παίρνει ση-

µαντικές τιµές στην περιοχή γύρω από το άτοµο j και αφού η άθροιση των

δυναµικών ∆Vcj στη σχέση 1.114 δεν περιλαµβάνει το δυναµικό ∆Vck, το

δυναµικό Vc[n0] − Vc[n
(0)
k ] δεν έχει ως κέντρο του το άτοµο k. Το ίδιο συµ-

ϐαίνει και µε τη διαφορά Vx[n0]− Vx[n
(0)
k ].

Κατά συνέπεια από όλους τους όρους της σχέσης 1.100 επιβιώνει µόνο ο πρώτος

όρος.

• Σε ότι αφορά τη σχέση 1.106, που ισχύει στην περίπτωση k 6= k′ :

* Ο πρώτος όρος της σχέσης 1.106 είναι ένα γινόµενο του ηµιαθροίσµατος των

ιδιοτιµών (ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk )/2 επί το ολοκλήρωµα επικάλυψης Sk′k

l′l , που είναι ολοκλή-

ϱωµα δύο κέντρων. Το ολοκλήρωµα επικάλυψης δεν εµπίπτει στην κατηγορία

των ολοκληρωµάτων 1.108, γιατί το ῾῾δυναµικό᾿᾿ σ΄ αυτό το ολοκλήρωµα είναι

παντού το 1, µε αποτέλεσµα να έχει την ίδια σηµαντική συνεισφορά σε κάθε

σηµείο του χώρου.
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* Κάθε άλλος όρος, εκτός τον πρώτο, αποτελείται από ολοκληρώµατα στα οποία η

ολοκληρωτέα ποσότητα είναι το γινόµενο ενός δυναµικού επί τις ιδιοσυναρτήσεις

Φ
(0)
l′k′

∗
(r) και Φ

(0)
lk (r), οι οποίες έχουν ως κέντρα τους τα άτοµα k′ και k αντίστοιχα.

Κατά συνέπεια, αν το δυναµικό που εµφανίζεται σ΄ αυτά τα ολοκληρώµατα έχει

το κέντρο του στο άτοµο k ή στο άτοµο k′, τότε τα ολοκληρώµατα αυτά είναι

ολοκληρώµατα δύο κέντρων. Σε κάθε άλλη περίπτωση είναι ολοκληρώµατα τριών

κέντρων και παραλείπονται ως αµελητέα. Ας δούµε λοιπόν τι γίνεται χωριστά µε

κάθε όρο.

♦ Ο δεύτερος όρος αποτελείται από ένα άθροισµα δυναµικών, καθένα εκ των

οποίων έχει ως κέντρο του το άτοµο j. Επειδή όµως από την άθροιση εξαι-

ϱούνται τα δυναµικά µε κέντρο τα άτοµα k και k′, ο δεύτερος όρος είναι ένα

ολοκλήρωµα τριών κέντρων και εποµένως παραλείπεται.

♦ Ο τρίτος όρος αποτελείται από ένα άθροισµα δυναµικών Ij(r) της µορφής

1.110, κάθε ένα εκ των οποίων έχει ως κέντρο του το άτοµο j. Επειδή όµως

από το άθροισµα εξαιρούνται τα δυναµικά Ik(r) και Ik′(r), ο τρίτος όρος

είναι ένα ολοκλήρωµα τριών κέντρων και επίσης παραλείπεται.

♦ ΄Οπως και στην προηγούµενη περίπτωση που εξετάσαµε για k = k′, χωρί-

Ϲουµε το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης Vxc στους όρους Vx και Vc.
΄Ετσι για τον τέταρτο όρο ϑα έχουµε:

Vxc[n0]− Vxc[n
(0)
k ]− Vxc[n

(0)
k′ ] (1.116)

=
(
Vc[n0]− Vc[n

(0)
k ]− Vc[n

(0)
k′ ]
)
+
(
Vx[n0]− Vx[n

(0)
k ]− Vx[n

(0)
k′ ]
)
.

Σύµφωνα µε τη σχέση 1.113, που χρησιµοποιήσαµε προηγουµένως για την

περίπτωση k = k′, η διαφορά Vc[n0]− Vc[n
(0)
k ]− Vc[n

(0)
k′ ] είναι

Vc[n0]− Vc[n
(0)
k ]− Vc[n

(0)
k′ ] =

1

2

N∑

j=1
j 6=k,k′

∫
d3r

hc(r, r
′)

|r− r′| n
(0)
j (r′). (1.117)

Το δυναµικό που αντιπροσωπεύει το ολοκλήρωµα αυτό, είναι ένα ολοκλή-

ϱωµα τριών κέντρων, αφού η άθροιση δεν περιλαµβάνει τα άτοµα k και k′

και κατά συνέπεια δε λαµβάνεται υπ΄ όψη στους υπολογισµούς µας. Κατ΄

αναλογία, ο όρος Vx[n0]−Vx[n
(0)
k ]−Vx[n

(0)
k′ ] είναι επίσης ολοκλήρωµα τριών

κέντρων και δε λαµβάνεται υπ΄ όψη στους υπολογισµούς µας.

♦ Στους υπόλοιπους όρους (πέµπτο, έκτο και έβδοµο) το δυναµικό έχει ως

κέντρα τα άτοµα k και k′ και κατά συνέπεια τα αντίστοιχα ολοκληρώµατα

είναι ολοκληρώµατα δύο κέντρων.

΄Ετσι στα πλαίσια της προσέγγισης των ολοκληρωµάτων τριών κέντρων για k 6= k′,
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το στοιχείο µήτρας hk
′k

l′l γράφεται

hk
′k

l′l =
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l

−1

2

∫ (
Zke

2

|Rk − r| +
Zk′e

2

|Rk′ − r|

)
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′

n
(0)
k (r′) + n

(0)
k′ (r

′)

2

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) (1.118)

+

∫
Vxc[n

(0)
k ] + Vxc[n

(0)
k′ ]

2
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε τις σχέσεις 1.100 και 1.106 µε µια πιο συµπαγή µορφή,

ως

hk
′k

l′l = ǫ
(0)
lk δkk′δll′ + V (2)k

′k
l′l (1− δkk′), (1.119)

όπου το

V (2)k
′k

l′l =
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l

−1

2

∫ (
Zke

2

|Rk − r| +
Zk′e

2

|Rk′ − r|

)
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

+

∫∫
d3rd3r′

n
(0)
k (r′) + n

(0)
k′ (r

′)

2

e2

|r− r′|Φ
(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r) (1.120)

+

∫
Vxc[n

(0)
k ] + Vxc[n

(0)
k′ ]

2
Φ

(0)
l′k′

∗
(r)Φ

(0)
lk (r)d3r

είναι ένα ολοκλήρωµα των δύο κέντρων Rk και Rk′, και αντιπροσωπεύει τα µη διαγώνια

στοιχεία της χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το V (2)k
′k

l′l µπορεί να γραφεί ως

V (2)k
′k

l′l =
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l + 〈Φ(0)

l′k′ |vk′,k(r)|Φ
(0)
lk 〉, (1.121)

όπου το vk′,k(r) είναι ο τελεστής

vk′,k(r) = −1

2

(
Zke

2

|Rk − r| +
Zk′e

2

|Rk′ − r|

)

+

∫
d3r′

n
(0)
k (r′) + n

(0)
k′ (r

′)

2

e2

|r− r′| +
Vxc[n

(0)
k ] + Vxc[n

(0)
k′ ]

2
. (1.122)

Ο τελεστής vk′,k(r) µπορεί να γραφεί ως άθροισµα δύο τελεστών

vk′,k(r) =
1

2
(uk′(r) + uk(r)) , (1.123)
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όπου

uk(r) = − Zke
2

|Rk − r| +
∫
d3r′n

(0)
k (r′)

e2

|r− r′| + Vxc[n
(0)
k ]. (1.124)

Αν ανατρέξουµε στις εξισώσεις 1.54 και 1.55, που καθορίζουν την εξίσωση Kohn  Sham
του αποµονωµένου ατόµου k, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι το δυναµικό uk είναι το

ενεργό (effective) δυναµικό του αποµονωµένου ατόµου k. Θα είναι δηλαδή

hk = − ~2

2me

∇2
r + uk(r). (1.125)

Κατά συνέπεια ϑα έχουµε

V (2)k
′k

l′l =
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l +

1

2
〈Φ(0)

l′k′(r)|uk′(r) + uk(r)|Φ(0)
lk (r)〉

=
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l +

1

2
〈Φ(0)

l′k′(r)|uk′(r)|Φ
(0)
lk (r)〉+ 1

2
〈Φ(0)

l′k′r)|uk(r)|Φ
(0)
lk (r)〉

=
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l +

1

2
〈Φ(0)

l′k′(r)|hk′(r) +
~2

2me

∇2|Φ(0)
lk (r)〉

+
1

2
〈Φ(0)

l′k′(r)|hk(r) +
~2

2me

∇2|Φ(0)
lk (r)〉 (1.126)

∆ρώντας στο δεύτερο όρο από αριστερά µε τον τελεστή uk′(r) και στον τρίτο όρο από δεξιά

µε τον τελεστή uk(r) ϑα έχουµε

V (2)k
′k

l′l =
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l +

ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

2
Sk′k
l′l + 〈Φ(0)

l′k′(r)|
~2

2me

∇2|Φ(0)
lk (r)〉

=
(
ǫ
(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk

)
Sk′k
l′l − T k′k

l′l (1.127)

όπου

T k′k
l′l = 〈Φ(0)

l′k′(r)| −
~2

2me

∇2|Φ(0)
lk (r)〉 (1.128)

είναι το αντίστοιχο στοιχείο µήτρας της κινητικής ενέργειας. Αν ϑεωρήσουµε λοιπόν ότι τα

ǫ
(0)
lk είναι γνωστά, το µόνο που µένει να υπολογισθεί είναι τα ολοκληρώµατα Sk′k

l′l και T k′k
l′l .

Αυτή η προσέγγιση είναι η προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης (Tight Binding), την οποί-

α (κυρίως) ϑα χρησιµοποιήσουµε για τη µελέτη ατοµικών συσσωµατωµάτων. Στο επόµενο

κεφάλαιο ϑα δούµε πώς ϑα υπολογίσουµε τα µη διαγώνια στοιχεία µήτρας hk
′k

l′l της χαµιλ-

τονιανής, καθώς και το δυναµικό Ϲεύγους Ukj.

1.7 Σύνοψη

Ξεκινώντας από την εξίσωση Schrödinger του υπό µελέτη συστήµατος (ϐλέπε εξίσωση 1.1),

καταλήγουµε στη χαµιλτονιανή στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, κάνοντας µια σειρά

από προσεγγίσεις.
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Η πρώτη προσέγγιση που κάνουµε είναι η προσέγγιση Born  Oppenheimer. Σύµ-

ϕωνα µε την προσέγγιση Born  Oppenheimer, λόγω της µεγάλης µάζας των πυρήνων σε

σχέση µε τη µάζα των ηλεκτρονίων, η αρχική εξίσωση Schrödinger µπορεί να διαχωριστεί

σε δύο επιµέρους εξισώσεις Schrödinger (ϐλέπε εξισώσεις 1.13 και 1.15), εκ των οποίων η

µία αναφέρεται στην κίνηση των ηλεκτρονίων και η άλλη στην κίνηση των πυρήνων.

Η δεύτερη προσέγγιση είναι η ανάπτυξη των ιδιολύσεων της εξίσωσης 1.13, που αφορά

τα ηλεκτρόνια, σε µονοηλεκτρονιακές σπιν–κυµατοσυναρτήσεις. Η ανάπτυξη αυτή οδηγεί

σε διαφορετικές µονοηλεκτρονιακές εξισώσεις Schrödinger, αναλόγως τον τύπο της προ-

σέγγισης που κάνουµε. ∆ιακρίναµε τρεις τύπους προσεγγίσεων και αντίστοιχα µονοηλε-

κτρονιακές εξισώσεις Schrödinger.

• Η µία είναι η προσέγγιση Hartree (ϐλέπε εξισώσεις 1.19 και 1.20), σύµφωνα µε την

οποία η κυµατοσυνάρτηση των ηλεκτρονίων είναι ένα γινόµενο µονοηλεκτρονιακών

κυµατοσυναρτήσεων (ϐλέπε εξίσωση 1.18). Η ενέργεια των ηλεκτρονίων σ΄ αυτή την

προσέγγιση δίνεται από τη σχέση 1.21 ή τη σχέση 1.22. Στην προσέγγιση Hartree
όµως δε λαµβάνεται υπ΄ όψη ο αντισυµµετρικός χαρακτήρας της κυµατοσυνάρτησης

που επιβάλλεται από την απαγορευτική αρχή του Pauli.

• Για να ϐελτιωθεί, αυτό η ολική κυµατοσυνάρτηση των ηλεκτρονίων γράφεται υπό τη

µορφή ορίζουσας Slater (ϐλέπε σχέση 1.24), όπου τα στοιχεία µήτρας της ορίζουσας

είναι οι µονοηλεκτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις. Αυτό οδηγεί στην εξίσωση Hartre
e  Fock (ϐλέπε εξισώσεις 1.25 και 1.26). Η ενέργεια των ηλεκτρονίων σ΄ αυτή την

προσέγγιση δίνεται από τη σχέση 1.27 ή τη σχέση 1.28. Ωστόσο και στα πλαίσια της

προσέγγισης Hartree  Fock (δηλαδή στην ανάπτυξη της ολικής κυµατοσυνάρτησης

των ηλεκτρονίων σε ορίζουσα Slater) δε λαµβάνεται υπ΄ όψη η συσχέτιση των ηλεκτρο-

νίων, πράγµα όµως που ϐελτιώνεται αν αναπτύξει κανείς την ολική κυµατοσυνάρτηση

σε άθροισµα οριζουσών Slater, στις οποίες ϑα περιλαµβάνονται µονοηλεκτρονιακές

κυµατοσυναρτήσεις που ϑα περιγράφουν και διεγερµένες καταστάσεις των ηλεκτρο-

νίων (Configuration Interaction).

• Ιδωµένο το πρόβληµα από µια άλλη σκοπιά, οδηγούµαστε στην προσέγγιση (µέθοδο)

του συναρτησοειδούς της ηλεκτρονιακής πυκνότητας (Density Functional Theory 
(DFT)). Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή οι µονοηλεκτρονιακές ῾῾κυµατοσυναρτήσεις᾿᾿ α-

ποτελούν λύσης µιας εξίσωσης ιδιοτιµών η οποία εξαρτάται από την ηλεκτρονιακή

πυκνότητα (ϐλέπε εξίσωση 1.29). Η εξίσωση ιδιοτιµών αυτή είναι η λεγόµενη εξί-

σωση Kohn  Sham και δίνεται από τη σχέση 1.30. Η εξίσωση είναι ακριβής, µε

την έννοια ότι περιλαµβάνει όλες τις πιθανές αλληλεπιδράσεις, που ϑα έπρεπε να

περιγράφονται στο επίπεδο της εξίσωσης Schrödinger. ΄Ετσι περιέχει και το λεγόµε-

νο όρο ανταλλαγής και συσχέτισης, ο οποίος εξαρτάται µόνο από την ηλεκτρονιακή

πυκνότητα, αλλά η µορφή του είναι άγνωστη και απλώς προσεγγίζεται µε διάφορους

τρόπους. Η ενέργεια των ηλεκτρονίων στα πλαίσια της ϑεωρίας του συναρτησοειδούς

της ηλεκτρονιακής πυκνότητας δίνεται από τη σχέση 1.31 ή 1.32.

Και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις οι εξισώσεις εµπεριέχουν τη λύση τους. Για το λόγο

αυτό λύνονται αυτοσυνεπώς. Αυτό δηλαδή που γίνεται είναι ότι κάνουµε αρχικά µια ει-
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κασία για τη λύση, την εισάγουµε στις εξισώσεις και ϐρίσκουµε µια νέα λύση, την οποία

επανεισάγουµε στην εξίσωση µέχρι να υπάρξει σύγκλιση στις τιµές της κάθε ιδιοενέργειας.

Η τρίτη προσέγγιση που κάνουµε είναι η επίλυση των εξισώσεων ιδιοτιµών µε ανάπτυξη

της κάθε µονοηλεκτρονιακής κυµατοσυνάρτησης σε µια ϐάση του διανυσµατικού τους

χώρου (ϐλέπε σχέση 1.38).

Η τέταρτη προσέγγιση είναι η µη αυτοσυνεπής λύση των εξισώσεων Kohn  Sham.

΄Οπως έδειξε ο Harris το 1985 [22], αν : (α) χρησιµοποιηθεί ως αρχική εικασία της η-

λεκτρονιακής πυκνότητας, η ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0 των ηλεκτρονίων των ελευθέρων

ατόµων, (ϐ) ϑεωρηθεί ότι η διαφορά ανάµεσα στην πραγµατική ηλεκτρονιακή πυκνότητα

n και στην n0 είναι δn (n = n0 + δn) και (γ) αναπτυχθεί το δυναµικό ανταλλαγής και

συσχέτισης ως σειρά Taylor γύρω από το n0 και κρατηθούν οι όροι µέχρι τη δεύτερη τάξη

προσέγγισης, τότε η ενέργεια των ηλεκτρονίων παίρνει τη µορφή της εξίσωσης 1.51, η οποία

αποτελείται από όρους που εξαρτώνται µόνο από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0 και ένα

όρο που εξαρτάται από το γινόµενο δn(r)δn(r′) και εποµένως αποτελεί διόρθωση δεύτερης

τάξης (O(δn2)) ως προς την ηλεκτρονιακή πυκνότητα. ΄Ορος που να εξαρτάται µόνο από τη

διαφορά δn δεν υπάρχει. Αγνοώντας λοιπόν τις διορθώσεις που εισάγουν οι όροι που πε-

ϱιέχουν το γινόµενο δn(r)δn(r′), παίρνουµε µια έκφραση για την ενέργεια, που εξαρτάται

µόνο από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα n0 (ϐλέπε εξίσωση 1.53).

Κάνοντας ένα ακόµα ϐήµα οι Sutton et al [25] υπολόγισαν την ενέργεια δέσµευσης στα

πλαίσια αυτής της προσέγγισης, όταν οι εξισώσεις Kohn  Sham επιλυθούν άπαξ µε αρχική

εικασία για την ηλεκτρονιακή πυκνότητα, την πυκνότητα n0 των ελευθέρων ατόµων. Το

αποτέλεσµα που ϐρήκαν (ϐλέπε εξίσωση 1.87) ήταν ότι η ενέργεια δέσµευσης Ubind µπορεί

να γραφεί ως ένα άθροισµα δύο όρων, ο ένας εκ των οποίων είναι η διαφορά των ιδιοε-

νεργειών της µονοηλεκτρονιακής εξίσωσης Kohn  Sham των ηλεκτρονίων του συστήµατος

από τις αντίστοιχες ιδιοενέργειες των ηλεκτρονίων των ελευθέρων ατόµων και ο άλλος είναι

ένα άθροισµα δυναµικών Ϲεύγους. Αν αναπτύξουµε τις ιδιοσυναρτήσεις αυτές σε µια ϐάση

ατοµοειδών τροχιακών, τότε η ενέργεια παίρνει τη µορφή

Ubind =
n∑

i=1

ǫi −
N∑

k=1

nk∑

l=1

ǫ
(0)
lk +

N∑

k=1

N∑

j=1
j 6=k

Ukj, (1.129)

όπου ǫi είναι οι λύσεις της εξίσωσης ιδιοτιµών 1.91 της χαµιλτονιανής µήτρας H, τα στοι-

χεία της οποίας δίνονται από τις εξισώσεις 1.100 και 1.106, ǫ
(0)
lk = 〈Φ(0)

lk |hk|Φ(0)
lk 〉 είναι οι

ιδιοενέργειες των ηλεκτρονίων των ελευθέρων ατόµων (ϐλέπε σχέση 1.54) και Ukj είναι ένα

δυναµικό Ϲεύγους.

Η πέµπτη προσέγγιση που κάνουµε είναι η αγνόηση των ολοκληρωµάτων τριών κέντρων,

µέσω της οποίας απλοποιούνται οι εκφράσεις για τα στοιχεία της χαµιλτονιανής µήτρας και

παίρνουν τη µορφή της εξίσωσης 1.119, στην οποία τα V (2)k
′k

l′l δίνονται από την εξίσωση

1.127.

Καταλήγοντας σ΄ αυτή τη µορφή, το µόνο που µένει για τον υπολογισµό της ενέργειας,

είναι να ϐρεθεί µια κατάλληλη σχέση που να δίνει τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής

και το δυναµικό Ϲεύγους Ukj.
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Κεφάλαιο 2

Η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης

Στο κεφάλαιο αυτό δείχνουµε πώς κατασκευάζονται τα µη διαγώνια στοιχεία µήτρας της

χαµιλτονιανής στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, όταν χρησιµοποιείται ως ϐάση πάνω

στην οποία αναπτύσσονται οι κυµατοσυναρτήσεις της : τα ατοµοειδή τροχιακά που είναι

εντοπισµένα πάνω στις ϑέσεις των ατόµων. Ειδικότερα δείχνουµε ότι ένα τυχαίο στοιχείο

της χαµιλτονιανής µήτρας ανάµεσα σε δύο ατοµοειδή τροχιακά που ϐρίσκονται σε τυχαίες

ϑέσεις στο χώρο, µπορεί να γραφεί ως ένα άθροισµα του οποίου οι όροι είναι ένα γινόµενο

µιας συνάρτησης των συνηµιτόνων κατεύθυνσης της σχετικής ϑέσης των ατόµων, επί τις

λεγόµενες παραµέτρους Slater  Koster. ΄Οπως ϑα δούµε, οι παράµετροι Slater  Koster
είναι τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής ανάµεσα σε ατοµοειδή τροχιακά, εκ των οποίων

το ένα ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων και το άλλο πάνω στον άξονα z και εξαρτώνται µό-

νο από την ενδοατοµική απόσταση. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε το λεγόµενο σχήµα του

Harisson, µέσω του οποίου µπορεί να υπολογιστεί µε ένα συνολικό (universal) τρόπο η

εξάρτηση των παραµέτρων Slater  Koster από την ενδοατοµική απόσταση, ανεξάρτητα από

το είδος των ατόµων. Παρουσιάζουµε ακόµα κάποιους διορθωτικούς όρους της χαµιλτο-

νιανής, που ϑα χρησιµοποιήσουµε στη µελέτη των συστηµάτων µε τα οποία ασχολούµαστε

στην παρούσα διατριβή και τέλος παρουσιάζουµε τη γενική µορφή της χαµιλτονιανής που

ϑα χρησιµοποιήσουµε.

43
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2.1 Εισαγωγή

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, πώς η µέθοδος ισχυρής δέσµευσης µπορεί να προκύψει

µετά από κατάλληλες προσεγγίσεις από τη µέθοδο του συναρτησοειδούς της πυκνότητας.

Ιστορικά όµως η µέθοδος δεν ξεκίνησε ως προσέγγιση της µεθόδου της DFT. Η ιστορία

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης ξεκίνησε µε ένα τρόπο πολύ πιο απλό, για τη µελέτη

περιοδικών στερεών σωµάτων και µορίων, ως επέκταση της ϑεωρίας του Hükel. Στην ουσία

η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης ϑεωρεί ότι τα άτοµα αλληλεπιδρούν ασθενώς µεταξύ

τους, µε τέτοιο τρόπο ώστε η αλληλεπικάλυψη των ατοµικών κυµατοσυναρτήσεων να είναι

αρκετή, ώστε αν επρόκειτο οι ατοµικές κυµατοσυναρτήσεις να περιγράψουν τις µονοηλε-

κτρονιακές κυµατοσυναρτήσεις του συστήµατος, τότε να χρειάζονται κάποιες διορθώσεις,

χωρίς όµως η εικόνα των ατοµικών κυµατοσυναρτήσεων να καθίσταται τελείως άσχετη γι την

περιγραφή του συστήµατος [9,29]. Αν συµβαίνει αυτό, τότε η προσέγγιση της µη αυτοσυνε-

πούς επίλυσης των εξισώσεων Kohn  Sham είναι (ίσως) επαρκής. Από την άλλη, η ϐάση των

ατοµικών (ή ατοµοειδών) τροχιακών είναι επίσης επαρκής, αφού η εικόνα του συστήµατος

ϑα µοιάζει µε την εικόνα των διορθωµένων ατοµικών τροχιακών, η οποία µπορεί να επιτευ-

χθεί µε ένα γραµµικό συνδυασµό ατοµικών τροχιακών. Στην πράξη δηλαδή, η προσέγγιση

της ισχυρής δέσµευσης είναι ο συνδυασµός της ανάπτυξης των κυµατοσυναρτήσεων σε µια

ϐάση ατοµοειδών τροχιακών µε τη µη αυτοσυνεπή επίλυση των εξισώσεων Kohn  Sham.

2.2 Η ϐάση των ατοµοειδών (atomiclike) τροχιακών

΄Οπως είπαµε, στα πλαίσια της προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης, τα ηλεκτρόνια είναι

ισχυρά δεσµευµένα γύρω από τους πυρήνες των ατόµων. Είναι εποµένως λογικό στην

περιοχή των πυρήνων οι κυµατοσυναρτήσεις να συµπεριφέρονται περίπου όπως οι κυµα-

τοσυναρτήσεις των ηλεκτρονίων των ελεύθερων ατόµων. Αυτό µας οδηγεί να επιλέξουµε

ως ϐάση, πάνω στην οποία ϑα αναπτύξουµε την κυµατοσυνάρτηση των ηλεκτρονίων του

συστήµατος, τα ίδια τα ατοµικά τροχιακά, ή εναλλακτικά κάποια τροχιακά που ϑα συµπε-

ϱιφέρονται όπως τα ατοµικά τροχιακά, τα λεγόµενα ατοµοειδή (atomiclike) τροχιακά, τα

οποία είναι εντοπισµένα γύρω από τις ϑέσεις των ατόµων και αποτελούνται από το γινόµε-

νο ενός ακτινικού µέρους Rn,l(r) µε ένα γωνιακό µέρος Ỹ m
l (θ, φ) = Θm

l (θ)Φ̃m(φ). Είναι

δηλαδή1

Ψn,l,m(r, θ, φ) = Rnl(r)Ỹ
m
l (θ, φ) = Rnl(r)Θlm(θ)Φ̃m(φ) (2.1)

Για να είναι πιο ϐολικό στο χειρισµό του, το γωνιακό κοµµάτι Ỹ m
l (θ, φ) των κυµατοσυ-

ναρτήσεων ϐάσης επιλέγεται έτσι ώστε να είναι µια πραγµατική συνάρτηση, που κατασκευά-

Ϲεται από γραµµικούς συνδυασµούς των σφαιρικών αρµονικών2 Y m
l (θ, φ) και Y −m

l (θ, φ),

1τα r, θ και φ είναι οι γνωστές σφαιρικές συντεταγµένες, µετρηµένες ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων,

του οποίου η αρχή συµπίπτει µε τη ϑέση του ατόµου.
2για περισσότερες πληροφορίες πάνω στην κατασκευή των σφαιρικών αρµονικών Y m

l (θ, φ) και των πραγ-

µατικών συναρτήσεων Ỹ m
l (θ, φ), που κατασκευάζονται απ΄ αυτές, δείτε το παράρτηµα Α΄ στη σελίδα 349
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ως εξής :

Ỹ m
l (θ, φ) =

(−1)mY m
l (θ, φ) + Y −m

l (θ, φ)√
2

, m > 0, (2.2)

Ỹ −m
l (θ, φ) =

(−1)mY m
l (θ, φ)− Y −m

l (θ, φ)√
2i

, m > 0 και (2.3)

Ỹ 0
l (θ, φ) = Y 0

l (θ, φ) = Θ0
l (θ)

1√
2π
. (2.4)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη µας τη σχέση

Θ−m
l (θ) = (−1)mΘm

l (θ), (2.5)

που ισχύει για τις συναρτήσεις Θm
l (θ), µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι

Ỹ m
l (θ, φ) = Θm

l (θ)Φ̃m(φ) =
(−1)m√

π
Θm

l (θ) cos(mφ), m > 0 και (2.6)

Ỹ −m
l (θ, φ) = Θm

l (θ)Φ̃−m(φ) =
(−1)m√

π
Θm

l (θ) sin(mφ), m > 0, (2.7)

όπου ϐεβαίως

Φ̃m(φ) =
Φm(φ) + Φ−m(φ)√

2
=

cos(mφ)√
π

, m > 0 και (2.8)

Φ̃−m(φ) =
Φm(φ)− Φ−m(φ)√

2i
=

sin(mφ)√
π

, m > 0. (2.9)

Με τον τρόπο αυτό η εξάρτηση των σφαιρικών αρµονικών από τους όρους eimφ και e−imφ

µετατρέπεται σε cos(mφ) και sin(mφ), απαλείφοντας έτσι το µιγαδικό µέρος των σφαιρι-

κών αρµονικών. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι οι συναρτήσεις Ỹ m
l (θ, φ) συνεχίζουν να

αποτελούν ένα ορθοκανονικό και πλήρες σύστηµα συναρτήσεων, αφού

〈Ỹ m
l (θ, φ)|Ỹ m′

l′ (θ, φ)〉 = δl,l′δm,m′ . (2.10)

Η σχέση αυτή προκύπτει άµεσα, από τη σχέση ορθοκανονικότητας των σφαιρικών αρµονι-

κών |Y m
l (θ, φ)〉

〈Y m
l (θ, φ)|Y m′

l′ (θ, φ)〉 = δl,l′δm,m′ . (2.11)

Μπορεί ακόµα κανείς να δείξει ότι

〈Φ̃m(φ)|Φ̃m′(φ)〉 = δm,m′ . (2.12)

Στην περίπτωση των συναρτήσεων |Ỹ m
l (θ, φ)〉, ισχύουν ακριβώς οι ίδιοι περιορισµοί για τα l

και m, όπως ισχύουν και για τις σφαιρικές αρµονικές |Y m
l (θ, φ)〉, δηλαδή l = 0, 1, 2, · · · , n

και m = −l, · · · , l.
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2.3 Παράµετροι Slater  Koster

΄Οπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, για τον υπολογισµό των µη διαγώνιων στοιχείων

µήτρας hk
′k

l′l της χαµιλτονιανής, στα πλαίσια της προσέγγισης αγνόησης των ολοκληρωµά-

των τριών κέντρων, χρειάζεται να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα επικάλυψης Sk′k
l′l και το

αντίστοιχο στοιχείο µήτρας του τελεστή της κινητικής ενέργειας T k′k
l′l . ΄Οπως έχουµε πει, τα

στοιχεία µήτρας αυτά κατασκευάζονται από τα τροχιακά |Φ(0)
l′k′〉 και |Φ(0)

lk 〉, που αποτελούν

ιδιοσυναρτήσεις της εξίσωσης Kohn  Sham των αποµονωµένων ατόµων k′ και k αντίστοιχα,

τα οποία έστω ότι ϐρίσκονται στις ϑέσεις Rk′ και Rk αντίστοιχα. Εποµένως τα τροχιακά

αυτά ϑα είναι ατοµοειδή τροχιακά εντοπισµένα στις ϑέσεις αυτές και κατά συνέπεια ϑα

γράφονται ως

|Φ(0)
l′k′(r)〉 = |Ψl′k′(r−Rk′)〉 και |Φ(0)

lk (r)〉 = |Ψlk(r−Rk)〉, (2.13)

όπου

|Ψl′k′(r)〉 = |R(k′)
n′l′ (r)Ỹl′m′(θ, φ)〉 και |Ψlk(r)〉 = |R(k)

nl (r)Ỹlm(θ, φ)〉, (2.14)

όπου r, θ και φ οι γνωστές σφαιρικές συντεταγµένες, R
(k′)
n′l′ (r) και R

(k)
nl (r) τα αντίστοιχα

ακτινικά κοµµάτια των ιδιοσυναρτήσεων και n′, l′,m′, n, l,m οι γνωστοί ατοµικοί κβαντικοί

αριθµοί 3. Χρησιµοποιώντας αυτές τις εκφράσεις, τα ολοκληρώµατα T k′k
l′l και Sk′k

l′l γράφονται

〈Φ(0)
l′k′(r)|V (r)|Φ(0)

lk (r)〉 = 〈Ψl′k′(r−Rk′)|V (r)|Ψlk(r−Rk)〉

=

∫
d3rΨ∗

l′k′(r−Rk′)V (r)Ψlk(r−Rk) (2.15)

όπου V (r) = T (r) (αν έχουµε να υπολογίσουµε το T k′k
l′l ) ή V (r) = 1 (αν έχουµε να υπο-

λογίσουµε το Sk′k
l′l ). Θα προσπαθήσουµε λοιπόν στη συνέχεια να υπολογίσουµε αυτά τα

στοιχεία µήτρας.

Κατ΄ αρχήν ϑα δείξουµε ότι ο υπολογισµός των στοιχείων µήτρας

〈Ψl′k′(r−Rk′)|V (r)|Ψlk(r−Rk)〉

είναι ισοδύναµος µε τον υπολογισµό των στοιχείων µήτρας

〈Ψl′k′(r−Rk′ +Rk)|V (r)|Ψlk(r)〉.
3οι δείκτες l και l′ εµφανίζονται άλλοτε συµβολίζοντας το τροχιακό και άλλοτε συµβολίζοντας τον κβαντικό

αριθµό της στροφορµής. ΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια αυτό δεν προκαλεί σύγχυση, γιατί τελικώς για τα

στοιχεία µήτρας hk′k
l′l και Sk′k

l′l που µας ενδιαφέρουν, τα τροχιακά που συµβολίζονται µε τους δείκτες l και

l′, προσδιορίζονται µονοσήµαντα από τους κβαντικούς αριθµούς l και l′ της στροφορµής. Κατά συνέπεια δε

δηµιουργείται καµία σύγχυση. Επίσης στη πορεία του κειµένου χρησιµοποιούµε για ϐολικότητα άλλοτε το

σύµβολο Ỹ m
l (Y m

l ) και άλλοτε το σύµβολο Ỹlm (Ylm) για να υποδηλώσουµε την ίδια σφαιρική αρµονική µε

δείκτες (κβαντικούς αριθµούς) l και m. Ελπίζουµε αυτό να µην προκαλέσει σύγχυση στον αναγνώστη.
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Η απόδειξη είναι απλή. Με αλλαγή µεταβλητής από r σε r + Rk, το ολοκλήρωµα της

εξίσωσης 2.15 γράφεται

〈Φ(0)
l′k′(r)|V (r)|Φ(0)

lk (r)〉 =

∫
d3rΨ∗

l′k′(r−Rk′ +Rk)V (r+Rk)Ψlk(r) (2.16)

=

∫
d3rΨ∗

l′k′(r−Rk′ +Rk)V (r)Ψlk(r),

όπου η τελευταία ισότητα είναι αποτέλεσµα του γεγονότος ότι ο τελεστής T της κινητικής

ενέργειας δεν αλλάζει µε µεταφορά του συστήµατος κατά ένα σταθερό διάνυσµα R. Ισχύει

δηλαδή

T (r+R) = T (r). (2.17)

Εποµένως τα στοιχεία µήτρας T k′k
l′l και Sk′k

l′l και κατά συνέπεια τα µη διαγώνια στοιχεία

µήτρας hk
′k

l′l που ψάχνουµε να ϐρούµε, εξαρτώνται από το διάνυσµα Rk′ −Rk και όχι από

καθένα από τα Rk′ και Rk χωριστά. Συνεπώς ο υπολογισµός αυτών των στοιχείων µήτρας,

όπου το τροχιακό k′ της ϐάσης ϐρίσκεται εντοπισµένο στη ϑέση Rk′ και το τροχιακό k στη

ϑέση Rk, είναι ισοδύναµος µε των υπολογισµό των αντίστοιχων στοιχείων µήτρας όπου το

τροχιακό k ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων και το τροχιακό k′ στη ϑέση Rk′ −Rk. Θα είναι

δηλαδή

h
(k′k)
l′l = h

(k′k)
l′l (Rk′ −Rk). (2.18)

Ας υπολογίσουµε λοιπόν τα ολοκληρώµατα αυτά για την περίπτωση που Rk = 0 (το

άτοµο k ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων) και Rk′ = z0k̂ (το άτοµο k′ ϐρίσκεται σε απόσταση

z0 απ΄ το πρώτο, πάνω στον άξονα z) (ϐλέπε σχήµα 2.1). Το Ϲητούµενο δηλαδή σε πρώτη

ϕάση είναι να υπολογίσουµε το στοιχείο µήτρας

h
(k′k)
l′l (zok̂) = 〈Ψl′k′(r− z0k̂)|H|Ψlk(r)〉. (2.19)

΄Εστω r, θ και φ οι σφαιρικές συντεταγµένες κάθε σηµείου του χώρου µετρηµένες από

την αρχή των αξόνων (που είναι και η ϑέση του ατόµου k) και r′, θ′ και φ′ οι σφαιρικές

συντεταγµένες κάθε σηµείου του χώρου µετρηµένες όχι από την αρχή των αξόνων, αλλά

από τη ϑέση του ατόµου k′ (δηλαδή από τη ϑέση z0k̂). Αν r′ οι συντεταγµένες κάθε σηµείου

του χώρου µετρηµένες από τη ϑέση του ατόµου k′, τότε r′ = r − z0k̂. Κατά συνέπεια αν

x′, y′, z′ είναι οι καρτεσιανές συντεταγµένες ενός σηµείου του χώρου µετρηµένες από τη

ϑέση z0k̂, που ϐρίσκεται το άτοµο k′ και x, y, z οι αντίστοιχες καρτεσιανές συντεταγµένες

µετρηµένες από τη ϑέση του ατόµου k, που είναι η αρχή των αξόνων, τότε η σχέση µεταξύ

των συντεταγµένων αυτών ϑα είναι

x′ = x y′ = y z′ = z − z0, (2.20)

και κατά συνέπεια οι σχέσεις των αντίστοιχων σφαιρικών συντεταγµένων (r′, θ′, φ′) και (r, θ,
φ) ϑα είναι

r′ =
√
r2 + z20 − 2rz0 cos θ sin θ′ =

r

r′
sin θ =

r sin θ√
r2 + z20 − 2rz0 cos θ



2.3. ΠΑΡ�ΑΜΕΤΡΟΙ SLATER  KOSTER 49

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

��
��
��
��

x

x’

y

y’

z z’

r

r’
’

0z

’φ

φ

θ

θ

Σχήµα 2.1: Σύστηµα συντεταγµένων µετατοπισµένο κατά τον άξονα z.

cos θ′ =
r cos θ − z0√

r2 + z20 − 2rz0 cos θ
φ′ = φ (2.21)

Από τις τελευταίες αυτές σχέσεις παρατηρούµε ότι :

1. Οι συντεταγµένες r′ και θ′ είναι συγχρόνως συναρτήσεις των r και θ, ενώ παράλληλα

εξαρτώνται από την απόσταση z0.

2. Η συντεταγµένη φ′ δεν εξαρτάται από τα r και θ και είναι ίδια µε τη συντεταγµένη φ.

Χρησιµοποιώντας τις δύο αυτές παρατηρήσεις και τη σχέση 2.12, το ολοκλήρωµα

Sk′k
l′l (z0k̂) έχει τη µορφή:

Sk′k
l′l (z0k̂) = 〈Φ(0)

l′k′ |Φ
(0)
lk 〉 = 〈Ψl′k′(r− z0k̂)|Ψlk(r)〉 = 〈Ψl′k′(r

′)|Ψlk(r)〉

=

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)
n′l′

∗
(r′)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′m′(θ′)Θlm(θ)r

2dr sin θdθ ·

·

∫ 2π

0

Φ̃∗
m′(φ)Φ̃m(φ)dφ

=

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)
n′l′

∗
(r′)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′m′(θ′)Θlm(θ)r

2dr sin θdθ · δm,m′ . (2.22)
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Οµοίως για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος T k′k
l′l (z0k̂) ϑα έχουµε

T k′k
l′l (z0k̂) = 〈Φ(0)

l′k′ |T |Φ
(0)
lk 〉 = 〈Ψl′k′(r− z0k̂)|T (r)|Ψlk(r)〉 = 〈Ψl′k′(r

′)|T (r)|Ψlk(r)〉

= 〈R(k′)
n′l′ (r

′)Ỹl′m′(θ′, φ)| − ~2

2me

∇2|R(k)
nl (r)Ỹlm(θ, φ)〉

= − ~2

2me

〈R(k′)
n′l′ (r

′)Ỹl′m′(θ′, φ)| 1
r2

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

L2

~2r2
|R(k)

nl (r)Ỹlm(θ, φ)〉

= − ~2

2me

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r2dr sin θdθdφR
(k′)
n′l′

∗
(r′)Ỹ ∗

l′m′(θ′, φ)

(
1

r2
∂

∂r

(
r
∂R

(k)
nl (r)

∂r

)
Ỹlm(θ, φ) +

l(l + 1)

r2
R

(k)
nl (r)Ỹlm(θ, φ)

)

= − ~2

2me

∫ ∞

0

∫ π

0

r2dr sin θdθR
(k′)
n′l′

∗
(r′)Θ∗

l′m′(θ′)

(
1

r2R
(k)
nl (r)

∂

∂r

(
r
∂R

(k)
nl (r)

∂r

)
+
l(l + 1)

r2

)
R

(k)
nl (r)Θlm(θ)r

2dr sin θ ·

·

∫ 2π

0

Φ̃∗
m′(φ)Φ̃m(φ)dφ

=

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)
n′l′

∗
(r′)Θ∗

l′m′(θ′)t
(k)
nl (r)R

(k)
nl (r)Θlm(θ)r

2dr sin θdθ · δmm′ (2.23)

όπου

t
(k)
nl (r) = − ~2

2me

(
1

r2R
(k)
nl (r)

∂

∂r

(
r
∂R

(k)
nl (r)

∂r

)
+
l(l + 1)

r2

)
(2.24)

είναι µια συνάρτηση που εξαρτάται µόνο από το r.
Τόσο λοιπόν το T k′k

l′l (z0k̂), όσο και το Sk′k
l′l (z0k̂) είναι ένα γινόµενο ενός διπλού ολοκλη-

ϱώµατος ως προς r και θ (που δε διαχωρίζεται σε δύο ολοκληρώµατα, ένα ως προς r και

ένα ως προς θ) µε τη συνάρτηση δm,m′. Το διπλό αυτό ολοκλήρωµα είναι συνάρτηση µόνο

της απόστασης z0. Κατά συνέπεια αν m 6= m′, τα T k′k
l′l (z0k̂) και Sk′k

l′l (z0k̂) και κατ΄ επέκταση

το hk
′k

l′l (z0k̂) µηδενίζονται. Αν m = m′ τότε τα T k′k
l′l (z0k̂) και Sk′k

l′l (z0k̂) και κατ΄ επέκταση το

hk
′k

l′l (z0k̂) είναι συναρτήσεις του z0.
Συµπερασµατικά λοιπόν µπορούµε να πούµε, ότι για την περίπτωση που εξετάζουµε,

το hk
′k

l′l (z0k̂) είναι ίσο µε

hk
′k

l′l (z0k̂) = V (z0)δm,m′ , (2.25)

όπου η συνάρτηση V (z0) εξαρτάται από τους δείκτες n,n′,l, l′ και m και επίσης εξαρτάται

από τη µορφή των συναρτήσεων R
(k)
nl και R

(k′)
n′l′ , οι οποίες εν γένει είναι διαφορετικές για

n = n′ και l = l′, όταν το είδος των ατόµων k και k′, που περιγράφουν, είναι διαφορετικό.

Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε για την εξάρτηση του V (z0)

V (z0) = V
(k′k)
n′,n,l′,l,m(z0) (2.26)
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και

V
(k′k)
n′,n,l′,l,m(z0) =

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)∗
n′l′ (r′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′m(θ

′)Θlm(θ)r
2dr sin θdθ, (2.27)

όπου v
(k′k)
l′l (r) είναι µία συνάρτηση µόνο του r και δεν εξαρτάται από τους κβαντικούς

αριθµούς m και m′ και έχει τη µορφή

v
(k′k)
l′l (r) = ǫ

(0)
l′k′ + ǫ

(0)
lk − t

(k)
nl (r). (2.28)

Εποµένως το ενδιαφέρον µας αρκεί να εστιαστεί στα στοιχεία µήτρας που κατασκευάζονται

από ατοµοειδή τροχιακά µε τον ίδιο κβαντικό αριθµό m, αφού σε διαφορετική περίπτωση

µηδενίζονται.

Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι λόγω της σχέσεως 2.5, ϑα έχουµε

V
(k′k)
n′,n,l′,l,−m(z0) =

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)∗
n′l′ (r′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′,−m(θ

′)Θl,−m(θ)r
2dr sin θdθ

=

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)∗
n′l′ (r′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)(−1)mΘ∗

l′m(θ
′)(−1)mΘlm(θ)r

2dr sin θdθ

= V
(k′k)
n′,n,l′,l,m(z0). (2.29)

Εποµένως το τελευταίο ολοκλήρωµα της σχέσης 2.27 έχει την ίδια τιµή είτε m > 0, είτε

m < 0. Θα µπορούσαµε κατά συνέπεια να ξαναγράψουµε τη σχέση 2.26 ως

V (z0) = V
(k′k)
n′,n,l′,l,|m|(z0). (2.30)

Κατά συνέπεια το ενδιαφέρον µας µπορεί να περιοριστεί µόνο στα στοιχεία µήτρας που

κατασκευάζονται από το ίδιο |m|.
Ακόµα, αν ϑεωρήσουµε ότι η αλληλεπίδραση µεταξύ δύο ατόµων περιορίζεται µόνο στην

αλληλεπίδραση των ηλεκτρονίων σθένους τους 4, τότε στην παραπάνω σχέση είναι περιττή η

αναφορά στους δείκτες n και n′, αφού τα ηλεκτρόνια σθένους ενός ατόµου χαρακτηρίζονται

πάντα από τον ίδιο συγκεκριµένο συνδυασµό n και l. Αυτό ϐεβαίως δε σηµαίνει ότι η

συνάρτηση V (z0) παύει να εξαρτάται από τα n και n′. Σηµαίνει απλώς ότι το κάθε l, που

αφορά ηλεκτρόνιο σθένους ενός ατόµου, προσδιορίζει µονοσήµαντα τον αντίστοιχο δείκτη n
και κατά συνέπεια η αναφορά και στο δείκτη n δεν προσφέρει καµιά επιπλέον πληροφορία.

Στην περίπτωση όµως που δε χρησιµοποιήσουµε την ελάχιστη ϐάση, που αντιστοιχεί στα

τροχιακά των ηλεκτρονίων σθένους, αλλά ϑελήσουµε να χρησιµοποιήσουµε και τροχιακά

που ϑα περιγράφουν τα ηλεκτρόνια του πυρήνα (core electrons), τότε η αναφορά στους

δείκτες n και n′, ϑα πρέπει να επανέλθει.

Μετά απ΄ αυτές τις προσεγγίσεις καταλήγουµε σε µια ϐολική έκφραση για τα στοιχεία

µήτρας της χαµιλτονιανής ανάµεσα σε τροχιακά της ϐάσης των ατοµοειδών τροχιακών που

περιγράφουν τα ηλεκτρόνια σθένους. Η έκφραση αυτή είναι :

hk
′k

l′l (z0k̂) = V
(k′k)
l′l|m| (z0) · δmm′ . (2.31)

4αυτό ϐεβαίως αποτελεί µία επιπλέον προσέγγιση
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΄Οπως ϕαίνεται πλέον εδώ, οι δείκτες l και l′, που συµβολίζουν τα τροχιακά στο σύµ-

ϐολο hk
′k

l′l , κάλλιστα ϑα µπορούσαν να υποκατασταθούν από τους αντίστοιχους κβαντικούς

αριθµούς l και l′, που εµφανίζονται στο σύµβολο V
(k′k)
l′l|m| , χωρίς να υπάρχει η παραµικρή

σύγχυση.

Ας δούµε τώρα πώς συνδέονται τα hk
′k

l′l (z0k̂) µε τα hk
′k

l′l (−z0k̂). Κατ΄ αναλογία µε τις

εξισώσεις 2.19 και 2.31 ϑα είναι

hk
′k

l′l (−z0k̂) = 〈Ψl′k′(r+ z0k̂)|H|Ψlk(r)〉 = V
(k′k)
l′l|m| (−z0) · δmm′ . (2.32)

µε το V
(k′k)
l′l|m| (−z0) να είναι

V
(k′k)
l′l|m| (−z0) =

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)∗
n′l′ (r′′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′|m|(θ

′′)Θl|m|(θ)r
2dr sin θdθ, (2.33)

όπου r′′ = r+ z0k̂ και εποµένως

r′′ =
√
r2 + z20 + 2rz0 cos θ sin θ′′ =

r

r′′
sin θ =

r sin θ√
r2 + z20 + 2rz0 cos θ

cos θ′′ =
r cos θ + z0√

r2 + z20 + 2rz0 cos θ
φ′′ = φ. (2.34)

΄Οπως µπορεί να διαπιστώσει κανείς, αν γίνει µια αλλαγή µεταβλητής από θ σε θ1 = π − θ,
και από θ′′ σε θ′′1 = π − θ′′, τότε οι σχέσεις 2.34 που συνδέουν τα r′′ και θ′′ µε τα r και θ
γίνονται :

r′′ =
√
r2 + z20 − 2rz0 cos θ1 sin θ′′1 =

r

r′′
sin θ1 =

r sin θ1√
r2 + z20 − 2rz0 cos θ1

cos θ′′1 =
r cos θ1 − z0√

r2 + z20 − 2rz0 cos θ1
φ′′ = φ (2.35)

και το ολοκλήρωµα της σχέσης 2.33 γίνεται :

V
(k′k)
l′l|m| (−z0) =

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)∗
n′l′ (r′′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′m(π − θ′′1)Θlm(π − θ1)r

2dr sin θ1dθ1.

(2.36)

Οι παραπάνω σχέσεις 2.35 όµως είναι ακριβώς ίδιες µε τις εξισώσεις 2.21, αν στη ϑέση της

µεταβλητής r′′ έµπαινε το r′, στη ϑέση του θ′′1 έµπαινε το θ′ και στη ϑέση του θ1 έµπαινε το

θ. Κατά συνέπεια µπορούµε να ϑέσουµε στο ολοκλήρωµα της σχέσης 2.36 r′′ = r′, θ′′1 = θ′

και θ1 = θ. ΄Ετσι το ολοκλήρωµα αυτό γίνεται :

V
(k′k)
l′l|m| (−z0) =

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)∗
n′l′ (r′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′m(π − θ′)Θlm(π − θ)r2dr sin θdθ, (2.37)
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΄Οµως από τη σχέση Α΄.12 προκύπτει ότι

Θm
l (π − θ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

2(l +m)!
Pm
l (cos(π − θ)) =

√
(2l + 1)(l −m)!

2(l +m)!
Pm
l (− cos θ). (2.38)

και από τη σχέση Α΄.10

Pm
l (−x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2d

l+m(x2 − 1)l

d(−x)l+m

= (−1)l+m (−1)m

2ll!
(1− x2)m/2d

l+m(x2 − 1)l

dxl+m

= (−1)l+mPm
l (x). (2.39)

Εποµένως

Θm
l (π − θ) = (−1)l+mΘm

l (θ) (2.40)

΄Ετσι το ολοκλήρωµα 2.37 µπορεί να γραφεί ως

V
(k′k)
l′l|m| (−z0) = (−1)l+l′

∫ ∞

0

∫ π

0

R
(k′)
n′l′

∗
(r′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)Θ

∗
l′m(θ

′)Θlm(θ)r
2dr sin θdθ

= (−1)l+l′V
(k′k)
l′l|m| (z0). (2.41)

΄Οµως

hk
′k

l′l (−z0k̂) = V
(k′k)
l′l|m| (−z0) · δm′m

= 〈Ψl′k′(r+ z0k̂)|V (r)|Ψlk(r)〉
= 〈Ψl′k′(r)|V (r− z0k̂)|Ψlk(r− z0k̂)〉
= 〈Ψl′k′(r)|V (r)|Ψlk(r− z0k̂)〉
= 〈Ψlk(r− z0k̂)|V (r)|Ψl′k′(r)〉∗

= V
(kk′)
ll′|m|

∗
(z0) · δm′m. (2.42)

Κατά συνέπεια

V
(kk′)
ll′|m|

∗
(z0) = (−1)l+l′V

(k′k)
l′l|m| (z0). (2.43)

Η τελευταία αυτή σχέση είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στην περίπτωση που τα άτοµα k και k′

είναι ίδιου τύπου. Στην περίπτωση αυτή δεν υφίσταται διάκριση µεταξύ k και k′ και ϑα

είχαµε

V
(kk)
ll′|m|

∗
(z0) = (−1)l+l′V

(kk)
l′l|m|(z0), (2.44)

ή

V
(kk)
ll′|m|(z0) = (−1)l+l′V

(kk)
l′l|m|

∗
(z0). (2.45)

∆εδοµένου µάλιστα ότι τα ατοµοειδή τροχιακά της ϐάσης µπορούν να ληφθούν έτσι ώστε να

είναι πραγµατικές συναρτήσεις, η τελευταία σχέση µπορεί να γραφεί ως

V
(kk)
ll′|m|(z0) = (−1)l+l′V

(kk)
l′l|m|(z0). (2.46)
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l′ l m Vl′lm l′ l m Vl′lm
0 0 0 Vssσ 1 2 0 Vpdσ
0 1 0 Vspσ 1 2 1 Vpdπ
0 2 0 Vsdσ 2 2 0 Vddσ
1 1 0 Vppσ 2 2 1 Vddπ
1 1 1 Vppπ 2 2 2 Vddδ

Πίνακας 2.1: Οι παράµετροι Slater Koster

΄Ετσι δεν είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε τα στοιχεία µήτρας V
(kk)
l′l|m|(z0) για όλα τα l και l′,

αλλά µόνο εκείνα για τα οποία l′ ≥ l ή µόνο εκείνα για τα οποία l′ ≤ l. Η γνώση του ενός από

τα δύο παραπάνω σύνολα στοιχείων µήτρας είναι αρκετή για τη γνώση όλων των στοιχείων

µήτρας της µορφής V
(kk)
l′l|m|(z0). Επίσης έχουµε ήδη πει νωρίτερα ότι αρκεί να γνωρίζουµε

µόνο τα V
(k′k)
l′lm (z0) για τα οποία m ≥ 0, αφού V

(k′k)
l′lm (z0) = V

(k′k)
l′l−m(z0). Κατά συνέπεια,

τα µοναδικά στοιχεία µήτρας της µορφής V
(k′k)
l′lm (z0) που χρειάζεται να γνωρίζουµε, στην

περίπτωση που τα άτοµα k και k′ είναι διαφορετικού τύπου, είναι εκείνα για τα οποία

0 ≤ m ≤ lmin, για όλους τους δυνατούς συνδυασµούς των l και l′, ενώ στην περίπτωση

που τα άτοµα k και k′ είναι ίδιου τύπου, αρκεί να γνωρίζουµε µόνο εκείνα για τα οποία

0 ≤ l′ ≤ l και 0 ≤ m ≤ lmin, όπου lmin = min{l′, l}. Αυτό µπορούµε τα το γράψουµε και

µε την πιο συµπαγή µορφή 0 ≤ m ≤ l′ ≤ l.
΄Ετσι αν στα l′ και l δώσουµε τα σύµβολα s, p, d κ.τ.λ., που αντιστοιχούν στις καταστάσεις

του κβαντικού αριθµού l της στροφορµής l = 0, l = 1, l = 2 κ.τ.λ. και στο m δώσουµε

τα σύµβολα σ, π, δ κ.τ.λ. για τις τιµές |m| = 0, |m| = 1, |m| = 2 κ.τ.λ., τότε κατασκευά-

Ϲονται τα µοναδικά ανεξάρτητα στοιχεία της χαµιλτονιανής µήτρας, τα οποία ονοµάζονται

παράµετροι Slater  Koster [30]. Αν περιοριστούµε στα άτοµα που περιγράφονται από

τροχιακά τύπου s, p και d, τότε προκύπτουν δέκα παράµετροι Slater  Koster, που ϕαίνον-

ται στον πίνακα 2.1. ΄Οπως ϑα δείξουµε στη συνέχεια, όλα τα στοιχεία της χαµιλτονιανής

µήτρας µπορούν να εκφραστούν ως ένας γραµµικός συνδυασµός των παραµέτρων Slater 
Koster.

2.4 Στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής ως συνάρτηση

των παραµέτρων Slater  Koster

Από όσα έχουµε πει µέχρι τώρα, αντιλαµβάνεται κανείς ότι οι παράµετροι Slater  Koster
είναι τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής στη ϐάση των ατοµοειδών τροχιακών, στην πε-

ϱίπτωση που ένα άτοµο ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων και το άλλο σε µια απόσταση z0
απ΄ το πρώτο, πάνω στον άξονα z. Ωστόσο δύο άτοµα δε ϐρίσκονται πάντα το ένα στην αρχή

των αξόνων και το άλλο σε µια απόσταση z0 από το πρώτο πάνω στον άξονα z, αλλά κατα-

λαµβάνουν τυχαίες ϑέσεις στο χώρο σε σχέση µε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων,

που εξ αρχής έχει αυθαίρετα καθοριστεί. Αν ϐεβαίως κανείς είχε να µελετήσει ένα σύστηµα

δύο ατόµων, ϑα µπορούσε πάντα να τοποθετήσει το ένα στην αρχή των αξόνων και το άλλο
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σε µια απόσταση z0 πάνω στον άξονα z και στη συνέχεια να πραγµατοποιήσει τον υπολο-

γισµό που ϑέλει, χρησιµοποιώντας ως στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής τις παραµέτρους

Slater  Koster. Ωστόσο ένα υπό µελέτη σύστηµα δεν αποτελείται πάντα από δύο άτοµα,

οπότε η ύπαρξη ενός τρίτου ατόµου ϑα έκανε αδύνατη τη µελέτη µε γνώση µόνο αυτών των

στοιχείων µήτρας. Είναι εποµένως απαραίτητο να ϐρούµε ένα τρόπο υπολογισµού των πα-

ϱαπάνω στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής, όταν τα δύο άτοµα δε ϐρίσκονται πάνω στον

άξονα z, αλλά σε δύο τυχαίες ϑέσεις στο χώρο. Αυτό που ϑα δείξουµε τη συνέχεια είναι ότι

όλα αυτά τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής µπορούν να γραφούν ως συναρτήσεις των

παραµέτρων Slater  Koster.
΄Οπως ήδη δείξαµε στην προηγούµενη παράγραφο (ϐλέπε εξισώσεις 2.16 και 2.18),

το στοιχείο µήτρας της χαµιλτονιανής ανάµεσα σε ατοµοειδή τροχιακά της ϐάσης, που

αντιστοιχούν στα διαφορετικά άτοµα k και k′, τα οποία ϐρίσκονται στις ϑέσεις Rk και Rk′

αντίστοιχα, είναι

h
(k′k)
l′l = 〈Φ(0)

l′k′(r)|h(r)|Φ
(0)
lk (r)〉

= 〈Ψ(0)
l′k′(r− (Rk′ −Rk))|h(r)|Ψ(0)

lk (r)〉, (2.47)

όπου

h
(k′k)
l′l =

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

R
(k′)
n′l′

∗
(r′)v

(k′k)
l′l (r)R

(k)
nl (r)Ỹ

∗
l′m′(θ′, φ′)Ỹlm(θ, φ)r

2dr sin θdθdφ (2.48)

και r′, θ′ και φ′ είναι οι σφαιρικές συντεταγµένες του διανύσµατος r′ = r− (Rk′ −Rk). Για

τον υπολογισµό λοιπόν των στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής, αρκεί να υπολογιστούν τα

ολοκληρώµατα της σχέσης 2.48.

Κατ΄ αρχήν λοιπόν ας ορίσουµε αυθαίρετα ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (ϐλέ-

πε σχήµα 2.2). Στη συνέχεια ας ορίσουµε για το άτοµο k ένα τοπικό σύστηµα συντεταγµένων

Oxyz το οποίο ϑα προέρχεται από παράλληλη µετατόπιση του αρχικού, έτσι ώστε η αρχή

του µετατοπισµένου συστήµατος να συµπίπτει µε τη ϑέση του ατόµου. Το διάνυσµα ϑέσης

κάθε ατόµου k′ σε αυτό το σύστηµα συντεταγµένων ϑα είναι το Rk′ −Rk. Ας ορίσουµε στη

συνέχεια ένα άλλο τοπικό σύστηµα συντεταγµένων O′x′y′z′ για το κάθε άτοµο k′, το οποίο

(κατά παρόµοιο τρόπο µε το Oxyz) ϑα προέρχεται από παράλληλη µετατόπιση του αρχικού

αυθαίρετου συστήµατος, έτσι ώστε η αρχή του O′ να συµπίπτει µε τη ϑέση του ατόµου k′.
Ας ορίσουµε τώρα ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων Ox′′y′′z′′, το οποίο ϑα έχει την ίδια

αρχή µε το τοπικό σύστηµα συντεταγµένων Oxyz, αλλά ο άξονας z′′ ϑα καθορίζεται από το

διάνυσµα Rk′ −Rk (δηλαδή Rk′ −Rk = z′′0 k̂
′′, όπου k̂′′ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κατά

την κατεύθυνση του άξονα z′′). Αν οι σφαιρικές συντεταγµένες του διανύσµατος Rk′ −Rk

ως προς το σύστηµα συντεταγµένων Oxyz είναι οι (Rk′k, θ0, φ0), δηλαδή

Rk′ −Rk = Rk′k(sin θ0 cosφ0î+ sin θ0 sinφ0ĵ+ cos θ0k̂), (2.49)

τότε το σύστηµα αυτό ϑα µπορούσε να δηµιουργηθεί µε δύο στροφές των αξόνων του τοπικού

συστήµατος Oxyz, εκ των οποίων η πρώτη ϑα είναι µια στροφή κατά γωνία φ0 γύρω από τον

άξονα z και η δεύτερη κατά γωνία θ0 γύρω από τον άξονα y′′, ο οποίος ϑα προκύψει από



56 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. Η ΠΡΟΣ�ΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΙΣΧΥΡ�ΗΣ ∆�ΕΣΜΕΥΣΗΣ

kR’
kR

kR’ kR−

z’’

x’

x

y

y’

z

z’

O

atom k’

atom k

O’

Σχήµα 2.2: Τοπικά συστήµατα συντεταγµένων, τα οποία δηµιουργούνται µε παράλληλη µετατόπι-

ση του αρχικού, µε αρχή τους τις ϑέσεις των ατόµων k και k′. Ο άξονας z′′ ορίζεται από το διάνυσµα

R
′
k −Rk.

τον άξονα y κατά την πρώτη στροφή. Οι στροφές αυτές παρουσιάζονται στην εικόνα 2.3. Αν

µε Rz(θ0) συµβολίσουµε τον πίνακα στροφής γύρω από τον άξονα z κατά θ0 και µε Ry′(φ0)
τον πίνακα στροφής γύρω από τον άξονα y′′ κατά φ0, τότε η συνολική στροφή ϑα είναι η

R = Ry′′(θ0)Rz(φ0). (2.50)

∆εδοµένου ότι η στροφή Ry′′1
(φ0) είναι στροφή γύρω από τον άξονα y′′, ο οποίος προέρχεται

από τη στροφή του άξονα y κατά γωνία φ0 γύρω από τον άξονα z, ϑα έχουµε [31]

Ry′′(θ0) = Rz(φ0)Ry(θ0)R
−1
z (φ0) (2.51)

και κατά συνέπεια

R = Ry′′(θ0)Rz(φ0) = Rz(φ0)Ry(θ0)R
−1
z (φ0)Rz(φ0) = Rz(φ0)Ry(θ0). (2.52)

΄Ετσι ένα διάνυσµα r ως προς το τοπικό σύστηµα συντεταγµένων Oxyz, ϑα µετατρέπεται στο

διάνυσµα r′′ ως προς το στραµµένο και η σχέση που ϑα τα συνδέει ϑα είναι η

r′′ = Rr = Rz(φ0)Ry(θ0)r. (2.53)

Μία στροφή όµως του συστήµατος συντεταγµένων Oxyz κατά R ισοδυναµεί µε αντίθε-

τη στροφή των κυµατοσυναρτήσεων στο αρχικό σύστηµα συντεταγµένων Oxyz [31]. Κα-

τά συνέπεια αν στρίψουµε κατά την αντίθετη στροφή τα ατοµοειδή τροχιακά, όπως αυτά
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Σχήµα 2.3: Στροφή του συστήµατος συντεταγµένων Oxyz αρχικά κατά γωνία φ0 γύρω από τον

άξονα z και στη συνέχεια κατά γωνία θ0 γύρω από τον άξονα y′′.

εκφράζονται στο Ox′′y′′z′′, ϑα προκύψουν τα αντίστοιχα ατοµοειδή τροχιακά, όπως αυτά

εκφράζονται στο Oxyz. ΄Ετσι αν

〈r′′|Φ〉 = Φ(r′′) = Rnl(r
′′)Ỹ m

l (θ′′, φ′′) (2.54)

είναι ένα ατοµοειδές τροχιακό εκφρασµένο στο συστήµατος συντεταγµένων Ox′′y′′z′′ και

〈r|Φ〉 = Φ(r) = Rnl(r)Ỹ
m
l (θ, φ) (2.55)

είναι το αντίστοιχο ατοµοειδές τροχιακό εκφρασµένο στο συστήµατος συντεταγµένων Oxyz,
τότε το τροχιακό Φ(r) ϑα προέρχεται από το Φ(r′′) µε στροφή του δεύτερου κατά τις αντί-

ϑετες γωνίες. Κατά τον ίδιο τρόπο µπορούµε να εκφράσουµε τα ατοµοειδή τροχιακά της

ϐάσης που αντιστοιχούν στο άτοµο k′ (όπως αυτά γράφονται στο σύστηµα συντεταγµένων

O′x′y′z′), ως συνάρτηση αντίστοιχων ατοµοειδών τροχιακών όπως αυτά ϑα εκφράζονται σε

ένα σύστηµα συντεταγµένων που προέρχεται από στροφή του O′x′y′z′ κατά τις ίδιες γωνί-

ες µε αυτές που στράφηκε το σύστηµα Oxyz νωρίτερα. Ας ονοµάσουµε αυτό το δεύτερο

στραµµένο σύστηµα συντεταγµένων ως O′x′′′y′′′z′′′. ΄Ετσι τα δύο στραµµένα συστήµατα συν-

τεταγµένων, Ox′′y′′z′′ και O′x′′′y′′′z′′′, που ϑα προέρχονται από την ίδια στροφή των Oxyz
και O′x′y′z′ αντίστοιχα, ϑα έχουν ως κοινό άξονα τον άξονα z′′ και το O′x′′′y′′′z′′′ ϑα εί-

ναι µετατοπισµένο σε σχέση µε το Ox′′y′′z′′ κατά το διάνυσµα Rk′ − Rk = z′′0 k̂
′′. ΄Ετσι

τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής ανάµεσα στα ατοµοειδή τροχιακά που εκφράζονται

στο σύστηµα συντεταγµένων O′x′′′y′′′z′′′ και σε αυτά που εκφράζονται στο Ox′′y′′z′′ ϑα είναι

ίδια µε τις παραµέτρους Slater  Koster, που είδαµε νωρίτερα, αφού η σχέση ανάµεσα

στα δύο αυτά στραµµένα συστήµατα συντεταγµένων είναι ακριβώς η ίδια µέσω της οποίας

κατασκευάσαµε τις παραµέτρους Slater  Koster νωρίτερα.

∆ε µένει λοιπόν παρά να κάνουµε δύο ϐήµατα: Το πρώτο είναι να ϐρούµε τις εκφράσεις

των ατοµοειδών τροχιακών της ϐάσης που αντιστοιχούν στο άτοµο k, (όπως αυτά εκφρά-

Ϲονται στο σύστηµα Oxyz) και τις εκφράσεις των ατοµοειδών τροχιακών της ϐάσης που

αντιστοιχούν στο άτοµο k′, (όπως αυτά εκφράζονται στο σύστηµα O′x′y′z′), ως συνάρτηση

των αντιστοίχων ατοµοειδών τροχιακών όπως αυτά εκφράζονται στα αντίστοιχα στραµµένα
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κατά τις παραπάνω γωνίες συστήµατα συντεταγµένων. Αφού κάνουµε αυτό, το δεύτερο είναι

να ϐρούµε τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής ανάµεσα στα ατοµοειδή τροχιακά, όπως

αυτά εκφράζονται στα συστήµατα συντεταγµένων Oxyz και O′x′y′z′ αντίστοιχα, ως συνάρ-

τηση των στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής ανάµεσα στα ατοµοειδή τροχιακά, όπως αυτά

εκφράζονται στα αντίστοιχα στραµµένα συστήµατα συντεταγµένων, δηλαδή σα συνάρτηση

των παραµέτρων Slater  Koster.
∆εδοµένου ότι η γεωµετρική στροφή του συστήµατος συντεταγµένων κατά τις παραπάνω

γωνίες θ0 και φ0 δίνεται από τη σχέση 2.53, ο τελεστής R που στρέφει τις κυµατοσυναρτήσεις

κατά την αντίθετη κατεύθυνση είναι ο

R = Ry(−θ0)Rz(−φ0) = eilyθ0/~eilzφ0/~. (2.56)

Εποµένως αν Φrot(r
′′) είναι το τροχιακό που ϑα προέλθει από τη στροφή του Φ(r′′) κατά τη

δράση του τελεστή R πάνω του, τότε

Φ(r) = Rnl(r)Ỹlm(θ, φ) = Φrot(r
′′)

= Ry(−θ0)Rz(−φ0)Φ(r
′′) = eilyθ/~eilzφ0/~Rnl(r

′′)Ỹlm(θ
′′, φ′′). (2.57)

Επειδή η δράση των ly και lz δεν έχει επίδραση πάνω στο ακτινικό κοµµάτι Rnl(r
′′) των

ατοµοειδών τροχιακών, η δράση της στροφής µεταφέρετε εξ ολοκλήρου στις σφαιρικές αρ-

µονικές Ỹlm(θ
′′, φ′′). Επίσης επειδή r = r′′ ϑα έχουµε

Ỹlm(θ, φ) = Ỹ rot
lm (θ′′, φ′′) = eilyθ0/~eilzφ0/~Ỹlm(θ

′′, φ′′). (2.58)

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η δράση των ly και lz πάνω σε µια σφαιρική αρµονική Ỹlm δίνει

σφαιρικές αρµονικές στον υπόχωρο του ίδιου l (ϐλέπε σχέσεις Α΄.26, Α΄.27, Α΄.28 και Α΄.29).

Κατά συνέπεια η δράση των παραπάνω στροφών σε ένα ατοµοειδές τροχιακό, ϑα δώσει

ατοµοειδή τροχιακά στον υπόχωρο του ίδιου l.
Στο παράρτηµα Α΄ (ϐλέπε σελίδα 349) παρουσιάζεται η δράση των στροφών Ry(θ0) και

Rz(φ0) πάνω στις σφαιρικές αρµονικές Ỹlm. Κατά συνέπεια από τη στροφή των σφαιρικών

αρµονικών κατά τις γωνίες −θ0 και −φ0 αντίστοιχα, προκύπτει :

Ry(−θ0)|Ỹ0,0〉 = |Ỹ0,0〉 (2.59)

Ry(−θ0)|Ỹ1,−1〉 = |Ỹ1,−1〉
Ry(−θ0)|Ỹ1,0〉 = cos θ0|Ỹ1,0〉 − sin θ0|Ỹ1,1〉
Ry(−θ0)|Ỹ1,1〉 = cos θ0|Ỹ1,1〉+ sin θ0|Ỹ1,0〉

Ry(−θ0)|Ỹ2,−2〉 = cos θ0|Ỹ2,−2〉+ sin θ0|Ỹ2,−1〉
Ry(−θ0)|Ỹ2,−1〉 = cos θ0|Ỹ2,−1〉 − sin θ0|Ỹ2,−2〉

Ry(−θ0)|Ỹ2,0〉 =
1

4
(1 + 3 cos 2θ0)|Ỹ2,0〉 −

√
3

2
sin 2θ0|Ỹ2,1〉+

√
3

4
(1− cos 2θ0)|Ỹ2,2〉

Ry(−θ0)|Ỹ2,1〉 = cos 2θ0|Ỹ2,1〉+
1

2
sin 2θ0(

√
3|Ỹ2,0〉 − |Ỹ2,2〉)

Ry(−θ0)|Ỹ2,2〉 =

√
3

4
(1− cos 2θ0)|Ỹ2,0〉+

1

2
sin 2θ0|Ỹ2,1〉+

1

4
(3 + cos 2θ0)|Ỹ2,2〉
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και

Rz(−φ0)|Ỹl,m〉 = cos(mφ0)|Ỹl,m〉 − sin(mφ0)|Ỹl,−m〉, −l ≤ m ≤ l. (2.60)

Αντί για τα θ0 και φ0 µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα συνηµίτονα κατεύθυνσης l, m
και n, που ορίζονται από τις σχέσεις

l = cosφ0 sin θ0, m = sinφ0 sin θ0 και n = cos θ0. (2.61)

Στην περίπτωση αυτή ϑα έχουµε

cos θ0 = n sin θ0 =
√
1− n2 cosφ0 =

l√
1− n2

sinφ0 =
m√

1− n2
(2.62)

και

cos 2θ0 = 2n2 − 1 sin 2θ0 = 2n
√
1− n2 cos 2φ0 =

l2 −m2

1− n2
sin 2φ0 =

2lm

1− n2
(2.63)

και οι στραµµένες σφαιρικές αρµονικές Ỹ rot
lm (θ′′, φ′′) = Ỹ m

l (θ, φ) ϑα είναι

Ỹ 0
0 (θ, φ) = Ỹ 0

0 (θ
′′, φ′′) (2.64)

Ỹ −1
1 (θ, φ) =

l√
1− n2

Ỹ −1
1 (θ′′, φ′′) +mỸ 0

1 (θ
′′, φ′′) +

mn√
1− n2

Ỹ 1
1 (θ

′′, φ′′) (2.65)

Ỹ 0
1 (θ, φ) = nỸ 0

1 (θ
′′, φ′′)−

√
1− n2Ỹ 1

1 (θ
′′, φ′′) (2.66)

Ỹ 1
1 (θ, φ) = − m√

1− n2
Ỹ −1
1 (θ′′, φ′′) + lỸ 0

1 (θ
′′, φ′′) +

ln√
1− n2

Ỹ 1
1 (θ

′′, φ′′) (2.67)

Ỹ −2
2 (θ, φ) = n

l2 −m2

1− n2
Ỹ −2
2 (θ′′, φ′′) +

l2 −m2

√
1− n2

Ỹ −1
2 (θ′′, φ′′) +

√
3lmỸ 0

2 (θ
′′, φ′′)

+
2lmn√
1− n2

Ỹ 1
2 (θ

′′, φ′′) + lm
1 + n2

1− n2
Ỹ 2
2 (θ

′′, φ′′) (2.68)

Ỹ −1
2 (θ, φ) = −lỸ −2

2 (θ′′, φ′′) +
ln√
1− n2

Ỹ −1
2 (θ′′, φ′′) +

√
3mnỸ 0

2 (θ
′′, φ′′)

+m
2n2 − 1√
1− n2

Ỹ 1
2 (θ

′′, φ′′)−mnỸ 2
2 (θ

′′, φ′′) (2.69)

Ỹ 0
2 (θ, φ) =

1

2
(3n2 − 1)Ỹ 0

2 (θ
′′, φ′′)−

√
3n

√
1− n2Ỹ 1

2 (θ
′′, φ′′)

+

√
3

2
(1− n2)Ỹ 2

2 (θ
′′, φ′′) (2.70)

Ỹ 1
2 (θ, φ) = mỸ −2

2 (θ′′, φ′′)− mn√
1− n2

Ỹ −1
2 (θ′′, φ′′) +

√
3lnỸ 0

2 (θ
′′, φ′′)

+l
2n2 − 1√
1− n2

Ỹ 1
2 (θ

′′, φ′′)− lnỸ 2
2 (θ

′′, φ′′) (2.71)

Ỹ 2
2 (θ, φ) = − 2lmn

1− n2
Ỹ −2
2 (θ′′, φ′′)− 2lm√

1− n2
Ỹ −1
2 (θ′′, φ′′) +

√
3

2
(l2 −m2)Ỹ 0

2 (θ
′′, φ′′)

+n
l2 −m2

√
1− n2

Ỹ 1
2 (θ

′′, φ′′) +
1

2
(l2 −m2)

1 + n2

1− n2
Ỹ 2
2 (θ

′′, φ′′) (2.72)
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l m σύµβολο l m σύµβολο

0 0 s 2 -2 xy
1 -1 y 2 -1 yz
1 0 z 2 0 3z2 − r2

1 1 x 2 1 zx
2 2 x2 − y2

Πίνακας 2.2: Αντιστοιχία συµβολισµού τροχιακών και κβαντικών αριθµών l και m. (Το m δεν είναι

η ιδιοτιµή του τελεστή lz.)

Οι σφαιρικές αρµονικές Ỹ m
l (θ′, φ′) και Ỹ m

l (θ, φ) (όπως αυτές εκφράζονται στα συστήµατα

O′x′y′z′ και Oxyz αντίστοιχα) έχουν την ίδια συναρτησιακή εξάρτηση από τις σφαιρικές

αρµονικές, όπως αυτές εκφράζονται στα αντίστοιχα στραµµένα συστήµατα O′x′′′y′′′z′′′ και

Ox′′y′′z′′ αντίστοιχα, αφού οι µεν προκύπτουν από τις δε µε την ίδια στροφή. ΄Ετσι οι

εκφράσεις των ατοµοειδών τροχιακών που ϑα προκύψουν για το άτοµο k′ ϑα έχουν την ίδια

µορφή µε αυτές που προκύπτουν για το άτοµο k και δε χρειάζεται να υπολογιστούν εκ

νέου.

∆ε µένει λοιπόν παρά να υπολογιστούν τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής ανάµεσα

σε αυτά τα τροχιακά, που αντιστοιχούν στο άτοµο k και στα αντίστοιχα που αντιστοιχούν στο

άτοµο k′, ως συνάρτηση των παραµέτρων Slater  Koster και των αντίστοιχων συνηµιτόνων

κατεύθυνσης. Για τους υπολογισµούς αυτούς υπενθυµίζουµε ότι οι παράµετροι Slater 
Koster, που κατασκευάζονται από σφαιρικές αρµονικές µε διαφορετικό m, µηδενίζονται

και αυτές που κατασκευάζονται από σφαιρικές αρµονικές µε το ίδιο κατ΄ απόλυτη τιµή m,

έχουν την ίδια τιµή.

Για το συµβολισµό αυτών των στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής υιοθετούµε το σύµβο-

λο Ha,b , το οποίο σηµαίνει στοιχείο µήτρας ανάµεσα στο ατοµοειδές τροχιακό a της ϐάσης

(από αριστερά) και στο ατοµοειδές τροχιακό b της ϐάσης (από δεξιά) (〈a|H|b〉), όπου τα a
και b µπορούν να είναι κάποια από τα τροχιακά s, px, py, pz, dxy, dyz, dzx, dx2−y2 και

d3z2−r2, τα οποία για συντοµία τα συµβολίζουµε µε s, x, y, z, xy, yz, zx, x2−y2 και 3z2−r2
αντίστοιχα.

Στον πίνακα 2.2 ϕαίνεται η αντιστοιχία ανάµεσα στους κβαντικούς αριθµούς l και m µε

τους παραπάνω συµβολισµούς

Οι υπολογισµοί µας περιορίζονται στα Ha,b για τα οποία la ≤ lb, όπου la και lb οι

κβαντικοί αριθµοί της στροφορµής των τροχιακών a και b αντίστοιχα. Αν χρειαστεί να

υπολογίσουµε το Hb,a επιστρατεύουµε τη σχέση 2.46.

Στη συνέχεια, εν είδει παραδείγµατος, δείχνουµε τον υπολογισµό δύο τέτοιων στοιχείων

µήτρας, των Hy,y και Hy,xy και τέλος δίνουµε τις τελικές εκφράσεις Ha,b των στοιχείων µή-

τρας της χαµιλτονιανής. Τα σύµβολα r′′′, θ′′′ και φ′′′, που εµφανίζονται στα παραδείγµατα,

παριστάνουν τις σφαιρικές συντεταγµένες κάθε σηµείου ως προς το στραµµένο σύστηµα

συντεταγµένων O′x′′′y′′′z′′′, που δηµιουργείται από τη στροφή του O′x′y′z′ κατά τις γωνίες

φ0 και θ0, που περιγράψαµε παραπάνω.
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Υπολογισµός του Hy,y

Hy,y = 〈Rn′1(r
′)Ỹ −1

1 (θ′, φ′)|h|Rn1(r)Ỹ
−1
1 (θ, φ)〉

= 〈Rn′1(r
′′′)

(
l√

1− n2
Ỹ −1
1 (θ′′′, φ′′′) +mỸ 0

1 (θ
′′′, φ′′′) +

mn√
1− n2

Ỹ 1
1 (θ

′′′, φ′′′)

)
|h|

Rn1(r
′′)

(
l√

1− n2
Ỹ −1
1 (θ′′, φ′′) +mỸ 0

1 (θ
′′, φ′′) +

mn√
1− n2

Ỹ 1
1 (θ

′′, φ′′)

)
〉

=
l2

1− n2
Vppπ +m2Vppσ +

m2n2

1− n2
Vppπ

=
l2 +m2n2

1− n2
Vppπ +m2Vppσ

=
1−m2 − n2 +m2n2

1− n2
Vppπ +m2Vppσ

=
(1−m2)(1− n2)

1− n2
Vppπ +m2Vppσ

= (1−m2)Vppπ +m2Vppσ (2.73)

Υπολογισµός του Hy,xy

Hy,xy = 〈Rn′1(r)Ỹ
−1
1 (θ′, φ′)|h|Rn2(r

′)Ỹ −2
2 (θ, φ)〉

= 〈Rn′1(r
′′′)

(
l√

1− n2
Ỹ −1
1 (θ′′′, φ′′′) +mỸ 0

1 (θ
′′′, φ′′′) +

mn√
1− n2

Ỹ 1
1 (θ

′′′, φ′′′)

)
|h|

Rn2(r
′′)

(
n
l2 −m2

1− n2
Ỹ −2
2 (θ′′, φ′′) +

l2 −m2

√
1− n2

Ỹ −1
2 (θ′′, φ′′) +

√
3lmỸ 0

2 (θ
′′, φ′′)

+
2lmn√
1− n2

Ỹ 1
2 (θ

′′, φ′′) + lm
1 + n2

1− n2
Ỹ 2
2 (θ

′′, φ′′)

)
〉

=
l√

1− n2

l2 −m2

√
1− n2

Vpdπ +m
√
3lmVpdσ +

mn√
1− n2

2lmn√
1− n2

Vpdπ

=
l(l2 −m2) + 2lm2n2

1− n2
Vpdπ +

√
3lm2Vpsσ

= l
l2 −m2 + 2m2n2

1− n2
Vpdπ +

√
3lm2Vpsσ

= l
1− n2 −m2 −m2 + 2m2n2

1− n2
Vpdπ +

√
3lm2Vpsσ

= l
1− n2 − 2m2(1− n2)

1− n2
Vpdπ +

√
3lm2Vpsσ

= l
(1− n2)(1− 2m2)

1− n2
Vpdπ +

√
3lm2Vpsσ

= l(1− 2m2)Vpdπ +
√
3lm2Vpsσ (2.74)
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Στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής

Hs,s = Vssσ
Hs,x = lVspσ
Hs,y = mVspσ
Hs,z = nVspσ
Hs,xy =

√
3lmVsdσ

Hs,yz =
√
3mnVsdσ

Hs,zx =
√
3nlVsdσ

Hs,x2−y2 =

√
3

2
(l2 −m2)Vsdσ

Hs,3z2−r2 =
3n2 − 1

2
Vsdσ

Hx,x = l2Vppσ + (1− l2)Vppπ
Hx,y = lm(Vppσ − Vppπ)
Hx,z = ln(Vppσ − Vppπ)

Hx,xy = m
(√

3l2Vpdσ + (1− 2l2)Vpdπ

)

Hx,yz = lmn(
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

Hx,zx = n
(√

3l2Vpdσ + (1− 2l2)Vpdπ

)

Hx,x2−y2 = l

[
(l2 −m2)

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)
+ Vpdπ

]

Hx,3z2−r2 = l

(
3n2 − 1

2
Vpdσ −

√
3n2Vpdπ

)

Hy,y = m2Vppσ + (1−m2)Vppπ)
Hy,z = mn(Vppσ − Vppπ)

Hy,xy = l
(√

3m2Vpdσ + (1− 2m2)Vpdπ

)

Hy,yz = n
(√

3m2Vpdσ + (1− 2m2)Vpdπ

)

Hy,zx = lmn(
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

Hy,x2−y2 = m

[
(l2 −m2)

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)
− Vpdπ

]

Hy,3z2−r2 = m

(
3n2 − 1

2
Vpdσ −

√
3n2Vpdπ

)

Hz,z = n2Vppσ + (1− n2)Vppπ)

Hz,xy = lmn(
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

Hz,yz = m
(√

3n2Vpdσ + (1− 2n2)Vpdπ

)

Hz,zx = l
(√

3m2Vpdσ + (1− 2m2)Vpdπ

)

Hz,x2−y2 = n(l2 −m2)

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)
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Hz,3z2−r2 = n

(
3n2 − 1

2
Vpdσ −

√
3(1− n2)Vpdπ

)

Hxy,xy = l2m2(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ) + (1− n2)Vddπ + n2Vddδ
Hxy,yz = nl

(
3m2Vddσ + (1− 4m2)Vddπ + (m2 − 1)Vddδ

)

Hxy,zx = mn
(
3l2Vddσ + (1− 4l2)Vddπ + (l2 − 1)Vddδ

)

Hxy,x2−y2 =
lm

2
(l2 −m2) (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)

Hxy,3z2−r2 =
√
3lm

(
3n2 − 1

2
Vddσ − 2n2Vddπ +

1

2
(1 + n2)Vddδ

)

Hyz,yz = m2n2(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ) + (1− l2)Vddπ + l2Vddδ
Hyz,zx = lm

(
3n2Vddσ + (1− 4n2)Vddπ + (n2 − 1)Vddδ

)

Hyz,x2−y2 = mn

(
l2 −m2

2
(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)− (Vddπ − Vddδ)

)

Hyz,3z2−r2 =
√
3mn

(
3n2 − 1

2
Vddσ + (1− 2n2)Vddπ −

1

2
(1− n2)Vddδ

)

Hzx,zx = n2l2(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ) + (1−m2)Vddπ +m2Vddδ

Hzx,x2−y2 = nl

(
l2 −m2

2
(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ) + (Vddπ − Vddδ)

)

Hzx,3z2−r2 =
√
3nl

(
3n2 − 1

2
Vddσ + (1− 2n2)Vddπ −

1

2
(1− n2)Vddδ

)

Hx2−y2,x2−y2 =
1

4
(l2 −m2)2 (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ) + (1− n2)Vddπ + n2Vddδ

Hx2−y2,3z2−r2 =
√
3(l2 −m2)

(
1

2

3n2 − 1

2
Vddσ − n2Vddπ +

1

4
(1 + n2)Vddδ

)

H3z2−r2,3z2−r2 =
(3n2 − 1)2

4
Vddσ + 3n2(1− n2)Vddπ +

3

4
(1− n2)Vddδ

Επειδή οι παράµετροι Slater  Koster Vl′lm εξαρτώνται από την ενδοατοµική απόσταση

Rkk′ = z′′0 , το µόνο που µένει είναι να ϐρεθεί η εξάρτησή τους από αυτή την απόσταση.

Για πληρότητα αναφέρουµε ότι για τη ϐάση τροχιακών s, p και d, πρώτοι οι Slater και

Koster [30,32] το 1954, έδωσαν πίνακες µε τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής ως συ-

νάρτηση των παραµέτρων Slater  Koster και των συνηµιτόνων κατεύθυνσης. Αργότερα,

το 1974, ο Lendi [33, 34] έδωσε αντίστοιχους πίνακες για τα στοιχεία µήτρας της χαµιλ-

τονιανής ανάµεσα σε τροχιακά f και σε τροχιακά s, p και d και το 1975 οι Andreoni και

Casula [35] έδωσαν κάποιες γενικές εκφράσεις, από τις οποίες µπορούσαν να υπολογι-

στούν όλα τα ολοκληρώµατα δύο κέντρων. Στη συνέχεια, το 1979, ο Sharma έδωσε τη

µορφή συγκεκριµένων στοιχείων µήτρας τη χαµιλτονιανής ανάµεσα σε τροχιακά f και τρο-

χιακά g και το 1998, ο McMahan [36] έδωσε πλήρεις πίνακες για τα στοιχεία µήτρας της

χαµιλτονιανής ανάµεσα σε τροχιακά s, p, d και f .

2.5 Σχήµα του Harrison

Μια εκ των δηµοφιλεστέρων προσεγγίσεων της εξάρτησης των παραµέτρων Slater  Koster
από την απόσταση είναι το λεγόµενο σχήµα του Harrison [37], σύµφωνα µε το οποίο η



64 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. Η ΠΡΟΣ�ΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΙΣΧΥΡ�ΗΣ ∆�ΕΣΜΕΥΣΗΣ

εξάρτηση των παραµέτρων Slater  Koster από την ενδοατοµική απόσταση έχει παγκόσµια

(universal) ισχύ5 και δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις :

• Για τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ s, p τροχιακών µε s ή p τροχιακά

Vll′m = ηll′m
~2

md2
(2.75)

όπου ηssσ = −1.40, ηspσ = 1.84, ηppσ = 3.24 και ηppπ = −0.81

• Για τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ s, p τροχιακών µε d τροχιακά

Vll′m = ηll′m
~2r

3/2
d

md7/2
(2.76)

όπου ηsdσ = −3.16, ηpdσ = −2.95 και ηpdπ = 1.36

• Για τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ d τροχιακών µε d τροχιακά

Vll′m = ηll′m
~2r3d
md5

(2.77)

όπου ηddσ = −16.2, ηddπ = 8.75 και ηddδ = 0

Στις παραπάνω εκφράσεις ~2/m = 7.62 eV ·Å2, d είναι η ενδοατοµική απόσταση και rd
είναι ένα χαρακτηριστικό µήκος, που διαφέρει από άτοµο σε άτοµο [32]. Για το Ni για

παράδειγµα είναι rd = 0.71Å.

Οι παραπάνω σχέσεις είναι προσεγγιστικές. Προσεγγίζουν όµως πολύ καλά την πραγµα-

τικότητα και µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να δώσουν και ποσοτικά εκτός από ποιοτικά

αποτελέσµατα. Το καλύτερο ϐεβαίως ϑα ήταν να προσδιορίζει κανείς την εξάρτηση των πα-

ϱαµέτρων Slater  Koster από την απόσταση χωριστά για κάθε περίπτωση και να αυξάνει

έτσι την ακρίβεια των υπολογισµών του. Εξ άλλου η εξάρτηση των παραµέτρων Slater 
Koster από την απόσταση εξαρτάται και από το περιβάλλον (δηλαδή τις αλληλεπιδράσεις

των γειτονικών ατόµων) µέσα στο οποίο ϐρίσκονται τα αλληλεπιδρώντα άτοµα, κάτι που αν

ληφθεί υπ΄ όψη ενδέχεται να δώσει ακριβέστερα αποτελέσµατα. Κάτι τέτοιο όµως ανεβάζει

το επίπεδο δυσκολίας των υπολογισµών, χωρίς το όφελος να είναι πάντα σηµαντικό. Κα-

τά συνέπεια το σχήµα του Harrison είναι ένας απλός και γρήγορος τρόπος εκτίµησης της

εξάρτησης των παραµέτρων Slater  Koster από την απόσταση, χωρίς όµως να είναι και ο

µοναδικός. Υπολογισµοί των παραµέτρων Slater  Koster µε προσαρµογή σε αποτελέσµα-

τα υπολογισµών δοµής Ϲώνης µε αυτοσυνεπείς µεθόδους πρώτων αρχών δίνονται στο ϐιβλίο

«Handbook of the Band Structure of Elemental Solids» [38].

Τέλος αξίζει να σηµειωθεί ότι ο Harrison το 1981 [39] επαναπροσδιόρισε τις τιµές των

παραµέτρων ηl′lm µε άλλες ακριβέστερες τιµές, ϐασιζόµενος στη δουλειά του Louie [40].

Οι νέες αυτές τιµές είναι : ηssσ = −1.32, ηspσ = 1.42, ηppσ = 2.22 και ηppπ = −0.63. Για

τις ανάγκες της παρούσας διδακτορικής διατριβής χρησιµοποιήθηκαν οι παράµετροι ηl′lm
που αναφέρθηκαν νωρίτερα, ώστε να µπορεί να υπάρξει σύγκριση µε εργασίες, που είχαν

ήδη γίνει παλιότερα στα υπό µελέτη συστήµατα και να µπορεί να υπάρξει µια συνέχεια των

αποτελεσµάτων µε την ίδια µέθοδο και τις ίδιες παραµέτρους.

5µε την έννοια ότι ισχύει για όλα ανεξαρτήτως τα άτοµα
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2.6 ∆ιορθωτικοί όροι της χαµιλτονιανής για υπολογι-

σµούς µαγνητικών ιδιοτήτων

2.6.1 Η διόρθωση Hubbard

Κάθε ιδιοενέργεια, που προκύπτει από τη διαγωνοποίηση της χαµιλτονιανής, αντιστοιχεί

σε δύο µονοηλεκτρονιακές ιδιοκαταστάσεις εκ των οποίων η µία κατάσταση µε σπιν πάνω

και η άλλη µε σπιν κάτω. Σ΄ αυτό το επίπεδο προσέγγισης, σε κάθε ιδιοκατάσταση ίδιας

ενέργειας αντιστοιχούν δυο καταστάσεις σπιν και η ολική ενέργεια υπολογίζεται από το

άθροισµα όλων των ιδιοενεργειών πάνω στις κατειληµµένες από ηλεκτρόνια καταστάσεις.

Στα πλαίσια του µοντέλου Hubbard [41–44], κάθε ιδιοκατάσταση είναι σπιν–ιδιοκατάσταση

της χαµιλτονιανής και εποµένως ο αριθµός κατάληψής της είναι 0 ή 1 και όχι 0 ή 1 ή 2, ό-

πως ήταν πριν. Η ενέργεια µιας σπιν-ιδιοκατάστασης µε την ίδια χωρική κυµατοσυνάρτηση

δεν έχει πλέον την ίδια ενέργεια όπως πριν. Η διαφορά αυτή καθορίζεται από τη διόρθωση

Hubbard, η οποία στην απλούστερη µορφή της συνίσταται σε µια µετατόπιση προς τα κάτω

κατά µια ποσότητα s0 = U0µ/2 των ιδιοενεργειών που αντιστοιχούν σε σπιν κάτω και σε

µετατόπιση κατά την ίδια ποσότητα s0 προς τα πάνω για τις ιδιοενέργειες που αντιστοιχούν

σε σπιν πάνω. ΄Ετσι αν ǫi είναι οι ιδιοτιµές της χαµιλτονιανής, τότε οι ιδιοτιµές των σπιν-

ιδιοκαταστάσεων µε σπιν κάτω έχουν ενέργεια ίση µε ǫi(↓) = ǫi − s0, ενώ οι ιδιοτιµές των

σπιν-ιδιοκαταστάσεων µε σπιν πάνω έχουν ενέργεια ίση µε ǫi(↑) = ǫi + s0. Για να ϐρούµε

τη συνολική ενέργεια του συστήµατος, τοποθετούµε όλες τις ιδιοενέργειες ǫi(↓) και ǫi(↑)
σε αύξουσα σειρά και εποικίζουµε την κάθε µια µε ένα ηλεκτρόνιο. Από το άθροισµα των

ιδιοενεργειών αυτών πάνω στις εποικισµένες ιδιοκαταστάσεις προκύπτει η ολική ενέργεια

του συστήµατος. Παράλληλα από τη διαφορά των ηλεκτρονίων µε σπιν πάνω από τα ηλε-

κτρόνια µε σπιν κάτω, προκύπτει η µαγνητική ϱοπή του συστήµατος. Αν δηλαδή n↑ και n↓

είναι ο αριθµός των ηλεκτρονίων του συστήµατος µε σπιν πάνω και σπιν κάτω αντίστοιχα,

τότε η µαγνητική ϱοπή µ του συστήµατος είναι µ = n↑ − n↓ σε µονάδες µB (µαγνητόνη του

Bohr).
Στα πλαίσια του µοντέλου Hubbard η χαµιλτονιανή µήτρα στην προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης ϑα έχει τη µορφή

HHub = H0 + UHub =

(
H0 0
0 H0

)
+ s0

(
I 0
0 −I

)
(2.78)

όπου H0 η χαµιλτονιανή µήτρα όπως την έχουµε δει στην εξίσωση 1.92 και I ο µοναδιαίος

πίνακας διάστασης ίδιας µε τη χαµιλτονιανή µήτρα H0. Η τιµή του s0 µπορεί να προσδιο-

ϱιστεί µε προσαρµογή της µαγνητικής ϱοπής σε µικρά συσσωµατώµατα, µια δουλειά που

ήδη έχει γίνει από τους Andriotis και Menon [45] για τα Co, Fe και Ni.

2.6.2 Σύζευξη στροφορµής - σπιν

Η σύζευξη στροφορµής - σπιν [46] εισάγει ένα ακόµα όρο στη χαµιλτονιανή, της µορφής

VSO = −λL ·S = −λ(lxsx + lysy + lzsz), (2.79)
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όπου λ µια σταθερά της σύζευξης, L = lxî + ly ĵ + lzk̂ το διάνυσµα τη στροφορµής και

S = sxî+ sy ĵ+ szk̂ το διάνυσµα του σπιν. Η σταθερά σύζευξης έχει τη µορφή [47]

λ =
e2

2m2c2
1

r3
, (2.80)

όπου e και m είναι το ϕορτίο και η µάζα του ηλεκτρονίου αντίστοιχα, c η ταχύτητα του

ϕωτός και r η απόσταση ανάµεσα στις µαγνητικές ϱοπές που δηµιουργούνται από τα L και

S. Ανεξάρτητα από το πώς ϑα οριστεί η απόσταση ανάµεσα στα L και S των ηλεκτρονίων

του ίδιου ατόµου (ή ανάµεσα στα L και S του ίδιου ηλεκτρονίου), είναι ϕανερό ότι η

απόσταση αυτή για τα ηλεκτρόνια του ίδιου ατόµου είναι κατά πολύ µικρότερη από τις

αποστάσεις ανάµεσα στα ηλεκτρόνια διαφορετικών ατόµων, ιδιαίτερα αν ϑεωρήσουµε ότι

τα ηλεκτρόνια ενός ατόµου ϐρίσκονται κοντά στο άτοµο αυτό. ΄Ετσι, λόγω της εξάρτησης

της αλληλεπίδρασης σπιν - τροχιάς από τον παράγοντα r−3, η αλληλεπίδραση ανάµεσα στο

σπιν των ηλεκτρονίων ενός ατόµου µε τη στροφορµή των ηλεκτρονίων ενός άλλου ατόµου

µπορεί να ϑεωρηθεί αµελητέα και να παραληφθεί από τους υπολογισµούς µας. Σε µια

δεύτερη προσέγγιση µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η σταθερά σύζευξης λ είναι σταθερή για

όλες τις αλληλεπιδράσεις.

Επειδή οι τελεστές lx, ly, sx και sy γράφονται ως συνάρτηση των τελεστών δηµιουργίας

και καταστροφής l+, s+ και l−, s− αντίστοιχα, ως

lx =
l+ + l−

2
, ly =

l+ − l−
2i

, sx =
s+ + s−

2
και sy =

s+ − s−
2i

, (2.81)

ο όρος VSO γράφεται ως

VSO = −λ
(
l+s− + l−s+

2
+ lzsz

)
. (2.82)

Ας σηµειωθεί ότι οι τελεστές l+, l− και lz δρουν µόνο στο χωρικό κοµµάτι της κυµατοσυ-

νάρτησης, ενώ οι τελεστές s+, s− και sz δρουν µόνο στο κοµµάτι του σπιν. Εκείνο που

µας ενδιαφέρει να ϐρούµε είναι η δράση του τελεστή VSO πάνω στις σπιν–συναρτήσεις της

ϐάσης, δηλαδή στα σπιν ατοµοειδή τροχιακά. Τα σπιν ατοµοειδή τροχιακά ϑα γράφονται

µε τη µορφή

〈r, s| ˜l,m,ms〉 = Rnl(r)Ỹlm(θ, φ)sms
, όπου s1/2 =

(
1
0

)
και s−1/2 =

(
0
1

)
(2.83)

Ας ξεκινήσουµε κατ΄ αρχήν µε τη δράση του τελεστή VSO πάνω στις καταστάσεις |l,m,ms〉,
για τις οποίες

〈r, s|l,m,ms〉 = Rnl(r)Ylm(θ, φ)sms
. (2.84)
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Θα έχουµε

VSO
l′,l
m′,m(m

′
s,ms) = 〈l′,m′,m′

s|VSO|l,m,ms〉 (2.85)

= −λ
2
(〈l′,m′|l+|l,m〉〈m′

s|s−|ms〉+ 〈l′,m′|l−|l,m〉〈m′
s|s+|ms〉)

−λ〈l′,m′|lz|l,m〉〈m′
s|sz|ms〉

= −λ
2

√
l(l + 1)−m(m+ 1)〈l′,m′|l,m+ 1〉

√
3

4
−ms(ms − 1)〈m′

s|ms − 1〉

−λ
2

√
l(l + 1)−m(m− 1)〈l′,m′|l,m− 1〉

√
3

4
−ms(ms + 1)〈m′

s|ms + 1〉

−λm〈l′,m′|l,m〉ms〈m′
s|ms〉

= −λ
2

√
l(l + 1)−m(m+ 1)

√
3

4
−ms(ms − 1)δm′,m+1δm′

s,ms−1δl′,l

−λ
2

√
l(l + 1)−m(m− 1)

√
3

4
−ms(ms + 1)δm′,m−1δm′

s,ms+1δl′,l

−λmmsδm′,mδm′
s,ms

δl′,l

= −λ
2

√
l(l + 1)−mm′

√
3

4
−msm′

s

(
δm′,m+1δm′

s,ms−1 + δm′,m−1δm′
s,ms+1

)
δl′,l

−λmmsδm′,mδm′
s,ms

δl′,l

= −λ
2

√
l(l + 1)−mm′

(
δm′,m+1δm′

s,ms−1 + δm′,m−1δm′
s,ms+1

)
δl′,l

−λmmsδm′,mδm′
s,ms

δl′,l.

Η παρουσία του παράγοντα δl′,l σε όλους τους όρους του VSO
l′l
m′m(m

′
s,ms) µας επιτρέπει να

γράψουµε

VSO
l′l
m′m(m

′
s,ms) = VSO

ll
m′m(m

′
s,ms) · δl′,l. (2.86)

Η σχέση 2.85 ισχύει για −l ≤ m ≤ l και −l′ ≤ m′ ≤ l′. Θα µπορούσαµε όµως να

ϑεωρήσουµε ότι m ≥ 0, οπότε για να έχουµε όλη την πληροφορία που υπάρχει στην πα-

ϱαπάνω σχέση, ϑα πρέπει να γνωρίζουµε και τα VSO
l′,l
−m′,−m(m

′
s,ms), VSO

l′,l
−m′,m(m

′
s,ms) και

VSO
l′,l
m′,−m(m

′
s,ms), καθώς επίσης και τα VSO

l′,l
0,0(m

′
s,ms), VSO

l′,l
0,m(m

′
s,ms), VSO

l′,l
0,−m(m

′
s,ms),

VSO
l′,l
m′,0(m

′
s,ms) και VSO

l′,l
−m′,0(m

′
s,ms) µε m > 0 και m′ > 0. ΄Ετσι από τη σχέση 2.85 ϑα

έχουµε:

VSO
l′,l
0,0(m

′
s,ms) = 〈l′, 0,m′

s|VSO|l, 0,ms〉 = 0 (2.87)

VSO
l′,l
0,m(m

′
s,ms) = 〈l′, 0,m′

s|VSO|l,m,ms〉 (2.88)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)

(
δ0,m+1δm′

s,ms−1 + δ0,m−1δm′
s,ms+1

)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)δm,1δm′

s,ms+1,
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VSO
l′,l
0,−m(m

′
s,ms) = −λδl′,l

1

2

√
l(l + 1)

(
δ0,−m+1δm′

s,ms−1 + δ0,−m−1δm′
s,ms+1

)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)δm,1δm′

s,ms−1,

VSO
l′,l
m′,0(m

′
s,ms) = 〈l′,m′,m′

s|VSO|l, 0,ms〉 (2.89)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)

(
δm′,1δm′

s,ms−1 + δm′,−1δm′
s,ms+1

)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)δm′,1δm′

s,ms−1

VSO
l′,l
−m′,0(m

′
s,ms) = 〈l′,−m′,m′

s|VSO|l, 0,ms〉 (2.90)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)

(
δ−m′,1δm′

s,ms−1 + δ−m′,−1δm′
s,ms+1

)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)δm′,1δm′

s,ms+1,

VSO
l′,l
−m′,−m(m

′
s,ms) = 〈l′,−m′,m′

s|VSO|l,−m,ms〉 (2.91)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)−mm′

(
δm′,m−1δm′

s,ms−1 + δm′,m+1δm′
s,ms+1

)

+λδl′,lmmsδm′,mδm′
s,ms

,

VSO
l′,l
−m′,m(m

′
s,ms) = 〈l′,−m′,m′

s|VSO|l,m,ms〉 (2.92)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)−m(−m′)

(
δ−m′,m+1δm′

s,ms−1 + δ−m′,m−1δm′
s,ms+1

)

−λδl′,lmmsδ−m′,mδm′
s,ms

= 0

και

VSO
l′,l
m′,−m(m

′
s,ms) = 〈l′,−m′,m′

s|VSO|l,m,ms〉 (2.93)

= −λδl′,l
1

2

√
l(l + 1)− (−m)m′

(
δm′,−m+1δm′

s,ms−1 + δm′,−m−1δm′
s,ms+1

)

−λδl′,l(−m)msδm′,−mδm′
s,ms

= 0

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω εκφράσεις για τα στοιχεία µήτρας του τελεστή VSO στη

ϐάση |l,±m,ms〉 µε m ≥ 0, ϑα ϐρούµε τα στοιχεία µήτρας αυτού του τελεστή στη ϐάση

| ˜l,±m,ms〉 µε m ≥ 0, όπου

〈r, s| ˜l,±m,ms〉 = Rnl(r)Ỹlm(θ, φ)sms
. (2.94)

Ας συµβολίσουµε µε ṼSO
l′,l
±m′,±m(m

′
s,ms) το στοιχείο µήτρας

ṼSO
l′,l
±m′,±m(m

′
s,ms) = 〈 ˜l′,±m′,m′

s|VSO| ˜l,±m,ms〉 µε m ≥ 0 και m′ ≥ 0. (2.95)
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψη τις σχέσεις 2.2, 2.3 και 2.4, ϑα έχουµε

| ˜l,m,ms〉 =
(−1)m|l,m,ms〉+ |l,−m,ms〉√

2
, m > 0, (2.96)

| ˜l,−m,ms〉 =
(−1)m|l,m,ms〉 − |l,−m,ms〉√

2i
, m > 0, (2.97)

και

| ˜l, 0,ms〉 = |l, 0,ms〉. (2.98)

΄Ετσι

ṼSO
l′,l
0,0(m

′
s,ms) = VSO

l′,l
0,0(m

′
s,ms) = 0, (2.99)

ṼSO
l′,l
0,m(m

′
s,ms) =

1√
2

(
(−1)mVSO

l′,l
0,m(m

′
s,ms) + VSO

l′,l
0,−m(m

′
s,ms)

)

= − λ

2
√
2
δl′,lδm,1

√
l(l + 1)

(
(−1)mδm′

s,ms+1 + δm′
s,ms−1

)

=
λ

2
√
2
δl′,lδm,1

√
l(l + 1)

(
δm′

s,ms+1 − δm′
s,ms−1

)
, (2.100)

ṼSO
l′,l
0,−m(m

′
s,ms) =

1√
2i

(
(−1)mVSO

l′,l
0,m(m

′
s,ms)− VSO

l′,l
0,−m(m

′
s,ms)

)

= − λ

2
√
2i
δl′,lδm,1

√
l(l + 1)

(
(−1)mδm′

s,ms+1 − δm′
s,ms−1

)

=
λ

2
√
2i
δl′,lδm,1

√
l(l + 1)

(
δm′

s,ms+1 + δm′
s,ms−1

)
(2.101)

και ϐεβαίως, παίρνοντας τις συζυγείς εκφράσεις τους, ϐρίσκουµε

ṼSO
l′,l
m,0(m

′
s,ms) = −ṼSOl′,l

0,m(m
′
s,ms) (2.102)

και

ṼSO
l′,l
−m,0(m

′
s,ms) = −ṼSOl′,l

0,−m(m
′
s,ms). (2.103)
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∆εδοµένου ότι VSO
l′,l
−m′,m(m

′
s,ms) = VSO

l′,l
m′,−m(m

′
s,ms) = 0, ϑα έχουµε

ṼSO
l′,l
m′,m(m

′
s,ms) =

1

2

(
(−1)m

′+mVSO
l′,l
m′,m(m

′
s,ms) + VSO

l′,l
−m′,−m(m

′
s,ms)

)
(2.104)

= −λδl′,l
1

4

√
l(l + 1)−mm′

(
(−1)m

′+mδm′,m+1δm′
s,ms−1

+(−1)m
′+mδm′,m−1δm′

s,ms+1 + δm′,m−1δm′
s,ms−1 + δm′,m+1δm′

s,ms+1

)

−λδl′,l
1

2
mms

(
(−1)m

′+m − 1
)
δm′,mδm′

s,ms

= −λδl′,l
1

4

√
l(l + 1)−mm′

(
−δm′,m+1δm′

s,ms−1

−δm′,m−1δm′
s,ms+1 + δm′,m−1δm′

s,ms−1 + δm′,m+1δm′
s,ms+1

)

−λδl′,l
1

2
mms (1− 1) δm′,mδm′

s,ms

= −λδl′,l
1

4

√
l(l + 1)−mm′ (δm′,m+1 − δm′,m−1)

(
δm′

s,ms+1 − δm′
s,ms−1

)
,

ṼSO
l′,l
−m′,−m(m

′
s,ms) =

1

2

(
(−1)m

′+mVSO
l′,l
m′,m(m

′
s,ms) + VSO

l′,l
−m′,−m(m

′
s,ms)

)
(2.105)

= ṼSO
l′,l
m′,m(m

′
s,ms)

= −λδl′,l
1

4

√
l(l + 1)−mm′ (δm′,m+1 − δm′,m−1)

(
δm′

s,ms+1 − δm′
s,ms−1

)
,

ṼSO
l′,l
m′,−m(m

′
s,ms) =

1

2i

(
(−1)m

′+mVSO
l′,l
m′,m(m

′
s,ms)− VSO

l′,l
−m′,−m(m

′
s,ms)

)
(2.106)

= −λδl′,l
1

4i

√
l(l + 1)−mm′

(
(−1)m

′+mδm′,m+1δm′
s,ms−1

+(−1)m
′+mδm′,m−1δm′

s,ms+1 − δm′,m−1δm′
s,ms−1 − δm′,m+1δm′

s,ms+1

)

−λδl′,l
1

2i
mms

(
(−1)m

′+m + 1
)
δm′,mδm′

s,ms

= −λδl′,l
1

4i

√
l(l + 1)−mm′

(
−δm′,m+1δm′

s,ms−1

−δm′,m−1δm′
s,ms+1 − δm′,m−1δm′

s,ms−1 − δm′,m+1δm′
s,ms+1

)

−λδl′,l
1

2i
mms (1 + 1) δm′,mδm′

s,ms

= λδl′,l
1

4i

√
l(l + 1)−mm′ (δm′,m+1 + δm′,m−1)

(
δm′

s,ms+1 + δm′
s,ms−1

)

+λiδl′,lmmsδm′,mδm′
s,ms



2.6. ∆ΙΟΡΘΩΤΙΚΟ�Ι �ΟΡΟΙ ΤΗΣ ΧΑΜΙΛΤΟΝΙΑΝ�ΗΣ 71

και ϐεβαίως

ṼSO
l′,l
−m′,m(m

′
s,ms) = 〈 ˜l′,−m′,m′

s|VSO| ˜l,m,ms〉

=
−1

2i

(
(−1)m

′+mVSO
l′l
m′,m(m

′
s,ms)− VSO

l′l
−m′,−m(m

′
s,ms)

)

= −ṼSOl′,l
m′,−m(m

′
s,ms) (2.107)

Με ϐάση τα αποτελέσµατα που ϐρήκαµε για τα ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms), µπορούµε να κάνουµε

τις ακόλουθες παρατηρήσεις.

1. ∆εδοµένης της ύπαρξης του παράγοντα δl′,l σε όλες τις παραπάνω εκφράσεις, τα στοι-

χεία µήτρας του τελεστή VSO είναι µηδέν για διαφορετικά l και l′. Κατά συνέπεια, το

µόνο που χρειάζεται να ϐρούµε, είναι τα στοιχεία µήτρας του τελεστή µέσα στον υπό-

χωρο του ίδιου l, αφού όλα τα υπόλοιπα είναι µηδέν. Μπορούµε εποµένως στο εξής

να επικεντρώνουµε το ενδιαφέρον µας µόνο για τα στοιχεία µήτρας ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms),

µε m, m′ τέτοια ώστε −l ≤ m,m′ ≤ l.

2. Για κάθε υπόχωρο του ίδιου l δηµιουργούνται τέσσερις υποπίνακες από τις τέσσερις

διαφορετικές τιµές των Ϲευγών (ms,m
′
s).

3. Από τις εκφράσεις 2.102, 2.103, 2.105 και 2.107, προκύπτει ότι εξ όλων των στοι-

χείων µήτρας ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms) µε −l ≤ m,m′ ≤ l είναι αρκετό να γνωρίζουµε

µόνο τα ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms), ṼSO

l,l
m′,−m(m

′
s,ms), ṼSO

l,l
0,−m(m

′
s,ms), ṼSO

l,l
0,m(m

′
s,ms) και

ṼSO
l,l
0,0(m

′
s,ms) µε 0 < m,m′ ≤ l. Μπορούµε εποµένως, για καθένα από τους πα-

ϱαπάνω υποπίνακες, να περιορίσουµε το ενδιαφέρον µας µόνο σ΄ αυτά τα στοιχεία

µήτρας, αφού όλα τα υπόλοιπα προκύπτουν µέσω αυτών. ΄Οπως είναι προφανές, το

πλήθος αυτών των στοιχείων µήτρας, για τα ίδια ms και m′
s, είναι ίσο µε 2l2 + 2l + 1.

4. ΄Οπως µπορούµε πολύ εύκολα να δούµε, η ταυτόχρονη εναλλαγή µεταξύ των m και

m′ στις σχέσεις 2.104 και 2.106 οδηγεί στις σχέσεις

ṼSO
l,l
m,m′(m

′
s,ms) = −ṼSOl,l

m′,m(m
′
s,ms) (2.108)

και

ṼSO
l,l
m,−m′(m

′
s,ms) = −ṼSOl,l

m′,−m(m
′
s,ms) (2.109)

Κατά συνέπεια, από τα ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms) και ṼSO

l,l
m′,−m(m

′
s,ms) µε 0 < m,m′ ≤ l, που

είδαµε προηγουµένως ότι χρειάζεται να γνωρίζουµε για κάθε υποπίνακα, είναι αρκετό

να γνωρίζουµε µόνο αυτά για τα οποία 0 < m′ ≤ m ≤ l, προκειµένου να γνωρίζουµε

και τα υπόλοιπα για τα οποία 0 < m < m′ ≤ l. ∆εδοµένου ότι εκτός απ΄ αυτά,

ϑα πρέπει να γνωρίζουµε και τα ṼSO
l,l
0,−m(m

′
s,ms) και ṼSO

l,l
0,m(m

′
s,ms) µε 0 ≤ m ≤ l

(όπως είπαµε προηγουµένως), τα προς υπολογισµό στοιχεία µήτρας περιορίζονται

τελικά στα ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms) και ṼSO

l,l
m′,−m(m

′
s,ms), για τα οποία 0 ≤ m′ ≤ m ≤ l. Το

πλήθος των στοιχείων µήτρας αυτών είναι l2 + 3l + 1.
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5. ΄Οπως εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς, ṼSO
l,l
m,m(m

′
s,ms) = 0 και εποµένως και

ṼSO
l,l
−m,−m(m

′
s,ms) = 0. Εποµένως τα διαγώνια στοιχεία των τεσσάρων υποπινάκων,

που δηµιουργούνται από τα τέσσερα Ϲευγάρια τιµών (m′
s,ms), ϑα είναι ίσα µε µηδέν.

Αν εξαιρέσουµε λοιπόν αυτά τα στοιχεία µήτρας από τα προς υπολογισµό στοιχεία

µήτρας κάθε υποπίνακα, τα προς υπολογισµό στοιχεία µήτρας για κάθε υποπίνακα

περιορίζονται σε l(l + 2).

6. Εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς ότι για m και m′ τέτοια ώστε −l ≤ m,m′ ≤ l,
ϑα έχουµε:

•

ṼSO
l,l
m′,m(↑, ↑) = −ṼSOl,l

m′,m(↓, ↓) όπου − l ≤ m,m′ ≤ l, (2.110)

• αν m′m > 0, ή αν m′ = 0 και m > 0, ή αν m = 0 και m′ > 0, τότε

ṼSO
l,l
m′,m(↑, ↓) = −ṼSOl,l

m′,m(↓, ↑), (2.111)

• και αν m′m < 0, ή αν m′ = 0 και m < 0, ή αν m = 0 και m′ < 0, τότε

ṼSO
l,l
m′,m(↑, ↓) = ṼSO

l,l
m′,m(↓, ↑). (2.112)

Κατά συνέπεια αρκεί η γνώση µόνο των ṼSO
l,l
m′,m(↑, ↑) και ṼSO

l,l
m′,m(↑, ↓), για να γνω-

ϱίζουµε τα στοιχεία µήτρας ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms) για κάθε τιµή των m′

s και ms.

Από όλες τις παραπάνω παρατηρήσεις προκύπτει το εξής συµπέρασµα: Για τον υπολογισµό

των στοιχείων µήτρας του τελεστή VSO (ṼSO
l,l
m′,m(m

′
s,ms)), αρκεί η γνώση µόνο των στοιχείων

µήτρας ṼSO
l,l
m′,±m(↑↑) και ṼSO

l,l
m′,±m(↓↑), για τα οποία 0 ≤ m′ ≤ m ≤ l. Λαµβάνοντας υπ΄

όψη µας αυτές τις παρατηρήσεις µπορούµε εύκολα πλέον να ϐρούµε τα στοιχεία µήτρας

του τελεστή VSO. ΄Ετσι ϐρίσκουµε:

Για τα τροχιακά s

|s ↑〉
|s ↑〉 0
|s ↓〉 0

(2.113)

Για τα τροχιακά p

|x ↑〉 |y ↑〉 |z ↑〉
〈x ↑ | 0 iλ/2 0
〈y ↑ | −iλ/2 0 0
〈z ↑ | 0 0 0
〈x ↓ | 0 0 λ/2
〈y ↓ | 0 0 iλ/2
〈z ↓ | −λ/2 −iλ/2 0

(2.114)
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Για τα τροχιακά d

|xy ↑〉 |yz ↑〉 |zx ↑〉 |x2 − y2 ↑〉 |3z2 − r2 ↑〉
〈xy ↑ | 0 0 0 −iλ 0
〈yz ↑ | 0 0 −iλ/2 0 0
〈zx ↑ | 0 iλ/2 0 0 0

〈x2 − y2 ↑ | iλ 0 0 0 0
〈3z2 − r2 ↑ | 0 0 0 0 0

〈xy ↓ | 0 λ/2 iλ/2 0 0

〈yz ↓ | −λ/2 0 0 iλ/2
√
3iλ/2

〈zx ↓ | −iλ/2 0 0 −λ/2
√
3λ/2

〈x2 − y2 ↓ | 0 −iλ/2 λ/2 0 0

〈3z2 − r2 ↓ | 0 −
√
3iλ/2 −

√
3λ/2 0 0

(2.115)

Τη διόρθωση που εισάγει στη χαµιλτονιανή ο όρος VSO, την χρησιµοποιήσαµε στην

παρούσα διατριβή µόνο µέσα στα πλαίσια µελέτης του µη συγγραµµικού (noncollinear)
µαγνητισµού, στον οποίο ϑα αναφερθούµε στη συνέχεια.

2.6.3 Μη συγγραµµικός µαγνητισµός

Με τη διόρθωση που εισάγει ο όρος της σύζευξης σπιν–στροφορµής, οι σπιν–κυµατοσυναρτήσεις

|Φi〉 κάθε ηλεκτρονίου ϑα γράφονται µε τη µορφή

|Φi〉 =
∑

ms=± 1
2

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk (ms)|Φ(0)

lk ,ms〉

=
N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk (↑)|Φ

(0)
lk , ↑〉+

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk (↓)|Φ

(0)
lk , ↓〉

=
N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk (↑)|Φ

(0)
lk 〉| ↑〉+

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk (↓)|Φ

(0)
lk 〉| ↓〉

= |Φi↑〉| ↑〉+ |Φi↓〉| ↓〉, (2.116)

όπου

|Φi↑〉 =
N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk (↑)|Φ

(0)
lk 〉 και |Φi↓〉 =

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
lk (↓)|Φ

(0)
lk 〉. (2.117)

΄Οπως είναι ϕανερό, χωρίς τον όρο VSO η κάθε σπιν - ιδιοκατάσταση της χαµιλτονιανής των

ηλεκτρονίων6 ϑα είναι ιδιοκατάσταση του τελεστή sz της προβολής του σπιν στον άξονα z και

εποµένως ϑα έχει είτε τη µορφή |Φi↑〉| ↑〉, είτε τη µορφή |Φi↓〉| ↓〉. ΄Οταν όµως εισαχθεί στη

6µε ή χωρίς τον όρο Hubbard
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χαµιλτονιανή ο όρος VSO, τότε η κάθε σπιν-ιδιοκατάστασή της δεν είναι πλέον ιδιοκατάστα-

ση του τελεστή sz, αφού η σύζευξη σπιν–στροφορµής εισάγει µη µηδενικά στοιχεία µήτρας

στους υποπίνακες Ṽ
(l)
SO(↑, ↓) και επιβάλει την ανάµιξη καταστάσεων µε αντίθετο σπιν. Ω-

στόσο αν ϑεωρήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων Ox′y′z′, που έχει την ίδια αρχή µε το

αρχικό σύστηµαOxyz και είναι στραµµένο σε σχέση µε αυτό κατά κατάλληλες γωνίες θ0 και

φ0 (ϐλέπε σχήµα 2.3), τότε η σπιν - ιδιοκατάσταση |Φi〉 της χαµιλτονιανής, στην οποία έχει

εισαχθεί ο όρος VSO, είναι τοπικά ιδιοκατάσταση του τελεστή sz′, όπου sz′ είναι ο τελεστής

της προβολής του σπιν στον άξονα z′. Εποµένως σε κάθε διαφορετικό σηµείο του χώρου

ϑα υπάρχει ένας άξονας z′ στον οποίο η κυµατοσυνάρτηση |Φi〉 ϑα είναι ιδιοκατάσταση του

τοπικά ορισµένου τελεστή sz′. ∆ε µένει λοιπόν παρά να προσδιορίσουµε τις γωνίες θ0 και

φ0 για κάθε σηµείο του χώρου, προκειµένου να γνωρίζουµε την κατεύθυνση του άξονα z′.
Σε κάθε σηµείο του χώρου ο τελεστής sz′ ϑα γράφεται ως

sz′ = sin θ0 cosφ0sx + sin θ0 sinφ0sy + cos θ0sz, (2.118)

όπου

sx =
1

2

(
0 1
1 0

)
, sy =

1

2

(
0 −i
i 0

)
και sz =

1

2

(
1 0
0 −1

)
. (2.119)

Κάνοντας τις σχετικές πράξεις ϐρίσκουµε

sz′ =
1

2

(
cos θ0 sin θ0e

−iφ0

sin θ0e
iφ0 − cos θ0

)
. (2.120)

Αν ϑέλουµε, σε ένα σηµείο του χώρου, οι ιδιοκαταστάσεις |Φi〉 της χαµιλτονιανής µε τον

όρο VSO, να είναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή sz′ ϑα πρέπει για εκείνο το σηµείο να ισχύει

sz′

(
|Φi↑〉
|Φi↓〉

)
=
λ

2

(
|Φi↑〉
|Φi↓〉

)
=⇒

(
cos θ0|Φi↑〉+ sin θ0e

−iφ0 |Φi↓〉
sin θeiφ0 |Φi↑〉 − cos θ0|Φi↓〉

)
= λ

(
|Φi↑〉
|Φi↓〉

)

(2.121)

Θα πρέπει εποµένως τοπικά να ισχύει

det

(
cos θ0 − λ sin θ0e

−iφ0

sin θeiφ0 − cos θ0 − λ

)
= 0, (2.122)

από την οποία προκύπτει λ = ±1. Σε πρακτικό επίπεδο αυτό σηµαίνει ότι τοπικά ο άξονας

κβάντωσης του σπιν ϑα µπορούσε να είναι ο άξονας z′, που είναι διαφορετικός από τον

άξονα που έχουµε ϑεωρήσει ως άξονα z του συνολικού συστήµατος (global axis).

Για λ = 1 ϐρίσκουµε

(cos θ0 − 1)|Φi↑〉+ sinθ0e
−iφ0 |Φi↓〉 = 0 =⇒ |Φi↑〉 =

cos θ0/2

sin θ0/2
e−iφ0 |Φi↓〉. (2.123)

Εποµένως (
|Φi↑〉
|Φi↓〉

)
=

1

c
|Φi↓〉

(
c cos θ0/2
sin θ0/2

e−iφ0

c

)
, (2.124)
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όπου το διάνυσµα στήλης, που εµφανίζεται στο δεύτερο µέλος της εξίσωσης, είναι ιδιοκα-

τάσταση του τελεστή sz′ και ο παράγοντας c προσδιορίζεται από την κανονικοποίηση του

διανύσµατος. Θα είναι δηλαδή

|c|2 + |c|2 cos
2 θ0/2

sin2 θ0/2
= 1 =⇒ c = sin

θ0
2
eiξ, (2.125)

όπου ξ µια αυθαίρετη ϕάση. Αν ξ = −φ0/2 τότε το ιδιοάνυσµα στήλης γίνεται

(
eiφ0/2 cos θ0/2
e−iφ0/2 sin θ0/2

)
. (2.126)

Επειδή αυτό το διάνυσµα στήλης είναι ιδιοκατάσταση του τελεστή sz′ µε ιδιοτιµή 1/2,

µπορούµε να γράψουµε

sz′

(
eiφ0/2 cos θ0/2
e−iφ0/2 sin θ0/2

)
=

1

2

(
eiφ0/2 cos θ0/2
e−iφ0/2 sin θ0/2

)
. (2.127)

Κατ΄ αναλογία µε τα παραπάνω, για λ = −1 ϐρίσκουµε

(cos θ0 + 1)|Φi↑〉+ sin θ0e
−iφ0 |Φi↓〉 = 0 =⇒ |Φi↑〉 = − sin θ0/2

cos θ0/2
e−iφ0 |Φi↓〉. (2.128)

Εποµένως (
|Φi↑〉
|Φi↓〉

)
=

1

c
|Φi↓〉

(
−c sin θ0/2

cos θ0/2
e−iφ0

c

)
, (2.129)

όπου και πάλι η σταθερά c ϑα προσδιοριστεί από την κανονικοποίηση του διανύσµατος

στήλης που εµφανίζεται στη δεξιό µέλος της εξίσωσης και είναι ιδιοκατάσταση του τελεστή

sz′. Θα είναι δηλαδή

|c|2 + |c|2 sin
2 θ0/2

cos2 θ0/2
= 1 =⇒ c = cos

θ0
2
eiτ , (2.130)

όπου τ µια αυθαίρετη ϕάση. Αν τ = φ0/2 ϑα προκύψει το ιδιοάνυσµα στήλης

(
−e−iφ0/2 sin θ0/2
eiφ0/2 cos θ0/2

)
. (2.131)

Επειδή αυτό το διάνυσµα στήλης είναι ιδιοκατάσταση του τελεστή sz′ µε ιδιοτιµή −1/2,

µπορούµε να γράψουµε

sz′

(
−e−iφ0/2 sin θ0/2
eiφ0/2 cos θ0/2

)
= −1

2

(
−e−iφ0/2 sin θ0/2
eiφ0/2 cos θ0/2

)
. (2.132)

Τις εξισώσεις 2.127 και 2.132 µπορούµε να τις γράψουµε µε τη µορφή

sz′U
† = U †sz =⇒ sz′ = U †szU, (2.133)
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όπου

U =

(
eiφ0/2 cos θ0/2 e−iφ0/2 sin θ0/2
−eiφ0/2 sin θ0/2 e−iφ0/2 cos θ0/2

)
, (2.134)

είναι ο πίνακας στροφής του σπιν 1/2 και προκύπτει από τα ιδιοανύσµατα του τελεστή sz′,
που ϐρήκαµε στις σχέσεις 2.127 και 2.132, µε την επιλογή ξ = −φ0/2 και τ = φ0/2. Αφού

λοιπόν το σπιν µπορεί να έχει ένα διαφορετικό άξονα κβάντωσης από τον άξονα που έχουµε

επιλέξει ως άξονα z του συστήµατος, ϑα µπορούσαµε µε µια στροφή της χαµιλτονιανής

µέσω του πίνακα U να επιτύχουµε τοπικά την κβάντωση του σπιν σε διαφορετικό άξονα από

τον άξονα z του συστήµατος [48]. ∆ε µένει λοιπόν παρά να δούµε ποια µορφή παίρνει η

χαµιλτονιανή µετά τη στροφή.

Μια απλοποίηση της παραπάνω ϑεώρησης ϑα ήταν να ϑεωρήσουµε ότι για τα ηλεκτρό-

νια του ίδιου ατόµου ο άξονας κβάντωσης του σπιν είναι ο ίδιος. Αυτή η απλοποίηση είναι

παρόµοια µε την λεγόµενη ῾῾προσέγγιση της ατοµικής σφαίρας᾿᾿ atomicsphere approxi
mation [49], σύµφωνα µε την οποία ϑεωρούµε ότι ο άξονας κβάντωσης του σπιν είναι ο

ίδιος για κάθε σηµείο µέσα σε µια σφαίρα γύρω από κάθε άτοµο. Κατ΄ αναλογία, στη δική

µας ϑεώρηση, αντί για κάθε σφαίρα γύρω από ένα άτοµο, ϑα ορίζονται διαφορετικές γωνίες

θ0 και φ0 για τα ηλεκτρόνια κάθε ατόµου και όχι για κάθε σηµείο του χώρου. Στη ϐάση

αυτής της ϑεώρησης Θα πρέπει να δούµε πώς στρέφονται χωριστά οι όροι H0 (αρχική χα-

µιλτονιανή στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης χωρίς διορθώσεις), UHub και VSO. Με τη

στροφή των τελεστών αυτών ϑα προκύψουν οι τελεστές U †H0U , U †UHubU και U †VSOU και

το Ϲητούµενό µας είναι να εκφράσουµε τους τελεστές αυτούς στη ϐάση | ˜l,m,ms〉. Θέλουµε

δηλαδή να γνωρίζουµε τα στοιχεία µήτρας 〈 ˜l′,m′,m′
s|U †V U | ˜l,m,ms〉, όπου V ένας από

τους τρεις τελεστές H0, UHub και VSO. Εναλλακτικά ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε τη δράση

των τριών αυτών τελεστών πάνω στις συναρτήσεις ϐάσης U | ˜l,m,ms〉. Αντί δηλαδή να ϐρούµε

τη δράση των στραµµένων τελεστών πάνω στα σπιν–ατοµοειδή τροχιακά της ϐάσης, µπορού-

µε εναλλακτικά να ϐρούµε τη δράση των αρχικών τελεστών στα στραµµένα σπιν–ατοµοειδή

τροχιακά της ϐάσης. ΄Ετσι τα τροχιακά U | ˜l,m,ms〉 ϑα είναι

U |l̃, m, ↑〉 = |l̃, m〉U
(

1
0

)
= |l̃, m〉

(
eiφ0/2 cos θ0/2
−eiφ0/2 sin θ0/2

)

= eiφ0/2 cos
θ0
2
|l̃, m, ↑〉 − eiφ0/2 sin

θ0
2
|l̃, m, ↓〉 (2.135)

και

U |l̃, m, ↓〉 = |l̃, m〉U
(

0
1

)
= |l̃, m〉

(
e−iφ0/2 sin θ0/2
e−iφ0/2 cos θ0/2

)

= e−iφ0/2 sin
θ0
2
|l̃, m, ↑〉+ e−iφ0/2 cos

θ0
2
|l̃, m, ↓〉. (2.136)

Κατά συνέπεια, αν Ṽ l′l
m′m(m

′
s,ms) = 〈 ˜l′,m′,m′

s|V | ˜l,m,ms〉, όπου στη ϑέση των m′
s και ms ϑα

χρησιµοποιήσουµε εναλλακτικά τα σύµβολα ↑ και ↓ γιαm′
s ήms = 1/2 καιm′

s ήms = −1/2
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αντίστοιχα, τότε τα στοιχεία µήτρας κάθε όρου V της χαµιλτονιανής, που κατασκευάζονται

από τα τροχιακά ϐάσης του ίδιου ατόµου, ϑα είναι

〈 ˜l′,m′, ↑|U †V U |l̃, m, ↑〉 = cos2
θ0
2
Ṽ l′l
m′m(↑↑) + sin2 θ0

2
Ṽ l′l
m′m(↓↓) (2.137)

− sin
θ0
2
cos

θ0
2

(
Ṽ l′l
m′m(↑↓) + Ṽ l′l

m′m(↓↑)
)
,

〈 ˜l′,m′, ↓|U †V U |l̃, m, ↓〉 = sin2 θ0
2
Ṽ l′l
m′m(↑↑) + cos2

θ0
2
Ṽ l′l
m′m(↓↓) (2.138)

+sin
θ0
2
cos

θ0
2

(
Ṽ l′l
m′m(↑↓) + Ṽ l′l

m′m(↓↑)
)
,

〈 ˜l′,m′, ↑|U †V U |l̃, m, ↓〉 =

[
sin

θ0
2
cos

θ0
2

(
Ṽ l′l
m′m(↑↑)− Ṽ l′l

m′m(↓↓)
)

(2.139)

+ cos2
θ0
2
Ṽ l′l
m′m(↑↓)− sin2 θ0

2
Ṽ l′l
m′m(↓↑)

]
e−iφ0 ,

〈 ˜l′,m′, ↓|U †V U |l̃, m, ↑〉 =

[
sin

θ0
2
cos

θ0
2

(
Ṽ l′l
m′m(↑↑)− Ṽ l′l

m′m(↓↓)
)

(2.140)

+ cos2
θ0
2
Ṽ l′l
m′m(↓↑)− sin2 θ0

2
Ṽ l′l
m′m(↑↓)

]
eiφ0 ,

όπου στους παραπάνω συµβολισµούς −l ≤ m′,m ≤ l. ΄Ετσι :

• Αν V = UHub, ϑα έχουµε

〈 ˜l′,m′, ↑|U †UHubU |l̃, m, ↑〉 = s0δl′lδm′m, (2.141)

〈 ˜l′,m′, ↓|U †UHubU |l̃, m, ↓〉 = −s0δl′lδm′m (2.142)

και

〈 ˜l′,m′, ↑|U †UHubU |l̃, m, ↓〉 = 0 (2.143)

και εποµένως

〈 ˜l′,m′, ↑|U †UHubU |l̃, m, ↑〉 = s0 cos θ0δl′lδm′m, (2.144)

〈 ˜l′,m′, ↓|U †UHubU |l̃, m, ↓〉 = −s0 cos θ0δl′lδm′m (2.145)

και

〈 ˜l′,m′, ↑|U †UHubU |l̃, m, ↓〉 = s0 sin θ0e
−iφ0δl′lδm′m. (2.146)

Κατά συνέπεια

U †UHubU = s0

(
cos θ0I sin θ0e

−iφ0I

sin θ0e
iφ0I − cos θ0I

)
. (2.147)
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• Αν V = VSO, τότε χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 2.110, 2.111 και 2.112, ϐρίσκουµε

για τις σχέσεις 2.137, 2.138, 2.139 και 2.140 τα εξής :

◮ Για το 〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↑〉
3 Αν m′m > 0, ή αν m′ = 0 και m > 0, ή αν m = 0 και m′ > 0, τότε

〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↑〉 = cos θ0Ṽ
l′l
SOm′m(↑↑) = 0. (2.148)

3 Αν m′m < 0, ή αν m′ = 0 και m < 0, ή αν m = 0 και m′ < 0,

〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↑〉 = cos θ0Ṽ
l′l
SOm′m(↑↑)− sin θ0Ṽ

l′l
SOm′m(↓↑) (2.149)

◮ Για το 〈 ˜l′,m′, ↓|U †VSOU |l̃, m, ↓〉

〈 ˜l′,m′, ↓|U †VSOU |l̃, m, ↓〉 = −〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↑〉 (2.150)

◮ Για το 〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↓〉
3 Αν m′m > 0, ή αν m′ = 0 και m > 0, ή αν m = 0 και m′ > 0, τότε

〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↓〉 =
(
sin θ0Ṽ

l′l
SOm′m(↑↑)− Ṽ l′l

SOm′m(↓↑)
)
e−iφ0

= −Ṽ l′l
SOm′m(↓↑)e−iφ0 (2.151)

3 Αν m′m < 0, ή αν m′ = 0 και m < 0, ή αν m = 0 και m′ < 0, τότε

〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↓〉 =
(
sin θ0Ṽ

l′l
SOm′m(↑↑) + cos θ0Ṽ

l′l
SOm′m(↓↑)

)
e−iφ0

(2.152)

◮ Για το 〈 ˜l′,m′, ↓|U †VSOU |l̃, m, ↑〉
3 Αν m′m > 0, ή αν m′ = 0 και m > 0, ή αν m = 0 και m′ > 0, τότε

〈 ˜l′,m′, ↓|U †VSOU |l̃, m, ↑〉 =
(
sin θ0Ṽ

l′l
SOm′m(↑↑) + Ṽ l′l

SOm′m(↓↑)
)
eiφ0

= Ṽ l′l
SOm′m(↓↑)eiφ0

= −〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↓〉 (2.153)

3 Αν m′m < 0, ή αν m′ = 0 και m < 0, ή αν m = 0 και m′ < 0, τότε

〈 ˜l′,m′, ↑|U †VSOU |l̃, m, ↓〉 =
(
sin θ0Ṽ

l′l
SOm′m(↑↑) + cos θ0Ṽ

l′l
SOm′m(↓↑)

)
eiφ0

(2.154)

΄Ετσι τελικά για τον τελεστή U †VSOU , προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες αλληλεπιδρά-

σεων, οι οποίοι για να είναι σωστοί πρέπει να πολλαπλασιαστούν µε λ/2.
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Για τα τροχιακά s
|s ↑〉

|s ↑〉 0
|s ↓〉 0

(2.155)

Για τα τροχιακά p

|x ↑〉 |y ↑〉 |z ↑〉
〈x ↑ | 0 i cos θ0 0
〈y ↑ | −i cos θ0 0 −i sin θ0
〈z ↑ | 0 i sin θ0 0
〈x ↓ | 0 i sin θ0e

iφ0 eiφ0

〈y ↓ | −i sin θ0eiφ0 0 i cos θ0e
iφ0

〈z ↓ | −eiφ0 −i cos θ0eiφ0 0

(2.156)

Για τα τροχιακά d

|xy ↑〉 |yz ↑〉 |zx ↑〉 |x2 − y2 ↑〉 |3z2 − r2 ↑〉
〈xy ↑ | 0 0 −i sin θ0 −2i cos θ0 0

〈yz ↑ | 0 0 −i cos θ0 −i sin θ0 −
√
3i sin θ0

〈zx ↑ | i sin θ0 i cos θ0 0 0 0
〈x2 − y2 ↑ | 2i cos θ0 i sin θ0 0 0 0

〈3z2 − r2 ↑ | 0
√
3i sin θ0 0 0 0

〈xy ↓ | 0 eiφ0 i cos θ0e
iφ0 −2i sin θ0e

iφ0 0

〈yz ↓ | −eiφ0 0 −i sin θ0eiφ0 i cos θ0e
iφ0

√
3i cos θ0e

iφ0

〈zx ↓ | −i cos θ0eiφ0 i sin θ0e
iφ0 0 −eiφ0

√
3eiφ0

〈x2 − y2 ↓ | 2i sin θ0e
iφ0 −i cos θ0eiφ0 eiφ0 0 0

〈3z2 − r2 ↓ | 0 −
√
3i cos θ0e

iφ0 −
√
3eiφ0 0 0

(2.157)

Ο υπολογισµός της µαγνητικής ϱοπής, στην περίπτωση που έχει εισαχθεί η στροφή του

σπιν και ο όρος VSO, γίνεται µε τον ίδιο τρόπο όπως περιγράψαµε νωρίτερα στη διόρθωση

Hubbard. Θα είναι δηλαδή

µ = n↑ − n↓ =
∑

i

〈Φi↑|Φi↑〉 −
∑

i

〈Φi↓|Φi↓〉, (2.158)

όπου το άθροισµα γίνεται πάνω στις κατειληµµένες µονοηλεκτρονιακές σπιν–ιδιοκαταστάσεις

της χαµιλτονιανής, της οποίας οι σπιν–κυµατοσυναρτήσεις είναι οι

|Φi〉 = |Φi↑〉| ↑〉+ |Φi↓〉| ↓〉. (2.159)

2.7 Η µέθοδος της ισχυρής δέσµευσης που χρησιµοποι-

ήσαµε

Μέχρι στιγµής έχουµε αναφέρει τις ϐασικές προσεγγίσεις που οδηγούν στη µέθοδο της

ισχυρής δέσµευσης και κατ΄ επέκταση στη χαµιλτονιανή στην προσέγγιση της ισχυρής δέ-
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σµευσης. Από ΄κει και µετά όµως υπάρχουν πολλοί εναλλακτικοί τρόποι για τον υπολογισµό

των παραµέτρων της χαµιλτονιανής, όπως είναι για παράδειγµα η εξάρτηση των παραµέτρων

Slater  Koster από την απόσταση, η εισαγωγή διορθωτικών όρων, η µορφή του δυναµικού

Ϲεύγους κ.τ.λ.

Μια µεγάλη κατηγοριοποίηση των µεθόδων ισχυρής δέσµευσης έχει να κάνει µε τη ϑε-

ώρηση ή τη µη ϑεώρηση των ατοµοειδών τροχιακών της ϐάσης ως ορθοκανονικών µεταξύ

τους. ΄Ετσι αν ϑεωρήσουµε (ως µια επιπλέον προσέγγιση) ότι τα τροχιακά της ϐάσης είναι

ορθοκανονικά µεταξύ τους, αυτό είναι ισοδύναµο µε το µηδενισµό των µη διαγώνιων στοι-

χείων του πίνακα S της εξίσωσης ιδιοτιµών 1.91. Θα είναι δηλαδή S = I ή Sk′k
l′l = δk′kδl′l. Σ΄

αυτό το επίπεδο προσέγγισης έχουµε τη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τρο-

χιακά (Orthogonal Tight Binding Hamiltonian  (OTBH)) και σε αντίθετη περίπτωση έχουµε

τη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης µε µη ορθογώνια τροχιακά (NonOrthogonal Tight Bin

ding Hamiltonian  (NOTBH)) ή γενικευµένη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης (Generalized

Tight Binding Hamiltonian  (GTBH)).

Στη ϐάση του γενικού ϕορµαλισµού, που αναπτύξαµε παραπάνω, έχουν αναπτυχθεί

διάφορες µέθοδοι στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, όπως είναι για παράδειγµα η µέ-

ϑοδος των Menon et al [50] (που χρησιµοποιούµε στην παρούσα διδακτορική διατριβή), των

Xu et al [51] για συστήµατα C, των Curotto et al [52], των Xie και Blackman [53,54] για τη

µελέτη συστηµάτων µεταβατικών µετάλλων, η µέθοδος του Luo [55] για τα συστήµατα του

Ni κ.α.

Ο κύριος όγκος των υπολογισµών αυτής της διατριβής έχει γίνει στα πλαίσια της χαµιλ-

τονιανής ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά. Αρχικά η µέθοδος χρησιµοποιήθηκε

µε επιτυχία για την περιγραφή συστηµάτων ηµιαγωγών µε τροχιακά s και p [56,57] και στη

συνέχεια επεκτάθηκε για την περιγραφή και συστηµάτων µε d ηλεκτρόνια [50], όπως είναι

τα συσσωµατώµατα των µεταβατικών µετάλλων και για την περιγραφή πιο πολύπλοκων συ-

στηµάτων, όπως π.χ. τα συσσωµατώµατα NimSin [58] και SimCn [59]. Η µέθοδος συνεχίζει

να επεκτείνετε και σήµερα, µε την εισαγωγή όρων µη συγγραµµικού µαγνητισµού για την

περιγραφή µαγνητικών ιδιοτήτων των µεταβατικών µετάλλων [60,61]. Ας δούµε λοιπόν στη

συνέχεια ποιες είναι οι λεπτοµέρειες της µεθόδου που χρησιµοποιήσαµε.

Είπαµε παραπάνω ότι η εξάρτηση των παραµέτρων Slater  Koster από την απόσταση

εξαρτάται εκτός των άλλων και από το περιβάλλον µέσα στα οποία ϐρίσκονται τα άτοµα.

Η εξάρτηση που καθορίζει το σχήµα του Harrison προέκυψε λαµβάνοντας υπ΄ όψη ότι το

περιβάλλον των ατόµων είναι το περιβάλλον του συµπαγούς στερεού (bulk) και µάλιστα

ότι τα άτοµα είναι του ίδιου είδους. Στην περίπτωση τη δική µας, όπου το υπό εξέταση

σύστηµα ναι µεν αποτελείται από άτοµα του ίδιου είδους, δεν είναι όµως το συµπαγές

στερεό, επιλέξαµε µια διαφορετική εξάρτηση των παραµέτρων Slater  Koster από την

απόσταση. Σύµφωνα µε τη δική µας επιλογή [50], η εξάρτηση των παραµέτρων Slater 
Koster από την ενδοατοµική απόσταση R είναι

Vl′lm(R) = Vl′lm(d)e
−α(R−d), (2.160)

όπου d η ενδοατοµική απόσταση πρώτων γειτόνων του συγκεκριµένου στοιχείου στο συµπα-

γές στερεό, α µια παράµετρος, που ϑα προσδιοριστεί µε ένα τρόπο που ϑα περιγράψουµε
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στη συνέχεια7, και Vl′lm(d) η τιµή της παραµέτρου Slater  Koster όπως αυτή προσδιορίζε-

ται από το σχήµα του Harrison για ενδοατοµική απόσταση ίση µε d. Με αυτή την επιλογή,

η τιµή της κάθε παραµέτρου Slater  Koster για R = d είναι ίση µε την αντίστοιχη τιµή

που προκύπτει µε το σχήµα του Harrison.

∆εδοµένου ότι η τιµή των στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής πέφτει πολύ γρήγορα

µε την απόσταση, είναι αναµενόµενο η τιµή αυτή να γίνεται πολύ µικρή µετά από κάποια

απόσταση. Αν µάλιστα λάβει κανείς υπ΄ όψη ότι η χαµιλτονιανή της ισχυρής δέσµευσης

προέρχεται από µια σειρά προσεγγίσεων που εισάγει σφάλµατα, είναι αµφίβολο αν οι µικρές

αυτές τιµές που παίρνουν τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής σε µεγάλες αποστάσεις,

είναι πιο σηµαντικές από το σφάλµα που εισάγουν οι προσεγγίσεις της µεθόδου (π.χ. από

την αγνόηση των ολοκληρωµάτων τριών κέντρων). Από την άλλη οι τιµές αυτές µπορούν να

ϑεωρηθούν αµελητέες σε σχέση µε τις τιµές που παίρνουν τα στοιχεία µήτρας για αποστάσεις

κοντά στο µήκος δεσµού. Θα µπορούσαµε λοιπόν να ϑεωρήσουµε ότι τα στοιχεία µήτρας

της χαµιλτονιανής είναι πρακτικώς ίσα µε µηδέν µετά από κάποια απόσταση αποκοπής

Rcut.

Ο µηδενισµός των στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής µεταξύ ατοµοειδών τροχιακών,

τα κέντρα των οποίων ϐρίσκονται σε απόσταση µεγαλύτερη από την απόσταση αποκοπής

Rcut, µπορεί να εισαχθεί στα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής µέσω µιας συνάρτησης

αποκοπής fcut(R), η οποία στην απλούστερή της µορφή ϑα µπορούσε να είναι η συνάρτηση

θ(Rcut −R), η οποία εξ ορισµού είναι

θ(Rcut −R) =

{
0, αν R > Rcut

1, αν R ≤ Rcut.
(2.161)

Αν ωστόσο για τη συνάρτηση αποκοπής επιθυµούµε να χρησιµοποιήσουµε µια πιο οµαλή

συνάρτηση, µια κατάλληλη επιλογή ϑα µπορούσε να είναι µια συνάρτηση Fermi, η µορφή

της οποίας είναι

fcut(R) =
1

eλ(R−Rcut) + 1
. (2.162)

Γενικά η συνάρτηση αποκοπής µπορεί να επιλεχθεί µε τα εξής κριτήρια : (α) να είναι ϕθί-

νουσα συνάρτηση της απόστασης, (ϐ) για ενδοατοµικές αποστάσεις λίγο µεγαλύτερες από

την απόσταση αποκοπής να παίρνει τιµή µηδέν και (γ) για ενδοατοµικές αποστάσεις λίγο

µικρότερες από την απόσταση αποκοπής να παίρνει την τιµή 1. Η απόστασης αποκοπής

Rcut επιλέγεται έτσι ώστε να είναι ανάµεσα στην απόσταση πρώτων και δεύτερων γειτόνων

της αντίστοιχης δοµής του συµπαγούς στερεού. Μια συνήθης επιλογή είναι το µέσο των δύο

αυτών αποστάσεων. Η επιλογή αυτή γίνεται επειδή τα µήκη των δεσµών στην κατάσταση

ισορροπίας του συστήµατος είναι συνήθως µικρότερα απ΄ αυτή την απόσταση. ΄Ετσι υπολο-

γίζονται σωστά οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των ατόµων του συστήµατος χωρίς να αγνοηθεί

κάποια αλληλεπίδραση από την παρουσία της συνάρτησης αποκοπής. Υπάρχουν ωστόσο

και περιπτώσεις όπου η ενδοατοµική απόσταση είναι λίγο µεγαλύτερη από την απόσταση

αποκοπής. Στην περίπτωση αυτή (που δεν είναι συνήθης), χρειάζεται κάποια προσοχή

7στις πρώτες εργασίες, π.χ. στην αναφορά [50], η τιµή του α ϑεωρήθηκε ότι παίρνει την τιµή α = d/2,

αλλά αργότερα έγινε µια άλλη ϑεώρηση για τον προσδιορισµό της σταθεράς α, που περιγράφουµε παρακάτω
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στους υπολογισµούς. Τέλος αξίζει να σηµειωθεί ότι µε τη χρήση της συνάρτησης αποκο-

πής µειώνεται το πλήθος των υπολογισµών που πρέπει να γίνουν, αφού αρκετά στοιχεία

µήτρας µηδενίζονται και η διαγωνοποίηση της χαµιλτονιανή γίνεται απλούστερη. ΄Ετσι µε

την εισαγωγή της συνάρτησης αποκοπής κερδίζουµε και σε υπολογιστικό χρόνο.

΄Εχοντας κατασκευάσει τη χαµιλτονιανή µήτρα µε τον τρόπο που µόλις περιγράψαµε

και (εφ΄ όσον κρίνεται σκόπιµο) εισάγοντας τις όποιες επιπλέον διορθώσεις (π.χ. όρο Hub
bard ή/και όρο σύζευξης σπιν–τροχιάς κ.τ.λ.), το επόµενο ϐήµα που πρέπει να γίνει είναι

η διαγωνοποίησή της, για να πάρουµε τις ιδιοτιµές ǫi και τις ιδιοσυναρτήσεις Φi. Στη συνέ-

χεια τοποθετούµε τις ιδιοτιµές σε αύξουσα σειρά και τις εποικίζουµε µε τα ηλεκτρόνια του

συστήµατος, παίρνοντας έτσι τον όρο
n∑

i=1

ǫi

της ενέργειας δέσµευσης, όπου n ο συνολικός αριθµός ηλεκτρονίων του συστήµατος.

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, ότι δοθείσης µιας διάταξης στο χώρο, των ατόµων

του υπό µελέτη συστήµατος, η ενέργεια δέσµευσής του Ubind µπορεί να γραφεί ως

Ubind =
n∑

i=1

ǫi +
N∑

k=1

N∑

j=1
j 6=k

Ukj −
N∑

k=1

nk∑

l=1

ǫ
(0)
lk , (2.163)

όπου ǫi είναι οι ιδιοενέργειες της χαµιλτονιανής µήτρας (ϐλέπε εξίσωση 1.91), ǫ
(0)
lk είναι η

ιδιοενέργεια l του αποµονωµένου ατόµου k (ǫ
(0)
lk = 〈Φ(0)

lk |hk|Φ(0)
lk 〉, ϐλέπε σχέση 1.54) και Ukj

είναι ένα δυναµικό Ϲεύγους. Εκείνο που χρειαζόµαστε λοιπόν ακόµα για τον υπολογισµό

της ενέργειας είναι η µορφή του δυναµικού Ϲεύγους Ukj. Στα πλαίσια της προσέγγισης που

χρησιµοποιούµε, επιλέγουµε για το δυναµικό Ϲεύγους µια συνάρτηση της µορφής

Ukj = Ukj(Rkj) = Φ0e
−4α(Rkj−d)fcut(Rkj), (2.164)

όπου Φ0 είναι µια παράµετρος, που ϑα προσδιοριστεί και a είναι η ίδια παράµετρος που

συναντήσαµε στη σχέση 2.160. Οι παράµετροι α και Φ0 προσδιορίζονται έτσι ώστε να

αποδίδεται σωστά από τη χαµιλτονιανή, η απόσταση δεσµού και η συχνότητα ταλάντωσης

του διµερούς. Με τον τρόπο αυτό εξασφαλίζεται ότι τουλάχιστον στην περιοχή γύρω από τη

ϑέση ισορροπίας του συστήµατος, η προσέγγιση που κάνουµε είναι καλή.

Επιπλέον εισάγουµε και ένα ακόµα όρο στη χαµιλτονιανή, ο οποίος διορθώνει τις τιµές

της ενέργειας έτσι ώστε να αποδίδεται σωστά από τους υπολογισµούς η ενέργειας συνοχής

του διµερούς και η ενέργεια συνοχής του συµπαγούς στερεού. Ο όρος αυτός εξαρτάται από

τον αριθµό των δεσµών ανά άτοµο του συστήµατος και έχει τη µορφή

Ubond = N

[
a
(nb

N

)2
+ b
(nb

N

)
+ c

]
, (2.165)

όπου N ο αριθµός των ατόµων του συστήµατος, nb ο αριθµός των δεσµών και τα a, b και c
είναι ελεύθερες παράµετροι που προσδιορίζονται µε προσαρµογή της ενέργειας του διµε-

ϱούς και του συµπαγούς στερεού στην πειραµατική τους τιµή ή στις τιµές που προκύπτουν
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από υπολογισµούς πρώτων αρχών. Ο αριθµός των δεσµών nb µπορεί να ορισθεί µέσω ενός

αθροίσµατος συναρτήσεων αποκοπής, όπως αυτές που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω. ΄Ετσι

ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε τον αριθµό των δεσµών ως

nb =
N∑

i=1

N∑

j>i

fcut(Rij). (2.166)

Η συνάρτηση αποκοπής fcut καθώς και τιµή της απόστασης αποκοπής Rcut του όρου

Ubond δεν είναι απαραίτητο να είναι ίδιες µε την συνάρτηση αποκοπής και την απόσταση

αποκοπής, που χρησιµοποιήσαµε στα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής και στο δυναµικό

Ϲεύγους.

Ο όρος Ubond εισήχθη για πρώτη ϕορά από τους Tománek και Schlüter [27,28], στην

προσπάθειά τους να ϐρουν τις δοµές ισορροπίας των συσσωµατωµάτων πυριτίου, που αντι-

στοιχούν στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας. Αυτό που παρατήρησαν ήταν ότι µε την εισαγω-

γή του όρου Ubond στην ενέργεια που προκύπτει από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης,

µπορούσαν να προβλέψουν σωστά τη δοµή ισορροπίας συσσωµατωµάτων πυριτίου, που

αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας. Χωρίς τον όρο Ubond κάποιες από τις δοµές

των συσσωµατωµάτων πυριτίου, που αντιστοιχούν στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας ήταν

διαφορετικές από αυτές που προέκυπταν µε την παρουσία του όρου Ubond [27,28]. Χωρίς

τον όρο Ubond υπάρχει εν γένει µια υποεκτίµηση της ενέργειας δέσµευσης, η οποία απο-

δίδεται στην απουσία της promotional ενέργειας των υβριδισµένων ατόµων [62] και στην

προσέγγιση υπολογισµού των στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής από την τιµή που έχουν

στο συµπαγές στερεό [63]. Αυτή τη διαφορά έρχεται να καλύψει ο όρος Ubond. Στην ουσία

ο όρος Ubond λειτουργεί ως όρος παρεµβολής (interpolation), που αναγκάζει τις τιµές της

ενέργειας να ταυτιστούν µε τις τιµές που προέρχονται από πειραµατικά αποτελέσµατα ή

από υπολογισµούς πρώτων αρχών (ab initio) στις δύο ακραίες περιπτώσεις (α) του διµερούς

µε nb/N = 0.5 και (ϐ) του συµπαγούς στερεού, όπου ο λόγος nb/N διαφέρει από περίπτω-

ση σε περίπτωση (π.χ. για τη δοµή διαµαντιού είναι nb/N = 2, ενώ στη δοµή FCC είναι

nb/N = 6). Συνήθως η τιµή του nb/N στα συσσωµατώµατα παίρνει κάποιες ενδιάµεσες σ΄

αυτές τις δύο τιµές.

Ας σηµειωθεί ότι στα πλαίσια της γενικευµένης χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης µε

µη ορθογώνια τροχιακά ο όρος Ubond δεν είναι απαραίτητος [52, 63]. Ο υπολογισµός των

παραµέτρων α, Φ0, a, b και c για τα συστήµατα που µας ενδιαφέρουν στην παρούσα

διατριβή, παρουσιάζονται στο παράρτηµα Β΄ (ϐλέπε σελίδα 359).

2.8 Γενικευµένη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης

Η χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά µπορεί να περιγράψει καλά τα

s− p συστήµατα του άνθρακα και του πυριτίου, που έχουν τετραεδρική διάταξη στο χώρο.

∆ε δίνει όµως και τόσο ακριβή αποτελέσµατα, όταν εφαρµόζεται σε συστήµατα στα οποία

επικρατεί η µη τετραεδρική δεσµικότητα, λόγω των προβληµάτων µεταφερσιµότητας των

στοιχείων µήτρας της χαµιλτονιανής σ΄ αυτά τα συστήµατα. Αυτό µπορεί να ϐελτιωθεί µε
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τη χρήση της γενικευµένης χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης (Generalized Tight Binding
Hamiltonian), στην οποία ϑεωρούµε ότι τα ατοµοειδή τροχιακά της ϐάσης δεν είναι ορθο-

γώνια µεταξύ τους [62–67]. Στην περίπτωση αυτή, σε όλη τη ϕιλοσοφία που περιγράψαµε

αµέσως παραπάνω, αλλάζουν τα εξής : (α) τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής είναι δια-

ϕορετικά απ΄ αυτά που δίνονται µέσω του σχήµατος του Harrison, (ϐ) απαιτείται επιπλέον η

γνώση των ολοκληρωµάτων επικάλυψης S
(k′k)
l′l , (γ) το πρόβληµα ιδιοτιµών δεν είναι πλέον το

Hci = ǫici, αλλά το Hci = ǫiSci και (δ) όπως έχει δειχθεί (και όπως έχουµε πει παραπάνω),

δεν απαιτείται η παρουσία του όρου Ubond [52,63].

Ο υπολογισµός των ολοκληρωµάτων επικάλυψης γίνεται µέσω της προσεγγιστικής σχέ-

σης,

H
(k′k)
l′l =

K

2
(H

(k′k′)
l′l′ +H

(kk)
ll )S

(k′k)
l′l , (2.167)

που εισήγαγε ο Hoffman [68,69], στην οποία στηρίζονται οι επεκταµένοι υπολογισµοί Hükel
(extended Hükel calculations). Στη σχέση αυτή το K είναι µια σταθερά.

Οι van Schilfgaarde και Harrison έδειξαν ότι [70,71] στην περίπτωση s−p συστηµάτων,

αν τα στοιχεία µήτρας της Χαµιλτονιανής στη ϐάση των ορθογώνιων τροχιακών είναι τα

V
(k′k)
l′l , τότε

H
(k′k)
l′l = V

(k′k)
l′l

(
1 +

1

K
− S2

2

)
και S

(k′k)
l′l =

2V
(k′k)
l′l

K(E
(k′)
l′ + Ek

l )
, (2.168)

όπου

S2 =
1

4K

[
Vssσ
Es

− 2
√
3Vspσ

Es + Ep

− 3Vppπ
Ep

]
(2.169)

Με αυτά τα στοιχεία της χαµιλτονιανής µήτρας και της µήτρας των ολοκληρωµάτων επικά-

λυψης, γίνεται η διαγωνοποίηση det[H−ǫiS] = 0, από την οποία προκύπτουν οι ιδιοτιµές ǫi.
Κατά τα άλλα η διαδικασία είναι ίδια µε όσα περιγράψαµε παραπάνω για τη χαµιλτονιανή

µε ορθογώνια τροχιακά.

Στην παρούσα διατριβή, η γενικευµένη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης χρησιµοποιή-

ϑηκε µόνο στην περίπτωση υπολογισµού της εφησυχασµένης δοµής των ϕουλλερινών πυ-

ϱιτίου, ως µια πιο ακριβής µέθοδος από την αντίστοιχη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης

µε ορθογώνια τροχιακά [72,73].

2.9 Σύνοψη

Συνοψίζοντας λοιπόν, η ενέργεια δέσµευσης Ubind του συστήµατος, στα πλαίσια της προ-

σέγγισης ισχυρής δέσµευσης γράφεται ως

Ubind = Uatr + Urep + Ubond −
N∑

k=1

nk∑

l=1

ǫ
(0)
lk . (2.170)

όπου



2.9. Σ�ΥΝΟΨΗ 85

• ο όρος Uatr είναι το άθροισµα των ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης

πάνω στις κατειληµµένες από ηλεκτρόνια καταστάσεις.

Uatr =
n∑

i=1

ǫi µε Hci = ǫici (ϐλέπε εξίσωση 1.91). (2.171)

Τα στοιχεία hk
′k

l′l της χαµιλτονιανής µήτρας H δίνονται από τη σχέση

hk
′k

l′l = ǫ
(0)
lk δk′kδl′l + (1− δk′k)H

k′k
l′l , (2.172)

όπου:

* τα ǫ
(0)
lk είναι οι ιδιοτιµές της χαµιλτονιανής των ελευθέρων ατόµων και εποµένως

παίρνουν συγκεκριµένες τιµές που εξαρτώνται µόνο από το είδος του τροχιακού

l και το είδος του ατόµου k στο οποίο αντιστοιχούν

* τα Hk′k
l′l δίνονται στις σελίδες 62 και 63 και είναι συναρτήσεις των συνηµιτόνων

κατεύθυνσης l, m και n και των παραµέτρων Slater  Koster Vl′lm, οι οποίοι

έχουν µια εκθετική εξάρτηση από την ενδοατοµική απόσταση της µορφής

Vl′lm(Rk′k) = Vl′lm(d)e
−α(Rk′k−d)fcut(Rk′k), (2.173)

όπου Vl′lm(d) είναι η παράµετρος Slater  Koster, όπως αυτή υπολογίζεται από

το σχήµα του Harrison για ενδοατοµική απόσταση ίση µε την απόσταση πρώ-

των γειτόνων d στο συµπαγές στερεό (ϐλέπε σχέσεις 2.75,2.76 και 2.77), α µια

προσδιορίσιµη παράµετρος και fcut µια συνάρτηση αποκοπής, που µηδενίζει το

στοιχείο µήτρας µετά από κάποια απόσταση αποκοπής Rcut.

Ενδέχεται (αναλόγως µε το προς επίλυση πρόβληµα) να υπεισέρχονται στη χαµιλτο-

νιανή µήτρα και διάφοροι διορθωτικοί όροι (π.χ. όρος Hubbard), οι οποίοι διαφορο-

ποιούν τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής.

• Ο όρος Urep είναι ένα άθροισµα των δυναµικών Ϲεύγους U
(rep)
k′k .

Urep =
N∑

k=1

N∑

k′>k

U
(rep)
k′k (Rk′k) (2.174)

όπου

U
(rep)
k′k (Rk′k) = Φ0e

−4α(Rk′k−d)fcut(Rk′k). (2.175)

Τα Φ0 και α (το α εµφανίζεται και στον όρο Uatr) είναι ελεύθερες παράµετροι που

προσδιορίζονται µε προσαρµογή της απόστασης δεσµού και της συχνότητας ταλάντω-

σης του διµερούς στην κατάσταση ισορροπίας, σε πειραµατικά δεδοµένα ή σε δεδο-

µένα που προέρχονται από υπολογισµούς πρώτων αρχών.
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• Ο όρος Ubond είναι ένας διορθωτικός όρος, που εξαρτάται από τον αριθµό των δεσµών

ανά άτοµο nb/N και έχει τη µορφή

Ubond = N

[
a
(nb

N

)2
+ b
(nb

N

)
+ c

]
, (2.176)

• Ο τελευταίος όρος (
∑N

k=1

∑nk

l=1 ǫ
(0)
lk ) είναι το άθροισµα των ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής,

που αντιστοιχούν σε κατειληµµένες καταστάσεις ηλεκτρονίων των ελευθέρων ατόµων.



Μέρος II

Μοριακή ∆υναµική
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Κεφάλαιο 3

Υπολογιστικές Προσοµοιώσεις -

Μοριακή ∆υναµική

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τις µεθόδους υπολογιστικών προσοµοιώσεων και περι-

γράφουµε πώς µπορούµε να τις χρησιµοποιήσουµε για τη µελέτη των ιδιοτήτων των ατοµι-

κών συστηµάτων και των συσσωµατωµάτων ειδικότερα. Εστιάζουµε στη µέθοδο της µορια-

κής δυναµικής, την οποία χρησιµοποιήσαµε στην παρούσα διδακτορική διατριβή, καθώς

και στις κατάλληλες εξισώσεις κίνησης και αλγορίθµους επίλυσης αυτών, τις οποίες χρησι-

µοποιήσαµε προκειµένου να προσοµοιώσουµε ένα ατοµικό σύστηµα κάτω από ορισµένες

µακροσκοπικές συνθήκες. Παρουσιάζουµε τις εξισώσεις NoséHoover και δείχνουµε γιατί

αυτές είναι οι κατάλληλες για την προσοµοίωση της δυναµικής ενός συστήµατος υπό στα-

ϑερή ϑερµοκρασία. Παρουσιάζουµε επίσης ένα νέο αλγόριθµο για την εύρεση της δοµής

ισορροπίας ενός συσσωµατώµατος, που αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας, µέσω

της µοριακής δυναµικής. Τέλος επειδή η µέθοδος της µοριακής δυναµικής απαιτεί τη

γνώση της δύναµης πάνω σε κάθε άτοµο του συστήµατος για κάθε χρονικό ϐήµα επίλυσης

των εξισώσεων κίνησης, δείχνουµε πώς υπολογίζεται η δύναµη πάνω στα άτοµα στα πλαίσια

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης.
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3.1. Μ�ΕΘΟ∆ΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚ�ΩΝ ΠΡΟΣΟΜΟΙ�ΩΣΕΩΝ 91

3.1 Μέθοδοι υπολογιστικών προσοµοιώσεων

΄Ενα ισχυρό εργαλείο στη µελέτη τόσο των µικροσκοπικών, όσο και των µακροσκοπικών ιδιο-

τήτων ενός συστήµατος ατόµων, είναι οι µέθοδοι υπολογιστικών προσοµοιώσεων (computer
simulation methods). Οι µέθοδοι αυτοί κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες, στις στοχαστι-

κές (stochastic) µεθόδους και στις αιτιοκρατικές (deterministic).

Οι στοχαστικές µέθοδοι, κύριος εκπρόσωπος των οποίων είναι η µέθοδος Monte 
Carlo [74], υπολογίζουν τις ιδιότητες ενός συστήµατος, προσοµοιώνοντας τις διατάξεις

(configurations) των ατόµων µε τη χρήση τυχαίων αριθµών. Σε αντίθεση µε τις µεθόδους

Monte  Carlo, στις αιτιοκρατικές µεθόδους, κύριος εκπρόσωπος των οποίων είναι η µέθο-

δος της µοριακής δυναµικής, το ενδιαφέρον εστιάζεται στην εύρεση της χρονικής εξέλιξης

των ϑέσεων και των ορµών ενός συστήµατος ατόµων (δηλαδή της τροχιάς του συστήµατος

στο χώρο των ϕάσεων), δοθέντων κάποιων αρχικών συνθηκών για τις ϑέσεις και τις ορµές

κάθε ατόµου.

Οι δύο κατηγορίες µεθόδων υπολογιστικών προσοµοιώσεων λειτουργούν συµπληρω-

µατικά η µια της άλλης. Παρ΄ όλα αυτά έχουν πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα, που

αναλόγως µε την περίπτωση µπορούν να καταστήσουν ϐολικότερη την εφαρµογή της µιας

έναντι της άλλης και αντιστρόφως. Το ϐασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου Monte  Carlo
είναι ότι δε χρειάζεται ο υπολογισµός της δύναµης και η επίλυση των εξισώσεων κίνησης,

που είναι µια αρκετά χρονοβόρα διαδικασία. Από την άλλη η µέθοδος Monte  Carlo δεν

µπορεί να υπολογίσει δυναµικά µεγέθη, αφού δεν έχει καµιά πληροφορία για τις ταχύτητες

των ατόµων, πράγµα που κάνει τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής να πλεονεκτεί σ΄ αυτό.

Προφανώς και οι δύο µέθοδοι έχουν τη δυνατότητα υπολογισµών στατικών µεγεθών. Με

τη µέθοδο Monte  Carlo µπορεί να ϐρεθεί ο χώρος των διατάξεων, ενώ µε τη µέθοδο της

µοριακής δυναµικής ολόκληρος ο ϕασικός χώρος.

Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε εν συντοµία τις δύο µεθόδους και τις υποκατηγορίες

τους και ϑα εστιάσουµε στη µοριακή δυναµική, την οποία και χρησιµοποιήσαµε στην

παρούσα διδακτορική διατριβή.

3.2 Στοχαστικές Μέθοδοι - Monte  Carlo

Τις στοχαστικές µεθόδους µπορεί να τις χωρίσει κανείς σε τρεις κατηγορίες [8].

• Στην απλή (direct) Monte  Carlo, η οποία κάνει χρήση τυχαίων αριθµών για τη µο-

ντελοποίηση περίπλοκων ϕυσικών ή άλλων διαδικασιών. Το ενδιαφέρον µας σ΄ αυτές

τις περιπτώσεις εστιάζεται στο τελικό στατιστικό αποτέλεσµα και όχι στις λεπτοµερείς

συνιστώσες του.

• Στην ολοκλήρωση Monte  Carlo, στην οποία η τιµή του ολοκληρώµατος προκύπτει

από το µέσο όρο των τιµών τής υπό ολοκλήρωση συνάρτησης σε διάφορες ϑέσεις, που

καθορίζονται από ένα δείγµα τυχαίων αριθµών. Η µέθοδος αυτή είναι κατάλληλη

κυρίως για τον υπολογισµό πολυδιάστατων ολοκληρωµάτων, έχοντας σαφή υπεροχή
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έναντι άλλων µεθόδων αριθµητικής ολοκλήρωσης, όπως π.χ. η µέθοδος του τραπεζί-

ου ή η µέθοδος Simpson. Αυτό µπορεί να το καταλάβει κανείς, αν δει πόσο είναι το

σφάλµα του υπολογισµού, που γίνεται σε κάθε περίπτωση. Εξαιτίας της τυχαιότητας

του δείγµατος των τυχαίων αριθµών, το σφάλµα στον υπολογισµό του ολοκληρώµατος

µε τη µέθοδο Monte  Carlo ϑα είναι ανάλογο του 1/
√
N , όπου N ο αριθµός των

σηµείων του υπερχώρου στα οποία υπολογίστηκε η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση, ενώ

ϑα είναι ανεξάρτητο της διάστασης του ολοκληρώµατος [75,76]. Αντιθέτως το σφάλµα

που ϑα έχουµε στην αριθµητική ολοκλήρωση χρησιµοποιώντας π.χ. την αριθµη-

τική µέθοδο ολοκλήρωσης του Simpson ϑα ήταν 1/N−4/d, όπου d η διάσταση του

ολοκληρώµατος. Εποµένως για χαµηλοδιάστατα ολοκληρώµατα υπερέχουν οι άλλες

υπολογιστικές µέθοδοι ολοκλήρωσης, ενώ για πολυδιάστατα ολοκληρώµατα υπερέχει

η µέθοδος Monte  Carlo. Τέτοια πολυδιάστατα ολοκληρώµατα είναι αυτά που εµ-

ϕανίζονται στον υπολογισµό µακροσκοπικών ποσοτήτων στη στατιστική ϕυσική, όπως

είναι π.χ. το ολοκλήρωµα της συνάρτησης επιµερισµού Z, το οποίο αγνοώντας την

τετριµµένη ολοκλήρωση της κινητικής ενέργειας πάνω σε όλες τις ορµές, γίνεται

Z =

∫ ∫
. . .

∫
d3R1d

3R2 . . . d
3Rne

−βU(R1,R2,...,RN ), (3.1)

όπου U η δυναµική ενέργεια του συστήµατος.

Για τον υπολογισµό αυτού του ολοκληρώµατος µε τη µέθοδο Monte  Carlo χρησιµο-

ποιούµε ένα δείγµα τυχαίων αριθµών, που παριστάνει τις ϑέσεις Ri. Σε καθεµιά από

τις διαφορετικές διατάξεις των ατόµων του συστήµατος, που προκύπτουν κατ΄ αυτό τον

τρόπο, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα µε τον τρόπο που ήδη αναφέραµε. Το κεντρικό

πρόβληµα αυτής της µεθόδου είναι ότι µια πραγµατικά τυχαία κατανοµή σηµείων

(R1,R2, . . . ,RN ) στο χώρο των διατάξεων (configuration space) δε ϐρίσκεται πάντα

σε περιοχή όπου η τιµή της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης έχει κάποια σηµαντική

τιµή. Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι συναρτήσεις αυτές έχουν πολύ µεγάλες µεταβολές

και µηδενίζονται πολύ γρήγορα έξω από µια µικρή περιοχή του χώρου των διατάξε-

ων. Για τη λύση αυτού του προβλήµατος απαιτείται αυτό που λένε ῾῾δειγµατοληψία

σηµαντικότητας᾿᾿ (importance sampling), και επιτυγχάνεται µε δύο τρόπους : είτε µε

ένα κατάλληλο µετασχηµατισµό της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης, ώστε να γίνει πιο

οµαλή, είτε µε µια κατάλληλη επιλογή σηµείων του χώρου των διατάξεων, τα οποία ϑα

είναι επιλεγµένα µε τέτοιο τρόπο, ώστε από τη µια να συγκεντρώνονται στις περιοχές

που η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση παίρνει σηµαντικές τιµές, χωρίς από την άλλη να

χάνουν όλες τις ῾῾καλές᾿᾿ ιδιότητες που εξασφαλίζει η τυχαιότητα. Αυτή η τελευταία

περίπτωση περιγράφεται από την τρίτη κατηγορία των µεθόδων Monte  Carlo, τη

Metropolis Monte  Carlo, την οποία περιγράφουµε ευθύς αµέσως.

• Στη Metropolis Monte  Carlo στην οποία µια ακολουθία καταστάσεων του υπό εξέταση

συστήµατος προκύπτει µε χρήση τυχαίων αριθµών, η οποία κατασκευάζει µια αλυσί-

δα Markov [76]. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται ο υπολογισµός των πολυδιάστατων

ολοκληρωµάτων της στατιστικής ϕυσικής, που περιγράψαµε παραπάνω και επιπλέ-

ον επιτρέπει τη µελέτη στατικών ιδιοτήτων πολυατοµικών συστηµάτων. ΄Ενας τρόπος
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για να κατασκευαστεί µια τέτοια αλυσίδα Markov από διατάξεις των ατόµων, δίνεται

από τον αλγόριθµο Metropolis [77]. Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο αυτό, δοθείσης µιας

διάταξης, των ατόµων ενός συστήµατος, παράγεται µια νέα (υπό δοκιµή) διάταξη µε

µικρές τυχαίες µεταβολές της αρχικής. Αν η ενέργεια της νέας διάταξης είναι µικρό-

τερη της αρχικής, τότε η νέα αυτή διάταξη είναι αποδεκτή. Σε αντίθετη περίπτωση η

αποδοχή ή η απόρριψη της νέας διάταξης καθορίζεται από µια πιθανότητα που κα-

ϑορίζεται από τη στατιστική Boltzmann. Αν τελικά η νέα δοκιµαστική διάταξη γίνει

αποδεκτή, η διαδικασία επαναλαµβάνεται ϑεωρώντας ως αρχική τη νέα διάταξη που

προέκυψε, προκειµένου να ϐρεθεί η επόµενη διάταξη. Αν αντιθέτως απορριφθεί, τότε

η διαδικασία επαναλαµβάνεται µε µια άλλη υπό δοκιµή διάταξη, παραγόµενη µε τον

ίδιο τρόπο.

3.3 Αιτιοκρατικές Μέθοδοι - Μοριακή ∆υναµική

Η πληροφορία που µας δίνει η µέθοδος της µοριακής δυναµικής είναι η τροχιά του συστή-

µατος στο χώρο των ϕάσεων, δηλαδή οι ϑέσεις και οι ορµές κάθε ατόµου του συστήµατος

σε κάθε χρονική στιγµή. ΄Οπως είδαµε στο Κεφ. 1, σε ένα σύστηµα N ατόµων, η προ-

σέγγιση Born  Oppenheimer οδηγεί στο διαχωρισµό της ῾῾κίνησης᾿᾿ των ηλεκτρονίων από

την κίνηση των πυρήνων. Μαθηµατικά αυτό εκφράζεται από το διαχωρισµό της εξίσωσης

ιδιοτιµών της ολικής χαµιλτονιανής H (ϐλέπε εξίσωση 1.1) στην εξίσωση ιδιοτιµών 1.13 της

χαµιλτονιανής He των ηλεκτρονίων (στο περιβάλλον των ϑεωρούµενων ως ακίνητων πυρή-

νων) και στην εξίσωση ιδιοτιµών 1.15 της χαµιλτονιανής Hn των πυρήνων. Κατά συνέπεια

για να ϐρούµε την τροχιά του συστήµατος στο χώρο των ϕάσεων πρέπει να επιλύσουµε τη

χρονοεξαρτηµένη εξίσωση Schrödinger για τους πυρήνες (Κβαντική Μοριακή ∆υναµική),

όπως αυτή προκύπτει µετά την προσέγγιση Born  Oppenheimer. Αυτό ϐεβαίως δεν είναι

µια απλή υπόθεση και ενέχει τον ίδιο ϐαθµό δυσκολίας, που είχε η επίλυση της εξίσωσης

1.13, που είδαµε στο πρώτο κεφάλαιο.

΄Ενας άλλος τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος είναι να ϑεωρήσουµε τα άτοµα ως

κλασικά σωµατίδια, που διέπονται από τους νόµους του Νεύτωνα (Κλασική Μοριακή ∆υ-

ναµική). Αυτό ϐεβαίως αποτελεί µια επιπλέον προσέγγιση, η οποία στηρίζεται στο γεγονός

ότι οι πυρήνες, λόγω της µεγάλης µάζας τους, µπορούν να ϑεωρηθούν κλασικά σωµατίδια

και εποµένως η δυναµική τους µπορεί να ϑεωρηθεί ότι καθορίζεται από τους νόµους της

κλασικής µηχανικής. ∆ε χρειάζεται έτσι να λυθεί η χρονοεξαρτηµένη εξίσωση ιδιοτιµών της

χαµιλτονιανής των πυρήνων, που είναι µια περίπλοκη εξίσωση, αλλά απλώς να λυθούν οι

κλασικές εξισώσεις κίνησης [78],

dRi

dt
=
∂Hn

∂Pi

= ∇Pi
Hn και

dPi

dt
= −∂Hn

∂Ri

= −∇Ri
Hn, (3.2)

που προκύπτουν απ΄ αυτή τη χαµιλτονιανή.

Στα πλαίσια της κλασικής µοριακής δυναµικής οι όροι της χαµιλτονιανής δεν αντι-

µετωπίζονται ως τελεστές που δρουν πάνω στην κυµατοσυνάρτηση των πυρήνων, αλλά ως

κλασικές οντότητες. ΄Ετσι ο τελεστής της κινητικής ενέργειας των πυρήνων ϑα πάρει την
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κλασική του µορφή

Tn =
N∑

i=1

P 2

2Mi

, (3.3)

ενώ η δυναµική ενέργεια, ως συνάρτηση των ϑέσεων που είναι, ϑα παραµείνει ως έχει. Κατά

συνέπεια η χαµιλτονιανή Hn των πυρήνων ϑα είναι

Hn(P,R) =
N∑

i=1

P2
i

2Mi

+ U(R), (3.4)

όπου το δυναµικό U(R) προκύπτει από την εξίσωση 1.13, όπως έχει εξηγηθεί στο Κεφ.

1. (Χρησιµοποιούµε κι εδώ τον ίδιο συµπαγή συµβολισµό για όλες τις ϑέσεις και όλες

τις ορµές των ατόµων, όπως κάναµε στο Κεφ. 1, δηλ. R = {R1,R2, . . . ,RN} και P =
{P1,P2, . . . ,PN}.)

Υπ΄ αυτές τις συνθήκες οι εξισώσεις του Hamilton για τη χαµιλτονιανή Hn των πυρήνων

(ϐλέπε εξίσωση 1.16), ϑα γράφονται ως

dRi

dt
= ∇Pi

Hn =
Pi

Mi

(3.5)

dPi

dt
= −∇Ri

Hn = −∇Ri
U(R), (3.6)

που στην ουσία δεν είναι άλλες από τις κλασικές εξισώσεις του Νεύτωνα. Οι εξισώσεις αυτές

ισχύουν για ένα κλειστό αποµονωµένο σύστηµα ατόµων, που δεν αλληλεπιδρά µε άλλα

συστήµατα. Στην περίπτωση που υπάρχουν αλληλεπιδράσεις του συστήµατος µε το περι-

ϐάλλον του, τότε ϑα πρέπει να προστεθούν σ΄ αυτό οι αντίστοιχες δυνάµεις αλληλεπίδρασης

Fext
i πάνω σε κάθε άτοµο i κι έτσι η τελευταία εξίσωση ϑα πάρει την πιο γενική µορφή

dPi

dt
= −∇Ri

U(R) + F
(ext)
i . (3.7)

Οι εξισώσεις αυτές προφανώς δεν λύνονται αναλυτικά και κατά συνέπεια καλούµαστε να τις

λύσουµε αριθµητικά.

΄Οπως είναι προφανές οι εξισώσεις αυτές διατηρούν την ενέργεια του συστήµατος, όπως

συµβαίνει µε κάθε αποµονωµένο σύστηµα, που δεν ανταλλάσσει ενέργεια µε το περιβάλλον

του και κατά συνέπεια είναι ϐολικές για τη µελέτη συστηµάτων που διατηρούν την ενέργειά

τους. Στην περίπτωση όµως που ϑα ϑέλαµε να ϐρούµε τη δοµή ισορροπίας ενός συστήµα-

τος ατόµων, ϑα ϐόλευε καλύτερα αν εισαγάγαµε στις παραπάνω εξισώσεις ένα όρο τριβής

(damping term) εξαρτώµενο από την ταχύτητα, ο οποίος ϑα µείωνε την κινητική ενέργεια

κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης και στο τέλος ϑα τη µηδένιζε, όταν πια το σύστηµα

ϑα ϐρισκόταν σε µια κατάσταση όπου ϑα είχε ελαχιστοποιηθεί η δυναµική του ενέργεια

και εποµένως αυτή ϑα ήταν µια κατάσταση ισορροπίας του. Την περίπτωση αυτή ϑα την

εξετάσουµε παρακάτω. Επίσης στην περίπτωση που το Ϲητούµενό µας είναι η µελέτη ενός

συστήµατος υπό σταθερή ϑερµοκρασία, οι παραπάνω εξισώσεις κίνησης ϑα πρέπει να αν-

τικατασταθούν από τις εξισώσεις Nóse  Hoover (ϐλέπε εξισώσεις 3.30 και 3.31), τις οποίες
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επίσης ϑα δούµε παρακάτω. Γενικά οι εξισώσεις που ϐολεύει (ή πρέπει) κάθε ϕορά να

επιλυθούν εξαρτώνται από τις συνθήκες κάτω από τις οποίες ϑα ϑέλαµε να µελετήσουµε τη

συµπεριφορά του συστήµατος. Ο γενικός ϕορµαλισµός όµως είναι ο ίδιος.

Για πληρότητα αναφέρουµε ότι η πρώτη δηµοσίευση, που αναφέρεται στην προσοµοίωση

µοριακής δυναµικής, γράφηκε από τους Alder και Wainwright το 1957 [79]. Σκοπός τους

ήταν η µελέτη του διαγράµµατος ϕάσεων στις περιοχές στερεής και υγρής ϕάσης ενός

συστήµατος σκληρών σφαιρών. Στο µοντέλο των σκληρών σφαιρών και στα παρόµοιά του,

το δυναµικό αλληλεπίδρασης έχει ασυνέχειες, µε αποτέλεσµα οι δυνάµεις να εµφανίζονται

ως συναρτήσεις - δ. Αυτό έχει σα συνέπεια οι ταχύτητες να αλλάζουν ασυνεχώς µόνο τη

στιγµή της σύγκρουσης µεταξύ των ατόµων (ή των µορίων), ενώ παραµένουν σταθερές καθ΄

όλη την υπόλοιπη διάρκεια της κίνησης.

Οι τεχνικές της προσοµοίωσης σε περίπτωση συνεχών δυναµικών είναι τελείως διαφο-

ϱετικές από αυτές των ασυνεχών δυναµικών. Προφανώς τα αποτελέσµατα είναι εν γένει

πιο ϱεαλιστικά, αν και η µέθοδος γίνεται πιο περίπλοκη. Πλέον µε τα συνεχή δυναµικά οι

ταχύτητες αλλάζουν συνεχώς και όχι µόνο κατά τη στιγµή της σύγκρουσης. Οι εξισώσεις κί-

νησης είναι οι 3N εξισώσεις κίνησης του Νεύτωνα, που είναι διαφορικές εξισώσεις δεύτερης

τάξης, εν γένει πεπλεγµένες µεταξύ τους. Η επίλυση αυτών των εξισώσεων µπορεί να γίνει

µόνο µε αριθµητικές µεθόδους, πράγµα που οδηγεί αναπόφευκτα σε αριθµητικά σφάλµατα

στον υπολογισµό των ϑέσεων και των ταχυτήτων. Στις µεθόδους αυτούς ϑα αναφερθούµε

αργότερα.

Η πρώτη δηµοσίευση που αναφέρεται σε συνεχή δυναµικά [80] και η οποία αποτελεί

επέκταση της ιδέας των Alder και Wainwright, γράφηκε το 1964 από τον πρωτοπόρο στον

τοµέα της µοριακής δυναµικής Aneesur Rahman, ο οποίος και χαρακτηρίζεται ως ο πατέ-

ϱας της µοριακής δυναµικής. Στη δηµοσίευσή του αυτή ο Rahman προσοµοίωσε διάφορες

ιδιότητες του υγρού Ar χρησιµοποιώντας τη µοριακή δυναµική για 864 άτοµα Ar, στην

κίνηση των οποίων επέβαλε περιοδικές συνοριακές συνθήκες στα άκρα ενός κυβικού κου-

τιού, µέσα στο οποίο τα τοποθέτησε µε τυχαίο τρόπο. Το δυναµικό που χρησιµοποίησε για

να περιγράψει τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των ατόµων του Ar, ήταν ένα δυναµικό τύπου

Lennard  Jones.

3.4 Μοριακή δυναµική υπό σταθερή ϑερµοκρασία: Εξι-

σώσεις NoséHoover

Είδαµε παραπάνω πώς από την εξίσωση 1.15 των πυρήνων καταλήγουµε στις κλασικές

εξισώσεις του Νεύτωνα. Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν ότι η χαµιλτονιανή του συστήµατος των N
ατόµων δίνεται από την κλασική έκφραση 3.4. Η συνάρτηση επιµερισµού Zc στα πλαίσια

της κανονικής συλλογής, που αντιστοιχεί στη χαµιλτονιανή Hn, είναι

Zc =
1

N !

∫
d3R

∫
d3P exp

(
− Hn

kBT

)
, (3.8)
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όπου T είναι η ϑερµοκρασία του συστήµατος 1 και kB είναι η σταθερά Boltzmann.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την παρακάτω Χαµιλτονιανή, την οποία επινόησε ο Nosé [81,82], η

οποία έχει ένα επιπλέον ϐαθµό ελευθερίας από τη ῾῾φυσική χαµιλτονιανή᾿᾿ Hn των πυρήνων

των N ατόµων και γράφεται µε τη µορφή

H(P′,R′, ps, s) =
N∑

i=1

P′
i
2

2Mis2
+ U(R′) +

p2s
4Q

+ fkBT ln s. (3.9)

Ο επιπλέον ϐαθµός ελευθερίας σχετίζεται µε τη γενικευµένη ϑέση s και την αντίστοιχη

γενικευµένη ορµή ps. Στην παραπάνω χαµιλτονιανή η παράµετρος f παριστάνει τους

ανεξάρτητους ϐαθµούς ελευθερίας του συστήµατος (δηλ. f = 3N + 1), η παράµετρος Q
παριστάνει µια ῾῾γενικευµένη᾿᾿ µάζα, που αντιστοιχεί στον επιπλέον ϐαθµό ελευθερίας και T
είναι µια ελεύθερη παράµετρος, που, όπως ϑα δούµε, µας εξυπηρετεί να ϑεωρήσουµε ότι

είναι η ϑερµοκρασία του συστήµατος των N ατόµων στα πλαίσια της κανονικής συλλογής.

Στη χαµιλτονιανή αυτή οι γενικευµένες συντεταγµένες ϑέσης R′ και ορµής P′ δεν εκ-

ϕράζουν τις ϕυσικές συντεταγµένες ϑέσης R και ορµής P αντίστοιχα. Ας ϑεωρήσουµε ότι

οι γενικευµένες ϑέσεις R′
i και ορµές P′

i καθώς και ο χρόνος t′, που εµφανίζονται στην

παραπάνω χαµιλτονιανή, σχετίζονται µε τις πραγµατικές ϑέσεις Ri, ορµές Pi και χρόνο t
µέσω των σχέσεων

Ri = R′
i Pi =

P′
i

s
και t =

∫ t′ dτ

s
. (3.10)

΄Οπως είναι ϕανερό, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις αυτές, η χαµιλτονιανή H µπορεί να γρα-

ϕεί ως

H(P,R, ps, s) =
N∑

i=1

Pi
2

2Mi

+ U(R) +
p2s
4Q

+ fkBT ln s = (3.11)

= Hn +
p2s
4Q

+ (3N + 1)kBT ln s. (3.12)

Ας ϐρούµε τώρα τη συνάρτηση επιµερισµού Z για τη µικροκανονική συλλογή, που

αντιστοιχεί στη χαµιλτονιανή H. Στα πλαίσια της µικροκανονικής συλλογής η ενέργεια

E του συστήµατος διατηρείται. Αν λοιπόν E είναι η ενέργεια του συστήµατος, τότε η

συνάρτηση επιµερισµού Z στη µικροκανονική συλλογή ϑα είναι [8]:

Z =
1

N !

∫
d3R′

∫
d3P ′

∫
dps

∫
ds δ(E −H) =

=
1

N !

∫
d3R

∫
s3Nd3P

∫
dps

∫
ds δ

(
E −Hn −

p2s
4Q

− fkBT ln s

)
=

=
1

N !

∫
d3R

∫
d3P

∫
dps

∫
ds s3Nδ

(
E −Hn −

p2s
4Q

− fkBT ln s

)
, (3.13)

1η ϑερµοκρασία είναι σταθερή µέσα στα πλαίσια της κανονικής συλλογής
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όπου

d3P ′ ≡ d3P ′
1d

3P ′
2 . . . d

3P ′
N =

d3P1d
3P2 . . . d

3PN

s3N
≡ d3P

s3N

και

d3R′ ≡ d3R′
1d

3R′
2 . . . d

3R′
N = d3R1d

3R2 . . . d
3RN ≡ d3R.

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της συνάρτησης - δ

δ[F (s)] =
δ(s− s0)

F ′(s0)
, µε F (s0) = 0, (3.14)

για τη συνάρτηση

F (s) = E −Hn −
p2s
4Q

− fkBT ln s, (3.15)

ϐρίσκουµε

Z =
1

N !

∫
d3R

∫
d3P

∫
dps

∫
ds s3N

δ(s− s0)

F ′(s0)
=

1

N !

∫
d3R

∫
d3P

∫
dps

s3N0
F ′(s0)

. (3.16)

∆ε µένει παρά να ϐρούµε τα s0 και F ′(s0), τα οποία είναι :

F (s0) = 0 =⇒ s0 = exp


−

Hn +
p2s
4Q2

− E

fkBT


 (3.17)

και

F ′(s0) = −fkBT
s0

. (3.18)

Χρησιµοποιώντας αυτές τις σχέσεις µπορούµε να ξαναγράψουµε την εξίσωση 3.16 για τη

συνάρτηση επιµερισµού ως εξής :

Z =
−1

N !

∫
d3R

∫
d3P

∫
dps

s3N+1
0

fkBT
=

−1

N !

∫
d3R

∫
d3P

∫
dps

sf0
fkBT

=

=
−1

N !fkBT

∫
d3R

∫
d3P

∫
dps exp

(
−
Hn +

p2s
4Q2 − E

kBT

)
=

=
−1

N !fkBT
exp

(
E

kBT

)[∫
d3R

∫
d3P exp

(
− Hn

kBT

)][∫
dps exp

(
− p2s
4Q2kBT

)]
=

=
−1

3N+1

√
4πQ2

kBT
exp

(
E

kBT

)
·Zc, (3.19)

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε την εξίσωση 3.8 και την εξίσωση

∫
exp

(
− p2s
4Q2kBT

)
dps =

√
4πQ2kBT . (3.20)
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Για να µπορέσουµε να αντικαταστήσουµε τον παράγοντα

1

N

∫
d3R

∫
d3P exp

(−Hn

kBT

)

µε το Zc της εξίσωσης 3.8, δεχτήκαµε ότι η ελεύθερη παράµετρος T , που εµφανίζεται στη

χαµιλτονιανή H, είναι η ϑερµοκρασία του συστήµατος των N ατόµων, που προέρχεται από

την κίνησή τους 2. Επειδή τόσο η ενέργεια E της χαµιλτονιανής H στα πλαίσια της µικρο-

κανονικής συλλογής, όσο και η ϑερµοκρασία T των N ατόµων στα πλαίσια της κανονικής

συλλογής παραµένουν σταθερές, ο παράγοντας −1/(3N+1)
√

4πQ2/kBT exp(E/kBT ) είναι

σταθερός. Γίνεται εποµένως ϕανερό από τη σχέση 3.19, ότι η συνάρτηση επιµερισµού Z της

χαµιλτονιανής H για τη µικροκανονική συλλογή διαφέρει από τη συνάρτηση επιµερισµού

Zc της χαµιλτονιανής Hn για την κανονική συλλογή κατά ένα σταθερό πολλαπλασιαστικό

παράγοντα. Εποµένως οι ϑερµοδυναµικές ιδιότητες που προκύπτουν από τη χαµιλτονιανή

H στα πλαίσια της µικροκανονικής συλλογής, είναι ίδιες µε αυτές που προκύπτουν από τη

χαµιλτονιανή Hn στα πλαίσια της κανονικής συλλογής. Κατά συνέπεια ο ϕασικός χώρος

του συστήµατος που αντιστοιχεί στη χαµιλτονιανή H υπό σταθερή ενέργεια, είναι ίδιος µε

αυτό που αντιστοιχεί στη χαµιλτονιανή Hn των πυρήνων υπό σταθερή ϑερµοκρασία. Για

να καθορίσουµε λοιπόν το ϕασικό χώρο, δε µένει παρά να προσδιορίσουµε τις εξισώσεις

κίνησης που καθορίζονται από τη χαµιλτονιανή H.

Οι εξισώσεις κίνησης για τη χαµιλτονιανή H ϑα έχουν τη µορφή

dR′
i

dt′
= ∇P′

i
H =

P′
i

Mis2
(3.21)

dP′
i

dt′
= −∇R′

i
H = −∇Ri

U(R) (3.22)

ds

dt′
=
∂H

∂ps
=

ps
2Q

(3.23)

dps
dt′

= −∂H
∂s

=
1

s

(
N∑

i=1

P′
i
2

Mis2
− fkBT

)
(3.24)

Μεταφέροντας αυτές τις εξισώσεις κίνησης στις πραγµατικές συντεταγµένες ϑέσεων Ri

και ορµών Pi σε πραγµατικό χρόνο t, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις ανάµεσα στις γενικευ-

µένες και τις ϕυσικές συντεταγµένες (ϐλέπε εξισώσεις 3.10), ϑα έχουµε

dRi

dt
=
dR′

i

dt′
dt′

dt
=

P′
i

Mis2
s =

P′
is

Mis2
=

Pi

Mi

(3.25)

dPi

dt
=

d(P′
i/s)

dt′
dt′

dt
=

1

s2

(
s
dP′

i

dt′
−P′

i

ds

dt′

)
s =

dP′
i

dt′
− P′

i

s

ds

dt′
=

= −∇Ri
U(R)−P′

i

ps
2Qs

= −∇Ri
U(R)−Pi

ps
2Q

(3.26)

2η κίνηση των ηλεκτρονίων δεν έχει ληφθεί υπ΄ όψη σ΄ αυτή τη ϑεώρηση
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dps
dt

=
dps
dt′

dt′

dt
=

1

s

(
N∑

i=1

P′
i
2

Mis2
− fkBT

)
s =

N∑

i=1

Pi
2

Mi

− fkBT (3.27)

ds

dt
=
ds

dt′
dt′

dt
=

ps
2Q

s. (3.28)

Ο Hoover [83] έδειξε ότι οι παραπάνω εξισώσεις κίνησης για τις πραγµατικές (ϕυσικές)

συντεταγµένες ϑέσης και ορµής µπορούν να απλοποιηθούν, αν ϑέσουµε

ζ =
ps
2Q

ή ps = 2Qζ (3.29)

Υπ΄ αυτή τη συνθήκη, οι παραπάνω εξισώσεις κίνησης γίνονται

dRi

dt
=

Pi

Mi

και
dPi

dt
= −∇Ri

U(R)− ζPi (3.30)

dζ

dt
=

1

Q

(
EK − f

2
kBT

)
όπου EK =

N∑

i=1

P 2
i

2Mi

, (3.31)

(EK είναι η κινητική ενέργεια των ατόµων).

Οι παραπάνω εξισώσεις κίνησης είναι γνωστές ως εξισώσεις Nóse  Hoover. Η πρώτη

εξίσωση είναι ακριβώς η ίδια µε την εξίσωση 3.5, που παίρνουµε από τη χαµιλτονιανή Hn

των πυρήνων και δεν είναι τίποτα περισσότερο από τον ορισµό της ορµής. Η δεύτερη εξίσωση

(που είναι το ανάλογο του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα), διαφέρει από την αντίστοιχη

εξίσωση 3.6, που προκύπτει από τη χαµιλτονιανή Hn των πυρήνων, κατά τον όρο −ζPi. Ο

όρος αυτός είναι άλλοτε ϑετικός και άλλοτε αρνητικός, πράγµα που σηµαίνει ότι εισάγει µια

επιπλέον δύναµη στα σωµάτια του συστήµατος, η οποία άλλοτε τα επιταχύνει και άλλοτε

τα επιβραδύνει. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να εισάγεται ή να εξάγεται ενέργεια από το

σύστηµα µε ένα τρόπο που καθορίζεται από την τρίτη εξίσωση. Στην πράξη ο όρος −ζPi,

που εµφανίζεται στη δεύτερη εξίσωση, σε συνδυασµό µε την τρίτη εξίσωση, παίζει το ϱόλο

ενός λουτρού ϑερµότητας σταθερής ϑερµοκρασίας, που υποχρεώνει το υπό µελέτη σύστηµα

σωµατίων, να ανταλλάσσει ϑερµότητα µαζί του, διατηρώντας έτσι σταθερή τη ϑερµοκρασία

του. Χωρίς τον όρο αυτό (δηλαδή όταν ζ = 0), η δεύτερη εξίσωση κίνησης ανάγεται στην

εξίσωση 3.6, την οποία πήραµε από τη χαµιλτονιανή Hn.

Στην τρίτη εξίσωση εµφανίζεται ο παράγοντας Q, ο οποίος παίζει το ϱόλο ῾῾γενικευµένης

µάζας᾿᾿ του λουτρού ϑερµότητας. Ο παράγοντας Q είναι µία παράµετρος, που παίζει ση-

µαντικό ϱόλο στη δυναµική του συστήµατος, αφού κατ΄ ουσία καθορίζει το πόσο γρήγορα

αλληλεπιδρά το λουτρό ϑερµότητας µε το υπό µελέτη σύστηµα [84]. ΄Οταν ο παράγοντας

Q είναι µεγάλος, τότε από την εξίσωση 3.31 προκύπτει ότι η παράγωγος dζ/dt ϑα είναι

µικρή, µε αποτέλεσµα η παράµετρος ζ να µεταβάλλεται πολύ αργά µε το χρόνο. Αυτό ϑα

έχει σαν αποτέλεσµα να απαιτείται µεγάλος υπολογιστικός χρόνος προκειµένου να ληφθεί

σωστά υπ΄ όψη η αλληλεπίδραση του λουτρού ϑερµότητας µε το υπό µελέτη σύστηµα. Αν-

τιστρόφως όταν ο παράγοντας Q είναι µικρός, τότε η παράγωγος dζ/dt ϑα είναι µεγάλη, µε

αποτέλεσµα η παράµετρος ζ να µεταβάλλεται πολύ γρήγορα µε το χρόνο. Στην περίπτωση
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αυτή η κινητική ενέργεια ταλαντώνεται πολύ γρηγορότερα απ΄ ότι η δυναµική ενέργεια και

δεν λαµβάνονται σωστά από υπολογιστικής άποψης οι µικροµεταβολές του παράγοντα ζ, οι

οποίες επηρεάζουν την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων κίνησης. Αυτό (από υπολογιστι-

κής άποψης) ϑα µπορούσε να είχε σα συνέπεια, το σύστηµα να µην καταφέρει να ϕτάσει

σε ϑερµοδυναµική ισορροπία. Κατά συνέπεια ο παράγοντας Q ϑα πρέπει να επιλεχθεί

κατάλληλα, ώστε να µην εµφανίζονται τα παραπάνω προβλήµατα.

΄Ετσι µε την κατάλληλη επιλογή του Q, η τροχιά (trajectory) στο χώρο των ϕάσεων,

που προκύπτει από την αριθµητική επίλυση αυτών των εξισώσεων, δίνει τους ίδιους χρονι-

κούς µέσους όρους, µε αυτούς που ϑα έδινε η κανονική συλλογή, (δηλαδή υπό σταθερή

ϑερµοκρασία, όγκο και αριθµό σωµατίων).

3.5 Μοριακή δυναµική υπό σταθερή ϑερµοκρασία: Εξι-

σώσεις Berendsen et al

Για τη µελέτη συστήµατος υπό σταθερή ϑερµοκρασία ϑα µπορούσε κανείς εναλλακτικά,

αντί των εξισώσεων Nóse  Hoover να χρησιµοποιήσει τις εξισώσεις Berendsen et al [85], οι

οποίες περιγράφουν την ασθενή αλληλεπίδραση του συστήµατος µε ένα λουτρό ϑερµότητας,

το οποίο εισάγει ή απορροφά ενέργεια από το σύστηµα, έτσι ώστε η ϑερµοκρασία T να

παραµένει σταθερή. Η µορφή των δύο πρώτων εξισώσεων Berendsen et al είναι ίδιες µε τη

µορφή των αντίστοιχων εξισώσεων 3.30 των Nóse  Hoover. Η τρίτη εξίσωση όµως για το ζ
γίνεται

ζ = γ

(
1− ET

EK

)
, (3.32)

όπου γ είναι µια σταθερά σύζευξης (coupling constant),

ET =
f

2
kbT και Ek =

N∑

i=1

P2
i

2Mi

είναι αντίστοιχα η ῾῾θερµοκρασιακή᾿᾿ κινητική ενέργεια και η κινητική ενέργεια του συστή-

µατος (T είναι η επιθυµητή ϑερµοκρασία του συστήµατος) και f = 3N − 6. Στην ουσία

δηλαδή οι τρεις εξισώσεις Berendsen et al ενοποιούνται στην εξίσωση

d2Ri

dt2
= −∇Ri

U(R)− γ(1− ET

Ek

)Pi. (3.33)

Οι εξισώσεις αυτές έχουν το µειονέκτηµα ότι δεν αναπαράγουν σωστά την κανονική συλ-

λογή, αν και δίνουν σωστά τους χρονικούς µέσους όρους. ∆εν αποδίδουν όµως σωστά τις

διακυµάνσεις στο χώρο των ϕάσεων, µε αποτέλεσµα µεγέθη που προκύπτουν ως παράγωγοι

των χρονικών αυτών µέσων όρων, να µην αποδίδονται σωστά. ΄Ετσι οι εξισώσεις Berend
sen et al δεν είναι τελικώς ϐολικές για τη µελέτη ϑερµοδυναµικών ποσοτήτων πέρα από

τους απλούς χρονικούς µέσους όρους, που µπορούν να υπολογιστούν, αν και οι εξισώσεις

Berendsen et al είναι απλούστερες απ΄ τις εξισώσεις Nóse  Hoover.
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3.6 Εύρεση της δοµής ισορροπίας

Η δοµή ισορροπίας ενός συστήµατος προσδιορίζεται από την ϑέση των ατόµων στο χώρο

για την οποία µηδενίζονται οι δυνάµεις, υπό την προϋπόθεση ότι σ΄ αυτές τις ϑέσεις η

Hessian του συστήµατος έχει όλες τις ιδιοτιµές της ϑετικές. Αν δε συµβαίνει αυτό, τότε ο

µηδενισµός των δυνάµεων δεν αντιστοιχεί σε ελάχιστο της ενέργειας, αλλά σε σαγµατικό

σηµείο ή σε µέγιστο, που είναι σηµεία ασταθούς ισορροπίας. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι

έχουµε µια διάταξη των ατόµων του συστήµατος, η οποία ϑα µπορούσε να είναι και τυχαία,

και αυτό που µας ενδιαφέρει να ϐρούµε είναι η δοµή ισορροπίας του συστήµατος (δηλαδή

η γεωµετρική του δοµή, που ελαχιστοποιεί την ενέργεια). ΄Ενας τρόπος για να το κάνουµε

αυτό (αν και όχι ο καλύτερος [86]), ϑα ήταν να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της ῾῾απότοµης

καθόδου᾿᾿ (steppest descent), σύµφωνα µε την οποία µετακινούµε κάθε ϕορά κατά µικρές

µετατοπίσεις ∆Ri τα άτοµα του συστήµατος προς την κατεύθυνση που δείχνει η αρνητική

ϐαθµίδα (gradient) της ενέργειας, δηλαδή κατά την κατεύθυνση που δείχνει η δύναµη. Αυτό

που επιτυγχάνεται µε αυτό τον τρόπο, είναι σε κάθε επόµενη µικρή µετακίνηση, που γίνεται

µε αυτή τη µέθοδο, να µειώνεται η δυναµική ενέργεια του συστήµατος, ώσπου τελικώς ϑα

ϐρεθεί το ελάχιστο της ενέργειας [86]. Κατά συνέπεια για να ϐρούµε την δοµή ισορροπίας

ενός συστήµατος, δε χρειαζόµαστε κατ΄ ανάγκη τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής. Με

τη µέθοδο όµως που περιγράψαµε, το πιθανότερο είναι να ϐρούµε το πλησιέστερο τοπικό

ελάχιστο της ενέργειας και όχι το ολικό της ελάχιστο, το οποίο ϑα αντιστοιχεί στη δοµή

ισορροπίας. Για το λόγο αυτό (και όχι µόνο), η παραπάνω περιγραφείσα µέθοδος δεν είναι

η ιδανικότερη για την εύρεση της δοµής ισορροπίας, που ελαχιστοποιεί την ενέργεια του

συστήµατος.

Το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης µιας συνάρτησης πολλών µεταβλητών, όπως είναι

η ενέργεια ενός συστήµατος ατόµων, είναι γενικά ένα δύσκολο πρόβληµα, στο οποίο ποτέ

κανείς δεν µπορεί να είναι σίγουρος ότι έχει ϐρει τη λύση του [87], εκτός από κάποιες απλές

περιπτώσεις χαµηλής διάστασης. Για τη λύση αυτού του προβλήµατος έχουν αναπτυχθεί

πολλές µέθοδοι (ϐλέπε την εισαγωγή στην αναφορά [87]), κάθε µια εκ των οποίων δρα

συµπληρωµατικά έναντι των υπολοίπων, ενώ καµία εξ αυτών δεν εξασφαλίζει µε ϐεβαιότητα

ότι το ελάχιστο που ϐρίσκει είναι το πραγµατικό ελάχιστο.

Η µοριακή δυναµική µε τριβή είναι µία εκ των µεθόδων αυτών. Στα πλαίσια της µεθόδου

αυτής οι εξισώσεις 3.5 και 3.6 του Νεύτωνα λύνονται αριθµητικά και σε κάθε χρονικό ϐήµα

οι ταχύτητες µειώνονται κατά ένα παράγοντα a. ΄Ετσι αν σε χρόνο t η αριθµητική λύση

για τις ταχύτητες των ατόµων είναι vinitial(t), µε τη µείωση των ταχυτήτων οι ταχύτητες των

ατόµων γίνονται v(t) = (1 − a)vinital(t). ΄Ετσι οι ταχύτητες µειώνονται µε ένα σταθερό

τρόπο σε κάθε χρονικό ϐήµα αφαιρώντας συνεχώς ενέργεια από το σύστηµα και τελικά

µηδενίζονται όταν πια η µοριακή δυναµική ϑα έχει οδηγήσει το σύστηµα σε ένα ελάχιστο

της ενέργειας.

Το πλεονέκτηµα της µοριακής δυναµικής έναντι της µεθόδου της απότοµης καθόδου

είναι ότι λόγω της ταχύτητας των ατόµων, το σύστηµα έχει τη δυνατότητα να ξεπεράσει τα

ϕράγµατα δυναµικού, που ϑα το ανάγκαζαν να εγκλωβιστεί σε περιοχές τοπικού ελαχί-

στου της δυναµικής ενεργειακής επιφάνειας του συστήµατος. Αυτό οφείλεται καθαρά στην

κινητική ενέργεια των ατόµων, κάτι που δεν εµφανίζεται στη µέθοδο της απότοµης καθό-



102 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚ�ΕΣ ΠΡΟΣΟΜΟΙ�ΩΣΕΙΣ - ΜΟΡΙΑΚ�Η ∆ΥΝΑΜΙΚ�Η

δου. Επίσης λόγω της ύπαρξης µη µηδενικής κινητικής ενέργειας κατά τη διάρκεια της

προσοµοίωσης, είναι µάλλον απίθανο το σύστηµα να καταλήξει σε σαγµατικό σηµείο ή σε

µέγιστο της δυναµικής ενεργειακής επιφάνειας, η προϋπόθεση που ϑέσαµε νωρίτερα ότι ϑα

πρέπει η Hessian του συστήµατος για τις ϑέσεις των ατόµων στην κατάσταση ισορροπίας να

έχει ϑετικές ιδιοτιµές, ϑα ικανοποιείται ούτως ή άλλως. ΄Ετσι δεν απαιτείται διαγωνοποίηση

της Hessian προκειµένου να αποφανθούµε αν το ελάχιστο που ϐρήκαµε είναι πραγµατικό

ελάχιστο ή αν είναι σαγµατικό σηµείο ή µέγιστο. Από την άλλη µε τη µέθοδο της µοριακής

δυναµικής µε τριβή δε γίνεται µια εκτεταµένη έρευνα της ενεργειακής δυναµικής επιφά-

νειας, που ϑα µας έδινε τη δυνατότητα να ϐρούµε µε κάποια σχετική ῾῾βεβαιότητα᾿᾿ το ολικό

ελάχιστό της. Για το λόγο αυτό η µέθοδος της µοριακής δυναµικής µε τριβή είναι κατάλ-

ληλη για την εύρεση του ελαχίστου στην περιοχή της ενεργειακής δυναµικής επιφάνειας

γύρω από την αρχική δοµή του συστήµατος. Αν ψάχνουµε το ολικό ελάχιστο δεν είναι η

πλέον κατάλληλη µέθοδος. Για την εύρεση του ολικού ελαχίστου της ενέργειας αναπτύξαµε

µια άλλη µέθοδο, που περιγράφουµε παρακάτω.

3.7 Νέα µέθοδος εύρεσης του ολικού ελαχίστου

Για την εύρεση της δοµής που αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας, αναπτύξαµε µια

νέα µέθοδο, η οποία ϐασίζεται σε δύο κύρια ϐήµατα, για τα οποία µπορούν να υπάρξουν

πολλές εναλλακτικές επιλογές.

Στο πρώτο ϐήµα γίνεται προσοµοίωση της κίνησης των ατόµων µε τη µέθοδο της µο-

ϱιακής δυναµικής. Τα άτοµα του συστήµατος κινούνται κάτω από την επίδραση ενός

δυναµικού υπό κάποιες προκαθορισµένες συνθήκες (π.χ. υπό σταθερή ϑερµοκρασία). Η

µοριακή δυναµική παράγει µια τροχιά στο χώρο των ϕάσεων, κατά την εξέλιξη της οποίας,

η δυναµική ενέργεια ως συνάρτηση του χρόνου εµφανίζει κάποια ελάχιστα.

Στο δεύτερο ϐήµα, οι γεωµετρικές δοµές που αντιστοιχούν στα τοπικά ελάχιστα της

δυναµικής ενέργειας ως συνάρτηση του χρόνου, εισάγονται ως αρχικές δοµές σε ένα αλ-

γόριθµο εύρεσης τοπικού ελαχίστου (π.χ. σε αλγόριθµο µοριακής δυναµικής µε τριβή, ή

απότοµης καθόδου, ή συζυγούς ϐαθµίδας (conjugate gradient) κ.τ.λ. [86]), µέσω των οποί-

ων ϐρίσκουµε µια σειρά από τοπικά ελάχιστα της ενέργειας. Ανάµεσα σ΄ αυτές τις δοµές,

η δοµή που έχει την ελάχιστη ενέργεια, ϑεωρούµε ότι αντιπροσωπεύει τη δοµή του ολικού

ελαχίστου της ενέργειας.

Εκείνο που πετυχαίνουµε µε το πρώτο ϐήµα, είναι ότι προσοµοιώνεται ο χώρος των

ϕάσεων µιας ϕυσικής διεργασίας, ως προς ένα διατηρήσιµο ϑερµοδυναµικό δυναµικό, που

διατηρεί και τον αριθµό των ατόµων του συστήµατος. Αυτό το ϑερµοδυναµικό δυναµικό

µπορεί να είναι π.χ. η ενέργεια (µοριακή δυναµική υπό σταθερή ενέργεια), ή η ελεύθερη

ενέργεια (µοριακή δυναµική υπό σταθερή ϑερµοκρασία) κ.τ.λ. ΄Ετσι το σύστηµα ϑεωρητικά

περνάει από όλο το ϕασικό του χώρο, ή τουλάχιστον από το πιο σηµαντικό κοµµάτι του

ϕασικού χώρου, εκεί δηλαδή που µε αυξηµένη πιθανότητα µπορεί να ϐρεθεί το σύστηµα

κάτω από τις συγκεκριµένες συνθήκες που καθορίζει κάθε ϕορά το διατηρήσιµο ϑερµο-

δυναµικό δυναµικό. Κάτω απ΄ αυτές τις συνθήκες η δυναµική ενέργεια εξελίσσεται στο

χρόνο κάνοντας ταλαντώσεις γύρω από τα τοπικά ελάχιστα της ενεργειακής δυναµικής επι-
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ϕάνειας, χωρίς κατ΄ ανάγκη να παίρνει την τιµή του εκάστοτε τοπικού ελαχίστου. Περιµένει

όµως κανείς, ότι η ελάχιστη τιµή που παίρνει η δυναµική ενέργεια, κατά τη διάρκεια µιας

ταλάντωσης της δυναµικής ενέργειας στο χρόνο, είναι πιο κοντά στο τοπικό ελάχιστο της

ενέργειας από κάθε άλλη τιµή που παίρνει τα πλαίσια αυτής της ταλάντωσης. Αυτός είναι

ο λόγος που µας οδηγεί να ϑεωρήσουµε τις δοµές που αντιστοιχούν στα χρονικά ελάχιστα

της ενέργειας, ως τις καταλληλότερες υποψήφιες δοµές, που ϑα µπορούσε κανείς να χρη-

σιµοποιήσει ως αρχικές δοµές στον αλγόριθµο εύρεσης του τοπικού ελαχίστου στο δεύτερο

ϐήµα. Ελπίζοντας ότι κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης το σύστηµα έχει περάσει κοντά

και από το ολικό ελάχιστο, είναι αναµενόµενο, χρησιµοποιώντας ένα αλγόριθµο εύρεσης

τοπικού ελαχίστου, να ϐρούµε το ολικό ελάχιστο της ενέργειας και κατά συνέπεια και τη

δοµή που αντιστοιχεί σ΄ αυτό.

Για τον έλεγχο των δυνατοτήτων της νέας µεθόδου, την εφαρµόσαµε για την εύρεση των

πενήντα πρώτων συσσωµατωµάτων Lennard  Jones. Αυτό που ϐρήκαµε είναι ότι µε τη

νέα µέθοδο αποδίδονται σωστά οι τιµές του ολικού ελαχίστου της δυναµικής ενέργειας των

πενήντα πρώτων συσσωµατωµάτων Lennard  Jones, όπως αυτές αποτυπώνονται στην ϐάση

δεδοµένων Cambridge Cluster Database [88], στην οποία µεταξύ άλλων ϐρίσκονται και οι

δοµές που αντιστοιχούν στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας (και οι ενέργειες) των 150 πρώτων

συσσωµατωµάτων Lennard  Jones. Μεταξύ των δοµών των πρώτων 50 συσσωµατωµάτων

Lennard  Jones, η νέα µέθοδος αποδίδει σωστά τη γεωµετρία ελάχιστης ενέργειας του

συσσωµατώµατος µε 38 άτοµα, η εύρεση της οποίας αποτελεί κριτήριο κατά το πόσο καλή

είναι µια µέθοδος εύρεσης του ολικού ελαχίστου.

Η εύρεση της δοµής ελάχιστης ενέργειας του συσσωµατώµατος Lennard  Jones µε 38
άτοµα, µαζί µε την εύρεση της δοµής ελάχιστης ενέργειας του συσσωµατώµατος Lennard
 Jones µε 75 άτοµα είναι δύο από τα πιο δύσκολα προβλήµατα εύρεσης του ολικού ελα-

χίστου (αν όχι τα δυσκολότερα). Σύµφωνα µε τους Wales και Doye [89], ένας αλγόριθµος

εύρεσης του ολικού ελαχίστου, που αποτυχαίνει στο να προβλέψει σωστά τη δοµή του συσ-

σωµατώµατος Lennard  Jones µε 38 άτοµα, έχει µικρή πιθανότητα να είναι χρήσιµος,

ενώ ένας αλγόριθµος που µπορεί να προβλέψει σωστά το συσσωµάτωµα Lennard  Jones
µε 75 άτοµα χωρίς επιλογή της αρχικής δοµής, είναι ένας πολύ πιο ισχυρός αλγόριθµος.

Κάτι τέτοιο επιτυγχάνεται σήµερα µόνο µε τις πολύ ισχυρές µεθόδους ελαχιστοποίησης,

όπως είναι η µέθοδος basin  hopping [89–91]. Ανάµεσα στις µεθόδους ελαχιστοποίησης,

που µέχρι σήµερα έχουν αναπτυχθεί, οι πιο επιτυχείς, που µπορούν να προβλέψουν σωστά

τέτοιες δύσκολες δοµές, είναι η µέθοδος basin  hopping και η µέθοδος των γενετικών

αλγορίθµων [92–94].

Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιήσαµε για την εύρεση των δοµών ισορροπίας των πενήντα

πρώτων συσσωµατωµάτων Lennard  Jones ήταν ο ακόλουθος : λύσαµε στο πρώτο ϐήµα

τις εξισώσεις Nóse  Hoover (ϐλέπε εξισώσεις 3.30 και 3.31) και στο δεύτερο τις εξισώσεις

του Νεύτωνα µε τριβή, όπως τις περιγράψαµε παραπάνω, όπου σε κάθε χρονικό ϐήµα

η ενέργεια µειωνόταν κατά 1%. Για να έχουµε ένα αντιπροσωπευτικό δείγµα ϑερµοκρα-

σιών, µεταβάλαµε τη ϑερµοκρασία T του συστήµατος σε κάθε ϐήµα n, χρησιµοποιώντας τη

συνάρτηση

T (n) =
Tmin + Tmax

2
+
Tmax − Tmin

2
cos
(
10π

n

N

)
, (3.34)
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η οποία ανεβοκατεβάζει τη ϑερµοκρασία µε ένα ηµιτονοειδή τρόπο. Οι τιµές Tmin και Tmax

που χρησιµοποιήσαµε ήταν Tmin = 10oK και Tmax = 2000oK και ο συνολικός αριθµός

ϐηµάτων της προσοµοίωσης ήταν N = 106 ϐήµατα. Η αρχική δοµή που χρησιµοποιήσαµε

σε κάθε περίπτωση, ήταν µια τυχαία δοµή από ένα τµήµα της δοµής ενός απλού κυβικού

πλέγµατος.

3.8 Επίλυση των εξισώσεων κίνησης

΄Εχοντας ήδη κατασκευάσει τις εξισώσεις κίνησης (είτε αυτές είναι οι εξισώσεις του Νεύτωνα,

είτε είναι οι εξισώσεις Nóse  Hoover), δε µένει παρά να τις λύσουµε. Προφανώς οι εξισώσεις

αυτές δεν λύνονται αναλυτικά. Θα πρέπει λοιπόν να τις λύσουµε αριθµητικά και για το

λόγο αυτό πρέπει να επιλέξουµε ένα κατάλληλο αλγόριθµο επίλυσης αυτών των εξισώσεων

κίνησης. Το κριτήριο γι΄ αυτή την επιλογή είναι η ακρίβεια της λύσης σε συνδυασµό µε τον

υπολογιστικό χρόνο που απαιτεί κάθε χρονικό ϐήµα του αλγορίθµου.

Σε µια προσοµοίωση µοριακής δυναµικής ένας από τους πιο χρονοβόρους υπολογι-

σµούς (σε κάποιες περιπτώσεις ο πιο χρονοβόρος) είναι ο υπολογισµός των δυνάµεων, που

γίνεται σε κάθε χρονικό ϐήµα. Ορισµένοι αλγόριθµοι απαιτούν περισσότερες από µια ϕορές

τον υπολογισµό των δυνάµεων σε κάθε χρονικό ϐήµα και προφανώς αυτοί είναι περισσότερο

χρονοβόροι από τους αλγορίθµους που χρειάζονται µόνο µία. Από την άλλη οι υπολογισµοί

απ΄ αυτούς τους αλγορίθµους είναι συνήθως πιο ακριβείς. Το ιδανικό λοιπόν ϑα ήταν να

γινόταν ένας υπολογισµός της δύναµης σε κάθε χρονικό ϐήµα, χωρίς να έχουµε απώλεια

της ακρίβειας της λύσης.

Οι συνηθέστεροι αλγόριθµοι - µέθοδοι (αν και όχι οι µοναδικοί) για την επίλυση τέτοιων

προβληµάτων µοριακής δυναµικής είναι (α) η µέθοδος Runge  Kutta, (ϐ) ο αλγόριθµος

Verlet και (γ) οι αλγόριθµοι πρόβλεψης - διόρθωσης (predictor  corrector), ένας εκ των

οποίων είναι και ο αλγόριθµος του Gear, που χρησιµοποιήσαµε. Τους αλγορίθµους αυτούς

τους παρουσιάζουµε παρακάτω.

3.8.1 Η µέθοδος Runge  Kutta

Στην πραγµατικότητα η µέθοδος Runge  Kutta [86] δεν είναι απλώς µία µέθοδος, αλ-

λά µια οικογένεια µεθόδων για την αριθµητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων, η οποία

χρησιµοποιεί µια επαναληπτική διαδικασία (όπως και οι περισσότερες µέθοδοι επίλυσης

διαφορικών εξισώσεων) µέσω της οποίας προσδιορίζεται η λύση. Για την εύρεση της λύσης

σε κάθε ϐήµα της επαναληπτικής διαδικασίας, χρησιµοποιεί διάφορα ενδιάµεσα σηµεία,

ο αριθµός των οποίων καθορίζει την τάξη της µεθόδου. Η πιο δηµοφιλής µέθοδος είναι η

τέταρτης τάξης µέθοδος την οποία παρουσιάζουµε στη συνέχεια.

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να λύσουµε την εξίσωση της µορφής

dx

dt
= f(x, t), (3.35)

µε αρχική συνθήκη x(0) = x0, όπου κατά σύµβαση µπορούµε να ονοµάσουµε το x ως

ϑέση ενός σωµατιδίου και το t ως χρόνο. Φυσικά οι µεταβλητές x και t ϑα µπορούσαν να



3.8. ΕΠ�ΙΛΥΣΗ ΤΩΝ ΕΞΙΣ�ΩΣΕΩΝ Κ�ΙΝΗΣΗΣ 105

είναι οποιεσδήποτε, απλά στην περίπτωσή µας παριστάνουν τη ϑέση και το χρόνο. Η λύση

ϐρίσκεται για κάθε χρονικό ϐήµα t+ δt και είναι

x(t+ δt) = x(t) +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) +O((δt)5), (3.36)

όπου

k1 = δtf(x, t)

k2 = δtf(x+
1

2
k1, t+

δt

2
)

k3 = δtf(x+
1

2
k2, t+

δt

2
)

k4 = δtf(x+ k3, t+ δt). (3.37)

Σε γενικές γραµµές οι µέθοδοι Runge  Kutta έχουν σταθερότητα, παρ΄ όλα αυτά δε χρη-

σιµοποιούνται ιδιαίτερα στη µοριακή δυναµική, γιατί είναι αργοί. Ο αλγόριθµος Runge
 Kutta τέταρτης τάξης, που παρουσιάσαµε, χρειάζεται όπως ϐλέπουµε, τέσσερις υπολο-

γισµούς για τη δύναµη για κάθε άτοµο σε κάθε χρονικό ϐήµα. Θα χρειαζόταν εποµένως

τετραπλάσιο χρόνο από ένα άλλο αλγόριθµο, που απλώς ϑα υπολόγιζε µία µόνο ϕορά τη

δύναµη για κάθε άτοµο σε κάθε χρονικό ϐήµα. Αντιλαµβάνεται λοιπόν κανείς ότι η µέθοδος

Runge  Kutta µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση των εξισώσεων κίνησης σε µικρά

συστήµατα, ενώ για µεγαλύτερα συστήµατα είναι αρκετά χρονοβόρα και δε χρησιµοποιείται.

3.8.2 Ο αλγόριθµος Verlet

Ο αλγόριθµος Verlet [95] προκύπτει κατ΄ ουσία, από δύο αναπτύγµατα Taylor της ϑέσης ως

προς το χρόνο, για τις ϑέσεις r(t+δt) και r(t−δt). Τα δύο αυτά αναπτύγµατα ϑα γραφόταν

R(t+ δt) = R(t) +
dr(t)

dt
δt+

1

2

d2R(t)

dt2
(δt)2 +

1

3!

d3R(t)

dt3
(δt)3 +O(δt4) (3.38)

και

R(t− δt) = R(t)− dR(t)

dt
δt+

1

2

d2R(t)

dt2
(δt)2 − 1

3!

d3R(t)

dt3
(δt)3 +O(δt4) (3.39)

Αθροίζοντας τις παραπάνω σχέσεις κατά µέλη έχουµε

R(t+ δt) +R(t− δt) = 2R(t) +
d2R(t)

dt2
(δt)2 +O(δt4) (3.40)

Κατά συνέπεια αν γνωρίζουµε (από τις αρχικές συνθήκες) τις ϑέσεις R(t) και R(t − δt) σε

χρόνο t και t − δt αντίστοιχα, µπορούµε να γνωρίζουµε τη ϑέση σε χρόνο t + δt από την

εξίσωση

R(t+ δt) = 2R(t)−R(t− δt) +
d2R(t)

dt2
(δt)2. (3.41)
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Η παράγωγος
d2R(t)
dt2

στην παραπάνω εξίσωση ϑα αντικατασταθεί από την επιτάχυνση που

ϑα υπολογιστεί από τις εξισώσεις κίνησης.

Σε ότι αφορά την ταχύτητα, αυτή µπορεί να υπολογιστεί από τη διαφορά των παραπάνω

αναπτυγµάτων Taylor. Θα έχουµε

R(t+ δt)−R(t− δt) = 2
dR(t)

dt
δt+O(δt3), (3.42)

οπότε

v(t) =
R(t+ δt)−R(t− δt)

2δt
. (3.43)

Κατά συνέπεια πρώτα ϐρίσκουµε τη ϑέση R(t + δt) σε χρόνο t + δt και στη συνέχεια την

ταχύτητα v(t) σε χρόνο t.

Ο αλγόριθµος Verlet έχει διάφορες παραλλαγές [96], που είναι γνωστές µε τα ονόµατα

αλγόριθµος leap  frog, αλγόριθµος Beeman και αλγόριθµος Verlet της ταχύτητας (velocity
Verlet algorithm). Υπολογίζει µια ϕορά τη δύναµη σε κάθε χρονικό ϐήµα3 και εποµένως

είναι λιγότερο χρονοβόρος από τους αλγορίθµους Runge  Kutta. ∆εν είναι όµως το ίδιο

ακριβής.

3.8.3 Αλγόριθµοι πρόβλεψης - διόρθωσης

Οι µέθοδοι πρόβλεψης - διόρθωσης εφαρµόστηκαν για πρώτη ϕορά στη µοριακή δυναµική

από τον πρωτοπόρο στον τοµέα της µοριακής δυναµικής Aneesur Rahman [97].

Ας υποθέσουµε ότι µε κάποιο τρόπο είναι γνωστές οι ϑέσεις Ri(t) και οι ταχύτητες vi(t),
i = 1, 2, . . . , N στο χρόνο t. Για την εύρεση των ϑέσεων και των ταχυτήτων σε χρόνο t + δt
οι αλγόριθµοι πρόβλεψης - διόρθωσης κάνουν τα εξής ϐήµατα:

• Πρόβλεψη. Στο πρώτο ϐήµα κάνουν µια πρόβλεψη για τις τιµές των ϑέσεων Ri(t+δt)
και των ταχυτήτων vi(t+ δt) του επόµενου χρονικού ϐήµατος t+ δt.

• Υπολογισµός των δυνάµεων. Για τις προβλεφθείσες τιµές των ϑέσεων R(t+ δt) και των

ταχυτήτων v(t+ δt) υπολογίζονται οι δυνάµεις.

• ∆ιόρθωση. Οι προβλεφθείσες τιµές διορθώνονται, χρησιµοποιώντας τις τιµές των δυ-

νάµεων που ϐρέθηκαν στο προηγούµενο ϐήµα, καθώς και τις τιµές των ϑέσεων R και

των ταχυτήτων v που είχαν ήδη υπολογιστεί από τα προηγούµενα ϐήµατα.

Οι αλγόριθµοι πρόβλεψης - διόρθωσης παρέχουν µεγάλη ευελιξία, υπό την έννοια ότι

η πρόβλεψη και η διόρθωση µπορούν να γίνουν µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Μια

από τις επιλογές αυτές είναι ο αλγόριθµος του Gear [98,99].

3ο αλγόριθµος Verlet της ταχύτητας (velocity Verlet algorithm) κάνει δύο υπολογισµούς δύναµης σε κάθε

χρονικό ϐήµα
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Ο αλγόριθµος του Gear

Στο πρώτο ϐήµα του αλγορίθµου γίνεται µια πρόβλεψη των διανυσµάτων ϑέσεων και των

παραγώγων τους στο χρόνο t + δt, αναπτύσσοντας το διάνυσµα ϑέσης Ri(t + δt) και τις

παραγώγους του σε ανάπτυγµα Taylor χρησιµοποιώντας παραγώγους µέχρι κάποιας τάξης

q.

R
(n)
i (t+ δt) =

q∑

m=n

R
(m)
i (t)

(δt)m−n

(m− n)!
, n = 0, 1, ..., q, (3.44)

όπου το σύµβολο R
(m)
i (t) συµβολίζει την παράγωγο m-τάξης του διανύσµατος ϑέσης R στο

χρόνο t. Οι πιο πάνω εξισώσεις µπορούν να γραφούν µε ένα διαφορετικό τρόπο χρησιµο-

ποιώντας το συµβολισµό

xp
n(t) =

(
(δt)n

n!

)
dnR(t)

dtn
. (3.45)

Με αυτό το συµβολισµό τα παραπάνω αναπτύγµατα Taylor γράφονται υπό µορφή πίνακα,

χρησιµοποιώντας το τρίγωνο του Pascal [100]




x
p
0(t+ δt)

x
p
1(t+ δt)

x
p
2(t+ δt)

x
p
3(t+ δt)

x
p
4(t+ δt)

...




=




1 1 1 1 1 · · ·
0 1 2 3 4 · · ·
0 1 3 6 10 · · ·
0 1 4 10 20 · · ·
0 1 5 15 35 · · ·
...

...
...

...
...

. . .







x0(t)
x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

...




(3.46)

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε τις δυνάµεις Fj για τις ϑέσεις R
p
j(t+ δt) = x0

p
j(t+ δt)

(όπου τα x0
p
j(t+ δt) λαµβάνονται από το προηγούµενο ϐήµα), από τις οποίες υπολογίζουµε

τις τιµές της επιτάχυνσης

Fj(t+ δt)

M

∣∣∣∣
Rj=R

p
j

=
d2Rj(t+ δt)

dt2
=

2

(δt)2
x2j(t+ δt) (3.47)

και στη συνέχεια υπολογίζουµε τη διαφορά ανάµεσα στην προβλεφθείσα τιµή x
p
2(t+ δt) και

την υπολογισθείσα x2(t+ δt)

∆x2(t+ δt) = x2(t+ δt)− x
p
2(t+ δt) (3.48)

Στο τρίτο ϐήµα, γίνεται διόρθωση στις προβλεφθείσες τιµές xi
p
j(t+ δt) µέσω της σχέσης




x0(t+ δt)
x1(t+ δt)
x2(t+ δt)
x3(t+ δt)
x4(t+ δt)

...




=




x
p
0(t+ δt)

x
p
1(t+ δt)

x
p
2(t+ δt)

x
p
3(t+ δt)

x
p
4(t+ δt)

...




+




a0
a1
a2
a3
a4
...




∆x2(t+ δt), (3.49)
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n = 1 n = 2
αi q = 4 q = 3 q = 4 q = 5

α0
251

720

1

6

19

120

3

16

α1 1
5

6

3

4

251

360

α2
11

12
1 1 1

α3
1

3

1

3

1

2

11

18

α4
1

3
-

1

12

1

6

α5 - - -
1

60

Πίνακας 3.1: Οι τιµές των παραµέτρων αi του αλγόριθµου του Gear για διαφορικές εξισώσεις n
τάξης, για πρόβλεψη q τάξης

όπου οι συντελεστές ai δίνονται στον πίνακα 3.1 και εξαρτώνται από την τάξη q της προσέγ-

γισης.

Κατά ανάλογο τρόπο λύνεται η εξίσωση 3.31 των Nosé  Hoover για το ζ. Το πρώτο

ϐήµα (πρόβλεψη) είναι το ίδιο µε αυτό που ήδη περιγράφηκε, όπου τη ϑέση των Ri παίρνει

το ζ, οπότε τώρα τα x
(p)
n γίνονται

xpn =

(
(δt)n

n!

)
dnζ(t)

dtn
. (3.50)

Επειδή η εξίσωση 3.31 είναι πρώτης τάξης, στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζεται η διαφορά

∆x1(t+ δt) = x1(t+ δt)− xp1(t+ δt), (3.51)

όπου

x1(t+ δt) =
1

δtQ

(
N∑

i=1

1

2
Miv

p
i
2(t+ δt)− f

2
kBT

)
, (3.52)

όπου v
p
i (t + δt) η ταχύτητα του ατόµου i σε χρόνο t + δt, όπως προκύπτει από το ϐήµα

πρόβλεψης της πρώτης εξίσωσης. Τέλος το τρίτο ϐήµα είναι το ίδιο µε αυτό της πρώτης

εξίσωσης, µε τη διαφορά ότι οι συντελεστές ai είναι αυτοί που αντιστοιχούν σε εξισώσεις

πρώτης τάξης και παρουσιάζονται επίσης στον πίνακα 3.1.
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Ο αλγόριθµος του Gear κάνει ένα υπολογισµό της δύναµης σε κάθε χρονικό ϐήµα

και δίνει πιο ακριβή αποτελέσµατα από τον αλγόριθµο Verlet. Ειδικότερα σε ότι αφορά

τη διατήρηση της ενέργειας κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης - πράγµα που αποτελεί

κριτήριο της σταθερότητας του αλγορίθµου - ο αλγόριθµος Gear είναι τουλάχιστον µια τάξη

µεγέθους πιο ακριβής από τον αλγόριθµο Verlet [100]. Για του λόγους αυτούς επιλέξαµε

στους υπολογισµούς µας να χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο Gear πέµπτης τάξης για

την επίλυση των εξισώσεων του Νεύτωνα και της αντίστοιχης εξίσωσης Nosé  Hoover, ενώ

για τη δεύτερη εξίσωση Nosé  Hoover ως προς το ζ επιλέξαµε να χρησιµοποιήσουµε τον

αντίστοιχο αλγόριθµο τέταρτης τάξης.

3.9 Αρχικές συνθήκες

Για την αριθµητική επίλυση των παραπάνω εξισώσεων κίνησης, απαραίτητο είναι να δοθούν

κάποιες αρχικές συνθήκες. Οι ϐολικότερες αρχικές συνθήκες, που ϑα µπορούσαν να δο-

ϑούν, είναι οι αρχικές ϑέσεις Ri(t = 0) και οι αρχικές ταχύτητες Vi(t = 0), για κάθε άτοµο

i (i = 1, 2, . . . , N ) του συστήµατος. Αν µας ενδιαφέρει να ϐρούµε τη δοµή που αντιστοιχεί σε

ένα τοπικό ελάχιστο της ενεργειακής δυναµικής επιφάνειας, τότε η επιλογή της αρχικής γε-

ωµετρίας είναι κάτι απολύτως κρίσιµο. Για να ϐρεθεί ένα τοπικό ελάχιστο της ενέργειας ϑα

πρέπει η ενέργεια που αντιστοιχεί στην αρχική γεωµετρία να ανήκει στο ίδιο τοπικό πηγάδι

δυναµικού της δυναµικής ενεργειακής επιφάνειας µε το τοπικό ελάχιστο που ϑα ϑέλαµε

να ϐρούµε και όλα αυτά µε την προϋπόθεση ότι η αρχική ταχύτητα είναι µηδέν καθ΄ όλη τη

διάρκεια της προσοµοίωσης. Αν η ταχύτητα δεν είναι µηδέν, τότε ϑα υπάρξει ο κίνδυνος να

ξεπεράσει το σύστηµα το ϕράγµα του συγκεκριµένου τοπικού πηγαδιού δυναµικού και να

οδηγηθεί σε κάποιο άλλο τοπικό ελάχιστο. Αν πάλι το Ϲητούµενο είναι η εύρεση του ολικού

ελαχίστου της ενέργειας, ή η µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων του συστήµατος, τότε

από τη ϑεωρητική σκοπιά δεν ϑα πρέπει να έχει καµιά σηµασία ποιες είναι οι αρχικές συν-

ϑήκες του προβλήµατος. Τόσο η δοµή που αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας,

όσο και οι ϑερµοδυναµικές ιδιότητες, είναι ανεξάρτητες των αρχικών συνθηκών. Από την

υπολογιστική σκοπιά αυτό ϑα ήταν σωστό, αν ο χρόνος της προσοµοίωσης ήταν άπειρος ή

τουλάχιστον ίσος µε αυτό που χρειάζεται η ϕύση για να κάνει το πρόβληµα ανεξάρτητο των

αρχικών συνθηκών. Επειδή όµως ο υπολογιστικός χρόνος δεν είναι πρακτικά άπειρος και

επειδή το επιθυµητό είναι να ελαχιστοποιήσουµε κατά το δυνατόν το χρόνο της προσοµοί-

ωσης, ϑα πρέπει να επιλέξουµε κατάλληλες αρχικές συνθήκες, που ϑα µας επιτρέψουν να

καταλήξουµε στο σωστό αποτέλεσµα στο µικρότερο δυνατό χρόνο.

Αν το πρόβληµα είναι να ϐρούµε σε ποια δοµή ισορροπίας (τοπικό ή ολικό ελάχιστο

της ενέργειας) οδηγείται ένα συσσωµάτωµα ξεκινώντας από κάποια αρχική δοµή, τότε οι

αρχικές ταχύτητες των ατόµων είναι ένας επιπλέον παράγοντας του προβλήµατος, που εν-

δέχεται να οδηγήσει σε διαφορετικές λύσεις. Συνήθως σ΄ αυτές τις περιπτώσεις επιλέγεται

οι αρχικές ταχύτητες να είναι ίσες µε µηδέν.

Αν το πρόβληµα είναι να ϐρούµε τη δοµή του ολικού ελαχίστου της ενέργειας, είναι

ϐολικό να επιλέξουµε κατάλληλα τις αρχικές ϑέσεις (αν αυτό µπορεί να γίνει), ώστε να

οδηγηθούµε γρηγορότερα και ασφαλέστερα στη δοµή του ολικού ελαχίστου. Το καλύτερο
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σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα ήταν να κάνουµε προσοµοιώσεις δοκιµάζοντας διάφορες αρχικές

γεωµετρίες, ώστε να αυξήσουµε την πιθανότητα, το ολικό ελάχιστο της ενέργειας που ϑα

ϐρούµε στο τέλος, να είναι και το σωστό. ΄Οπως είναι ϕυσικό, σ΄ αυτό το πρόβληµα, οι τιµές

των αρχικών ταχυτήτων είναι αδιάφορες και συνήθως λαµβάνονται ίσες µε µηδέν.

Τέλος αν το Ϲητούµενο είναι η µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων ενός συσσωµατώ-

µατος υπό κάποιες συγκεκριµένες µακροσκοπικές συνθήκες (π.χ. υπό σταθερή ϑερµοκρα-

σία), τότε ϑα πρέπει να δοθούν στο σύστηµα κάποιες ϐολικές αρχικές συνθήκες, που ϑα

αντιστοιχούν στις µακροσκοπικές συνθήκες ϑερµοδυναµικής ισορροπίας του προβλήµατος.

Αν αυτό δε συµβαίνει, τότε το σύστηµα ϑα χρειαστεί κάποιο χρόνο προκειµένου το σύστηµα

να ϐρεθεί σε ϑερµοδυναµική ισορροπία και εποµένως αυτό ϑα επιµηκύνει τον υπολογι-

στικό χρόνο µε ανεπιθύµητους και ανώφελους υπολογισµούς. Είναι εποµένως ϐολικό να

επιλεγούν κατάλληλες αρχικές συνθήκες, που ϑα οδηγήσουν πολύ γρήγορα το σύστηµα

σε ϑερµοδυναµική ισορροπία. Αυτό σηµαίνει ότι τόσο οι αρχικές ϑέσεις, όσο και οι αρχι-

κές ταχύτητες των ατόµων ϑα πρέπει να προσαρµοστούν στις κατάλληλες µακροσκοπικές

συνθήκες, ώστε το σύστηµα να χρειαστεί µικρό χρόνο µέχρι να ϕτάσει στη ϑερµοδυναµική

ισορροπία, ή να ξεκινήσει απ΄ αυτή. Μια ϐολική επιλογή για κάτι τέτοιο, ϑα ήταν να ϑεω-

ϱήσουµε ότι οι αρχικές ταχύτητες ακολουθούν µια κατανοµή Maxwell  Boltzmann, που

ως γνωστόν ϑα έχει τη µορφή

ρ(vij) =

√
Mi

2πkBT
e
−

Miv
2
ij

2kBT , (3.53)

όπου vij είναι η j συνιστώσα (j = x, y, z) της ταχύτητας του ατόµου i. ΄Οπως είναι προφανές

η κατανοµή αυτή είναι Γκαουσιανή και εποµένως οι ταχύτητες των ατόµων ϑα µπορούσαν

να δοθούν µέσω τυχαίων αριθµών που ακολουθούν µια Γκαουσιανή κατανοµή. Για να γίνει

όµως αυτό, χρειάζεται να γνωρίζουµε την κατάλληλη µέση τιµή και την κατάλληλη τυπική

απόκλιση των ταχυτήτων. Προκειµένου να µην έχουµε µεταφορική κίνηση ϑα πρέπει η

ταχύτητα του κέντρου µάζας να είναι µηδέν και κατά συνέπεια η µέση τιµή των ταχυτήτων

ϑα πρέπει να είναι µηδέν. Υπ΄ αυτές τις συνθήκες η τυπική απόκλιση σj της Γκαουσιανής

κατανοµής δίνεται από τη µέση τιµή του τετραγώνου των ταχυτήτων (σ2
j = 〈v2j 〉). Για τον

υπολογισµό της κατάλληλης τυπικής απόκλισης που ϑα χρησιµοποιήσουµε, έχουµε δύο

επιλογές [101].

• Αν ϑεωρήσουµε ότι οι αρχικές ϑέσεις των ατόµων είναι αυτές που αντιστοιχούν στην

δοµή ελάχιστης ενέργειας, τότε (ϑεωρώντας τη δυναµική ενέργεια ως µηδέν) η αρχι-

κή ενέργεια του συστήµατος ϑα είναι µόνο η αρχική κινητική του ενέργεια, η οποία

σύµφωνα µε το ϑεώρηµα virial, πολύ γρήγορα ϑα ϑέλει να µοιραστεί εξ ίσου σε κι-

νητική και δυναµική ενέργεια. Εποµένως επειδή υπό σταθερή ϑερµοκρασία, η µέση

κινητική ενέργεια του συστήµατος ϑα ταλαντώνεται γύρω από την τιµή (f/2)kBT , ϑα

ήταν ϐολικό η µέση τιµή του τετραγώνου των ταχυτήτων 〈v2j 〉 να δίνεται από τη σχέση

f

2
kBT =

1

2
〈Ekin〉 =⇒

f

2
kBT =

1

2

3N

2
M〈v2j 〉 =⇒ σ2

j = 〈v2j 〉 =
2fkBT

3NM
. (3.54)
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• Εναλλακτικά ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε ότι η αρχική ϑέση κάθε ατόµου i στην

κατεύθυνση του άξονα j (j = x, y, z), δίνεται από µικρές µετατοπίσεις δRij γύρω από

τη ϑέση ισορροπίας, που αντιστοιχούν στη διατάραξη της ϑέσης ισορροπίας λόγω της

αλληλεπίδρασης του συσσωµατώµατος µε το εξωτερικό λουτρό ϑερµότητας σταθερής

ϑερµοκρασίας T . Προκειµένου να µην µετατοπιστεί συνολικά το συσσωµάτωµα από

την αρχική του ϑέση, οι µετατοπίσεις αυτές ϑα πρέπει να έχουν µέση τιµή ίση µε

µηδέν. Η κατανοµή των µετατοπίσεων αυτών µπορεί να καθοριστεί από το µοντέλο

Debye και ϑα είναι µια Γκαουσιανή κατανοµή, που ϑα έχει τη µορφή

w(δRij, T ) =
1√
2πσ

e−
δR2

ij

2σ2 , (3.55)

όπου

σ2 =
3~2T

AΘ2
D

, (3.56)

όπου ΘD η ϑερµοκρασία Debye και A η ατοµική µάζα. Στην περίπτωση αυτή οι αρχι-

κές ταχύτητες ϑα πρέπει επίσης να δίνονται από την κατανοµή Maxwell  Boltzmann,

που αναφέραµε παραπάνω, µε τη διαφορά ότι η αρχική κινητική ενέργεια που ϑα

δοθεί στο σύστηµα µέσω των ταχυτήτων δε ϑα µοιράζεται τώρα ισοµερώς σε κινητι-

κή και δυναµική ενέργεια κι έτσι από τη σχέση που δίνει την τυπική απόκλιση της

κατανοµής Maxwell  Boltzmann, ϑα απουσιάζει ο παράγοντας 2. Θα είναι δηλαδή

σ2
j = 〈v2j 〉 =

fkBT

3NM
. (3.57)

Το µόνο εποµένως που χρειαζόµαστε για να προσδιορίσουµε τις αρχικές συνθήκες, είναι

µια γεννήτρια τυχαίων αριθµών, η οποία ϑα παράγει τυχαίους αριθµούς που ακολουθούν

την Γκαουσιανή κατανοµή. Τέτοιοι αριθµοί µπορούν να κατασκευαστούν από τυχαίους

αριθµούς, που είναι ισοκατανεµηµένοι στο διάστηµα [0, 1]. Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς

[86] ότι αν έχουµε τυχαίους αριθµούς u1 και u2 οµοιόµορφα κατανεµηµένους στο διάστηµα

[0, 1], τότε οι τυχαίοι αριθµοί x και y, που κατασκευάζονται από τις σχέσεις

x =
√
−2 ln u2 cos(2πu1) και y =

√
−2 ln u2 sin(2πu1). (3.58)

ακολουθούν µια Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή ίση µε µηδέν και τυπική απόκλιση

ίση µε ένα. ∆ε µένει λοιπόν παρά να κατασκευάσουµε τέτοιους τυχαίους αριθµούς όπως

οι x και y, να τους πολλαπλασιάσουµε µε την ανάλογη τιµή της τυπικής απόκλισης και να

πάρουµε τις αρχικές τιµές των ταχυτήτων και των µετατοπίσεων των ατόµων από τη ϑέση

ισορροπίας τους.

Το µόνο πρόβληµα που συνεχίζει ακόµα να υπάρχει είναι ότι, έτσι όπως έχουν επιλε-

χθεί οι ταχύτητες, ενδέχεται (µε µεγάλη πιθανότητα) να προσδώσουν µια µεταφορική και

µια περιστροφική κίνηση στο συσσωµάτωµα, µε αποτέλεσµα µέρος της ενέργειάς του να

δοθεί για τη µεταφορά και την περιστροφή του. Αυτό δεν είναι επιθυµητό, γιατί κατά την

προσοµοίωση ένα µέρος της ενέργειας ϑα παραµείνει ως περιστροφική και µεταφορική
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κινητική ενέργεια και ϑα επηρεάσει τη δυναµική του συστήµατος, την οποία ϑα ϑέλαµε

να τη µελετήσουµε µόνο ως προς τις ταλαντώσεις των ατόµων. Με το να συµπεριλάβουµε

και µεταφορική ή/και περιστροφική κίνηση του συσσωµατώµατος δεν κερδίζουµε απολύ-

τως τίποτα, αφού η συνεισφορά της µεταφοράς και της περιστροφής στις ϑερµοδυναµικές

ιδιότητες είναι ήδη γνωστή από τη ϐασική ϑεωρία της στατιστικής [;] και ο υπολογισµός

της είναι τετριµµένος Αυτό που µας ενδιαφέρει να µελετήσουµε είναι οι ϑερµοδυναµικές

ιδιότητες που οφείλονται στην ταλάντωση των συσσωµατωµάτων και όχι στη µεταφορά ή

την περιστροφή τους. Θα πρέπει λοιπόν να µηδενίσουµε ενδεχόµενη µεταφορική ή/και

ταλαντωτική κίνηση του συσσωµατώµατος, έτσι ώστε η προσοµοίωση να µην περιλαµβάνει

και αυτούς τους ϐαθµούς ελευθερίας του συσσωµατώµατος. ΄Ενας τρόπος για να µηδενιστεί

ενδεχόµενη ύπαρξη µεταφορικής ή περιστροφικής κίνησης του συσσωµατώµατος είναι οι

ταχύτητες να µετασχηµατιστούν σύµφωνα µε τη σχέση

Vnew
i = V∗

i − ω ×R∗
i = Vi − ω ×Ri − (Vcm − ω ×Rcm), (3.59)

όπου V∗
i = Vi−Vcm, R∗

i = Ri−Rcm και Vcm και Rcm η ταχύτητα και η ϑέση του κέντρου

µάζας αντίστοιχα. Μπορούµε επιπλέον να δείξουµε, ότι αν οι αρχικές ϑέσεις και ταχύτητες

είναι τέτοιες ώστε αρχικά να µην υπάρχει περιστροφική και µεταφορική κίνηση του συ-

στήµατος, τότε αυτό διατηρείται κατά την επίλυση των εξισώσεων κίνησης Nóse  Hoover.
Προφανώς αυτό συµβαίνει και όταν επιλύονται οι εξισώσεις του Νεύτωνα (περίπτωση στα-

ϑερής ενέργειας). Κατά συνέπεια αν οι αρχικές ϑέσεις και ταχύτητες επιλεχθούν έτσι ώστε

να µην υπάρχει αρχικά κάποια µεταφορική ή περιστροφική κίνηση του συσσωµατώµατος,

τότε αυτή δε ϑα υπάρχει κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης κι έτσι επιτυγχάνεται µια

µοριακή δυναµική µόνο από τις ταλαντώσεις των ατόµων.

3.9.1 Απαλοιφή περιστροφικής και µεταφορικής κίνησης σε σύστη-

µα N− ατόµων

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα σύστηµα N ατόµων, καθένα µε µάζα Mi και ότι τα διανύ-

σµατα ϑέσης και οι ταχύτητές τους είναι αντίστοιχα Ri και Vi, i = 1, 2, . . . , N . Εξ ορισµού

η ϑέση Rcm και η ταχύτητα Vcm του κέντρου µάζας είναι

Rcm =
1

M

N∑

i=1

MiRi και Vcm =
1

M

N∑

i=1

MiVi, όπου M =
N∑

i=1

Mi. (3.60)

Αν από τις ϑέσεις Ri και τις ταχύτητες Vi αφαιρεθούν αντίστοιχα η ϑέση και η ταχύτητα

του κέντρου µάζας, τότε προκύπτουν νέες ϑέσεις R∗
i και νέες ταχύτητες V∗

i για τις οποίες η

ϑέση και η ταχύτητα του κέντρου µάζας τους είναι µηδέν.

R∗
i = R−Rcm και V∗

i = V −Vcm (3.61)

R∗
cm =

1

M

N∑

i=1

MiR
∗
i = 0 και V∗

cm =
1

M

N∑

i=1

MiV
∗
i = 0 (3.62)
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Για αυτές τις νέες ϑέσεις και ταχύτητες η στροφορµή L∗ και η ϱοπή αδράνειας I∗ είναι

αντίστοιχα

L∗ =
N∑

i=1

MiR
∗
i ×V∗

i , (3.63)

και τη ϱοπή αδράνειας

I∗ =



I∗xx I∗xy I∗xz
I∗yx I∗yy I∗yz
I∗zx I∗zy I∗zz




µε

I∗xx =
N∑

i=1

Mi(y
∗
i
2 + z∗i

2), I∗yy =
N∑

i=1

Mi(z
∗
i
2 + x∗i

2), I∗zz =
N∑

i=1

Mi(x
∗
i
2 + y∗i

2),

I∗xy = −
N∑

i=1

Mix
∗
i y

∗
i , I∗yz = −

N∑

i=1

Miy
∗
i z

∗
i , I∗zx = −

N∑

i=1

Miz
∗
i x

∗
i ,

και I∗xy = I∗yx, I
∗
yz = I∗zy, I

∗
zx = I∗xz. Μέσω αυτών η γωνιακή ταχύτητα ω του συστήµατος

δίνεται από τη σχέση

L∗ = I∗ω =⇒ ω = I∗
−1
L∗. (3.64)

Θα δείξουµε ότι οι ταχύτητες που µηδενίζουν την περιστροφική και µεταφορική κίνηση

είναι οι

Vnew
i = V∗

i − ω ×R∗
i = Vi − ω ×Ri − (Vcm − ω ×Rcm). (3.65)

Οι ϑέσεις µπορούν να παραµείνουν οι ίδιες οι αρχικές Ri.

Απόδειξη

Μηδενισµός µεταφορικής κίνησης :

∆εν υπάρχει µεταφορική κίνηση, τότε και µόνο τότε, αν η ταχύτητα Vnew
cm του κέντρου

µάζας είναι µηδέν.

MVnew
cm =

N∑

i=1

MiV
new
i =

N∑

i=1

Mi (V
∗
i − ω ×R∗

i ) =MV∗
cm − ω ×MR∗

cm = 0,

όπως προκύπτει από τις σχέσεις 3.62. ο.ε.δ.

Μηδενισµός περιστροφικής κίνησης :
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∆εν υπάρχει περιστροφική κίνηση, τότε και µόνο τότε, αν η στροφορµή Lnew είναι µηδέν.

Lnew =
N∑

i=1

MiRi ×Vnew
i =

N∑

i=1

Mi(R
∗
i +Rcm)× (V∗

i − ω ×R∗
i ) =

=
N∑

i=1

Mi (R
∗
i ×V∗

i +R∗
cm ×V∗

i −R∗
i × (ω ×V∗

i )−Rcm × (ω ×V∗
i )) =

= L∗ +Rcm ×MV∗
cm −

N∑

i=1

MiR
∗
i × (ω ×R∗

i )−MRcm × (ω ×R∗
cm) =

= L∗ −
N∑

i=1

MiR
∗
i × (ω ×R∗

i ) = L∗ − I× ω = 0

ο.ε.δ.

Αυτό λοιπόν που κάνουµε στην πράξη είναι ότι µετά τον καθορισµό της αρχικής γεωµε-

τρίας και των αρχικών ταχυτήτων, επαναπροσδιορίζουµε µε ϐάση τον παραπάνω µετασχη-

µατισµό τις τιµές των ταχυτήτων, ώστε να απαλειφθεί πιθανή περιστροφική ή µεταφορική

κίνηση του συσσωµατώµατος. Στην παρούσα διδακτορική διατριβή, όπου χρειάστηκε να

υπολογίσουµε ϑερµοδυναµικές ποσότητες, δε λάβαµε υπ΄ όψη µας τα πρώτα 2 × 106 ϐή-

µατα της προσοµοίωσης για επιπλέον ασφάλεια. ΄Ετσι, αφού έχει περάσει ο χρόνος που

αντιστοιχεί στα πρώτα 2× 106 ϐήµατα της προσοµοίωσης, είναι ϐέβαιο ότι το σύστηµα έχει

ϕτάσει πλέον σε ϑερµοδυναµική ισορροπία.

΄Εχοντας λοιπόν προσδιορίσει τις αρχικές συνθήκες, κάνοντας τις παραπάνω ενέργειες,

δε µένει παρά να υπολογίσουµε τις δυνάµεις πάνω σε κάθε άτοµο και να αφήσουµε στη

συνέχεια τη µοριακή δυναµική να κάνει όλα τα υπόλοιπα.

3.10 Υπολογισµός της δύναµης στην προσέγγιση ισχυ-

ϱής δέσµευσης

Προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής, χρειάζεται να

γνωρίζουµε τη δύναµη που ασκείται σε κάθε άτοµο του υπό µελέτη συστήµατος. Στο

επίπεδο της κλασικής µηχανικής η δύναµη στο άτοµο−q του συστήµατος, του οποίου το

διάνυσµα ϑέσης είναι το Rq, δίνεται µέσω της ενέργειας U από τη σχέση

Fq = −∇Rq
U. (3.66)

Αν γνωρίζουµε την αναλυτική έκφραση της ενέργειας U , τότε µπορούµε σχετικά εύκολα, να

υπολογίσουµε τη δύναµη µε µια απλή παραγώγιση. Αυτό συµβαίνει στην περίπτωση που

χρησιµοποιούµε κλασικά δυναµικά, όπου η ενέργεια δίνεται από µια αναλυτική έκφραση.

΄Οταν όµως χρησιµοποιούµε τη µέθοδο της ισχυρής δέσµευσης, αναλυτική έκφραση για την

ενέργεια µπορεί να ϐρεθεί µόνο σε κάποιες πολύ απλές περιπτώσεις, όπως για παράδειγµα
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η περίπτωση του διµερούς Ni2 (ϐλέπε σελίδα 370). Για πιο σύνθετες περιπτώσεις αναλυτική

έκφραση δεν µπορεί να ϐρεθεί.

Υπενθυµίζουµε ότι στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης η ενέργεια δίνεται

από τη σχέση

U = Uatr + Urep + Ubond −
N∑

i=1

ni∑

j=1

ǫ
(0)
ij (3.67)

(ϐλέπε σελίδα 84). ΄Ετσι η δύναµη Fq σε κάθε άτοµο−q ϑα υπολογίζεται από τη σχέση

Fq = −∇Rq
U = −∇Rq

Uatr −∇Rq
Urep −∇Rq

Ubond +∇Rq

N∑

i=1

ni∑

j=1

ǫ
(0)
ij

= −
n∑

i=1

∇Rq
ǫi −

N∑

k=1

N∑

k′>k

∇Rq
U (k′k)
rep (Rk′k)−∇Rq

Ubond. (3.68)

Οι τελευταίος όρος της ενέργειας δέσµευσης είναι µια σταθερά και εποµένως µηδενίζεται

κατά την παραγώγιση. Το δυναµικό U
(k′k)
rep (Rk′k) και το δυναµικό Ubond δίνονται από α-

ναλυτικές εκφράσεις και κατά συνέπεια ο υπολογισµός των παραπάνω παραγώγων είναι

µια εύκολη υπόθεση. ΄Οπως ξαναείπαµε όµως, αναλυτικές εκφράσεις για τις ιδιοτιµές ǫi
είναι δύσκολο να ϐρεθούν και κατά συνέπεια δεν µπορεί να υπολογιστεί η παράγωγός τους.

Στις περιπτώσεις αυτές, για να υπολογίσουµε τη δύναµη, επιστρατεύουµε το ϑεώρηµα Hell
man  Feynman [102], σύµφωνα µε το οποίο, αν οι ιδιοτιµές ǫi της χαµιλτονιανής H του

συστήµατος εξαρτώνται από µια παράµετρο λ, τότε

∂ǫi
∂λ

= 〈Φi|
∂H

∂λ
|Φi〉, (3.69)

όπου |Φi〉 η ιδιοκατάσταση−i της χαµιλτονιανής H του συστήµατος.

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος είναι πολύ απλή. ∆εδοµένου ότι

ǫi〈Φi|Φi〉 = 〈Φi|H|Φi〉, (3.70)

µε απλή παραγώγιση προκύπτει

∂ǫi
∂λ

〈Φi|Φi〉+ ǫi〈
∂Φi

∂λ
|Φi〉+ ǫi〈Φi|

∂Φi

∂λ
〉 = 〈Φi|

∂H

∂λ
|Φi〉+ 〈∂Φi

∂λ
|H|Φi〉+ 〈Φi|H|∂Φi

∂λ
〉.

Επειδή H|Φi〉 = ǫi|Φi〉 και 〈Φi|Φi〉 = 1, η παραπάνω σχέση ϑα γίνει

∂ǫi
∂λ

+ ǫi〈
∂Φi

∂λ
|Φi〉+ ǫi〈Φi|

∂Φi

∂λ
〉 = 〈Φi|

∂H

∂λ
|Φi〉+ ǫi〈

∂Φi

∂λ
|Φi〉+ ǫi〈Φi|

∂Φi

∂λ
〉,

η οποία καταλήγει στην έκφραση 3.69.

Χρησιµοποιώντας λοιπόν το ϑεώρηµα Hellman  Feynman, µπορούµε να υπολογίσουµε

τις δυνάµεις στα άτοµα, µέσω των ∇Rq
ǫi, από τη σχέση

∇Rq
ǫi = 〈Φi|∇Rq

H|Φi〉. (3.71)
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Ωστόσο επειδή ο τρόπος υπολογισµού των µονοηλεκτρονιακών κυµατοσυναρτήσεων |Φi〉
ϐασίζεται στο ϑεώρηµα µεταβολών [47], ισχύει µεν η σχέση 3.70, χωρίς όµως να ισχύει πάντα

ακριβώς και η σχέση H|Φi〉 = ǫi|Φi〉. Αυτό έχει σα συνέπεια να µην απαλείφονται πάντα

στον υπολογισµό της δύναµης οι όροι που περιέχουν το |∇Φi〉, οι οποίοι απαλείφθηκαν

κατά την απόδειξη του ϑεωρήµατος Hellman  Feynman. ΄Ετσι για τον υπολογισµό της

δύναµης ϑα πρέπει να ληφθούν υπ΄ όψη και οι όροι που περιέχουν το |∇Φi〉, οι οποίοι

είναι γνωστοί ως δυνάµεις Pulay [103,104] και µπορούν να ϑεωρηθούν ως διορθώσεις στη

δύναµη που υπολογίζεται µέσω του ϑεωρήµατος Hellman  Feynman. ΄Ετσι η δύναµη ϑα

γράφεται ως

∇Rq
ǫi = 〈Φi|∇Rq

H|Φi〉+ 〈Φi|(H − ǫi)|∇Rq
Φi〉+ 〈∇Rq

Φi|(H − ǫi)|Φi〉. (3.72)

Παρ΄ όλα αυτά, στις περιπτώσεις που:

(α) η ϐάση στην οποία αναπτύσσεται η χαµιλτονιανή είναι πλήρης (οπότε ϑα ισχύει η

σχέση H|Φi〉 = ǫi|Φi〉),

(ϐ) η ϐάση της χαµιλτονιανής είναι ανεξάρτητη από τις ϑέσεις των ατόµων, όπως για

παράδειγµα η ϐάση των επίπεδων κυµάτων, (οπότε |∇Rq
Φi〉 = 0) και

(γ) η χαµιλτονιανή δίνεται υπό τη µορφή µήτρας (όπου η χαµιλτονιανή είναι αναπτυγµέ-

νη σε κάποια συγκεκριµένη ϐάση), τα στοιχεία της οποίας έχουν µια προκαθορισµένη

εξάρτηση από τις ενδοατοµικές αποστάσεις,

οι δυνάµεις Pulay δεν εµφανίζονται κι έτσι οι δυνάµεις υπολογίζονται µόνο από το ϑεώρηµα

Hellman  Feynman.

Η χαµιλτονιανή στην προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης εµπίπτει στην κατηγορία

(γ) των παραπάνω περιπτώσεων κι έτσι στον υπολογισµό των δυνάµεων δεν εµφανίζονται

δυνάµεις Pulay. Ειδικότερα στην περίπτωση της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, αν ϑεω-

ϱήσουµε ότι

|Φi〉 =
Nnb∑

n=1

c(i)n |Φ(0)
n 〉 και Hnm = 〈Φ(0)

n |H|Φ(0)
m 〉,

όπου |Φi〉 είναι η λύση της εξίσωσης ιδιοτιµών H|Φi〉 = ǫi|Φi〉 της χαµιλτονιανής µήτρας
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H, η οποία είναι εκφρασµένη στη ϐάση |Φ(0)
n 〉, ϑα έχουµε

∇Rq
ǫi = ∇Rq

〈Φi|H|Φi〉 = ∇Rq

Nnb∑

n=1

Nnb∑

m=1

c(i)n

∗
c(i)m 〈Φ(0)

n |H|Φ(0)
m 〉

=

Nnb∑

n=1

∇Rq
c(i)n

∗
Nnb∑

m=1

c(i)mHnm +

Nnb∑

m=1

∇Rq
c(i)m

Nnb∑

n=1

c(i)n

∗
Hnm +

Nnb∑

n=1

Nnb∑

m=1

c(i)n

∗
c(i)m∇Rq

Hnm

=

Nnb∑

n=1

(
∇Rq

c(i)n

∗
)
ǫic

(i)
n +

Nnb∑

m=1

(
∇Rq

c(i)m

)
ǫic

(i)
m

∗
+

Nnb∑

n=1

Nnb∑

m=1

c(i)n

∗
c(i)m∇Rq

Hnm

= ǫi∇Rq

(
Nnb∑

n=1

c(i)n

∗
c(i)n

)
+

Nnb∑

n=1

Nnb∑

m=1

c(i)n

∗
c(i)m∇Rq

Hnm

= ǫi∇Rq
1 +

Nnb∑

n=1

Nnb∑

m=1

c(i)n

∗
c(i)m∇Rq

Hnm

=

Nnb∑

n=1

Nnb∑

m=1

c(i)n

∗
c(i)m∇Rq

Hnm = 〈Φi|∇Rq
H|Φi〉. (3.73)

Οπότε για τη δύναµη στο άτοµο−q ϑα έχουµε

Fq = −∇Rq
U = −

n∑

i=1

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 −

N∑

k=1

N∑

k′>k

∇Rq
U (k′k)
rep (Rk′k)−∇Rq

Ubond. (3.74)

Επειδή όλοι οι όροι των παραπάνω αθροισµάτων είναι συναρτήσεις του Rk′ − Rk, αν

Rk′k = Rk′ −Rk, τότε ϑα έχουµε

∇Rq
f(Rk′k) =

∂f(Rk′k)

∂xq
î+

∂f(Rk′k)

∂yq
ĵ+

∂f(Rk′k)

∂zq
k̂

=
∂f(Rk′k)

∂xk′k

∂xk′k
∂xq

î+
∂f(Rk′k)

∂yk′k

∂yk′k
∂yq

ĵ+
∂f(Rk′k)

∂zk′k

∂zk′k
∂zq

k̂

=
∂f(Rk′k)

∂xk′k
(δk′q − δkq )̂i+

∂f(Rk′k)

∂yk′k
(δk′q − δkq )̂j+

∂f(Rk′k)

∂zk′k
(δk′q − δkq)k̂

=

(
∂f(Rk′k)

∂xk′k
î+

∂f(Rk′k)

∂yk′k
ĵ+

∂f(Rk′k)

∂zk′k
k̂

)
(δk′q − δkq)

= ∇Rk′k
f(Rk′k) · (δk′q − δkq). (3.75)

Τη σχέση αυτή την αναφέρουµε, επειδή ϑα µας χρησιµεύσει στη συνέχεια. Ας δούµε τώρα

ποια είναι η δύναµη που προέρχεται από τον κάθε όρο.

∆ύναµη από τον όρο Ubond

Επειδή ο όρος Ubond είναι ένας διορθωτικός όρος, που εισάγεται ῾῾µε το χέρι᾿᾿ και εξαρτάται

µόνο από τον συνολικό αριθµό δεσµών ανά άτοµο και τον αριθµό ατόµων, ϑεωρούµε ότι
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η παράγωγός του ως προς τα διανύσµατα ϑέσης είναι ίση µε µηδέν. Στην πραγµατικότη-

τα ϐεβαίως µπορεί να υπολογιστεί κάποια δύναµη όταν σπάει ή όταν δηµιουργείται ένας

δεσµός, αφού η αρίθµηση των δεσµών γίνεται µέσω άθροισης των τιµών µιας συνάρτησης

αποκοπής fcut(Rk′k) πάνω σε όλες τις ενδοατοµικές αποστάσεις, η οποία εξαρτάται µόνο

από τις ενδοατοµικές αποστάσεις Rk′k και µια απόσταση αποκοπής Rcut, µέσα στα πλαίσια

των περιορισµών που είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο.

Στην απλούστερη περίπτωση που fcut(Rk′k) = θ(Rcut − Rk′k), ϑα προέκυπτε µια δύ-

ναµη που ϑα ήταν η συνάρτηση δ(Rij − Rcut), η οποία ϑα ήταν τελείως αφύσικη. Για

κάπως λιγότερο ῾῾απότοµες᾿᾿ συναρτήσεις σε σχέση µε τη συνάρτηση θ για τον όρο Ubond, ϑα

προέκυπταν κάπως πιο µικρές και πιο εκτεταµένες χωρικά δυνάµεις, οι οποίες όµως ϑα

εξαρτούνταν από την επιλογή της συνάρτησης fcut και την τιµή της απόστασης αποκοπής

Rcut. Αυτό ωστόσο δεν ενοχλεί τόσο πολύ στην περίπτωση υπολογισµών που αφορούν την

κατάσταση ισορροπίας, γιατί, όπως ξαναείπαµε, συνήθως στην κατάσταση ισορροπίας υ-

πάρχει ένας σαφής διαχωρισµός ανάµεσα στις ενδοατοµικές αποστάσεις, που µπορούν να

χαρακτηριστούν δεσµοί και σ΄ αυτές που δεν µπορούν. ΄Ετσι οι ενδοατοµικές αποστάσεις,

που µπορούν να χαρακτηριστούν δεσµοί, είναι αρκετά µικρότερες από την απόσταση απο-

κοπής και έτσι η τιµή της fcut γι΄ αυτές τις περιπτώσεις είναι ίση µε 1, ενώ οι ενδοατοµικές

αποστάσεις, που δεν µπορούν να χαρακτηριστούν δεσµοί, είναι αρκετά µεγαλύτερες από

την απόσταση αποκοπής και έτσι η τιµή της fcut γι΄ αυτές τις περιπτώσεις είναι ίση µε 0. Αν

όµως οι υπολογισµοί µας σχετίζονται µε τη δυναµική του συστήµατος (π.χ. ϑερµοδυναµι-

κές ιδιότητες), το τελικό αποτέλεσµα ενδέχεται να επηρεάζεται από την παρουσία αυτής της

αφύσικης δύναµης, κάθε ϕορά που ϑα επαναδηµιουργείται ή ϑα σπάει ένας δεσµός. Για

το λόγο αυτό δεν υπολογίζουµε τέτοιες δυνάµεις, εν γνώσει µας ότι εισάγουµε ένα επιπλέον

σφάλµα στους υπολογισµούς µας. Εκτιµούµε όµως ότι το σφάλµα που ϑα είχαµε αν εισα-

γάγαµε µια τέτοια δύναµη, που ϑα ήταν περίπου µια συνάρτηση δ, ϑα ήταν µεγαλύτερο

από την περίπτωση που ϑα αγνοούσαµε αυτή τη δύναµη. Επειδή το σφάλµα αυτό εισά-

γεται µόνο κατά τη στιγµή που σπάει ή δηµιουργείται ένας δεσµός, δεν περιµένει κανείς

να είναι µεγάλο, αφού το σπάσιµο ή η δηµιουργία ενός δεσµού δε συµβαίνει συχνά κατά

τη διάρκεια της προσοµοίωσης και δεν περιµένει κανείς να συµβαίνει για όλα τα άτοµα

συγχρόνως. Επίσης κάτι τέτοιο δεν περιµένει κανείς να συµβαίνει σε µικρές ϑερµοκρασίες,

µιας και οι ταλαντώσεις των ατόµων γύρω από τη ϑέση ισορροπίας τους ϑα είναι µικρές.

∆ύναµη από τον όρο Urep

΄Οπως είπαµε, ο όρος Urep είναι ένα άθροισµα για όλες τις ενδοατοµικές αποστάσεις, των

τιµών ενός δυναµικού Ϲεύγους, που έχει την αναλυτική έκφραση

U (k′k)
rep (Rk′k) = Φ0e

−4α(Rk′k−d)fcut(Rk′k). (3.76)

΄Ετσι, λαµβάνοντας υπ΄ όψη τη σχέση 3.75, η παραγώγιση του U
(k′k)
rep ως προς Rq δίνει

∇Rq
U (k′k)
rep (Rk′k) = ∇Rk′k

U (k′k)
rep (Rk′k) · (δk′q − δkq)

= −4αΦ0e
−4α(Rk′k−d)fcut(Rk′k)∇Rk′k

Rk′k · (δk′q − δkq). (3.77)
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Επειδή

∇Rk′k
Rk′k =

Rk′k

Rk′k

, (3.78)

η παραπάνω σχέση γίνεται

∇Rq
U (k′k)
rep (Rk′k) = −4αΦ0e

−4α(Rk′k−d)fcut(Rk′k)
Rk′k

Rk′k

(δk′q − δkq), (3.79)

οπότε η δύναµη που προέρχεται από τον όρο Urep της ενέργειας είναι

F(rep)
q = −

N∑

k=1

N∑

k′>k

∇Rq
U (k′k)
rep (Rk′k) (3.80)

=
1

2

N∑

k=1

N∑

k′=1
k′ 6=k

4αΦ0e
−4α(Rk′k−d)fcut(Rk′k)

Rk′k

Rk′k

(δk′q − δkq)

=
1

2

N∑

k=1
k 6=q

4αΦ0e
−4α(Rqk−d)fcut(Rqk)

Rqk

Rqk

− 1

2

N∑

k′=1
k′ 6=q

4αΦ0e
−4α(Rk′q−d)fcut(Rk′q)

Rk′q

Rk′q

=
N∑

k=1
k 6=q

4αΦ0e
−4α(Rqk−d)fcut(Rqk)

Rqk

Rqk

.

Για τους ίδιους λόγους - όπως και στην περίπτωση του όρου Ubond - έχουµε ϑεωρήσει ότι η

παραγώγιση της συνάρτησης αποκοπής fcut(Rk′k) είναι ίση µε µηδέν.

∆ύναµη από τον όρο Uatr

΄Οπως είδαµε η δύναµη που προέρχεται από τον όρο Uatr

F(atr)
q = −∇Rq

Uatr = −
n∑

i=1

∇Rq
ǫi = −

n∑

i=1

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉. (3.81)

Θα πρέπει εποµένως να υπολογίσουµε το 〈Φi|∇Rq
H|Φi〉. Λόγω της σχέσης 1.88 ϑα έχουµε

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 =

N∑

k′=1

nk′∑

l′=1

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
l′k′

∗
c
(i)
lk ∇Rq

〈Φ(0)
l′k′ |H|Φ(0)

lk 〉, (3.82)

η οποία µέσω των σχέσεων 2.16 και 2.18 γράφεται

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 =

N∑

k′=1

nk′∑

l′=1

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
l′k′

∗
c
(i)
lk ∇Rq

hk
′k

l′l (Rk′ −Rk). (3.83)
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψη τη σχέση 3.75, η παραπάνω σχέση 3.83 γράφεται

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 =

N∑

k′=1

nk′∑

l′=1

N∑

k=1

nk∑

l=1

c
(i)
l′k′

∗
c
(i)
lk ∇Rk′k

hk
′k

l′l (Rk′k) · (δk′q − δkq) (3.84)

=
N∑

k=1

nk∑

l=1

nq∑

l′=1

c
(i)
l′q

∗
c
(i)
lk ∇Rqk

hqkl′l(Rqk)−
N∑

k′=1

nk′∑

l′=1

nq∑

l=1

c
(i)
l′k′

∗
c
(i)
lq ∇Rk′q

hk
′q

l′l (Rk′q).

Αν στο δεύτερο όρο της τελευταίας σχέσης εναλλάξουµε µεταξύ τους τους δείκτες l και l′

και αν αντικαταστήσουµε το δείκτη k′ µε k παίρνουµε

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 =

N∑

k=1

nk∑

l=1

nq∑

l′=1

c
(i)
l′q

∗
c
(i)
lk ∇Rqk

hqkl′l(Rqk)−
N∑

k=1

nk∑

l=1

nq∑

l′=1

c
(i)
lk

∗
c
(i)
l′q∇Rkq

hkqll′ (Rkq)

=
N∑

k=1

nk∑

l=1

nq∑

l′=1

(
c
(i)
l′q

∗
c
(i)
lk ∇Rqk

hqkl′l(Rqk) + c
(i)
lk

∗
c
(i)
l′q∇Rqk

hkqll′ (Rkq)
)
. (3.85)

Επειδή

hk
′k

l′l (Rk′ −Rk) = hkk
′

ll′
∗
(Rk −Rk′), (3.86)

η σχέση 3.85 γίνεται

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 =

N∑

k=1

nk∑

l=1

nq∑

l′=1

(
c
(i)
l′q

∗
c
(i)
lk ∇Rqk

hqkl′l(Rqk) + c
(i)
lk

∗
c
(i)
l′q∇Rqk

hqkl′l
∗
(Rqk)

)

=
N∑

k=1

nk∑

l=1

nq∑

l′=1

2Re
{
c
(i)
l′q

∗
c
(i)
lk ∇Rqk

hqkl′l(Rqk)
}

(3.87)

Επειδή η χαµιλτονιανή µήτρα είναι ερµητιανή και τα στοιχεία της είναι πραγµατικοί αριθ-

µοί, ϑα είναι επίσης πραγµατικοί αριθµοί και τα στοιχεία των ιδιοανυσµάτων της. Κατά

συνέπεια η τελευταία σχέση γίνεται

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 = 2

N∑

k=1

nk∑

l=1

nq∑

l′=1

c
(i)
l′qc

(i)
lk ∇Rqk

hqkl′l(Rqk). (3.88)

Υπό µορφή γινοµένου ιδιοανυσµάτων και πινάκων η παραπάνω σχέση γράφεται

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 = 2

N∑

k=1

c
(i)
k

T (∇Rqk
Hqk

)
c(i)q , (3.89)

όπου τα c
(i)
k και c

(i)
q ορίζονται από τη σχέση 1.94. Το µόνο που χρειάζεται λοιπόν να γίνει, εί-

ναι να υπολογιστούν οι πίνακες ∇Rqk
Hqk ή κατ΄ επέκταση τα στοιχεία µήτρας ∇Rqk

hqkl′l(Rqk).
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Επειδή, όπως προκύπτει από την εξίσωση 1.119 και τις σχέσεις των σελίδων 62 και 63,

τα hk
′k

l′l (Rk′ −Rk) έχουν τη µορφή

hk
′k

l′l (Rk′ −Rk) = ǫ
(0)
lk δk′kδl′l + (1− δk′k) ·

∑

m

fl′lm(λk′k, µk′k, νk′k)Vl′lm(Rk′k), (3.90)

όπου fl′lm(λ, µ, ν) είναι µια συνάρτηση των συνηµιτόνων κατεύθυνσης λ, µ και ν και

Vl′lm(Rk′k) είναι οι παράµετροι Slater  Koster, ϑα έχουµε

∇Rqk
hqkl′l(Rqk) = (1− δqk)

∑

m

∇Rqk
[fl′lm(λqk, µqk, νqk)Vl′lm(Rqk)]

= (1− δqk)
∑

m

fl′lm(λqk, µqk, νqk)∇Rqk

[
Vl′lm(d)e

−α(Rqk−d)fcut(Rqk)
]

+(1− δqk)
∑

m

Vl′lm(Rqk)∇Rqk
fl′lm(λqk, µqk, νqk). (3.91)

Για τους παράγοντες ∇Rqk

(
Vl′lm(d)e

−α(Rqk−d)fcut(Rqk)
)

έχουµε

∇Rqk

(
Vl′lm(d)e

−α(Rqk−d)fcut(Rqk)
)

= −αVl′lm(d)e−α(Rqk−d)fcut(Rqk)∇Rqk
Rqk

= −αVl′lm(d)e−α(Rqk−d)fcut(Rqk)
Rqk

Rqk

= −αVl′lm(Rqk)
Rqk

Rqk

, (3.92)

όπου και πάλι έχουµε ϑεωρήσει ότι ∇Rqk
fcut(Rqk) = 0.

Σε ότι αφορά τους παράγοντες ∇Rqk
fl′lm(λqk, µqk, νqk), επειδή οι συναρτήσεις fl′lm(λqk, µqk, νqk)

είναι απλά γινόµενα των συνηµιτόνων κατεύθυνσης λqk, µqk και νqk και

∇Rqk
λqk = ∇Rqk

Xqk

Rqk

=
1

Rqk

(
(1− λ2qk )̂i− λqkµqk ĵ− λqkνqkk̂

)
, (3.93)

∇Rqk
µqk = ∇Rqk

Yqk
Rqk

=
1

Rqk

(
−µqkλqk î+ (1− µ2

qk )̂j− µqkνqkk̂
)
, (3.94)

∇Rqk
νqk = ∇Rqk

Zqk

Rqk

=
1

Rqk

(
−νqkλqk î− νqkµqk ĵ+ (1− ν2qk)k̂

)
, (3.95)

οι διανυσµατικές συναρτήσεις ∇Rqk
fl′lm(λqk, µqk, νqk) ϑα είναι επίσης συναρτήσεις των λqk,

µqk και νqk), πολλαπλασιασµένες µε τον παράγοντα 1/Rqk. Μπορούµε εποµένως να ορί-

σουµε ένα πίνακα G ίδιας διάστασης µε τον πίνακα H της χαµιλτονιανής, ο οποίος ϑα

µπορεί να γραφεί µε τη µορφή υποπινάκων Gk′k κατ΄ αναλογία µε τον πίνακα H (ϐλέπε

εξίσωση 1.92), για τα στοιχεία µήτρας Gk′k
l′l του οποίου ϑα ισχύει

∑

m

Vl′lm(Rk′k)∇Rk′k
fl′lm(λk′k, µk′k, νk′k) =

1

Rk′k

Gk′k
l′l (Rk′k). (3.96)
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΄Ετσι η σχέση 3.91 µπορεί να γραφεί ως

∇Rqk
hqkl′l(Rqk) = (1− δqk)

(
−αhqkl′l(Rqk)

Rqk

Rqk

+
1

Rqk

Gk′k
l′l (Rk′k)

)
. (3.97)

Εποµένως η σχέση 3.89 γίνεται

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 = 2

N∑

k=1

(1− δqk)c
(i)
k

T
(
−αHqk(Rqk)

Rqk

Rqk

+
1

Rqk

Gqk(Rqk)

)
c(i)q

= −2α
N∑

k=1
k 6=q

c
(i)
k

T
Hqk(Rqk)c

(i)
q

Rqk

Rqk

+ 2
N∑

k=1
k 6=q

1

Rqk

c
(i)
k

T
Gqk(Rqk)c

(i)
q .(3.98)

Κατά συνέπεια η δύναµη από τον όρο Uatr στο άτοµο q ϑα είναι

Fatr
q = −

n∑

i=1

〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 (3.99)

= 2α
n∑

i=1

N∑

k=1
k 6=q

c
(i)
k

T
Hqk(Rqk)c

(i)
q

Rqk

Rqk

− 2
n∑

i=1

N∑

k=1
k 6=q

1

Rqk

c
(i)
k

T
Gqk(Rqk)c

(i)
q ,

όπου τα στοιχεία µήτρας G
(k′k)
l′l του πίνακα Gk′k δίνονται από τις σχέσεις

Gs,s = 0

Gs,x =
(
(1− l2)̂i− lmĵ− lnk̂

)
Vspσ

Gs,y =
(
−ml̂i+ (1−m2)̂j−mnk̂

)
Vspσ

Gs,z =
(
−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂

)
Vspσ

Gs,xy =
√
3
(
m(1− 2l2)̂i+ l(1− 2m2)̂j− 2lmnk̂

)
Vsdσ

Gs,yz =
√
3
(
−2lmn̂i+ n(1− 2m2)̂j+m(1− 2n2)k̂

)
Vsdσ

Gs,zx =
√
3
(
n(1− 2l2)̂i− 2lmnĵ+ l(1− 2n2)k̂

)
Vsdσ

Gs,x2−y2 =
√
3
(
l(1− l2 +m2)̂i+m(1− l2 −m2)̂j− n(l2 −m2)k̂

)
Vsdσ

Gs,3z2−r2 = 3n
(
−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂

)
Vsdσ

Gx,x = 2l
(
(1− l2)̂i− lmĵ− lnk̂

)
(Vppσ − Vppπ)

Gx,y =
(
m(1− 2l2)̂i+ l(1− 2m2)̂j− 2lmnk̂

)
(Vppσ − Vppπ)

Gx,z =
(
n(1− 2l2)̂i− 2lmnĵ+ l(1− 2n2)k̂

)
(Vppσ − Vppπ)

Gx,xy = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

(
lm(2− 3l2)̂i+ l2(1− 3m2)̂j− 3l2mnk̂

)

+Vpdπ

(
−ml̂i+ (1−m2)̂j−mnk̂

)

Gx,yz = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

(
mn(1− 3l2)̂i+ nl(1− 3m2)̂j+ lm(1− 3n2)k̂

)
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Gx,zx = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

(
ln(2− 3l2)̂i− 3l2mnĵ+ l2(1− 3n2)k̂

)

+Vpdπ

(
−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂

)

Gx,x2−y2 =

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)[
(l2 −m2)

(
(1− 3l2)̂i− 3lmĵ− 3nlk̂

)

+2l(l̂i+mĵ)
]
+ Vpdπ

(
(1− l2)̂i− lmĵ− lnk̂

)

Gx,3z2−r2 =

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)
√
3n
(
n(1− 3l2)̂i− 3lmnĵ+ l(2− 3n2)k̂

)

+
1

2
Vpdσ

(
(1− l2)̂i− lmĵ− lnk̂

)

Gy,y = 2(Vppσ − Vppπ)m
(
−ml̂i+ (1−m2)̂j−mnk̂

)

Gy,z = (Vppσ − Vppπ)
(
−2lmn̂i+ n(1− 2m2)̂j+m(1− 2n2)k̂

)

Gy,xy = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)m

(
m(1− 3l2)̂i+ l(2− 3m2)̂j− 3lmnk̂

)

+Vpdπ

(
(1− l2)̂i− lmĵ− lnk̂

)

Gy,yz = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)m

(
−3lmn̂i+ n(2− 3m2)̂j+m(1− 3n2)k̂

)

Vpdp(−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂)

Gy,zx = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

(
mn(1− 3l2)̂i+ nl(1− 3m2)̂j+ lm(1− 3n2)k̂

)

Gy,x2−y2 =

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)(
(l2 −m2)(−3lmî+ (1− 3m2)̂j− 3mnk̂)

+2m(l̂i+mĵ)
)
− 1

Rk′k
Vpdπ(−ml̂i+ (1−m2)̂j−mnk̂)

Gy,3z2−r2 =

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)
√
3n
(
−3lmn̂i+ n(1− 3m2)̂j+m(2− 3n2)k̂

)

−1

2
Vpdσ

(
−ml̂i+ (1−m2)̂j−mnk̂

)

Gz,z = 2(Vppσ − Vppπ)n
(
−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂

)

Gz,xy = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)

(
mn(1− 3l2)̂i+ nl(1− 3m2)̂j+ lm(1− 3n2)k̂

)

Gz,yz = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)n(−3lmn̂i+ n(1− 3m2)̂j+m(2− 3n2)k̂)

+Vpdπ(−ml̂i+ (1−m2)̂j−mnk̂)

Gz,zx = (
√
3Vpdσ − 2Vpdπ)m(m(1− 3l2)̂i+ l(2− 3m2)̂j− 3lmnk̂)

+Vpdπ((1− l2)̂i− lmĵ− lnk̂)

Gz,x2−y2 =

(√
3

2
Vpdσ − Vpdπ

)(
(l2 −m2)(−3nl̂i− 3nmĵ+ (1− 3n2)k̂) + 2n(l̂i+mĵ)

)

Gz,3z2−r2 =

(
9n2 − 1

2
Vpdσ +

√
3(3n2 − 1)Vpdπ

)
(−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂)
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Gxy,xy = 2lm(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)(m(1− 2l2)̂i+ l(1− 2m2)̂j− 2lmnk̂)

−2n(Vddπ − Vddδ)(−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂)

Gxy,yz = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)m(mn(1− 4l2)̂i+ 2nl(1− 2m2)̂j+ lm(1− 4n2)k̂)

+(Vddπ − Vddδ)(n(1− 2l2)̂i− 2lmnĵ+ l(1− 2n2)k̂)

Gxy,zx = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)l(2mn(1− 2l2)̂i+ ln(1− 4m2)̂j+ lm(1− 4n2)k̂)

+(Vddπ − Vddδ)(−2lmn̂i+ n(1−m2)̂i+m(1− 2n2)k̂)

Gxy,x2−y2 = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)

(
(l2 −m2)

(
m

2
(1− 4l2)̂i+

l

2
(1− 4m2)̂j− 2lmnk̂

)

+lm(l̂i+mĵ)
)

Gxy,3z2−r2 = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)n

(
nm

2
(1− 4l2)̂i+

nl

2
(1− 4m2)̂j+ lm(1− 2n2)k̂

)

−
√
3

2
(Vddσ − Vddδ)(m(1− 2l2)̂i+ l(1− 2m2)̂j− 2lmnk̂)

Gyz,yz = 2(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)mn(−2lmn̂i+ n(1− 2m2)̂j+m(1− 2n2)k̂)

−2(Vddπ − Vddδ)l((1− l2)̂i− lmĵ− lnk̂)

Gyz,zx = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)n(nm(1− 4l2)̂i+ nl(1− 4m2)̂j+ 2lm(1− 2n2)k̂)

+(Vddπ − Vddδ)(m(1− 2l2)̂i+ l(1− 2m2)̂j− 2lmnk̂)

Gyz,x2−y2 = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)

(
l2 −m2

2

(
−4lmn̂i+ n(1− 4m2)̂j+m(1− 4n2)k̂

)

+mn(l̂i+mĵ)
)
− (Vddπ − Vddδ)(−2lmn̂i+ n(1− 2m2)̂j+m(1− 2n2)k̂)

Gyz,3z2−r2 =

√
3

2
(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)n

2(−4lmn̂i+ n(1− 4m2)̂j+m(3− 4n2)̂j)

−
√
3

2
(Vddσ − 2Vddπ + Vddδ)(−2lmn̂i+ n(1−m2)̂i+m(1− 2n2)k̂)

Gzx,zx = 2(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)nl(n(1− 2l2)̂i− 2lmnĵ+ l(1− 2n2)k̂)

−2(Vddπ − Vddδ)m(−ml̂i+ (1−m2)̂j−mnk̂)

Gzx,x2−y2 = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)
l2 −m2

2
(n(1− 4l2)̂i− 4lmnĵ+ l(1− 4n2)k̂)

+(Vddπ − Vddδ)(n(1− 2l2)̂i− 2lmnĵ+ l(1− 2n2)k̂)

Gzx,3z2−r2 =

√
3

2
(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)n

2(n(1− 4l2)̂i− 4lmnĵ+ l(3− 4n2)k̂)

−
√
3

2
(Vddσ − 2Vddπ + Vddδ)(n(1− 2l2)̂i− 2lmnĵ+ l(1− 2n2)k̂)

Gx2−y2,x2−y2 = (3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)(l
2 −m2)(−(l2 −m2)(l̂i+mĵ+ nk̂)

+(l̂i+mĵ))− 2(Vddπ − Vddδ)n(−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂)

Gx2−y2,3z2−r2 =

√
3

2
(3Vddσ − 4Vddπ + Vddδ)n

(
(l2 −m2)(−2nl̂i− 2nmĵ+ (1− 2n2)k̂)

+n(l̂i+mĵ)
)
+

√
3

2
(Vddσ − Vddδ)

(
(l2 −m2)(l̂i+mĵ+ nk̂)− (l̂i+mĵ)

)

G3z2−r2,3z2−r2 = 3
(
(3n2 − 1)Vddσ + 2(1− 2n2)Vddπ − 1

2
Vddδ

)
n(−nl̂i− nmĵ+ (1− n2)k̂)

Στις παραπάνω σχέσεις δεν εµφανίζονται οι δείκτες k′k για απλότητα και τα l, m, n είναι
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τα γνωστά συνηµίτονα κατεύθυνσης.

3.10.1 ∆ύναµη στη γενικευµένη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης

Στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε τη γενικευµένη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης

[62–67], η διαδικασία είναι ακριβώς η ίδια, µε τη διαφορά ότι ο όρος 〈Φi|∇Rq
H|Φi〉 ϑα

πρέπει να αντικατασταθεί από τον όρο 〈Φi|∇Rq
H − ǫi∇Rq

S|Φi〉/〈Φi|∇Rq
S|Φi〉, αφού στην

περίπτωση που S 6= I το ϑεώρηµα Hellman  Feynman γίνεται

∇Rq
ǫi =

〈Φi|∇Rq
H − ǫi∇Rq

S|Φi〉
〈Φi|∇Rq

S|Φi〉
. (3.100)

3.10.2 Υπολογισµός της δύναµης υπό την παρουσία του όρου Hub

bard

΄Οπως είπαµε, η παρουσία του όρου Hubbard στη χαµιλτονιανή, διαφοροποιεί τις ιδιοενέρ-

γειες της χαµιλτονιανής, µόνο ως προς ένα σταθερό όρο ±s0, του οποίου η παραγώγιση ως

προς τη ϑέση δίνει αποτέλεσµα µηδέν. ΄Ετσι η παράγωγος κάθε ιδιοενέργειας ως προς τη

ϑέση είναι η ίδια είτε υπάρχει, είτε δεν υπάρχει ο όρος Hubbard στη χαµιλτονιανή. Ωστόσο

η µετατόπιση των ιδιοενεργειών, που ϑα επέλθει από την παρουσία του όρου Hubbard,

κατά το σταθερό όρο ±s0, ενδέχεται να οδηγήσει σε εποικισµό διαφορετικών µονοηλεκτρο-

νιακών σπιν-ιδιοκαταστάσεων της χαµιλτονιανής σε σχέση µε αυτές που ϑα εποικιζόταν

χωρίς την παρουσία του όρου Hubbard. ΄Ετσι η δύναµη σε κάθε άτοµο ϑα υπολογίζεται

από την παραγώγιση αυτών των ιδιοενεργειών, που ϑα αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιο-

συναρτήσεις της χαµιλτονιανής και εποµένως ϑα είναι εν γένει διαφορετική από τη δύναµη

που ϑα υπήρχε χωρίς την παρουσία του όρου Hubbard. Αυτό εποµένως που συµβαίνει µε

την παρουσία του όρου Hubbard, είναι η µε έµµεσο τρόπο επίδραση στον υπολογισµό των

δυνάµεων, λόγω της διαφοροποίησης των κατειληµµένων ιδιοκαταστάσεων και όχι λόγω της

διαφοροποίησης των τιµών των παραγώγων των ιδιοενεργειών.

3.10.3 Υπολογισµός της δύναµης υπό την παρουσία του όρου VSO

΄Οπως και ο όρος Hubbard, έτσι και ο όρος της σύζευξης σπιν–τροχιάς είναι ένας όρος

σταθερός και εποµένως η παραγώγισή του ως προς τη ϑέση ϑα δώσει µηδέν. Κατά συνέ-

πεια η παράγωγος της χαµιλτονιανής ως προς τη ϑέση δεν αλλάζει. Εκείνο που αλλάζει

όµως είναι η κυµατοσυνάρτηση που συνοδεύει κάθε ιδιοτιµή της ενέργειας που µετέχει

στον υπολογισµό της δύναµης, η οποία κυµατοσυνάρτηση ϑα είναι διαφορετική από την

κυµατοσυνάρτηση της απλής χαµιλτονιανής που δεν περιέχει διορθώσεις, κάτι που δε συ-

νέβαινε µε την εισαγωγή µόνο του όρου Hubbard. Αυτό ωστόσο δε διαφοροποιεί σε τίποτα

τον υπολογισµό της δύναµης µέσω του ϑεωρήµατος Hellman  Feynman. Κατά συνέπεια η

εισαγωγή, τόσου του όρου Hubbard, όσο και του όρου σύζευξης σπιν - τροχιάς, δεν επιφέρει

απολύτως καµιά διαφοροποίηση στην παράγωγο της χαµιλτονιανής κι έτσι δε χρειάζεται να
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γίνει καµιά αλλαγή στον τρόπο υπολογισµού της δύναµης µετά την εισαγωγή αυτών των

διορθωτικών όρων.

3.11 Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό δείξαµε τις τεχνικές που χρησιµοποιούνται για τη µελέτη διαφόρων

ιδιοτήτων, όταν είναι γνωστή η ενέργεια του προς µελέτη συστήµατος. Ειδικότερα αναφερ-

ϑήκαµε στις µεθόδους Monte  Carlo και στις µεθόδους µοριακής δυναµικής και εστιάσαµε

το ενδιαφέρον µας στις µεθόδους µοριακής δυναµικής τις οποίες χρησιµοποιήσαµε στην

παρούσα διδακτορική διατριβή. ∆είξαµε πώς από την κβαντοµηχανική περιγραφή των πυ-

ϱήνων πάµε στην µοριακή δυναµική µε όρους κλασικής µηχανικής και γιατί οι εξισώσεις

Nosé  Hoover είναι οι κατάλληλες για τη µελέτη συστηµάτων υπό σταθερή ϑερµοκρασία.

Παρουσιάσαµε επίσης τις εξισώσεις των Berendsen et al, οι οποίες χρησιµοποιούνται για

τον ίδιο λόγο, χωρίς όµως να έχουν τη δυνατότητα να αναπαράγουν σωστά την κανονική

συλλογή. ∆είξαµε στη συνέχεια πώς η µοριακή δυναµική µπορεί να χρησιµοποιηθεί για

την εύρεση της δοµής ολικού ελαχίστου και προτείναµε µια νέα µέθοδο που ϐρίσκει το

ολικό ελάχιστο, συνδυάζοντας τις εξισώσεις κίνησης που χρησιµοποιούνται για τη µελέτη

συστηµάτων υπό σταθερή ϑερµοκρασία και τη µοριακή δυναµική µε τριβή. Αναφερθήκα-

µε στη συνέχεια στους αλγόριθµους για την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων κίνησης

και εστιάσαµε το ενδιαφέρον µας στον αλγόριθµο Gear, τον οποίο χρησιµοποιήσαµε στην

παρούσα διδακτορική διατριβή. ∆είξαµε ακόµα πώς ϑα µηδενίσουµε πιθανή αρχική µετα-

ϕορική ή/και περιστροφική κίνηση του συσσωµατώµατος κατά την εκκίνηση της µοριακής

δυναµικής, ώστε τα αποτελέσµατα που ϑα πάρουµε να αφορούν µόνο την ταλαντωτική κί-

νηση, ενώ παράλληλα δείξαµε πώς ϑα επιλέξουµε τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος,

έτσι ώστε το σύστηµα να ϕτάσει γρηγορότερα σε ϑερµοδυναµική ισορροπία, χωρίς να χρειά-

Ϲεται να χαθεί άσκοπα υπολογιστικός χρόνος µέχρι το σύστηµα να ϕτάσει σ΄ αυτή. Τέλος

δείξαµε τη µορφή που πρέπει να έχει η δύναµη στην περίπτωση της προσέγγισης ισχυρής

δέσµευσης, προκειµένου να εφαρµοστεί στις εξισώσεις κίνησης της µοριακής δυναµικής.



Κεφάλαιο 4

Κλασικά ∆υναµικά

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τα κλασικά δυναµικά, τα οποία χρησιµοποιήσαµε για

τη µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων των συσσωµατωµάτων Ni, και την αντίστοιχη µορ-

ϕή που προκύπτει απ΄ αυτά για τη δύναµη σε κάθε άτοµο. Τα κλασικά αυτά δυναµικά,

ϐρίσκονται συγκεντρωµένα στον τόµο Annual Reviews of Computational Physics IX στο

κεφάλαιο Empirical Potential Energy Functions Used in the Simulations of Materials
Properties από το Şacir Erkoç [105].
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4.1 Εισαγωγή

΄Οπως είδαµε νωρίτερα, για να ϐρούµε την ενέργεια στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής

δέσµευσης χρειάζεται να διαγωνοποιήσουµε την αντίστοιχη χαµιλτονιανή και αυτό είναι

το λιγότερο που πρέπει να κάνουµε, αν αναλογιστούµε ότι σε ένα χαµηλότερο επίπεδο

προσέγγισης ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο του αυτοσυνεπούς πεδίου και να

υπολογίσουµε αριθµητικά κάποια πολύπλοκα ολοκληρώµατα, που καθιστούν την επίλυση

του προβλήµατος τάξεις µεγέθους πιο χρονοβόρα. Ωστόσο ακόµα και στο απλούστερο

επίπεδο, της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, οι διαγωνοποιήσεις που απαιτείται να γίνουν

για ένα σύστηµα της τάξης των 1000 και πάνω ατόµων, καθιστούν το πρόβληµα αρκετά

χρονοβόρο και πρακτικά µη επιλύσιµο, όπως δείχνουµε στο κεφάλαιο 9. ΄Ετσι η µελέτη

των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων τέτοιων συστηµάτων δεν µπορεί πρακτικά να γίνει µε τα

σηµερινά υπολογιστικά εργαλεία που διαθέτουµε. Μια διέξοδος σ΄ αυτό το πρόβληµα δίνουν

τα λεγόµενα κλασικά δυναµικά.

Τα κλασικά δυναµικά είναι αναλυτικές εκφράσεις της ενέργειας και προκύπτουν ως

ένα επιπλέον επίπεδο προσέγγισης της ενέργειας, πέρα από την προσέγγιση της ισχυρής

δέσµευσης. Υπάρχουν κλασικά δυναµικά που προκύπτουν από κάποιες συγκεκριµένες

προσεγγίσεις, υπάρχουν και κλασικά δυναµικά που προκύπτουν µε εµπειρικό τρόπο. Η

αναλυτική τους µορφή κάνει τους υπολογισµούς αρκετά πιο γρήγορους, χωρίς να χρειάζεται

να επιλυθεί κάθε ϕορά η ηλεκτρονιακή εξίσωση Schrödinger, επιτρέποντας έτσι τη µελέτη

µεγάλων συστηµάτων. Το κόστος όµως αυτής της επιτάχυνσης των υπολογισµών αντανακλά

στην ακρίβεια των αποτελεσµάτων, η οποία είναι σε αρκετές περιπτώσεις αµφισβητήσιµη.

Τα κλασικά δυναµικά υστερούν σε ακρίβεια, δεδοµένου ότι δε λαµβάνουν συνήθως υπ΄ όψη

τους την κατευθυντικότητα των δεσµών και το ιδιαίτερο περιβάλλον στο οποίο ϐρίσκονται

κάθε ϕορά τα άτοµα του µετάλλου. Παρ΄ όλα αυτά, αν ένας υπολογισµός δεν µπορεί να

γίνει µε ένα ακριβέστερο τρόπο, τότε δεν υπάρχει η δυνατότητα επιλογής και τα κλασικά

δυναµικά αποτελούν µονόδροµο.

4.2 Κλασικά δυναµικά για το Νικέλιο

• ∆υναµικό Lennard  Jones [106]

U =
∑

i>j

4ǫ

[(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]

(4.1)

Για το Ni σ = 2.282 Å ǫ = 0.51965eV

• ∆υναµικό Morse [107,108]

U =
∑

i>j

D
[
e−2a(rij−r0) − 2e−a(rij−r0)

]
(4.2)

Για το Ni D = 0.4279eV , a = 1.3917 Å−1, r0 = 2.793Å
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• ∆υναµικό Erkoç I [109]

U = A

√
β1N + β2

N

∑

i>j

[(
r0
rij

)2n

e
−2a

(

rij
r0

)2

−
(
r0
rij

)n

e
−a

(

rij
r0

)2
]

(4.3)

Για το Ni A = 8.28eV , a = ln 2, r0 = 2.20Å, n = 2.89247, β1 = 0.081, β2 = 1.523 και

N είναι ο αριθµός των ατόµων του συσσωµατώµατος.

• ∆υναµικό Sutton  Chen [110]

U = ǫ


∑

i>j

(
a

rij

)n

− c
∑

i

(
∑

j 6=i

(
a

rij

)m
)1/2


 (4.4)

Για το Ni

♦ ǫ = 0.015707eV , a =3.52 Å, c = 39.432, n = 9, m = 6 [110]

♦ ǫ = 1.1340480eV , a = 2.15281165Å, c = 1.317017, n = 9, m = 6 [111]

♦ ǫ = 0.0073767eV , a = 3.5157Å, c = 84.745, n = 10, m = 5 [112]

• ∆υναµικό Cleri  Rosato [113]

U =
∑

i>j

Ae
−p

(

rij
r0

−1
)

−
∑

i

(
∑

j 6=i

ξ2e
−2q

(

rij
r0

−1
)

)1/2

(4.5)

Για το Ni A = 0.0376eV , ξ = 1.070eV , p = 16.999, q = 1.189, a0 = 3.523Å, r0 =
a0/

√
2 = 2.491Å

• ∆υναµικό Erkoç II [114,115]

U =
∑

i>j

Uij +
∑

i>j>k

Wijk (4.6)

Uij = A

[(
r0
rij

)2n

e
−2a

(

rij
r0

)2

−
(
r0
rij

)n

e
−a

(

rij
r0

)2
]

(4.7)

Wijk = B(Uijfijk + Ujkfjki + Ukifkij) (4.8)

fijk = e−(r2
ik
+r2

jk
)/r20 (4.9)

Για το Ni A = 8.28eV , a = ln 2, r0 = 2.20Å, n = 2.892470, β = −1.290433

• ∆υναµικό Erkoç III [116]

U =
∑

i>j

Uij +
∑

i>j>k

Wijk (4.10)



4.2. ΚΛΑΣΙΚ�Α ∆ΥΝΑΜΙΚ�Α ΓΙΑ ΤΟ ΝΙΚ�ΕΛΙΟ 131

Uij = C2A

[(
r0
rij

)2n

e−2a(rij/r0)
2 −

(
r0
rij

)n

e
−a

(

rij
r0

)2
]

(4.11)

Wijk = C3(Uijfijk + Ujkfjki + Ukifkij) (4.12)

fijk = e−(r2
ik
+r2

jk
)/r20 (4.13)

Για το Ni οι παράµετροι είναι ίδιες µε αυτές του δυναµικού Erkoç II και C2 =
0.2860750 C3 = −0.1688664

• ∆υναµικό Uppenbrink  Wales [117]

U =
∑

i>j

ǫ

4

[(
σ

rij

)12

− 2

(
σ

rij

)6
]
+
∑

i>j>k

Z
1 + 3 cos θi cos θj cos θk

(rijrjkrki)3
(4.14)

όπου θi είναι η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων Rji και Rki, δηλαδή

cos θi =
Rji ·Rki

RjiRki

(4.15)

Για το Ni

♦ ǫ = 1.136eV , σ = 2.225Å, Z = Z∗ǫσ9, Z∗ = 0.393

♦ ǫ = 0.613eV , σ = 2.508Å, Z = Z∗ǫσ9, Z∗ = −0.059

• ∆υναµικό Johnson (EAM) [118]

U =
∑

i

F (ρi) +
∑

i>j

φee
−γ(r/re−1) (4.16)

όπου

F (ρ) = −Ec

(
1− ln

(
ρ

ρe

)α/β
)(

ρ

ρe

)α/β

− 6φe

(
ρ

ρe

)γ/β

(4.17)

και

ρi =
∑

j 6=i

fee
−β(rij/re−1) (4.18)

Για το Ni fe = 0.41, φe = 0.74eV , α = 4.98, β = 6.41, γ = 8.86, Ec = 4.45eV ,

ρe = 12.6723049.

Τα δυναµικά Lennard  Jones, Morse και Erkoç I περιλαµβάνουν µόνο όρους αλληλε-

πιδράσεων µεταξύ δύο µόνο ατόµων (twobody term) και είναι εµπειρικά δυναµικά. Από

τα δυναµικά αυτά δεν περιµένουµε να πάρουµε αξιόπιστα αποτελέσµατα για τα συσσω-

µατώµατα των µεταβατικών µετάλλων, δεδοµένου ότι σ΄ αυτά τα δυναµικά δεν περιέχεται

καµιά πληροφορία για την κατευθυντικότητα των δεσµών και γενικότερα για αλληλεπιδρά-

σεις πολλών σωµάτων, που είναι απολύτως απαραίτητη για ένα αξιόπιστο υπολογισµό σε
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µικρά συστήµατα µεταβατικών µετάλλων [119, 120]. Επίσης έχει ϐρεθεί ότι τα δυναµικά

δύο σωµάτων δεν περιγράφουν σωστά τον εφησυχασµό των επιφανειών των µεταβατικών

µετάλλων µε δοµή FCC [121] και εποµένως είναι αναµενόµενο να µην περιγράφουν σωστά

ούτε τη δοµή ισορροπίας των συσσωµατωµάτων. Κάνουµε όµως τους υπολογισµούς και µε

αυτά τα δυναµικά για πληρότητα.

Τα δυναµικά Sutton  Chen και Cleri  Rosato είναι δυναµικά προερχόµενα από τη

ϑεωρία ισχυρής δέσµευσης στην προσέγγιση της δεύτερης ϱοπής. Από την άλλη τα δυ-

ναµικά Erkoç II και III, καθώς και το δυναµικό Uppenbrink  Wales περιέχουν όρους

αλληλεπίδρασης δύο και τριών σωµάτων. Ειδικότερα, στο δυναµικό Uppenbrink  Wales,

ο όρος αλληλεπίδρασης δύο σωµάτων είναι ένα δυναµικό τύπου Lennard  Jones, ενώ ο

όρος αλληλεπίδρασης τριών σωµάτων είναι ένα δυναµικό τύπου Axilrod  Teller [122–124].

Σύµφωνα µε τους Uppenbrink και Wales το δυναµικό αυτό είναι κατάλληλο για υπολο-

γισµούς σε συσσωµατώµατα. ΄Ολα αυτά τα δυναµικά είναι προσαρµοσµένα σε δεδοµένα

του τρισδιάστατου συµπαγούς υλικού (bulk) εκτός από το δυναµικό Sutton  Chen στην

παραµετροποίηση II, η οποία έχει γίνει από µας σε δεδοµένα του διµερούς (ϐλέπε σελίδα

271). Ειδικότερα οι παράµετροι ǫ, a και c του δυναµικού Sutton  Chen II προέκυψαν

από την προσαρµογή του δυναµικού στην ενέργεια, στο µήκος δεσµού και στη συχνότητα

ταλάντωσης του διµερούς Ni2 στην κατάσταση ισορροπίας.

Τέλος το δυναµικό Johnson είναι ένα δυναµικό ϐασιζόµενο στο µοντέλο του εµβυθισµέ-

νου ατόµου (Embedded Atom Model  (EAM)). Σύµφωνα µε το µοντέλο αυτό, η ενέργεια

προκύπτει από δύο όρους (κατ΄ αναλογία µε την προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης). Ο

ένας όρος είναι ένα απωστικό δυναµικό, που αποτελείται από ένα άθροισµα όρων δύο σω-

µάτων. Ο άλλος όρος είναι ένα άθροισµα από όρους, που παριστάνουν την απαραίτητη

ενέργεια για να εµβαπτισθεί (embedding energy) το κάθε άτοµο του συστήµατος στο ηλε-

κτρονιακό υπόβαθρο, που δηµιουργούν όλα τα υπόλοιπα γειτονικά άτοµα. Στο άθροισµα

αυτό κάθε όρος εξαρτάται από την ηλεκτρονιακή πυκνότητα, η οποία µε κάποιο τρόπο

προσεγγίζεται µε µια αναλυτική σχέση ως συνάρτηση των ενδοατοµικών αποστάσεων.

4.3 Η δύναµη από κλασσικά δυναµικά

Στην περίπτωση των κλασικών δυναµικών οι δυνάµεις προσδιορίζονται άµεσα από τις πα-

ϱαγώγους της ενέργειας ως προς τις ϑέσεις Rq των ατόµων, µέσω της σχέσης :

Fq = −∇Rq
U(R), (4.19)

όπου Fq είναι η δύναµη που ασκείται στο άτοµο υπ΄ αριθ. - q και Rq η ϑέση αυτού του

ατόµου. ΄Οπως και στο κεφάλαιο 1, µε R συµβολίζουµε όλες τις ϑέσεις των ατόµων του

συστήµατος.

΄Ετσι οι δυνάµεις για τα κλασικά δυναµικά που χρησιµοποιούµε ϑα έχουν την ακόλουθη

µορφή
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• ∆υναµικό LennardJones

Fq = 24ǫ
N∑

k=1

[
2

(
σ

Rqk

)12

−
(

σ

Rqk

)6
]

1

Rqk

Rqk

Rqk

(4.20)

• ∆υναµικό Morse

Fq = 2Da
N∑

k=1

[
e−2a(Rqk−R0) − e−a(Rqk−R0)

] Rqk

Rqk

(4.21)

• ∆υναµικό Erkoç I

Fq = A

√
β1N − β2

N

N∑

k=1

[
2

(
n

1

Rqk

+ 2a
Rqk

R2
0

)(
R0

Rqk

)2n

e
−2a

(

Rqk
R0

)2

(4.22)

−
(
n

1

Rqk

+ a
Rqk

R2
0

)(
R0

Rqk

)n

e
−a

(

Rqk
R0

)2]
Rqk

Rqk

• ∆υναµικό Sutton  Chen

Fq = ǫ
N∑

k=1
k 6=q

[
n

(
a

Rqk

)n

− c

2

[
1

Vq
− 1

Vk

]
m

(
a

Rqk

)m]
1

Rqk

Rqk

Rqk

, (4.23)

όπου

Vk =




N∑

j=1
j 6=k

(
a

Rkj

)m




1
2

(4.24)

• ∆υναµικό Cleri  Rosato

Fq =
N∑

k=1

[
Ap

R0

e
−p

(

Rqk
R0

−1
)

− 2q′ξ2

R0

e
−2q′

(

Rqk
R0

−1
)

[
1

Vk
− 1

Vq

]]
Rqk

Rqk

, (4.25)

όπου

Vk =



∑

j=1
j 6=k

ξ2e
−2q′

(

Rqk
R0

−1
)




1
2

(4.26)

• ∆υναµικό Erkoç II

Fq =
N∑

i=1
i 6=q




Vqi + 2



∑

j=1
j>i,j 6=q

fqij


Vqi +

2B

R2
0

∑

j=1
j>i,j 6=q

(Uqjfqji + Uijfijq)





Rqi (4.27)
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όπου

VqiRqi = −∇Rqi
Uqi (4.28)

= A

[
2

(
R0

Rqi

)2n

e
−2a

(

Rqi
R0

)2

−
(
R0

Rqi

)n

e
−a

(

Rqi
R0

)2
](

n

R2
qi

+ 2
a

R2
0

)
Rqi

• ∆υναµικό Erkoç III

Fq =
N∑

i=1
i 6=q




Vqi + 2



∑

j=1
j>i,j 6=q

fqij


Vqi +

2C3

R2
0

∑

j=1
j>i,j 6=q

(Uqjfqji + Uijfijq)





Rqi (4.29)

όπου

VqiRqi = −∇Rqi
Uqi (4.30)

= C2A

[
2

(
R0

Rqi

)2n

e
−2a

(

Rqi
R0

)2

−
(
R0

Rqi

)n

e
−a

(

Rqi
R0

)2
](

n

R2
qi

+ 2
a

R2
0

)
Rqi

• ∆υναµικό Uppenbrink  Wales

Fq = 3ǫ
N∑

i=1
i 6=q

[(
σ

Rqi

)12

−
(
σ

Rqi

)6
]

1

Rqi

Rqi

Rqi

+ 3Z
N∑

i=1
i 6=q

N∑

j=1
j 6=i,q

1

(RijRjqRqi)3

·

{(
1 + cos θq cos θi cos θj

(
1 +

1

cos θq

))
Rqi

R2
qi

(4.31)

+cos θq cos θi cos θj
1

Rij

(
1

Rqi cos θi
− 1

Rqj cos θj

)
Rqi

}

• ∆υναµικό Johnson (EAM)

Fq =
∑

i=1
i 6=q

{
fe
re
e
−β

(

Rqi
re

−1
)

[
Ecα

ρi
ln

(
ρi
ρe

)α/β (
ρi
ρe

)α/β

+ 6Φeγ

(
ρi
ρe

)γ/β

(4.32)

+
Ecα

ρq
ln

(
ρq
ρe

)α/β (
ρq
ρe

)α/β

+ 6Φeγ

(
ρq
ρe

)γ/β
]
+
γ

re
Φee

−γ
(

Rqi
re

−1
)

}
Rqi

Rqi



Κεφάλαιο 5

Θερµοδυναµικές Ποσότητες

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τον τρόπο µε τον οποίο υπολογίζουµε τις διάφορες ϑερ-

µοδυναµικές ποσότητες, από την προσοµοίωση της µοριακής δυναµικής. Μεταξύ αυτών

παρουσιάζουµε τη µέθοδο των πολλαπλών ιστογραµµάτων και δείχνουµε πώς µέσω αυ-

τής µπορούµε να υπολογίσουµε τις διάφορες ϑερµοδυναµικές ποσότητες στα πλαίσια της

κανονικής συλλογής.

135
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5.1 Εισαγωγή

Λύνοντας τις εξισώσεις κίνησης Nosé  Hoover για ένα σύστηµα N ατόµων, γίνεται ου-

σιαστικά µια προσοµοίωση της τροχιάς (trajectory) του συστήµατος στο χώρο των ϕάσεων.

΄Οπως έχουµε πει, η τροχιά αυτή ϑα αντιστοιχούσε στην τροχιά που ϑα έκανε το σύστηµα

αν ϐρισκόταν σε αλληλεπίδραση µε ένα λουτρό ϑερµότητας σταθερής ϑερµοκρασίας. Ας

υποθέσουµε ότι, κάτω απ΄ αυτές τις συνθήκες, η πιθανότητα, το σύστηµα των N ατόµων

(που ϐρίσκεται σε σταθερή ϑερµοκρασία T ), να έχει ενέργεια από E ως E + ∆E 1 είναι

PT (E). Αν ο συνολικός αριθµός ενεργειακών καταστάσεων, από τις οποίες περνάει το σύ-

στηµα, κατά τη διάρκεια της τροχιάς του στο χώρο των ϕάσεων, είναι NT , εκ των οποίων

οι nT (E) είναι εκείνες που έχουν ενέργεια από E ως E + ∆E, τότε χρησιµοποιώντας τον

ορισµό της πιθανότητας, ως το άπειρο όριο του λόγου των επιτυχών ενδεχόµενων ως προς

το συνολικό πλήθος ενδεχοµένων, η πιθανότητα PT (E) µπορεί να γραφεί ως

PT (E) =
nT (E)

NT

. (5.1)

Αν ο χρόνος της προσοµοίωσης χωριστεί σε ίσα µικρά χρονικά διαστήµατα δt, στα οποία

η τιµή της ενέργειας να µπορεί να ϑεωρηθεί ως σταθερή σε καθένα απ΄ αυτά, τότε ο λόγος

nT (E)/NT ϑα είναι πρακτικά ίσος µε το λόγο του πλήθους των χρονικών διαστηµάτων

δt για τα οποία η ενέργεια έχει τιµή που ϐρίσκεται στο διάστηµα [E,E + δE], προς το

συνολικό αριθµό αυτών των χρονικών διαστηµάτων. Η ϐολικότερη και απλούστερη επιλογή

του χρόνου δt, σε µια προσοµοίωση στην οποία οι εξισώσεις κίνησης επιλύονται αριθµητικά

µε ένα σταθερό χρονικό ϐήµα, είναι το ίδιο το χρονικό αυτό ϐήµα. Αυτή η επιλογή έχει

γίνει κι εδώ.

Προφανώς, για να ισχύει η ισότητα αυτή µεταξύ των δύο λόγων, ϑα πρέπει το σύστηµα

να περάσει από όλα τα σηµεία του χώρου των ϕάσεων, κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης.

Παρ΄ ότι όµως αυτό δε συµβαίνει - λόγω του πεπερασµένου αριθµού χρονικών ϐηµάτων

που είναι εφικτό να πραγµατοποιηθούν σε µια προσοµοίωση - η αξιοπιστία της µεθόδου

δεν ϐλάπτεται αν ο χρόνος της προσοµοίωσης είναι αρκετά µεγάλος, ώστε το σύστηµα να

περάσει τουλάχιστον από τις καταστάσεις εκείνες, για τις οποίες οι τιµές της πιθανότητας

PT (E) δεν µπορούν να ϑεωρηθούν αµελητέες. Με άλλα λόγια αν το σύστηµα τύχει να µην

περάσει από καταστάσεις για τις οποίες η πιθανότητα εµφάνισής τους είναι αµελητέα, τότε

πρακτικά δε ϑα αλλάξει τίποτα στο τελικό αποτέλεσµα. Αντιλαµβάνεται ϐεβαίως κανείς, ότι

όσο µεγαλύτερος είναι ο χρόνος της προσοµοίωσης, τόσο επιτυγχάνεται αυτό καλύτερα.

Στη συνέχεια, και για λόγους οικονοµίας, µε τα σύµβολα nT (E) ϑα συµβολίζουµε αντί-

στοιχα τον αριθµό των χρονικών ϐηµάτων δt στα οποία η ενέργεια ϐρέθηκε να είναι µεταξύ

E και E +∆E και µε NT το συνολικό αριθµό χρονικών ϐηµάτων της συγκεκριµένης προ-

σοµοίωσης.

Στα πλαίσια της κανονικής συλλογής η πιθανότητα αυτή είναι ίση µε

PT (E) =
∆Γ(E)e−βE

Z
(5.2)

1το ∆E είναι µια σχετικά µικρή ποσότητα συγκρινόµενη µε τη συνολική µέγιστη µεταβολή της ενέργειας

κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης
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όπου ∆Γ(E) είναι ο αριθµός ενεργειακών καταστάσεων του συστήµατος µε τιµές ενέργειας

από E ως E + ∆E, β = 1/kBT και Z είναι η συνάρτηση επιµερισµού για την κανονική

συλλογή

Z =
∑

i

e−βEi =
∑

Ei

∆Γ(Ei)e
−βEi . (5.3)

Το πρώτο άθροισµα της Z, που εµφανίζεται στην παραπάνω σχέση, είναι πάνω σε όλες τις

ενεργειακές καταστάσεις i του συστήµατος (Ei είναι η ενέργεια της κατάστασης i) και το

δεύτερο είναι πάνω στις καταστάσεις διαφορετικής ενέργειας Ei. ∆Γ είναι οι διαφορετικές

καταστάσεις ίδιας ενέργειας Ei στις οποίες µπορεί να ϐρεθεί το σύστηµα.

Συνδυάζοντας τις σχέσεις 5.1 και 5.2 παίρνουµε

PT (E) =
nT (E)

NT

=
∆Γ(E)e−βE

Z
. (5.4)

Τις ποσότητες nT (E) µπορούµε πολύ εύκολα να τις ϐρούµε από τα αποτελέσµατα της

µοριακής δυναµικής. Θα δούµε στη συνέχεια πώς µπορούµε να υπολογίσουµε τις ποσό-

τητες ∆Γ(E) και Z.

5.2 Εύρεση του ∆Γ(E)

Προκειµένου να ϐρούµε τις διάφορες ϑερµοδυναµικές ποσότητες µε όρους στατιστικής

µηχανικής, ϑα πρέπει να γνωρίζουµε τη συνάρτηση επιµερισµού. Η γνώση ωστόσο της

συνάρτησης επιµερισµού προϋποθέτει τη γνώση του παράγοντα ∆Γ(E), που συναντήσαµε

στις παραπάνω εξισώσεις. Θα πρέπει λοιπόν να ϐρεθεί ένας τρόπος να προσδιοριστεί αυτός

ο παράγοντας.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι κάνουµε προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής για διάφορες

(σταθερές κάθε ϕορά) ϑερµοκρασίες T , λύνοντας τις εξισώσεις κίνησης Nosé  Hoover για

NT χρονικά ϐήµατα διάρκειας δt το κάθε ένα και ότι κατά τη διάρκεια κάθε τέτοιας προ-

σοµοίωσης η ενέργεια του συστήµατος παίρνει τιµές ανάµεσα σε µια ελάχιστη (Emin(T ))
και µια µέγιστη (Emax(T )) τιµή. ΄Εστω ότι E0 είναι η ελάχιστη τιµή της ενέργειας του συ-

στήµατος, (ολικό ελάχιστο της ενέργειας για T = 0) και ∆E ένα ενεργειακό εύρος πολύ

µικρότερο από το εύρος των ενεργειών Emax(T )−Emin(T ), που µπορεί να πάρει το σύστηµα

κατά τη διάρκεια κάθε προσοµοίωσης υπό σταθερή ϑερµοκρασία T . Χρησιµοποιώντας τις

τιµές των E0 και ∆E ορίζουµε τα διαστήµατα ενεργειών [Ei, Ei+1), όπου Ei = E0 + i ·∆E,

i = 0, 1, 2, .... Αν nT (Ei) είναι ο αριθµός των ενεργειακών καταστάσεων, που κατά τη

διάρκεια της προσοµοίωσης υπό σταθερή ϑερµοκρασία T ϐρέθηκαν να έχουν ενέργεια στο

διάστηµα [Ei, Ei+1], τότε από τις σχέσεις 5.4 για όλα αυτά τα διαστήµατα, προκύπτει ένα

σύστηµαN0(T ) εξισώσεων µε αγνώστους τιςN0(T ) τιµές των ∆Γ(Ei), όπουN0(T ) ο αριθµός

των διαστηµάτων [Ei, Ei+1). Αντιλαµβάνεται κανείς ότι για να ισχύει αυτό πρέπει

Ei0(T ) ≤ Emin(T ) < Ei0(T )+1 < . . . < Ei0(T )+N0(T )−1 < Emax(T ) < Ei0(T )+N0(T ), (5.5)

όπου i0(T ) =

[
Emin(T )− E0

∆E

]
και N0(T ) =

[
Emax(T )− E0

∆E

]
− i0(T ) + 1.
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και εδώ το σύµβολο [a] υποδηλώνει το ακέραιο µέρος του αριθµού a. Για τις ενεργειακές

περιοχές από τις οποίες δεν πέρασε το σύστηµα κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης, (δη-

λαδή για E < Emin και E > Emax) ϑα είναι nT (Ei) = 0, µε αποτέλεσµα η εξίσωση 5.4

να δίνει ∆Γ(Ei) = 0 2. Αυτό ϐεβαίως δεν είναι σωστό και απλώς οφείλεται στο γεγονός

ότι το σύστηµα δεν πέρασε από τις καταστάσεις µε ενέργεια Ei ούτε µία ϕορά από τις NT

της προσοµοίωσης. Για τις περιπτώσεις αυτές λοιπόν ϑα µπορούσαµε να γράψουµε την

ανισότητα
∆Γ(Ei)e

−βEi

Z
<

1

NT

, (5.6)

η οποία αντιστρέφοντας τα κλάσµατα ϑα µπορούσε να γραφεί ως

∑

j

∆Γ(Ej)

∆Γ(Ei)
e−β(Ej−Ei) > NT , (5.7)

και αποµονώνοντας το ∆Γ(Ei)

∆Γ(Ei) <

∑
j 6=i∆Γ(Ej)e

−β(Ej−Ei)

NT − 1
. (5.8)

Βεβαίως αυτό το αποτέλεσµα δε µπορεί να ϑεωρηθεί ότι µας ικανοποιεί, απλά δικαιολογεί

ότι για Ei εκτός του διαστήµατος [Emin, Emax] οι τιµές των ∆Γ(Ei) δεν είναι κατ΄ ανάγκη

µηδέν. Στη συνέχεια ϑα δούµε πώς ϑα ϐρούµε τα ∆Γ(Ei) και γι΄ αυτές τις περιπτώσεις. Ας

δούµε όµως πρώτα πώς ϑα ϐρούµε τα ∆Γ(Ei) για Ei ∈ [Emin, Emax].
Από τις εξισώσεις, που προκύπτουν από τις σχέσεις 5.4, προκύπτει το παρακάτω γραµ-

µικό σύστηµα εξισώσεων

∑

Ej 6=Ei

∆Γ(Ej)e
−β(Ej−Ei) +∆Γ(Ei)

(
1− NT

nT (Ei)

)
= 0, (5.9)

όπου i = i0 + 1, i0 + 2, ..., i0 + NT . Το σύστηµα αυτό όµως είναι οµογενές και εποµένως

δεν έχει µονοσήµαντη λύση 3. Κατά συνέπεια η λύση του συστήµατος ϑα περιέχει κάποια

απροσδιοριστία.

Η λύση του παραπάνω συστήµατος προκύπτει πολύ πιο εύκολα, αν από τιςNT εξισώσεις

της µορφής 5.4, που ϑα ϐρούµε για κάθε διάστηµα-i [Ei, Ei+1), επιλέξουµε αυθαίρετα µία

(έστω αυτή που αναφέρεται στο διάστηµα j) και διαιρέσουµε µε αυτή όλες τις άλλες κατά

µέλη. Προκύπτουν έτσι αµέσως οι λύσεις για τα NT − 1 ∆Γ(Ei), ως συνάρτηση του ∆Γ(Ej)

∆Γ(Ei) =
nT (Ei)

nT (Ej)
eβ(Ei−Ej)∆Γ(Ej), (5.10)

2αυτό µπορεί να συµβεί και για κάποια διαστήµατα ενέργειας εντός του διαστήµατος [Emin(T ), Emax(T )],
αν το διάστηµα της προσοµοίωσης δεν είναι επαρκές ώστε το σύστηµα να περάσει από όλα τα σηµεία του

ϕασικού χώρου
3η ορίζουσα του συστήµατος είναι ίση µε µηδέν και κατά συνέπεια το σύστηµα έχει και µη µηδενική, εκτός

από την τετριµµένη µηδενική λύση
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όπου i = i0 + 1, i0 + 2, ..., i0 +NT , και i 6= j.
΄Ενα µειονέκτηµα που έχει αυτός ο τρόπος εύρεσης των ∆Γ(Ei) είναι ότι περιορίζεται

µόνο στα ∆Γ(E) για τα οποία E ∈ [Emin(T ), Emax(T )] και επιπλέον εξαρτάται από την

αυθαίρετη επιλογή του ∆Γ(Ej). Ωστόσο αυτό το µειονέκτηµα µπορεί να αρθεί, αν κάνουµε

την ίδια δουλειά για µια άλλη ϑερµοκρασία T ′. Θα προέκυπταν έτσι αντίστοιχες εξισώσεις

µε αυτές των εξισώσεων 5.10 για µια άλλη ενεργειακή περιοχή [E ′
min, E

′
max], όπου E ′

min

και E ′
max οι αντίστοιχες ελάχιστη και µέγιστη τιµή που παίρνει η ενέργεια κατά την προ-

σοµοίωση υπό ϑερµοκρασία T ′. Κατ΄ αναλογία µε τις εξισώσεις 5.10 ϑα προέκυπταν οι

εξισώσεις

∆Γ(Ei) =
nT ′(Ei)

nT ′(Ej′)
eβ

′(Ei−Ej′)∆Γ(Ej′), (5.11)

όπου i = i′0 + 1, i′0 + 2, . . . , i′0 +NT ′ και i 6= j′,

µε i′0 =

[
E ′

min − E0

∆E

]
και N ′

T =

[
E ′

max − E0

∆E

]
− i′0 + 1.

Το µόνο πράγµα που ϑα έπρεπε να προσέξουµε σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα ήταν, οι ϑερ-

µοκρασίες T και T ′ να επιλεχθούν έτσι ώστε τα διαστήµατα ενεργειών [Emin(T ), Emax(T )]
και [Emin(T

′), Emax(T
′)] να έχουν κάποια επικάλυψη, ώστε τελικά η αντίστοιχη αυθαίρετη

τιµή ∆Γ(Ej′) της δεύτερης περίπτωσης να µπορεί να πάρει την τιµή που ϐρίσκουµε από την

επίλυση των εξισώσεων 5.10. Με λίγα λόγια, ϑα λύσουµε πρώτα τις εξισώσεις 5.10 για µια

αυθαίρετη τιµή της παραµέτρου ∆Γ(Ej) και µεταξύ των άλλων τιµών ∆Γ(Ei) ϑα ϐρούµε

και την τιµή του ∆Γ(Ej′). Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε αυτή την τιµή στις εξισώσεις

5.11 για να ϐρούµε και τα υπόλοιπα ∆Γ(Ei). Στην περίπτωση που δεν υπάρχει κοινό διά-

στηµα επικάλυψης ανάµεσα στα διαστήµατα [Emin(T ), Emax(T )] και [Emin(T
′), Emax(T

′)],
µπορούµε πάντα να ϐρούµε κάποια ενδιάµεση (ή ενδιάµεσες) ϑερµοκρασίες για τις οποίες

να κάνουµε ακριβώς την ίδια διαδικασία µε κάποια ενδιάµεση ϑερµοκρασία και τελικά τα

διαστήµατα ενεργειών [Emin(T ), Emax(T )] που ϑα προκύψουν ϑα έχουν, τουλάχιστον ανά

δύο, κάποιο διάστηµα επικάλυψης.

Το πρόβληµα που προκύπτει µε αυτό τον τρόπο είναι ότι ϑα προκύψουν τόσες λύσεις

για την τιµή του ∆Γ(Ei), όσες είναι και οι προσοµοιώσεις υπό διαφορετική ϑερµοκρασία

T που έχουν κοινό διάστηµα ενεργειών. Οι τιµές αυτές του ∆Γ(Ei), που ϑα προκύψουν

από διαφορετικές προσοµοιώσεις, δε ϑα είναι κατ΄ ανάγκη ίσες µεταξύ τους. Ας πάρουµε

για παράδειγµα τις δύο προσοµοιώσεις που είδαµε παραπάνω υπό ϑερµοκρασίες T και

T ′ αντίστοιχα και ας υποθέσουµε ότι οι ενέργειες που προκύπτουν απ΄ αυτές έχουν κοινό

διάστηµα επικάλυψης. Ας επιλέξουµε και για τις δύο περιπτώσεις να εκφράσουµε τις

λύσεις ∆Γ(Ei) των εξισώσεων 5.10 και 5.11 ως συναρτήσεις της κοινής και για τις δύο

περιπτώσεις τιµής ∆Γ(Ej). Στην περίπτωση αυτή, για το κοινό διάστηµα [Ei, Ei+1) ϑα

έχουµε συγχρόνως τη λύση

∆Γ(Ei) =
nT (Ei)

nT (Ej)
eβ(Ei−Ej)∆Γ(Ej) και ∆Γ(Ei) =

nT ′(Ei)

nT ′(Ej)
eβ

′(Ei−Ej)∆Γ(Ej).

(5.12)
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Για να ισχύει όµως αυτό ϑα πρέπει

nT (Ei)

nT (Ej)
eβ(Ei−Ej) =

nT ′(Ei)

nT ′(Ej)
eβ

′(Ei−Ej), (5.13)

το οποίο ϑα έπρεπε να ισχύει για άπειρο αριθµό χρονικών ϐηµάτων, αλλά για τις προ-

σοµοιώσεις που κάνουµε, οι οποίες έχουν πεπερασµένο αριθµό χρονικών ϐηµάτων, αυτό

κατά κανόνα δεν ισχύει. ΄Ετσι τα ∆Γ(Ei), που υπολογίζονται από µια προσοµοίωση υ-

πό σταθερή ϑερµοκρασία, έχουν ένα σφάλµα που οφείλεται στον πεπερασµένο χρόνο της

προσοµοίωσης. Αν κάποιο απ΄ αυτά τα ∆Γ(Ei), που προκύπτει από µια προσοµοίωση,

το χρησιµοποιήσουµε ως αυθαίρετη παράµετρο ενός άλλου σετ εξισώσεων, που ϑα προκύ-

ψουν από µια άλλη προσοµοίωση υπό διαφορετική ϑερµοκρασία T ′, για τον υπολογισµό

των ∆Γ(Ei) στο διάστηµα ενεργειών που ϑα σχετίζεται µ΄ αυτή την προσοµοίωση, τότε το

σφάλµα αυτό µεταφέρεται στις λύσεις και αν αυτό γίνει πολλές ϕορές, το σφάλµα πολλα-

πλασιάζεται. ΄Ετσι η διαδικασία αυτή δεν πρόκειται να µας δώσει αξιόπιστα αποτελέσµατα.

Τι µπορούµε να κάνουµε λοιπόν, για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα ; Την απάντηση τη

δίνει η µέθοδος των πολλαπλών ιστογραµµάτων (Multiple Histogram Method  (MHM)),
που ϑα δούµε στη συνέχεια.

5.3 Μέθοδος Πολλαπλών Ιστογραµµάτων

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι κάνουµε M προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής υπό σταθερή

ϑερµοκρασία T , για M διαφορετικές ϑερµοκρασίες Tj, j = 1, 2, . . . ,M . Ας υποθέσου-

µε ακόµα ότι οι τιµές της ενέργειας του συστήµατος, για όλες αυτές τις προσοµοιώσεις,

εκτείνονται ανάµεσα σε µια µέγιστη Emax και µια ελάχιστη Emin τιµή. Το ενεργειακό αυ-

τό εύρος Emax − Emin το διαµερίζουµε σε N 4 ίσα ενεργειακά διαστήµατα εύρους ∆E,

(∆E = (Emax − Emin)/N ). Τα ενεργειακά αυτά διαστήµατα είναι τα [Ei, Ei+1], όπου

Ei = Emin + i ·∆E, i = 0, 1, 2, . . . , N και για καθένα απ΄ αυτά µπορούµε να υπολογί-

σουµε τις αντίστοιχες πιθανότητες PTj
(Ei), από τη σχέση 5.4. Προκύπτουν έτσι N ×M

εξισώσεις µε N αγνώστους τα ∆Γ(Ei).
Λογαριθµίζοντας τις εξισώσεις 5.4 για τιςM τιµές της ϑερµοκρασίας και ταN ενεργειακά

διαστήµατα παίρνουµε

ln
nTj

(Ei)

NTj

= ln∆Γ(Ei)− lnZj − βjEi. (5.14)

Για να απλοποιήσουµε τα πράγµατα, ϑα υιοθετήσουµε στη συνέχεια ένα πιο απλουστευµένο

συµβολισµό. Θα έχουµε

nTj
(Ei) = nij , NTj

= Nj και ∆Γ(Ei) = ∆Γi, (5.15)

οπότε σ΄ αυτό το συµβολισµό η παραπάνω εξίσωση γράφεται

ln
nij

Nj

= ln∆Γi − lnZj − βjEi. (5.16)

4εδώ το N δεν παριστάνει τον αριθµό των ατόµων
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Αν δούµε τους όρους lnZj ως ανεξάρτητες µεταβλητές, τότε από την παραπάνω εξίσω-

ση δηµιουργούνται N ×M εξισώσεις µε N +M αγνώστους. Το σύστηµα είναι εποµένως

υπερ-ορισµένο (overdetermined) και κατά συνέπεια δεν επιδέχεται λύσης, εκτός αν κάποιες

εξισώσεις είναι εξαρτώµενες από τις υπόλοιπες. Θεωρητικά αυτό έπρεπε να συµβαίνει. Στην

πράξη όµως τα στατιστικά σφάλµατα που είναι ενσωµατωµένα στους όρους nij λόγω του πε-

περασµένου χρόνου της κάθε προσοµοίωσης, δεν επιτρέπουν, όπως είπαµε, την εµφάνιση

αυτής της εξάρτησης. Θεωρώντας όµως ως δεδοµένο ότι αυτή υπάρχει, αλλά παράλληλα

υπάρχουν και στατιστικά σφάλµατα στους όρους nij, το καλύτερο που µπορούµε να κά-

νουµε είναι να ϑεωρήσουµε ως σωστή λύση του συστήµατος εκείνη που ελαχιστοποιεί την

επίδραση των σφαλµάτων αυτών στις τιµές των ∆Γi. Για το λόγο αυτό ορίζουµε τις ποσότητες

Rij = ln
nij

Nj

− ln∆Γi + lnZj + βjEi. (5.17)

Σύµφωνα µε τις εξισώσεις 5.16, ϑα έπρεπε Rij = 0. ΄Οµως αυτό στην πράξη δε συµβαίνει.

Για να προσδιορίσουµε λοιπόν τις τιµές των ∆Γi ϑα ελαχιστοποιήσουµε την ποσότητα [125–

130]

χ2 =
N∑

i=1

M∑

j=1

nijR
2
ij. (5.18)

Η ποσότητα χ2 γίνεται ελάχιστη όταν

∂χ2

∂ ln∆Γi

= 0, i = 1, 2, . . . , N (5.19)

και
∂χ2

∂ lnZj

= 0, j = 1, 2, . . . ,M. (5.20)

∆ηµιουργούνται έτσι N +M εξισώσεις µε N +M αγνώστους, οι οποίες µπορούν να λυθούν

και να δώσουν τις N τιµές των ∆Γ(Ei). Οι εξισώσεις που προκύπτουν από τις παραπάνω

παραγωγίσεις είναι οι

M∑

j=1

nij

(
ln
nij

Nj

− ln∆Γi + lnZj + βjEi

)
= 0, i = 1, 2, . . . , N (5.21)

και
N∑

i=1

nij

(
ln
nij

Nj

− ln∆Γi + lnZj + βjEi

)
= 0, j = 1, 2, . . . ,M. (5.22)

Από την εξίσωση 5.22 λύνοντας ως προς lnZj ϐρίσκουµε

lnZj =
1

Nj

N∑

i=1

nij

[
ln∆Γi − βjEi − ln

nij

Nj

]
. (5.23)
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Ορίζουµε την ποσότητα Zij από την εξίσωση

Zij = ln∆Γi − βjEi − ln
nij

Nj

. (5.24)

΄Ετσι η εξίσωση 5.23 γράφεται

lnZj =
1

Nj

N∑

i=1

nij lnZij (5.25)

και η εξίσωση 5.21

M∑

j=1

nij (lnZj − lnZij) =
M∑

j=1

nij

(
1

Nj

N∑

k=1

nkj lnZkj − lnZij

)
=

=
M∑

j=1

nij

Nj

(
N∑

k=1

nkj (lnZkj − lnZij)

)
=

=
M∑

j=1

nij

Nj

(
N∑

k=1

nkj

(
ln

∆Γk

∆Γi

− ln
nkj

nij

− βj(Ek − Ei)

))
= 0

από την οποία προκύπτει

N∑

k=1

(
M∑

j=1

nij

Nj

nkj

)
ln

∆Γk

∆Γi

=
M∑

j=1

nij

Nj

(
N∑

k=1

nkj

(
ln
nkj

nij

+ βj(Ek − Ei)

))
. (5.26)

Από την εξίσωση αυτή είναι ϕανερό ότι όταν k = i, τότε οι όροι Ek − Ei, ln(nkj/nij)
και ln(∆Γi/∆Γk) µηδενίζονται. Εποµένως τα αθροίσµατα πάνω στα k δε χρειάζεται να

περιλαµβάνουν και τον όρο για k = i. Αντιλαµβάνεται λοιπόν κανείς µετά απ΄ αυτή τη

διαπίστωση, ότι οι ανεξάρτητες εξισώσεις είναι N − 1 και ότι τα ∆Γk προσδιορίζονται µε

την απροσδιοριστία του πολλαπλασιαστικού παράγοντα ∆Γi. Θα µπορούσαµε εποµένως

χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να ϑεωρήσουµε ότι οι N − 1 άγνωστες ποσότητες είναι τα

∆Γ′
k = ∆Γk/∆Γi, που έχει ως συνέπεια ∆Γ′

i = 1. ΄Ετσι αν εναλλάξουµε µεταξύ τους

τούς δείκτες i και k για ϐολικότητα και αν απαλείψουµε την περίπτωση k = i στα σχετικά

αθροίσµατα, η εξίσωση γίνεται

N∑

i=1
i 6=k

(
M∑

j=1

nkj

Nj

nij

)
ln∆Γ′

i =
M∑

j=1

nkj

Nj




N∑

i=1
i 6=k

nij

(
ln
nij

nkj

+ βj(Ei − Ek)

)

 , (5.27)

που δεν είναι τίποτα άλλο παρά ένα σύστηµα N−1 εξισώσεων, του οποίου οι λύσεις είναι οι

N − 1 άγνωστες ποσότητες ∆Γ′
i, µε ∆Γ′

k = 1. ΄Οπως ήταν ϕυσικό η εξάρτηση των ∆Γ′
i από

µια αυθαίρετη πολλαπλασιαστική παράµετρο επανήλθε, όπως την είχαµε δει και νωρίτερα.

΄Οπως επίσης είναι προφανές από την παραπάνω εξίσωση, για τον υπολογισµό των ∆Γi,

µόνο η διαφορά των ενεργειών Ei − Ek παίζει ϱόλο και όχι οι απόλυτες τιµές τους. Κατά
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συνέπεια µια προσθετική σταθερά στις ενέργειες Ei δε ϑα επηρεάσει τις τιµές των ∆Γi. Ε-

πίσης επειδή στην τελευταία εξίσωση εµφανίζεται ο λόγος ∆Γi/∆Γk, µια πολλαπλασιαστική

σταθερά που ϑα πολλαπλασιάζει όλα τα ∆Γi, δε ϑα αλλοιώσει τη µορφή της εξίσωσης. Στην

πράξη αυτό είναι ισοδύναµο µε την ελευθερία επιλογής του πολλαπλασιαστικού παράγον-

τα ∆Γk. Η δυνατότητα ελεύθερης επιλογής του πολλαπλασιαστικού παράγοντα ∆Γk είναι

πολύ ϐολικό που υπάρχει, από την υπολογιστική οπτική γωνία, επειδή τα ∆Γi είναι συ-

νήθως µεγάλοι αριθµοί, οπότε η διαίρεσή τους µε κάποιο επίσης µεγάλο αριθµό ϑα δώσει

κάποιες τιµές που ϑα είναι ευκολότερο να τις χειριστούµε υπολογιστικά. Επίσης επειδή οι

λύσεις του τελευταίου συστήµατος εξισώσεων είναι τα ln∆Γi και όχι τα ∆Γi, η απροσδιο-

ϱιστία αυτού του πολλαπλασιαστικού παράγοντα στα ∆Γi µετατρέπεται σε απροσδιοριστία

ενός προσθετικού όρου στα ln∆Γi. Ωστόσο η ύπαρξη ενός προσθετικού όρου E0 στις ενέρ-

γειες Ei αλλάζει την τιµή της συνάρτησης επιµερισµού κατά τον παράγοντα e−βE0, πράγµα

που είναι ισοδύναµο µε πολλαπλασιασµό του παράγοντα ∆Γi κατά τον ίδιο παράγοντα.

Εποµένως η ύπαρξη ενός προσθετικού όρου E0 στις ενέργειες Ei είναι ισοδύναµη µε την

αυθαίρετη επιλογή του πολλαπλασιαστικού παράγοντα ∆Γ(Ek).

΄Εχοντας ϐρει τις τιµές των ∆Γi µε την αυθαιρεσία ενός πολλαπλασιαστικού παράγοντα,

µπορούµε στη συνέχεια να ϐρούµε τη συνάρτηση επιµερισµού Z χρησιµοποιώντας τη σχέση

Z =
N∑

i=1

∆Γie
−βEi (5.28)

για οποιαδήποτε τιµή της ϑερµοκρασίας T και όχι µόνο για τις M τιµές της ϑερµοκρασίας,

για τις οποίες έχουν γίνει οι προσοµοιώσεις. ΄Ετσι το Z γίνεται µια συνεχής συνάρτηση της

ϑερµοκρασίας T , η οποία µπορεί να παραγωγισθεί για να δώσει όποιες ϑερµοδυναµικές

ποσότητες µας ενδιαφέρουν. Αυτή είναι η λεγόµενη µέθοδος των πολλαπλών ιστογραµµάτων

(Multiple Histogram Method  (MHM)), µέσω της οποίας καταφέρνουµε να ϐρούµε µια οµαλή

καµπύλη για τη συνάρτηση επιµερισµού Z.

5.3.1 Αδυναµίες της µεθόδου των πολλαπλών ιστογραµµάτων

Η ακρίβεια της µεθόδου πολλαπλών ιστογραµµάτων στις πολύ χαµηλές και στις πολύ υψη-

λές ϑερµοκρασίες της προσοµοίωσης είναι περιορισµένη. Ας λάβουµε υπ΄ όψη µας ότι οι

συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας PT (E) είναι πολύ ῾῾στενές᾿᾿ σε χαµηλές ϑερµοκρασίες

ενώ γίνονται πολύ ῾῾πλατιές᾿᾿ στις µεγάλες ϑερµοκρασίες. Σε ότι αφορά λοιπόν τις πολύ

χαµηλές ϑερµοκρασίες της προσοµοίωσης, η ακρίβεια της µεθόδου περιορίζεται (α) λόγω

της περιορισµένης αλληλεπικάλυψης των συναρτήσεων κατανοµής πιθανότητας (µιας και

αυτές είναι ῾῾στενές᾿᾿ σ΄ αυτές τις ϑερµοκρασίες), αλλά και (ϐ) λόγω της περιορισµένης λεπτο-

µέρειας µε την οποία αναγκαζόµαστε να τις περιγράψουµε αριθµητικά σ΄ αυτή την περιοχή,

ώστε να µη χρειαζόµαστε ένα τεράστιο αριθµό δεδοµένων για τις περιγράψουµε στις ῾῾µε-

γάλες᾿᾿ ϑερµοκρασίες, δεδοµένου ότι χρησιµοποιούµε ένα σταθερό ενεργειακό ϐήµα. Αν

(α) το ενεργειακό εύρος της κατανοµής πιθανότητας PTj
(Ei) για τη µικρότερη µη µηδε-

νική ϑερµοκρασία που χρησιµοποιήθηκε στην προσοµοίωση, είναι δǫlow, (ϐ) το αντίστοιχο
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ενεργειακό εύρος για τη µέγιστη ϑερµοκρασία είναι δǫhigh και Nlow είναι το πλήθος των δια-

κριτών τιµών PTj
(Ei) από το οποίο περιγράφεται αριθµητικά η κατανοµή στη χαµηλότερη

µη µηδενική ϑερµοκρασία, (Nlow = δǫhigh/∆E), τότε το αντίστοιχο πλήθος διακριτών τιµών

Nhigh, από το οποίο περιγράφεται αριθµητικά η κατανοµή για τη µέγιστη ϑερµοκρασία,

ϑα είναι Nhigh = (δǫhigh/δǫlow)Nlow. Επειδή όσο αυξάνεται η ϑερµοκρασία, τόσο πλαταίνει

το εύρος της κατανοµής, αν το Nlow είναι µεγάλο, ϑα είναι πολύ µεγαλύτερο το Nhigh, µε

αποτέλεσµα να προκύψει ένα τεράστιο προς επίλυση γραµµικό σύστηµα εξισώσεων µε τη

µέθοδο πολλαπλών ιστογραµµάτων, το οποίο ενδεχοµένως να µην µπορεί να λυθεί ούτε

αριθµητικά, λόγω της µεγάλης διάστασης που ϑα έχει. Και οι δύο παραπάνω αυτοί λόγοι,

που περιορίζουν την ακρίβεια της µεθόδου και εισάγουν σφάλµατα στο αποτέλεσµα, µπο-

ϱούν να µειωθούν, χωρίς όµως να εξαλείφονται. Αυτό όµως δε γίνεται χωρίς κάποιο κόστος.

Επειδή, όπως είπαµε, στις χαµηλές ϑερµοκρασίες οι κατανοµές πιθανότητας είναι αρκετά

῾῾στενές᾿᾿, για να επιτύχουµε µεγαλύτερη αλληλεπικάλυψη µεταξύ τους ϑα πρέπει να πάρου-

µε περισσότερες τέτοιες κατανοµές σε πολύ κοντινές ϑερµοκρασίες. Σε πρακτικό επίπεδο

αυτό σηµαίνει περισσότερες προσοµοιώσεις για τις ενδιάµεσες ϑερµοκρασίες και εποµένως

περισσότερο υπολογιστικό χρόνο. Επίσης αν περιγράψουµε µε µεγαλύτερη ακρίβεια5 τις

κατανοµές πιθανότητας PT (E) στις χαµηλές ϑερµοκρασίες, αυτό αντανακλά όπως είδαµε

και στις υψηλές ϑερµοκρασίες, µε αποτέλεσµα να προκύπτει ένα αρκετά µεγάλο σύστηµα

εξισώσεων, που να µην είναι εφικτή η αριθµητική επίλυσή του.

Σε ότι αφορά τις υψηλές ϑερµοκρασίες της προσοµοίωσης η ακρίβεια της µεθόδου πε-

ϱιορίζεται (α) λόγω της εκτεταµένης ταλάντωσης των ατόµων του συσσωµατώµατος, που τα

αναγκάζει να αποµακρυνθούν κατά πολύ από τις ϑέσεις ισορροπίας τους, και έτσι να µε-

τακινηθούν σε αποστάσεις στις οποίες η χαµιλτονιανή δεν περιγράφει µε καλή ακρίβεια

το συσσωµάτωµα6 και (ϐ) λόγω του γεγονότος ότι η µέθοδος των πολλαπλών ιστογραµµά-

των δεν λαµβάνει την πληροφορία των κατανοµών πιθανότητας, που ϑα εισάγονταν στη

µέθοδο πολλαπλών ιστογραµµάτων, αν λαµβάναµε υπ΄ όψη και άλλες προσοµοιώσεις για

ϑερµοκρασίες µεγαλύτερες από τη µέγιστη που λαµβάνουµε υπ΄ όψη µας. Οι κατανοµές

πιθανότητας αυτών των µεγαλύτερων ϑερµοκρασιών ϑα είχαν σηµαντική επικάλυψη µε τις

κατανοµές πιθανοτήτων των ϑερµοκρασιών που λαµβάνουµε υπ΄ όψη µας και κατά συνέ-

πεια ϑα επηρέαζαν και ϑα ϐελτίωναν το τελικό αποτέλεσµα. Εποµένως χωρίς την ύπαρξη

αυτών ϑα εισάγεται κάποιο σφάλµα στο τελικό αποτέλεσµα.

Το σφάλµα αυτό µπορούµε να το δούµε πολύ καλά στις εικόνες 5.1 και 5.2. Στις ει-

κόνες αυτές δείχνουµε αντίστοιχα την ενέργεια ανά άτοµο και την ειδική ϑερµότητα ανά

άτοµο ως συναρτήσεις της ϑερµοκρασίας, που προκύπτουν µε τη µέθοδο των πολλαπλών

ιστογραµµάτων για το Ni13 υπό το δυναµικό Uppenbrink  Wales I, χρησιµοποιώντας κατα-

νοµές πιθανότητας από διαφορετικές ϑερµοκρασιακές περιοχές, οι οποίες εκτείνονται από

0K µέχρι 600, 1200, 1800 και 2400K αντίστοιχα. ΄Οπως ϐλέπουµε, το σφάλµα που γίνεται,

λόγω της ανεπαρκούς αλληλεπικάλυψης µεταξύ των κατανοµών πιθανότητας, περιορίζε-

ται µόνο στην περιοχή που δεν υπάρχει αυτή η αλληλεπικάλυψη, δηλαδή στην περιοχή

των εκάστοτε πολύ µεγάλων ϑερµοκρασιών της προσοµοίωσης. Αν εποµένως για να υπο-

5δηλαδή να χρησιµοποιήσουµε µεγαλύτερη διαµέριση στην ενέργεια
6γι΄ αυτό ϐεβαίως δεν ευθύνεται η µέθοδος των πολλαπλών ιστογραµµάτων
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Σχήµα 5.1: Ενέργεια ανά άτοµο όπως υπολογίζεται µε τη µέθοδο πολλαπλών ιστογραµµάτων

για διαφορετικές ϑερµοκρασιακές περιοχές. Το εσωτερικό γράφηµα δείχνει τη λεπτοµέρεια στην

περιοχή των 500K.
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Σχήµα 5.2: Ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο όπως υπολογίζεται µε τη µέθοδο πολλαπλών ιστογραµ-

µάτων για διαφορετικές ϑερµοκρασιακές περιοχές
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λογίσουµε µια ϑερµοδυναµική ποσότητα, χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο των πολλαπλών

ιστογραµµάτων, µπορούµε πολύ απλά να αγνοήσουµε το αποτέλεσµα που ϑα παίρνουµε σ΄

αυτές τις περιοχές.

5.4 Θερµοδυναµικές ποσότητες

΄Εχοντας πλέον τη γνώση της συνάρτησης επιµερισµού Z(T ), ως αναλυτικής συνάρτησης

για κάθε ϑερµοκρασία T , µπορούµε να υπολογίσουµε όλες τις ϑερµοδυναµικές ποσότητες

που µας ενδιαφέρουν.

Οι σχέσεις που συνδέουν τις ϑερµοδυναµικές ποσότητες µε τη συνάρτηση επιµερισµού

δίνονται σε όλα τα ϐιβλία στατιστικής ϕυσικής (π.χ. το ϐιβλίο της αναφοράς [;]). Παρόλα

αυτά, για λόγους πληρότητας, ϑα αναφέρουµε αυτές που µας απασχόλησαν στην παρούσα

διατριβή. Παράλληλα ϑα δώσουµε και τις εκφράσεις που προκύπτουν από τους µέσους

χρονικούς όρους, τους οποίους µπορούµε να πάρουµε κατευθείαν από τα αποτελέσµα-

τα της προσοµοίωσης, χωρίς όµως να µπορούµε να αποφύγουµε τις διακυµάνσεις αυτών

των ποσοτήτων. ΄Ετσι µέσω της µεθόδου των πολλαπλών ιστογραµµάτων στα πλαίσια της

κανονικής συλλογής οι εκφράσεις των ϑερµοδυναµικών ποσοτήτων είναι οι παρακάτω.

• Ενέργεια

U(T ) = −∂ lnZ
∂β

=
1

Z

N∑

i=1

Ei∆Γie
−βEi (5.29)

• Ειδική ϑερµότητα

CV (T ) =
∂U

∂T
=

1

kBT 2

(
1

Z

∂2Z

∂β2
− U2

)
=

1

kBT 2

(
1

Z

N∑

i=1

E2
i ∆Γie

−βEi − U2

)
(5.30)

• Ελεύθερη ενέργεια

F (T ) = U − TS = −kBT lnZ (5.31)

• Εντροπία

S(E) = kB ln∆Γ(E) (µικροκανονική συλλογή) (5.32)

ή

S(T ) =
U − F

T
=

1

T

(
− 1

Z

∂Z

∂β
+

1

β
lnZ

)
(5.33)

Αν Ui είναι η ενέργεια του συστήµατος στο χρονικό ϐήµα ti επίλυσης των εξισώσεων

κίνησης, τότε από τους χρονικούς µέσους όρους ϑα έχουµε

• Ενέργεια

U(T ) =
1

Nt

Nt∑

i=1

Ui (5.34)
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• Ειδική ϑερµότητα

CV =
∂U

∂T
=

1

NT

NT∑

i=1

∂Ui

∂T
=

1

kBT 2


 1

NT

NT∑

i=1

U2
i −

(
1

NT

NT∑

i=1

Ui

)2

 (5.35)

• Μαγνητική ϱοπή

µ =
1

Nt

Nt∑

i=1

µi (5.36)

όπου Nt ο συνολικός αριθµός χρονικών ϐηµάτων κάθε προσοµοίωσης.

Αλλαγή ϕάσης

Αυτό που επίσης µας ενδιαφέρει είναι η µελέτη της αλλαγής ϕάσης από τη στερεή στην

υγρή µορφή. Οι διαφορές που εµφανίζονται στην αλλαγή ϕάσης από τη στερεή στην υγρή

µορφή ανάµεσα σε πεπερασµένα συστήµατα ατόµων και στο συµπαγές στερεό (bulk) είναι

κυρίως οι εξής [131, 132]: (α) Το σηµείο τήξης µικραίνει, όσο µικραίνει η διάσταση του

συστήµατος, (ϐ) η αλλαγή ϕάσης σε ένα πεπερασµένο σύστηµα λαµβάνει χώρα σε µια

περιοχή ϑερµοκρασιών και όχι σε µια συγκεκριµένη ϑερµοκρασία, όπως συµβαίνει στο

συµπαγές στερεό, (γ) η λανθάνουσα ϑερµότητα µειώνεται στα πεπερασµένα συστήµατα

συγκρινόµενη µε αυτή του συµπαγούς στερεού και (δ) η ειδική ϑερµότητα µπορεί να γίνει

αρνητική.

Η µείωση του σηµείου τήξης ενός πεπερασµένου συστήµατος είναι αναµενόµενη, αν

αναλογιστεί κανείς ότι η αλλαγή ϕάσης από τη στερεή στην υγρή ϕάση λαµβάνει χώρα κατ΄

αρχήν στην επιφάνεια. Ο λόγος όµως των επιφανειακών ατόµων ως προς τα συνολικά άτο-

µα του συστήµατος είναι µεγαλύτερος στην περίπτωση πεπερασµένων συστηµάτων. Κατά

συνέπεια σε ένα πεπερασµένο σύστηµα περισσότερα, αναλογικά, άτοµα απ΄ ότι στο στερεό

ϑα κάνουν µεγάλες ταλαντώσεις, µε αποτέλεσµα να σπάσουν οι δεσµοί τους µε τα γειτονικά

τους άτοµα, να αποσπασθούν από άλλα άτοµα του συστήµατος και εποµένως να περάσουν

στην υγρή ϕάση. Αυτό παρατηρήθηκε για πρώτη ϕορά από τον Pawlow το 1909 [133,134]

και έκτοτε έχει επιβεβαιωθεί αρκετές ϕορές τόσο σε ϑεωρητικό [126,128,135–141], όσο και

σε πειραµατικό [142–146] επίπεδο. Οι παρατηρήσεις αυτές οδήγησαν στο συµπέρασµα ότι

η ϑερµοκρασία τήξης Tmelt µειώνεται γραµµικά ως συνάρτηση του αντιστρόφου της ακτίνας

R του συσσωµατώµατος, µε µια σχέση της µορφής

Tmelt(R) = T
(bulk)
melt

(
1− σ

R

)
, (5.37)

όπου T
(bulk)
melt η ϑερµοκρασία τήξης του συµπαγούς στερεού και σ µια ϑετική σταθερά η

οποία δεν µεταβάλλεται πάρα πολύ από µέταλλο σε µέταλλο (ϐλέπε αναφορά [132] και τις

αναφορές που αναφέρονται εκεί). ∆εδοµένου ότι σε ένα περίπου σφαιρικό συσσωµάτωµα

η ακτίνα R είναι ανάλογη του N1/3, όπου N ο αριθµός ατόµων του συσσωµατώµατος, η

παραπάνω σχέση µετατρέπεται στη σχέση

Tmelt(N) = T
(bulk)
melt − δN−1/3, (5.38)
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όπου Tmelt(N) η ϑερµοκρασία τήξης του συσσωµατώµατος N ατόµων και δ µια σταθερά.

Η σχέση αυτή έχει επίσης δειχθεί από τους Qi et al [147], µε προσοµοιώσεις µοριακής

δυναµικής υπό το δυναµικό Sutton  Chen III για συσσωµατώµατα Ni µε αριθµό ατόµων

µέχρι και 8007.

Επίσης, για την πρόβλεψη της ϑερµοκρασίας τήξης, οι Valkealathi και Manninen [148]

πρότειναν την εξίσωση

Tmelt(N) =
CN

Cbulk

T
(bulk)
melt , (5.39)

όπου CN και Cbulk ο µέσος αριθµός πρώτων γειτόνων (coordination number) των ατόµων

του συσσωµατώµατος και του συµπαγούς στερεού αντίστοιχα. Η σχέση αυτή προέκυψε από

τη µελέτη τους πάνω στη ϑερµοκρασία τήξης των συσσωµατωµάτων Cu.

Η µείωση της λανθάνουσας ϑερµότητας τήξης έχει προβλεφθεί ϑεωρητικά [126] και

µόλις το 1996 παρατηρήθηκε πειραµατικά σε συσσωµατώµατα Sn [145] και το 1997 στο

Na139 [131]. Μια ιστορική αναδροµή που αφορά τη µελέτη της τήξης των συσσωµατωµάτων

µπορεί να ϐρει κανείς στην αναφορά [132].

Στην περίπτωση ενός στερεού η αλλαγή ϕάσης συµβαίνει σε µια συγκεκριµένη ϑερµο-

κρασία, στην οποία εµφανίζεται ασυνέχεια του Cv ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας. Στην

περίπτωση συσσωµατωµάτων όµως η αλλαγή ϕάσης συµβαίνει σε µια µικρή περιοχή ϑερ-

µοκρασιών, η οποία στενεύει όσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων. ΄Ετσι στην περίπτωση

συσσωµατωµάτων η ειδική ϑερµότητα ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας δεν παρουσιάζει

ασυνέχεια κατά την αλλαγή ϕάσης, αλλά εµφανίζει συνήθως µια κορυφή (τοπικό µέγιστο),

η οποία ϑα µπορούσε να εκληφθεί ως ϑερµοκρασία τήξης.

΄Εχει δειχθεί [149, 150] ότι ένας κατάλληλος δείκτης (αν και όχι ο µοναδικός), που

δείχνει την αλλαγή ϕάσης είναι ο δείκτης Lindemann [149], ο οποίος ορίζεται ως

δ =
2

N(N − 1)

N∑

i=1

N∑

j=1
j>i

√
〈R2

ij〉 − 〈Rij〉2

〈Rij〉
, (5.40)

όπου εδώ το N συµβολίζει τον αριθµό ατόµων του συσσωµατώµατος, Rij είναι οι ενδοα-

τοµικές αποστάσεις ανάµεσα στα άτοµα i και j και το σύµβολο ῾῾〈 · 〉᾿᾿ υποδηλώνει χρονικό

µέσο όρο. Σύµφωνα µε το λεγόµενο κριτήριο Lindemann, στα στερεά η αλλαγή ϕάσης

συµβαίνει για τη ϑερµοκρασία εκείνη για την οποία ο δείκτης Lindemann δ γίνεται µεγα-

λύτερος από 0.1. Το κριτήριο αυτό δεν έχει αποδειχθεί ϑεωρητικά, αλλά ϕαίνεται να είναι

πολύ λογικό και λειτουργεί πολύ καλά στα συµπαγή στερεά. Το ίδιο κριτήριο δεχόµαστε

και στην περίπτωση των συσσωµατωµάτων, αν και δεν υπάρχει απόλυτη συµφωνία στην

επιστηµονική κοινότητα αν ϑα πρέπει να ληφθεί υπ΄ όψη η τιµή 0.1 ή κάποια µεγαλύτερη

ή αν ϑα πρέπει το κριτήριο αυτό αν αντικατασταθεί µε κάτι άλλο. ΄Οπως ϕαίνεται όµως το

κριτήριο Lindemann δουλεύει αρκετά καλά και στα πεπερασµένα συστήµατα και µπορεί

να προσδιορίσει τη ϑερµοκρασία τήξης µε ικανοποιητική ακρίβεια, αν λάβει κανείς υπ΄ όψη

ότι στα συσσωµατώµατα η ϑερµοκρασία τήξης δεν είναι µία, αλλά πρόκειται για περιοχή

ϑερµοκρασιών στην οποία λαµβάνει χώρα η αλλαγή ϕάσης.
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Κεφάλαιο 6

∆οµικές και Ηλεκτρονιακές ιδιότητες

Φουλλερινών του ΄Ανθρακα

Στο κεφάλαιο αυτό µελετούµε µε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της

ισχυρής δέσµευσης, τη γεωµετρική δοµή και την ενέργεια όλων των ισοµερών των κατώτερων

ϕουλλερινών του άνθρακα, που προκύπτουν από µεταθέσεις µεταξύ των πενταγώνων και

των εξαγώνων που τις απαρτίζουν. Ειδικότερα στη µελέτη αυτή ϐρήκαµε τη γεωµετρία, την

κατανοµή των γωνιών των δεσµών, την κατανοµή του αθροίσµατος των τριών γωνιών που

κατασκευάζονται από τους τρεις δεσµούς κάθε ατόµου, τον επανυβριδισµό και την ενέργεια

όλων των ισοµερών των ϕουλλερινών CN µε 20 ≤ N ≤ 42 και των ϕουλλερινών IPRCN ,

που έχουν αποµονωµένα µεταξύ τους πεντάγωνα, µε 60 ≤ N ≤ 80. ΄Ολες αυτές οι δοµές

είναι συνολικά 155 δοµές.

Αν και η µελέτη των γεωµετρικών χαρακτηριστικών έχει ξαναγίνει µε άλλες µεθόδους, µε

τη συγκεκριµένη µελέτη επιβεβαιώσαµε την γραµµική εξάρτηση (που είχε ϐρεθεί νωρίτερα

για τα ισοµερή των ϕουλλερινών C40) της ενέργειας των ισοµερών των ϕουλλερινών CN , µε

τον αριθµό Np των κοινών πλευρών των πενταγώνων τους και για πρώτη ϕορά δείξαµε ότι

στη γραµµική αυτή σχέση η κλίση ως προς Np παραµένει η ίδια για όλες τις ϕουλλερίνες,

ενώ η τετµηµένη (σηµείο τοµής µε τον άξονα y) εξαρτάται µόνο από τον αριθµό των ατόµων

µε µια σχέση της µορφής b1N
−1 + b2 ή b1N

−5/6 + b2, όπου b1 και b2 κάποιες σταθερές.

Βρήκαµε επίσης µια γραµµική σχέση εξάρτησης ανάµεσα στην ενέργεια συνοχής και

στη µέση γωνία παραµόρφωσης του επίπεδου γραφιτικού ϕύλλου. Η σχέση αυτή είναι

ισοδύναµη µε τη σχέση που είχε ϐρεθεί νωρίτερα ανάµεσα στην ϑερµότητα σχηµατισµού

ανά άτοµο και στη µέση γωνία πυραµιδαλοποίησης της ϑεωρίας POAV. Μέσω των δύο

αυτών σχέσεων γίνεται ϕανερό ότι η εξάρτηση από τον αριθµό Np είναι αποτέλεσµα της

παραµόρφωσης της επίπεδης δοµής των πενταγώνων και των εξαγώνων των ϕουλλερινών.
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6.1. ΙΣΤΟΡΙΚ�Η ΑΝΑ∆ΡΟΜ�Η 155

6.1 Ιστορική αναδροµή

Το 1985, οι H.W.Kroto, J.R.Heath, S.C.O’Brien, R.F.Curl και R.E.Smalley, στην προ-

σπάθειά τους να ερµηνεύσουν την εµφάνιση σε µεγάλες ποσότητες του συσσωµατώµατος

C60, στα πειράµατα εξάχνωσης µε λέιζερ που έκαναν, πρότειναν µια γεωµετρία για το C60,

σύµφωνα µε την οποία το συγκεκριµένο συσσωµάτωµα εµφανιζόταν υπό τη µορφή κλει-

στής κοιλότητας µε εικοσαεδρική συµµετρία, τα άτοµα του οποίου ϐρισκόταν στις κορυφές

δώδεκα αποµονωµένων µεταξύ τους πεντάγωνων, ανάµεσα στα οποία παρεµβαλλόταν είκο-

σι εξάγωνα (ϐλέπε εικόνα 6.1). Η δοµή αυτή πήρε το όνοµα Buckminsterfullerene και η

εργασία δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό Nature [1].

Σχήµα 6.1: Η δοµή της εικοσαεδρικής ϕουλλερίνης C60.

Εκτός απ΄ αυτή τη δοµή, ανακαλύφθηκε ότι ο άνθρακας εµφανίζει και άλλες δοµές µε

τη µορφή κλειστής κοιλότητας, οι οποίες επίσης αποτελούνται µόνο από πεντάγωνα και

εξάγωνα και όλες µαζί ονοµάστηκαν ϕουλλερίνες 1. Η προτεινόµενη δοµή του C60 επα-

ληθεύθηκε πειραµατικά το 1990, όταν οι Krätschmer, Lamb, Fostiropoulos και Huffman
παρουσίασαν µια µέθοδο, που δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό Nature [151], για την µαζική

παραγωγή του C60 σε ένα τόξο άνθρακα (carbonarc) και απέδειξαν µε χρήση της ϕασµα-

τοσκοπίας υπεριώδους, ότι η δοµή του C60 είναι αυτή, που προτάθηκε απ΄ τον Kroto και

τους άλλους.

Μετά την εµφάνιση των δύο αυτών δηµοσιεύσεων, η ερευνητική δραστηριότητα σε παγ-

κόσµιο επίπεδο πάνω στη νέα αυτή µορφή του άνθρακα, πήρε τη µορφή επιδηµίας. Αξίζει

να σηµειωθεί ότι την πρώτη δεκαετία (1985-1996) µετά την ανακάλυψη των ϕουλλερινών

δηµοσιεύτηκαν πάνω από 8000 επιστηµονικές εργασίες πάνω στις ϕουλλερίνες [152] και

1το όνοµα το αντλούν από τον αρχιτέκτονά Fouller, που είχε προτείνει τέτοιες γεωµετρικές κατασκευές σε

κτήρια



156 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 6. ΦΟΥΛΛΕΡ�ΙΝΕΣ ΤΟΥ �ΑΝΘΡΑΚΑ

επίσης δηµιουργήθηκε το περιοδικό Fullerene Science and Technology αποκλειστικά γι

αυτές τις δοµές.

Η µεγάλη σηµασία των ϕουλλερινών και ιδιαίτερα της εικοσαεδρικής δοµής του C60 (που

όπως είπαµε εµφανίζεται σε µεγαλύτερη αφθονία σε σχέση µε τις υπόλοιπες), έγκειται στο

γεγονός ότι ο άνθρακας ϕτιάχνει τις δοµές αυτές από µόνος του. Το µόνο που χρειάζεται για

την κατασκευή τους σε εργαστηριακό επίπεδο, είναι να εξαχνωθούν τα άτοµα του άνθρακα

και να αφεθούν να στερεοποιηθούν παρουσία ηλίου [153] 2 Αν µάλιστα η στερεοποίηση

αυτή γίνει παρουσία και µικρής ποσότητας Ni ή Co, τότε δηµιουργούνται οι νανοσωλήνες

του άνθρακα [153], οι οποίοι έχουν δοµή παρόµοια µ΄ αυτή των ϕουλλερινών και αναµένεται

να παίξουν σηµαίνοντα ϱόλο, στη νανοτεχνολογία.

Η ανακάλυψη αυτή των Kroto και Smalley τους χάρισε το ϐραβείο Nobel χηµείας το

1996. Ωστόσο η ϑεωρητική προσέγγιση των ϕουλλερινών είχε ήδη γίνει µια δεκαετία πριν,

από τον Ιάπωνα E.G.Osawa και από τους Ρώσσους D.A.Bochvar και E.G.Gal’pern. Ο

Osawa [155, 156], από το 1970, είχε αντιληφθεί ότι η δοµή του C60 ϑα µπορούσε να

είναι αρωµατική και κατά συνέπεια ϑα µπορούσε να είναι σταθερή. Η δηµοσίευση της

εργασίας αυτής όµως έγινε σε ένα Ιαπωνικό επιστηµονικό περιοδικό και µάλλον ποτέ δεν

έγινε γνωστή στην Ευρώπη και στην Αµερική. Από την άλλη, η ιδέα ότι το C60 ϑα µπορούσε

να είναι κλειστός ϕλοιός µε πολύ µεγάλο χάσµα HOMO  LUMO3, ανήκει στους Bochvar και

Gal’pern [157], οι οποίοι είχαν κάνει το ϑεωρητικό υπολογισµό Huc̈kel ήδη από το 1973.

Στους ϑεωρητικούς αυτούς υπολογισµούς όλοι αναγνώριζαν ότι είχαν να κάνουν µε µια

καινούρια δοµή που ϑα µπορούσε να έχει µεγάλη σταθερότητα. Παρ΄ όλα αυτά κανείς τους

δεν είχε πειραµατικές αποδείξεις για την ύπαρξή της και ϑεώρησαν ότι τα αποτελέσµατά

τους δεν ήταν αρκετά σηµαντικά ώστε να συνεχίσουν την έρευνά τους πάνω σ΄ αυτές. Από

πειραµατικής πλευράς, το 1984 µια ερευνητική οµάδα από το Exxon είδε πειραµατικά το

C60 µαζί µε άλλες δοµές ϕουλλερινών [158]. Απέτυχαν όµως στο να καθορίσουν το σχήµα

τους και δεν αναγνώρισαν τη µεγάλη σηµασία τους. Αντιθέτως οι Kroto και Smalley, χωρίς

να ψάχνουν αυτό που ανακάλυψαν, αξιολόγησαν σωστά τη σπουδαιότητα της ανακάλυψής

τους και έδωσαν το έναυσµα στη διεθνή επιστηµονική κοινότητα να στρέψει το ενδιαφέρον

της προς αυτές τις δοµές και τα παράγωγά τους, το οποίο αµείωτο συνεχίζεται µέχρι και

σήµερα.

6.2 Η τοπολογία των ϕουλλερινών

Το δεδοµένο ότι οι ϕουλλερίνες είναι κλειστές δοµές αποτελούµενες από πεντάγωνα και

εξάγωνα, µας επιτρέπει να τις δούµε και ως γεωµετρικά αντικείµενα. Μπορούµε να ορί-

σουµε λοιπόν τις ϕουλλερίνες σαν τις γεωµετρικές δοµές (πολύεδρα), των οποίων οι έδρες

2όπως είπε και ο Smalley στη διάλεξή του κατά την απονοµή σ΄ αυτόν του ϐραβείου Νόµπελ το 1996, ῾῾αν

το ϐραβείο δινόταν για την ανακάλυψη ότι η εικοσαεδρική δοµή του C60 είναι σταθερή δοµή, τότε το ϐραβείο

Νόµπελ έπρεπε να δοθεί στους Αρχιµήδη, Osawa, Jones κ.α. [153]᾿᾿. Το ϐραβείο Νόµπελ όµως δόθηκε στους

Kroto και Smalley για την ανακάλυψη ότι η δοµή αυτή υπάρχει και κατασκευάζεται από µόνη της [154].
3που ϑεωρείται σηµαντικός παράγοντας σταθερότητας των µοριακών δοµών
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αποτελούνται µόνο από πεντάγωνα και εξάγωνα4. Στην πράξη ϐέβαια οι ϕουλλερίνες, ως

χηµικές δοµές, δεν είναι ακριβώς γεωµετρικά πολύεδρα, µε την έννοια ότι οι έδρες τους

(πεντάγωνα και εξάγωνα) δεν είναι ακριβώς επίπεδες. Αυτό όµως δε µας ενοχλεί, προς το

παρόν, για τη συζήτηση που κάνουµε παρακάτω.

Μια από τις πλέον χαρακτηριστικές ιδιότητες των πολυέδρων δίνεται από το ϑεώρηµα

του Euler [159], σύµφωνα µε το οποίο, αν ένα σφαιρικό πολύεδρο έχει v κορυφές, e ακµές

και f έδρες, τότε

v + f = e+ 2. (6.1)

Σε µια ϕουλλερίνη n ατόµων, ο αριθµός των κορυφών του πολυέδρου που της αντιστοιχεί,

είναι ίσος µε τον αριθµό των ατόµων που την απαρτίζει (v = N ) και ο αριθµός των ακµών

του ϑα είναι ίσος µε τον αριθµό των χηµικών δεσµών των ατόµων της µε τα γειτονικά τους

άτοµα (δηλ. e = 3N/2). Σύµφωνα λοιπόν µε το ϑεώρηµα του Euler, ο αριθµός f των

εδρών µιας ϕουλλερίνης N ατόµων είναι f = N/2 + 2. Αν υποθέσουµε ότι ο αριθµός των

πενταγώνων αυτής της ϕουλλερίνης είναι p και ο αριθµός των εξαγώνων h, τότε

f = p+ h⇒ p+ h =
N

2
+ 2. (6.2)

∆εδοµένου ότι κάθε κορυφή είναι σηµείο τοµής τριών εδρών και ότι σε κάθε πεντάγωνο

αντιστοιχούν πέντε κορυφές, ενώ σε κάθε εξάγωνο έξι, προκύπτει ότι ο συνολικός αριθµός

κορυφών ϑα είναι
5p+ 6h

3
= N. (6.3)

Το σύστηµα των δύο τελευταίων αυτών εξισώσεων έχει ως λύση την

p = 12 και h =
N

2
− 10 (6.4)

Οι συνέπειες αυτής της λύσης είναι οι παρακάτω:

• Κάθε ϕουλλερίνη N-ατόµων αποτελείται από ακριβώς 12 πεντάγωνα και N/2 − 10
εξάγωνα.

• Οι δοµές των ϕουλλερινών έχουν άρτιο αριθµό ατόµων. Αυτό οφείλεται στον όρο N/2,

που εµφανίζεται στον αριθµό των εξαγώνων (αλλά και στη σχέση e = 3N/2, που είδαµε

νωρίτερα), που οφείλει να είναι ακέραιος.

• Η µικρότερη δυνατή ϕουλλερίνη αποτελείται από 20 άτοµα και είναι το γνωστό δω-

δεκάεδρο. Η δοµή αυτή αποτελείται µόνο από τα 12 πεντάγωνα, χωρίς να περιέχει

εξάγωνα. Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει από την προφανή απαίτηση N/2−10 ≥ 0.

Οι ϕουλλερίνες λοιπόν αποτελούνται από άρτιο αριθµό ατόµων µεγαλύτερο ή ίσο του 20.

Μοναδική εξαίρεση σ΄ αυτό αποτελεί η περίπτωση 22 ατόµων, που ϑα περιείχε ένα µόνο

4µπορούν ακόµα να ιδωθούν και ως κλειστά δίκτυα από κολληµένα µεταξύ τους πεντάγωνα και εξάγωνα
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εξάγωνο. Η δοµή αυτή όµως (C22) δεν µπορεί να κατασκευαστεί γεωµετρικά για άλλους

λόγους και πειραµατικά δεν ανιχνεύεται [159].

Μια δοµή που ϑα αποτελούνταν µόνο από εξάγωνα, δε ϑα είχε τη δυνατότητα να καµ-

πυλωθεί για να δώσει κλειστή κοιλότητα. Η γεωµετρική δοµή που αποτελείται µόνο από

εξάγωνα είναι η δοµή του γραφίτη, που ως γνωστόν είναι επίπεδη δοµή. Η καµπύλωση

µια τέτοιας δοµής ώστε να δώσει κλειστή κοιλότητα, επιτυγχάνεται µε την παρουσία των

πενταγώνων. Αυτό µπορεί να το δει κανείς πολύ καθαρά σε µεγάλες ϕουλλερίνες µε ει-

κοσαεδρική συµµετρία, όπου η καµπυλότητα των ϕουλλερινών εµφανίζεται στη ϑέση των

πεντάγωνων, ενώ τα ενδιάµεσα εξάγωνα που παρεµβάλλονται, είναι σχεδόν συνεπίπεδα µε

τα διπλανά τους [159–161]. Η παρουσία των πενταγώνων αυξάνει ϐεβαίως την ενέργεια των

ϕουλλερινικών δοµών. Ωστόσο αυτή η αύξηση, εξισορροπείται από τη µείωση της ενέρ-

γειας λόγω των δεσµών που σχηµατίζονται κατά το κλείσιµο της κοιλότητας. ΄Ετσι τελικά οι

ϕουλλερινικές δοµές που προκύπτουν έχουν ως επί το πλείστον σταθερότητα.

Με µεταθέσεις µεταξύ των πενταγώνων και των εξαγώνων προκύπτουν πολλά ισοµερή

των ϕουλλερινών, ο αριθµός των οποίων αυξάνει πολύ γρήγορα σε σχέση µε τον αριθµό των

ατόµων που τις απαρτίζουν (ϐλέπε σελίδα 32 του ϐιβλίου An atlas of fullerenes [159]). Το

εύλογο ερώτηµα που προκύπτει είναι ποίο απ΄ τα ισοµερή αυτά αποτελεί τη σταθερότερη

δοµή µεταξύ των ϕουλλερινών µε τον ίδιο αριθµό ατόµων και πώς εξαρτάται η ενέργεια

συνοχής από τον αριθµό των ατόµων. Το ερώτηµα αυτό ϑα το εξετάσουµε αναλυτικά παρα-

κάτω.

Τοπική επιπεδότητα

΄Ενα µέτρο που δείχνει πόσο επίπεδη είναι µια δοµή, τοπικά, γύρω από ένα άτοµο, είναι

το άθροισµα των τριών γωνιών φ1, φ2 και φ3, που σχηµατίζονται από τους άξονες των τριών

δεσµών του ατόµου (ϐλέπε εικόνα 6.2). Επειδή σε κάθε άτοµο της δοµής αντιστοιχεί ένα

τέτοιο άθροισµα γωνιών, ας ονοµάσουµε για ϐολικότητα αυτό το άθροισµα ῾῾ατοµική γωνιά᾿᾿

και ας το συµβολίσουµε ως φa. Θα έχουµε δηλαδή

φa = φ1 + φ2 + φ3. (6.5)

Αν έχουµε να κάνουµε µε µια απόλυτα επίπεδη δοµή γύρω από ένα άτοµο, τότε η ατοµική

του γωνία ϑα είναι ίση µε 360o. ΄Οσο όµως η τιµή της γωνίας αυτής είναι µικρότερη από

360o, τόσο η δοµή ϑα αποκλίνει από την επίπεδη δοµή. Στην ιδανική περίπτωση που µια

ϕουλλερίνη κατασκευάζεται από κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα, η κάθε ατοµική γωνία

ϑα εξαρτάται αποκλειστικά και µόνο από τον αριθµό των πενταγώνων και των εξαγώνων, που

ϑα έχουν ως κοινή κορυφή το συγκεκριµένο άτοµο. Αν για κάποιο άτοµο ο αριθµός αυτών

των πενταγώνων είναι np, (np = 0, 1, 2, 3), τότε ο αριθµός των αντίστοιχων εξαγώνων ϑα είναι

3− np και δεδοµένου ότι η τιµή των γωνιών των κανονικών εξαγώνων και πενταγώνων είναι

120o και 108o αντίστοιχα, η τιµή της ατοµικής γωνίας του ατόµου αυτού ϑα είναι

φ(ideal)
a = np108

o + (3− np)120
o = 360o − 12onp. (6.6)

Εποµένως, αν υπάρχουν 0,1,2 ή 3 πεντάγωνα γύρω από ένα άτοµο, η τιµή της ατοµικής



6.2. Η ΤΟΠΟΛΟΓ�ΙΑ ΤΩΝ ΦΟΥΛΛΕΡΙΝ�ΩΝ 159

φ1
φ3φ2

x

y

z

2

1

3

4

Σχήµα 6.2: Θέσεις των ατόµων 2, 3 και 4 που σχηµατίζουν δεσµούς µε το άτοµο 1 που ϐρίσκεται

στη ϑέση (0, 0, 0). Οι µαύροι κύκλοι παριστάνουν τα άτοµα στην επίπεδη γραφιτική δοµή, η οποία

κάµπτεται. Οι γωνίες φ1, φ2 και φ3 είναι οι γωνίες µεταξύ των τριών δεσµών που σχηµατίζονται µετά

την κάµψη του επίπεδου γραφιτικού ϕύλλου.

του γωνίας ϑα είναι 360o, 348o, 336o ή 324o αντίστοιχα. Για σύγκριση αναφέρουµε ότι

η ατοµική γωνία που αντιστοιχεί στην ιδανική τετραεδρική δοµή (δοµή διαµαντιού) είναι

328.41o.
Εναλλακτικά για τη µελέτη της τοπικής επιπεδότητας ϑα µπορούσαµε, αντί την ατοµική

γωνία, να χρησιµοποιήσουµε την γωνία παραµόρφωσης (defect angle) φd [162], η οποία εξ

ορισµού είναι η διαφορά της γωνίας των 360o, που αντιστοιχεί στην επίπεδη γεωµετρία, από

την ατοµική γωνία. ∆ηλαδή

φd = 360o − φa (σε µοίρες) ή φd = 2π − φa (σε rad). (6.7)

Στην ιδανική περίπτωση εποµένως που η ϕουλλερίνη κατασκευάζεται από κανονικά πεντά-

γωνα και εξάγωνα, η γωνία παραµόρφωσης ϑα είναι

φ
(ideal)
d = 360o − 360o + 12onp = 12onp. (6.8)

Σύµφωνα µε ϑεώρηµα του Descartes5 [162,163] το άθροισµα των γωνιών φd ενός πο-

λύεδρου είναι ίσο µε 4π, ή
N∑

i=1

φdi = 4π, (6.9)

όπου το άθροισµα αναφέρετε σε όλα τα άτοµα6.

5όπως αναφέρετε στο παράρτηµα D της αναφοράς [162], το ϑεώρηµα αυτό είχε σηµειωθεί από τον Descartes
σε ένα χαµένο και αδηµοσίευτο κείµενο, το οποίο διεσώθη χάρη σε χειρόγραφες σηµειώσεις που κράτησε ο

Leibnitz το 1676. Το κείµενο παρέµεινε για πολλά χρόνια στην αφάνεια, αλλά τελικά δηµοσιεύθηκε το 1860.
6Επειδή όπως έχουµε δείξει κάθε ϕουλλερίνη έχει ακριβώς 12 πεντάγωνα, ϑα έχει και 12× 5 = 60 γωνίες

πενταγώνων και εποµένως
∑N

i=1 npi
= 60. Μέσω αυτού του αποτελέσµατος η σχέση 6.8, οδηγεί απ΄ ευθείας

στη σχέση 6.9 του ϑεωρήµατος του Descartes
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Επειδή όµως οι δοµές των πραγµατικών ϕουλλερινών δεν αποτελούνται από επίπεδες

επιφάνειες πενταγώνων και εξαγώνων, η παραπάνω σχέση ισχύει κατά προσέγγιση και όπως

ϑα δούµε, αυτή η διαφοροποίηση του αθροίσµατος από τη γωνία 4π µπορεί να καθορίσει

την ενέργεια της κάθε ϕουλλερίνης.

6.3 Σταθερότητα των ϕουλλερινικών δοµών του C

Μετά την πρόταση του Kroto και των υπολοίπων συνεργατών του για τη δοµή της ϕουλλε-

ϱίνης C60, δηµοσιεύθηκαν αρκετοί υπολογισµοί της ηλεκτρονικής δοµής των ϕουλλερινών.

Μεταξύ αυτών των πρώτων δηµοσιεύσεων ιδιαίτερα σηµαντική υπήρξε η δηµοσίευση των

Schmalz et al [162], στην οποία οι συγγραφείς χρησιµοποιώντας ηµιεµπειρικά µοντέλα,

συνέκριναν (από ενεργειακής άποψης) κλειστές κοιλότητες του άνθρακα µε διάφορες άλλες

δοµές του άνθρακα όπως αλυσίδες, δακτυλίους, τόρους και κλάσµατα της δοµής διαµαν-

τιού και της δοµής του γραφιτικού πλέγµατος. Το συµπέρασµα, στο οποίο κατέληξαν απ΄

αυτή τη µελέτη, ήταν ότι οι πιο σταθερές δοµές του άνθρακα µε αριθµό ατόµων µεγαλύ-

τερο από 25 είναι κλειστές κοιλότητες και επίσης ότι η παρουσία µόνο πενταγώνων και

εξαγώνων στις κλειστές αυτές δοµές (αντί για παράδειγµα και επταγώνων) και η απουσία

συνορευόντων πενταγώνων αποτελούσαν επιπλέον κριτήρια για τη σταθερότητα των δοµών

αυτών. Η ιδέα αυτή, ότι οι προτιµητέες ενεργειακά ϕουλλερίνες είναι αυτές µε τα λιγότερα

συνορεύοντα πεντάγωνα, είχε ήδη συζητηθεί από τον Kroto [164] το 1987. Και οι δύο αυτές

δηµοσιεύσεις ανέφεραν πολύ σωστά, ότι η εικοσαεδρική ϕουλλερίνη C60 είναι η µικρότερη

δυνατή ϕουλλερίνη που µπορεί να κατασκευαστεί χωρίς να έχει συνορεύοντα πεντάγωνα

και υπέθεσαν εξίσου πολύ σωστά ότι η αµέσως επόµενη ϕουλλερίνη µε αυτή την ιδιότητα

ϑα ήταν η ϕουλλερίνη C70.

6.3.1 Κανόνας των αποµονωµένων πενταγώνων

Μέσα από τις παραπάνω µελέτες προέκυψε ο επονοµαζόµενος Κανόνας των αποµονωµένων

πενταγώνων (Isolated Pentagon’s rule  IPR) [159, 162, 164, 165]. Σύµφωνα µε αυτόν,

µεταξύ των ισοµερών τους οι σταθερότερες ϕουλλερίνες είναι εκείνες που έχουν όλα τα

πεντάγωνα αποµονωµένα µεταξύ τους7 και µεταξύ τους παρεµβάλλονται τα εξάγωνα.

Αξίζει να σηµειωθεί πάντως, ότι ο κανόνας των αποµονωµένων πενταγώνων δεν είναι

παρά ένας γενικός κανόνας, που (ως κανόνας) έχει εξαιρέσεις. ΄Ετσι για παράδειγµα οι

Slanina et al [166] έδειξαν ότι το µοναδικό ισοµερές της ϕουλλερίνης C72, που ακολουθεί

τον κανόνα των αποµονωµένων πενταγώνων, έχει µεγαλύτερη ενέργεια δέσµευσης (binding
energy) από ένα ισοµερές µε συµµετρία C2v, που έχει δύο µόνο γειτνιάζοντα µεταξύ τους

πεντάγωνα µε µια κοινή πλευρά. Στην περίπτωση αυτή λοιπόν ο κανόνας των αποµονωµέ-

νων πενταγώνων, ως παράγοντας ενεργειακής σταθερότητας, παραβιάζεται, παρ΄ ότι απ΄ τα

ισοµερή που µελέτησαν οι Slanina et al, το ισοµερές µε τα αποµονωµένα πεντάγωνα είναι

το δεύτερο καλύτερο ισοµερές από πλευράς ενεργειακής σταθερότητας.

7δηλ. τα πεντάγωνα δεν έχουν κοινές πλευρές
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Η δηµοφιλέστερη ϕουλλερίνη, που όπως είπαµε παραπάνω, είναι η Buckminsterful
lerene (C60 µε εικοσαεδρική Ih συµµετρία), είναι η µικρότερη δυνατή ϕουλλερίνη που

ακολουθεί τον κανόνα των αποµονωµένων πενταγώνων. Μεταξύ των ισοµερών της είναι η

µοναδική που έχει αποµονωµένα πεντάγωνα.

6.3.2 Κανόνας του αντιτίµου των γειτνιαζόντων πενταγώνων

∆εδοµένου ότι η ϕουλλερίνη C60 είναι η µικρότερη δυνατή ϕουλλερίνη που ακολουθεί τον

κανόνα των αποµονωµένων πενταγώνων, ο κανόνας αυτός δεν µπορεί να εφαρµοστεί για

ϕουλλερίνες µε αριθµό ατόµων µικρότερων του 60. Βρέθηκε όµως ότι για τις µικρές ϕουλ-

λερίνες CN≤70, ισχύει ένας γενικότερος κανόνας από τον IPR, ο επονοµαζόµενος κανόνας

του αντιτίµου των γειτνιαζόντων πενταγώνων (pentagon adjacency penalty rule (PAPR)) σύµ-

ϕωνα µε τον οποίο, µεταξύ δύο ισοµερών η σταθερότερη δοµή είναι εκείνη, που έχει το

µικρότερο αριθµό δεσµών Np, που ανήκουν συγχρόνως σε συνορεύοντα πεντάγωνα8.

Ειδικότερα οι Albertazzi et al. [167], χρησιµοποιώντας δώδεκα διαφορετικές µεθόδους,

από τις απλούστερες (µοριακή µηχανική), µέχρι τις πιο περίπλοκες (ab initio SCF και DFT),

έδειξαν για όλες τις µεθόδους ότι όσο µικρότερος είναι ο αριθµός Np των κοινών πλευρών

πενταγώνων, τόσο µεγαλύτερη είναι η σταθερότητα των ϕουλλερινών και µάλιστα η ενέργεια

των ϕουλλερινών αυξάνει γραµµικά µε τον αριθµό Np [167–169]. Θα είναι δηλαδή

E = aNp + b. (6.10)

Είναι προφανές, ότι για τις µεγαλύτερες ϕουλλερίνες, που έχουν όλα τα πεντάγωνα τους

αποµονωµένα, ϑα είναι Np = 0 και κατά συνέπεια, ο γενικότερος αυτός κανόνας ανάγεται

στον κανόνα των αποµονωµένων πενταγώνων.

6.3.3 Η ενέργεια µεγάλων ϕουλλερινών ως συνάρτηση του αριθµού

των ατόµων της

Για την πρόβλεψη της ενέργειας των µεγάλων ϕουλλερινών (N ≥ 60), που δεν έχουν γειτ-

νιάζοντα πεντάγωνα, αναπτύχθηκαν διάφορα µοντέλα, στηριζόµενα σε κάποιες λογικές αι-

τιάσεις. Εξ όσων γνωρίζουµε τα µοντέλα αυτά είναι τα παρακάτω:

Μοντέλο των Adams et al

Το µοντέλο των Adams et al [170] είναι ένα από τα πρώτα µοντέλα που εµφανίστηκαν και

δηµοσιεύθηκε το 1992. Οι Adams et al υποθέτοντας την ύπαρξη σφαιρικής συµµετρίας

στις ϕουλλερίνες και λαµβάνοντας υπ΄ όψη την τοπολογία τους, οδηγήθηκαν σε µια σχέση

της µορφής

Ecoh =
a

N
+

b

N2
, (6.11)

8µε άλλα λόγια, Np είναι ο αριθµός των ακµών της δοµής, που αποτελούν κοινές πλευρές γειτνιαζόντων

πενταγώνων
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για την ενέργεια συνοχής τους. Αυτή η µορφή αναµένεται να δίνει τόσο καλύτερες προβλέ-

ψεις, όσο πιο σφαιρικές είναι οι ϕουλλερίνες, καθώς στις ϐασικές υποθέσεις του µοντέλου

δε χρησιµοποιείται καµιά υπόθεση περί ύπαρξης πενταγωνικών ή εξαγωνικών εδρών. Οι

Adams et al υπολόγισαν τις ενέργειες ϕουλλερινών µε αριθµό ατόµων µικρότερο από 240

χρησιµοποιώντας µεθόδους πρώτων αρχών και ϐρήκαν ότι η εξίσωση 6.11 προέβλεπε καλά

τις ενέργειες των ϕουλλερινών, ακόµα και για µη εικοσαεδρικές δοµές.

Μοντέλο του Tersoff

Την ίδια χρονιά ο Tersoff [171] πρότεινε ένα άλλο µοντέλο, το οποίο το χρησιµοποίησε για

να προβλέψει την ενέργεια µεγάλων εικοσαεδρικών ϕουλλερινών µε αριθµό ατόµων από

60 µέχρι 2160 άτοµα. Ο Tersoff χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία της ελαστικότητας έδειξε ότι

η ενέργεια συνοχής των µεγάλων εικοσαεδρικών ϕουλλερινών εξαρτάται κυρίως από τον

αριθµό των ατόµων N της ϕουλλερίνης µε µια σχέση της µορφής

Ecoh =
a

N
+ b

lnN

N
. (6.12)

Η σχέση αυτή προκύπτει αν ϑεωρήσει κανείς ότι οι ϕουλλερίνες είναι παραµορφωµένα

γραφιτικά ϕύλλα και ότι η ενέργεια ανά µονάδα επιφάνειας ǫ, για να λυγίσει κανείς ένα

γραφιτικό ϕύλλο, είναι ίση µε ǫ = c0k
2/2, όπου c0 είναι η ελαστική σταθερά και k είναι

η καµπυλότητα της επιφάνειας. Για να προκύψει η σχέση 6.12, ο Tersoff ϑεώρησε ότι

η κάθε εικοσαεδρική ϕουλλερίνη είναι µια διάταξη από 12 disclinations στο γραφιτικό

ϕύλλο. Καθένα απ΄ αυτά τα disclinations δηµιουργείται αν αποκόψουµε από το γραφιτικό

ϕύλλο µια σφήνα 60o, που ως κορυφή ϑα έχει το κέντρο ενός εξαγώνου και οι πλευρές

της ϑα εκτείνονται κατά µήκος των ευθειών που ενώνουν το κέντρο του εξαγώνου µε µια

κορυφή του εξαγώνου (ϑέση ατόµου), αποκόπτοντας µόνο τα άτοµα που ϐρίσκονται στη

µία από τις δύο πλευρές της σφήνας. ΄Οταν στη συνέχεια ενωθούν τα εναποµείναντα άτοµα

κατά µήκος των δύο ακµών της αφαιρεθήσας σφήνας, τότε το εξάγωνο γίνεται πεντάγωνο

και δηµιουργείται ένας κώνος. ΄Οταν η διαδικασία αυτή επαναληφθεί 12 συνολικά ϕορές9

στις ϑέσεις που ϑέλουµε να εµφανιστούν τα πεντάγωνα, τότε δηµιουργείται η αντίστοιχη

ϕουλλερίνη. Υπολογίζοντας την ενέργεια που προκύπτει απ΄ αυτή τη διαδικασία, ϐρήκε τη

σχέση 6.12.

Πρόσφατα ο Šiber [172], επεξέτεινε το µοντέλο του Tersoff για να προβλέψει µεταξύ άλ-

λων και την ενέργεια των µεγάλων επιµήκων (enlogated) και ῾῾συµπυκνωµένων᾿᾿ (contracted)

ϕουλλερινών Παράλληλα αναπαρήγαγε τα αποτελέσµατα του Tersoff χρησιµοποιώντας το

δυναµικό Brenner [173].

Μοντέλο των Maiti et al

΄Ενα διαφορετικό µοντέλο απ΄ αυτό του Tersoff πρότειναν οι Maiti et al [174], λίγους µήνες

µετά τη δηµοσίευση του Tersoff (1993). Οι Maiti et al χρησιµοποιώντας το δυναµικό

Brenner [173] υπολόγισαν την ενέργεια συνοχής των µεγάλων εικοσαεδρικών ϕουλλερινών,

9όσα δηλαδή και τα πεντάγωνα
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οι οποίες έχουν αριθµό ατόµων ίσο µε N = 20(b2 + bc+ c2), όπου b και c δύο µη αρνητικοί

ακέραιοι αριθµοί. Σύµφωνα µε την εργασία τους αυτή, οι ενέργειες συνοχής αυτών των

ϕουλλερινών προσαρµόζονται µε ένα πολύ ακριβή τρόπο στην καµπύλη της µορφής

ECoh = Egraphene + 4.6164N−(0.561+0.0022 lnN), (6.13)

όπου Egraphene = −7.3768eV είναι η ενέργεια συνοχής του άπειρου γραφιτικού ϕύλλου

και η ενέργεια συνοχής της παραπάνω σχέσης δίνεται σε eV . Σύµφωνα µε όσα αναφέρουν

οι Maiti et al στη δηµοσίευσή τους αυτή, η προσαρµογή των ενεργειών στην παραπάνω

καµπύλη είναι ιδιαίτερα ακριβής στην περιοχή 200 < N < 10000 και ενώ αφορά εικοσαε-

δρικές ϕουλλερίνες, ϕουλλερίνες µε χαµηλότερη συµµετρία έχουν ενέργεια συνοχής πολύ

κοντά σ΄ αυτή που προβλέπεται από την παραπάνω σχέση. Το συµπέρασµά τους είναι ότι

η παραπάνω σχέση περιγράφει µε ακρίβεια µικρότερη από 0.2% την ενέργεια συνοχής των

ϕουλλερινών CN µε N > 200.

Μοντέλο των Witten και Li

Την ίδια χρονιά οι Witten και Li [161], ϐασιζόµενοι στη ϑεωρία τη ελαστικότητας έδειξαν

ότι για τις µεγάλες σφαιρικές ϕουλλερίνες, των οποίων η δοµή ασυµπτωτικά τείνει να είναι

πολύεδρο µε σχεδόν επίπεδες επιφάνειες, η ενέργεια είναι ανάλογη του R1/3, όπου R η

ακτίνα της σφαιρικής επιφάνειας. Επειδή ο αριθµός των ατόµων είναι ανάλογος του R2, η

ενέργεια ϑα είναι ανάλογη του N1/6. Κατά συνέπεια η ενέργεια συνοχής ϑα είναι ανάλογη

του N1/6/N και εποµένως σύµφωνα µε το µοντέλο των Witten και Li η ενέργεια συνοχής

ϑα έχει τη µορφή

Ecoh = AN−5/6. (6.14)

Μοντέλο των MoránLópez et al

΄Ενα χρόνο αργότερα (1994) οι MoránLópez et al [175], µελέτησαν τις ϕουλλερίνες CN µε

N = 60(ν + 1)2 και έδειξαν ότι η ενέργεια συνοχής των ϕουλλερινών αυτών σε σχέση µε

αυτή του ϕύλλου γραφίτη, αναπαράγεται πολύ καλά µε µια σχέση της µορφής

∆Ecoh =
12Ep + 10(3ν2 + 3ν + 2)EPH + 30νEFH

60(ν + 1)2
− Egraphane, (6.15)

όπου Ep, EPH , EFH είναι αντίστοιχα οι ενέργειες που σχετίζονται µε τα πεντάγωνα, τα

῾῾επίπεδα᾿᾿ εξάγωνα (που εµφανίζονται στις έδρες των κολοβών (trancated) εικοσαέδρων) και

τα ῾῾διπλωµένα᾿᾿ (folded) εξάγωνα (που εµφανίζονται στις ακµές των κολοβών εικοσαέδρων

και µοιράζονται µεταξύ των εδρών του) αντίστοιχα και Egraphane είναι η ενέργεια συνοχής

του γραφιτικού ϕύλλου. Η παραπάνω σχέση προκύπτει αν λάβει κανείς υπ΄ όψη ότι η

ϕουλλερίνη διαθέτει 12 πεντάγωνα, 10(3ν2+3ν+2) ῾῾επίπεδα᾿᾿ εξάγωνα και 30ν ῾῾διπλωµένα᾿᾿

εξάγωνα. Πολύ εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι η σχέση αυτή ανάγεται σε µια σχέση της

µορφής

∆Ecoh =
A

N
+

B√
N

+ C. (6.16)
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Μοντέλο των Itoh et al

Τέλος, το 1996, οι Itoh et al [176] συνέκριναν µεταξύ τους τα µοντέλα (α) Adams et al, (ϐ)

Tersoff και (γ) Witten και Li για τις µεγάλες εικοσαεδρικές ϕουλλερίνες µε αριθµό ατόµων

µέχρι 3840. Την ενέργεια των ϕουλλερινών αυτών την υπολόγισαν χρησιµοποιώντας µια

εµπειρική µέθοδο ισχυρής δέσµευσης και µια µέθοδο ισχυρής δέσµευσης στηριζόµενη

σε πρώτες αρχές. Στα πλαίσια αυτής της σύγκρισης, συνέκριναν για πληρότητα και την

περίπτωση ενός µοντέλου, όπου η ενέργεια συνοχής έχει τη µορφή

Ecoh = AN−B. (6.17)

Μέχρι σήµερα έχουν γίνει κι άλλοι υπολογισµοί πάνω στις µεγάλες εικοσαεδρικές ϕουλ-

λερίνες, στις οποίες είτε δεν προτείνετε κανένα νέο µοντέλο για την ενέργεια αυτών των δοµών

(π.χ. ϐλέπε τις αναφορές [160,177,178]), είτε επεκτείνονται τα παλιότερα µοντέλα για τη

µελέτη ειδικότερων περιπτώσεων (π.χ. ϐλέπε τις αναφορές [172,179]).

6.3.4 Επανυβριδισµός και γωνία πυραµιδαλοποίησης ως παράγον-

τες σταθερότητας

΄Οπως είπαµε παραπάνω, µια δοµή που ϑα αποτελούνταν µόνο από εξάγωνα, δε ϑα µπορού-

σε να καµπυλωθεί για να δώσει τις κλειστές ϕουλλερινικές κοιλότητες. Η καµπύλωση επι-

τυγχάνεται από την παρουσία των πενταγώνων. Η καµπύλωση όµως αυτή έχει σα συνέπεια

να διαταράσσεται ο υβριδισµός sp2 του απλού γραφιτικού ϕύλλου. Στο άπειρο γραφιτικό

ϕύλλο υπάρχει ένας σαφής διαχωρισµός ανάµεσα στους ισχυρούς δεσµούς σ (µεταξύ των

sp2 υβριδισµένων τροχιακών), από τους απεντοπισµένους δεσµούς π (µεταξύ των κάθετων

στην επιφάνεια, ανυβρίδιστων τροχιακών p). Στις ϕουλλερίνες όµως µε τις καµπυλωµένες

επιφάνειες ο διαχωρισµός αυτός παύει πλέον να είναι τόσο σαφής. ΄Οσο µικρότερη είναι

η ϕουλλερίνη, τόσο µεγαλύτερη είναι η καµπύλωση της επιφάνειάς της και εποµένως όσο

µικρότερες είναι οι ϕουλλερίνες, τόσο ο διαχωρισµός ανάµεσα στους ισχυρούς σ δεσµούς

από τους π είναι λιγότερο εφικτός. Για παράδειγµα στη µικρότερη δυνατή ϕουλλερίνη, τη

C20, ο υβριδισµός των τροχιακών της µοιάζει περισσότερο µε τον υβριδισµό sp3, παρά µε

τον υβριδισµό sp2.
Για να µπορέσουµε να δούµε αυτές τις µεταβολές στον υβριδισµό χρησιµοποιούµε την

προσέγγιση του διανύσµατος του άξονα του p τροχιακού (porbital axis vector (POAV2)) του

Haddon (ϐλέπε παράρτηµα Γ΄ στη σελίδα 407). Ο Haddon έδειξε ότι η προσέγγιση αυτή

µπορεί να εφαρµοστεί πολύ καλά για σχετικά µεγάλες παραµορφώσεις της επίπεδης δοµής

[180]. Στα πλαίσια της προσέγγισης αυτής, από το s και τα τρία p τροχιακά κατασκευάζονται

τέσσερα υβριδισµένα τροχιακά, υπό τις προϋποθέσεις να είναι ορθοκανονικά µεταξύ τους

και τα τρία εξ αυτών να έχουν την κατεύθυνση των δεσµών. ΄Ετσι κάθε υβριδισµένο τροχιακό

|hi〉 γράφεται µε τη µορφή |hi〉 =
√
1− ni|s〉 +

√
ni|pi〉, ni ∈ [0, 1], όπου |pi〉 = m

(i)
x |px〉 +

m
(i)
y |py〉+m(i)

z |pz〉 είναι το τροχιακό p στην κατεύθυνση m̂i = m
(i)
x î+m

(i)
y ĵ+m

(i)
z k̂, ((m

(i)
x )2+

(m
(i)
y )2 + (m

(i)
z )2 = 1). Για τρία εκ των τεσσάρων υβριδισµένων τροχιακών η κατεύθυνση m̂i

είναι η κατεύθυνση των δεσµών, ενώ το τέταρτο κατασκευάζεται µε µοναδικό τρόπο, όταν

επιβληθούν οι συνθήκες της µεταξύ τους ορθοκανονικότητας.
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Κάθε ένα από τα τρία τροχιακά, που έχει την κατεύθυνση ενός δεσµού, κάνει ένα ισχυρό

δεσµό σ µε το αντίστοιχο επανυβριδισµένο τροχιακό του γειτονικού του ατόµου. Θα συµβο-

λίζουµε κάθε τέτοιο τροχιακό ως τροχιακό σ. Το τέταρτο τροχιακό κάνει ασθενείς δεσµούς

π µε τα αντίστοιχα ῾῾τέταρτα᾿᾿ επανυβριδισµένα τροχιακά των τριών γειτονικών του ατόµων

και ϑα το συµβολίζουµε ως τροχιακό π. Σε µία ακόµα απλούστερη ϑεώρηση (POAV1) το

τέταρτο τροχιακό κατασκευάζεται έτσι ώστε οι γωνίες που σχηµατίζει η κατεύθυνσή του µε

τους άξονες των σ δεσµών να είναι ίσες µεταξύ τους.

Κάθε υβριδισµένο τροχιακό |h〉 =
√
1− n|s〉+√

n|p〉, µπορεί να γραφεί σε µια συµπαγή

µορφή ως s1−npn, όπου n/(1 − n) είναι ο υβριδισµός. Η τιµή του n που αντιστοιχεί στα

υβριδισµένα τροχιακά sp1, sp2 και sp3 είναι 0.5, 0.666 και 0.75 αντίστοιχα. Επίσης οι τιµές

n = 0 και n = 1 αντιστοιχούν στα αµιγή τροχιακά |s〉 και |p〉 αντίστοιχα.

Αν ϑεωρήσουµε ότι οι ϕουλλερινικές δοµές αποτελούνται από κανονικά πεντάγωνα και

εξάγωνα10, τότε κάθε άτοµο ϑα µπορεί να ανήκει είτε : (α) σε τρία εξάγωνα, (ϐ) σε δύο

εξάγωνα και ένα πεντάγωνο, (γ) σε ένα εξάγωνο και δύο πεντάγωνα, (δ) σε τρία πεντάγωνα.

Στη ϐάση αυτής της ϑεώρησης, κάθε άτοµο µιας ϕουλλερίνης ϑα ϐρίσκεται σε ένα από αυτά

τα τέσσερα τοπικά περιβάλλοντα και κατά συνέπεια ο υβριδισµός των τροχιακών του, στη

ϐάση της προσέγγισης POAV2, ϑα είναι αυτός που ϕαίνεται στον πίνακα 6.1.

Τροχιακά hhh hhp hpp ppp
σ1 = s0.333p0.667 s0.447p0.553 s0.160p0.840 s0.236p0.764

σ2 = s0.333p0.667 s0.236p0.764 s0.333p0.667 s0.236p0.764

σ3 = s0.333p0.667 s0.236p0.764 s0.333p0.667 s0.236p0.764

π = s0.000p1.000 s0.081p0.919 s0.173p0.827 s0.292p0.708

Πίνακας 6.1: Επανυβριδισµένα τροχιακά ατόµου που ανήκει σε : (α) τρία εξάγωνα (hhh), (ϐ) δύο

εξάγωνα και ένα πεντάγωνο (hhp), (γ) ένα εξάγωνο και δύο πεντάγωνα (hpp) και (δ) τρία πεντάγωνα

(ppp)

Από τον πίνακα 6.1 είναι ϕανερό ότι η διαφοροποίηση από τον υβριδισµό sp2 είναι τόσο

µεγαλύτερη, όσα περισσότερα πεντάγωνα ϐρίσκονται γύρω από το άτοµο. Επίσης είναι

ϕανερό ότι στην ιδανική περίπτωση, που η ϕουλλερίνη κατασκευάζεται από κανονικά πεν-

τάγωνα και εξάγωνα, τα υβριδισµένα τροχιακά σ της δοµής µπορούν να είναι µόνο κάποια

από τα παρακάτω τέσσερα: (α) s0.333p0.666 (ή sp2), (ϐ) s0.447p0.553 (ή sp1.24), (γ) s0.160p0.840 (ή

sp5.25) και (δ) s0.236p0.764 (ή sp3.24). Τα δε υβριδισµένα τροχιακά π µπορούν να είναι µόνο

κάποια από τα παρακάτω τέσσερα: (α) s0p1 (ή sp∞), (ϐ) s0.081p0.919 (ή sp11.35), (γ) s0.173p0.827

(ή sp4.78) και (δ) s0.292p0.708 (ή sp2.42).
Από τις τρεις γωνίες θσπi ανάµεσα στο τροχιακό π και σε καθένα από τα τρία τροχιακά

σ, ορίζονται οι αντίστοιχες γωνίες πυραµιδαλοποίησης (pyramidalization angle) θpi, από τη

σχέση

θpi = θσπi − 90o, i = 1, 2, 3. (6.18)

Στα πλαίσια της προσέγγισης POAV1, όπου όλες οι γωνίες πυραµιδαλοποίησης που αντι-

στοιχούν σε ένα άτοµο είναι ίσες, µπορεί εύκολα να δείξει κανείς [162, 181] ότι η γωνία

10στην πραγµατικότητα υπάρχουν µικρές παραµορφώσεις των πενταγώνων και των εξαγώνων
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παραµόρφωσης φd είναι ανάλογη του τετραγώνου της γωνίας πυραµιδαλοποίησης θp,

φd ∝ θ2p. (6.19)

΄Οπως είναι ϕυσικό, λόγω της καµπύλωσης της δοµής των ϕουλλερινών, ϑα πρέπει να

εµφανίζεται µια τάση σε σχέση µε την επίπεδη γραφιτική δοµή, η οποία ϑα αυξάνει την

ενέργεια της δοµής. Την τάση αυτή µπορούµε να τη δούµε ως τάση στους δεσµούς σ και ως

τάση στους δεσµούς π. Οι Schmalz et al [162] αναφέρουν ότι η τάση που οφείλεται στους

δεσµούς σ έχει ως αποτέλεσµα να αυξάνεται η ενέργεια σε κάθε άτοµο κατά ένα όρο της

µορφής 1/2kθ2p, όπου k µια σταθερά, και θp η αντίστοιχη γωνία πυραµιδαλοποίησης του

συγκεκριµένου ατόµου, µε αποτέλεσµα η συνολική αύξηση της ενέργειας ∆Eσ λόγω της

τάσης από τους δεσµούς σ για όλη τη ϕουλλερίνη να είναι

∆Eσ =
N∑

i=1

1

2
kθp

2
i . (6.20)

΄Οµως λόγω της αναλογίας 6.19 και του ϑεωρήµατος του Descartes (σχέση 6.9), το παρα-

πάνω άθροισµα είναι σταθερό και εποµένως η τάση λόγω των δεσµών σ είναι ανεξάρτητη της

ϕουλλερινικής δοµής και των ατόµων που την απαρτίζουν και εποµένως είναι ίδια για όλες

τις ϕουλλερίνες. Αυτό ϑα ήταν απολύτως σωστό, αν η δοµή κατασκευάζονταν από επίπεδα

πεντάγωνα και εξάγωνα. ΄Οµως λόγω του ότι αυτό δε συµβαίνει, το άθροισµα της σχέσης

6.20 δεν είναι απολύτως σταθερό. Επειδή λόγω αυτής της ανισοτροπίας η τάση αυξάνεται,

η δοµή ϑα είναι τόσο πιο σταθερή, όσο πιο οµοιόµορφη είναι η καµπυλότητα της δοµής

στα πεντάγωνα και τα εξάγωνα, όπως παρατήρησαν οι Schmalz et al [162].

Οι Schmalz et al [162] αναφέρουν επίσης ότι η µεταβολή του στοιχείου µήτρας Vππ της

χαµιλτονιανής ανάµεσα σε δύο π επανυβριδισµένα τροχιακά γειτονικών ατόµων, ϑα είναι

για κάθε άτοµο [162] ανάλογο του παράγοντα 1 − cθ2p, όπου c µια σταθερά. Οπότε κατά

µέσο όρο αυτό το στοιχείο µήτρας ϑα έχει τη µορφή

Vππ = V0

(
1− 1

N

N∑

i=1

cθp
2
i

)
= V0

(
1− const.

N

)
, (6.21)

όπου V0 το στοιχείο µήτρας ανάµεσα σε δύο p τροχιακά στο επίπεδο γραφιτικό ϕύλλο. Κατά

συνέπεια, κατά µέσο όρο η ενέργεια αλληλεπίδρασης µεταξύ των π τροχιακών αλλάζει κατά

τον παράγοντα που δείχνει η παραπάνω σχέση.

Πλέον αυτών, οι Bakowies και Thiel [182] υπολόγισαν τη ϑερµότητα σχηµατισµού (heat
of formation) ανά άτοµο ∆Hc

f σε 30 ϕουλλερινικές δοµές από 20 µέχρι 540 ατόµων η κα-

ϑεµία, χρησιµοποιώντας στην προσέγγιση MNDO. Η ϑερµότητα σχηµατισµού ανά άτοµο

είναι µια ποσότητα που καθορίζει τη ϑερµοδυναµική σταθερότητα συσσωµατωµάτων δια-

ϕορετικής διάστασης. Από την άποψη ότι στα µεγάλα συσσωµατώµατα υπάρχει µια τάση

αποφυγής της καµπύλωσης της δοµής και µια προτίµηση στην επίπεδη δοµή [182], οι

Bakowies και Thiel ϑεώρησαν ότι ϑα ήταν λογικό η ϑερµότητα σχηµατισµού ανά άτοµο να

έχει κάποια συσχέτιση µε τη µέση καµπύλωση του συσσωµατώµατος, η οποία ϑα µπορού-

σε σύµφωνα µε τους Schmalz et al [162] να χαρακτηρίζεται από τον παράγοντα
∑

i θp
2
i /N .
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΄Ετσι έδειξαν χρησιµοποιώντας ανάλυση παλινδρόµησης ότι για τις 30 ϕουλλερινικές δο-

µές που µελέτησαν η ϑερµότητα σχηµατισµού ανά άτοµο ϕαίνεται να έχει µια γραµµική

εξάρτηση από τον παράγοντα
∑

i θp
2
i /N , δηλαδή

∆Hc
f = a

(
1

N

N∑

i=1

θp
2
i

)
+ b. (6.22)

6.4 Η δική µας συνεισφορά στη µελέτη των ϕουλλερί-

νων του άνθρακα

Στην παρούσα διατριβή υπολογίζουµε τις γεωµετρικές δοµές και τις ενέργειες όλων των

ισοµερών των ϕουλλερινών µε αριθµό ατόµων µέχρι και 42 και των ισοµερών όλων των κα-

τώτερων ϕουλλερινών που ακολουθούν τον κανόνα των αποµονωµένων πενταγώνων (IPR)11,

µε αριθµό ατόµων µέχρι και 80. ΄Ολα αυτά τα ισοµερή συνθέτουν συνολικά 155 δοµές. Οι

υπολογισµοί γίνονται µε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της ισχυρής

δέσµευσης, που περιγράψαµε νωρίτερα.

΄Οπως ξαναείπαµε, οι ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα έχουν ήδη µελετηθεί εκτενώς. Μια

εκ νέου µελέτη λοιπόν των δοµών αυτών, χρησιµοποιώντας τη χαµιλτονιανή ισχυρής δέ-

σµευσης µε ορθογώνια τροχιακά, που ϑα έδινε ξανά απαντήσεις σε ερωτήµατα που είχαν

απαντηθεί νωρίτερα, ϑα ήταν ίσως περιττή ή εν πάσει περιπτώσει δε ϑα προσέφερε και πάρα

πολλά πράγµατα. Ωστόσο η µελέτη µε τη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια

τροχιακά, και η σύγκριση των αποτελεσµάτων της µε άλλες µεθόδους, µας δίνει (εκτός των

άλλων) τη δυνατότητα να αντιληφθούµε τα όρια της µεθόδου στη µελέτη συστηµάτων του άν-

ϑρακα µε τρισθενή δεσµικότητα (threefold coordinated systems). Είναι γνωστό ότι για τα

στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά υπάρχουν

προβλήµατα µεταφερσιµότητας (transferability problems). Ειδικά για τις περιπτώσεις του

΄Ανθρακα και του Πυριτίου, τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής, όπως αυτά προκύπτουν

από το σχήµα του Harrison, προέρχονται από προσαρµογή στις αντίστοιχες τετραεδρικές

δοµές του συµπαγούς στερεού (δοµή διαµαντιού). ∆εδοµένων λοιπόν των προβληµάτων µε-

ταφερσιµότητας, δεν µπορεί να περιµένει κανείς να έχουν την καλύτερη δυνατή εφαρµογή

σε συστήµατα µε διαφορετική δεσµικότητα. Πέρα λοιπόν των άλλων συµπερασµάτων, που

ϑα δούµε στη συνέχεια, µας δίνετε µε την παρούσα µελέτη η δυνατότητα να δούµε πόσο κα-

λά µπορεί να προβλεφθούν µε την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά

στα πλαίσια του σχήµατος του Harrison οι γεωµετρικές, ηλεκτρονιακές και άλλες ιδιότητες

συστηµάτων του άνθρακα µε τρισθενή δεσµικότητα.

Εκτός από την εύρεση των γεωµετρικών δοµών, υπολογίζουµε την κατανοµή των γωνιών

µεταξύ των δεσµών κάθε ατόµου των ισοµερών αυτών, ώστε να δούµε πώς µεταβάλλονται οι

γωνίες αυτές σε σχέση µε τις ιδανικές τιµές των 120o των γωνιών του κανονικού εξαγώνου και

των 108o των γωνιών του κανονικού πενταγώνου. Επίσης ϐρίσκουµε την τοπική επιπεδότητα

των δοµών αυτών, υπολογίζοντας το άθροισµα των τριών γωνιών που σχηµατίζουν µεταξύ

11ϑα συµβολίζουµε αυτές τις ϕουλλερίνες ως IPRCn
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τους οι άξονες των δεσµών γύρω από κάθε άτοµο (νωρίτερα ονοµάσαµε αυτό το άθροισµα

῾῾ατοµική γωνία᾿᾿) και δείχνουµε ποια είναι η απόκλιση από τις προβλέψεις του ϑεωρήµατος

του Descartes, που είδαµε νωρίτερα. Υπολογίζουµε τέλος τον επανυβριδισµό κάθε ατόµου

του άνθρακα στα ισοµερή αυτά και ϐρίσκουµε πόσο διαφέρει από την ιδανική περίπτωση,

που η ϕουλλερίνη αποτελείται από κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα, η οποία περιγράφεται

στον πίνακα 6.1.

Τέλος δείχνουµε µια γενική σχέση πρόβλεψης της ενέργειας συνοχής των ϕουλλερινών,

που συνδυάζει τον αριθµό Np των κοινών πλευρών πενταγώνων µε τον αριθµό N των ατό-

µων της ϕουλλερίνης. ΄Οπως είδαµε παραπάνω, το µόνο που είναι γνωστό από τις µέχρι

σήµερα µελέτες, είναι ότι η ενέργεια των ισοµερών των ϕουλλερινών µε τον ίδιο αριθµό

ατόµων εξαρτάται γραµµικά από τον αριθµό Np των δεσµών που αποτελούν κοινές πλευρές

των πενταγώνων της δοµής. Από την άλλη, για τις µεγάλες ϕουλλερίνες µε εικοσαεδρική

συµµετρία έχουν προταθεί διάφορα µοντέλα πρόβλεψης της ενέργειάς τους, τα οποία προ-

ϐλέπουν πολύ καλά την ενέργεια συνοχής αυτών των δοµών. Παρ΄ όλα αυτά δεν έχει ϐρεθεί

µέχρι σήµερα κάποια σχέση, που να προβλέπει την ενέργεια ενός τυχαίου ισοµερούς µιας

ϕουλλερίνης CN µε ένα τυχαίο αριθµό ατόµων N . Στο µέρος αυτό της παρούσας διατρι-

ϐής δείχνουµε για πρώτη ϕορά ότι η ενέργεια συνοχής των µικρών ϕουλλερινών µπορεί να

προβλεφθεί από µια σχέση που ενοποιεί τα συµπεράσµατα για την εξάρτηση της ενέργειας

των µικρών ϕουλλερινών από τον αριθµό Np (των κοινών πλευρών των πενταγώνων του κάθε

ισοµερούς) και την εξάρτηση της ενέργειας των µεγάλων ϕουλλερινών από τον αριθµό N
των ατόµων της κάθε ϕουλλερίνης.

Επίσης χρησιµοποιώντας τις γωνίες παραµόρφωσης φd, αντί για τα τετράγωνα των γω-

νιών πυραµιδαλοποίησης, επαληθεύουµε τη σχέση 6.22, δείχνοντας µε µια νέα σχέση ότι

υπάρχει µια γραµµική εξάρτηση της ενέργειας συνοχής των ϕουλλερινών από τη µέση γωνί-

α παραµόρφωσης. ∆είχνουµε επίσης ότι το άθροισµα των γωνιών παραµόρφωσης αυξάνεται

ανάλογα µε τον αριθµό Np των κοινών πλευρών πενταγώνων και εποµένως υπάρχει κά-

ποια συσχέτιση ανάµεσα στη µέση γωνία παραµόρφωσης και στον αριθµό Np των κοινών

πλευρών πενταγώνων.

6.5 Αποτελέσµατα

6.5.1 Γεωµετρική ∆οµή

Στις επόµενες εικόνες ϕαίνονται οι δοµές όλων των ϕουλλερινικών δοµών, που περιγράψαµε

παραπάνω στην κατάσταση ισορροπίας τους. Οι γεωµετρικές αυτές δοµές ϐρέθηκαν µετά

από εφησυχασµό χρησιµοποιώντας (όπως έχουµε πει), µοριακή δυναµική στην προσέγγιση

της ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά s και p µε το σχήµα του Harrison. Η

αρίθµηση των ισοµερών για n ≤ 42 είναι η ίδια µ΄ αυτή που υπάρχει στις σελίδες 180 - 193

του ϐιβλίου An atlas of fullerenes [159]. Από τις εικόνες των δοµών αυτών, µπορεί κανείς

να δει ξεκάθαρα ότι σε πολλά ισοµερή υπάρχει µια καµπύλωση των πενταγώνων και των

εξαγώνων, ώστε οι έδρες των δοµών αυτών να µην είναι επίπεδες.
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C20 C24 C26

C28:1 C28:2 C30:1

C30:2 C30:3 C32:1

C32:2 C32:3 C32:4

Σχήµα 6.3: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα

6.5.2 Ενέργεια συνοχής

΄Οπως αναφέραµε παραπάνω, οι Albertazzi et al. [167], χρησιµοποιώντας δώδεκα διαφορε-

τικές µεθόδους, έδειξαν ότι η ενέργεια δέσµευσης των ισοµερών της ϕουλλερίνης C40 έχει

µια γραµµική εξάρτηση από τον αριθµό Np των κοινών πλευρών γειτνιαζόντων πενταγώνων.

Για κάθε µία από τις δώδεκα αυτές µεθόδους ϐρήκαν µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώ-

νων την κλίση της ευθείας, που αντιστοιχεί στην ενέργεια των 40 ισοµερών της ϕουλλερίνης

C40 ως συνάρτηση του αριθµού Np.
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C32:5 C32:6 C34:1

C34:2 C34:3 C34:4

C34:5 C34:6 C36:1

C36:2 C36:3 C36:4

Σχήµα 6.4: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C36:5 C36:6 C36:7

C36:8 C36:9 C36:10

C36:11 C36:12 C36:13

C36:14 C36:15 C38:1

Σχήµα 6.5: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C40:9 C40:10 C40:11

C40:12 C40:13 C40:14

C40:15 C40:16 C40:17

C40:18 C40:19 C40:20

Σχήµα 6.8: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C40:21 C40:22 C40:23

C40:24 C40:25 C40:26

C40:27 C40:28 C40:29

C40:30 C40:31 C40:32

Σχήµα 6.9: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C40:33 C40:34 C40:35

C40:36 C40:37 C40:38

C40:39 C40:40 C42:1

C42:2 C42:3 C42:4

Σχήµα 6.10: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C42:5 C42:6 C42:7

C42:8 C42:9 C42:10

C40:11 C40:12 C42:13

C42:14 C42:15 C42:16

Σχήµα 6.11: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C42:17 C42:18 C42:19

C42:20 C42:21 C42:22

C42:23 C42:24 C42:25

C42:26 C42:27 C42:28

Σχήµα 6.12: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C42:29 C42:30 C42:31

C42:32 C42:33 C42:34

C40:35 C40:36 C42:37

C42:38 C42:39 C42:40

Σχήµα 6.13: Οι µικρότερες ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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C80:4 C80:5

C80:6 C80:7

Σχήµα 6.18: Οι µικρότερες IPR ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα
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Σ΄ αυτό το µέρος της παρούσας διατριβής επαναλαµβάνουµε την ίδια εργασία για τα

ισοµερή των κατώτερων ϕουλλερινών του άνθρακα, για να δούµε (α) κατά πόσο προκύπτουν

τα ίδια αποτελέσµατα, µε αυτά των Albertazzi et al, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο ισχυρής

δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά και (ϐ) πώς τα συµπεράσµατά των Albertazzi et al.
επεκτείνονται στα ισοµερή µε αριθµό ατόµων διαφορετικό από 40.

Στους παρακάτω πίνακες 6.2, 6.3 και 6.4 παρουσιάζουµε τη διαφορά της ενέργειας

συνοχής κάθε µιας από τις 155 δοµές ϕουλλερινών (ισοµερών) CN που αναφέραµε νωρίτερα,

από την ενέργεια συνοχής της ϕουλλερίνης IPR  C60, χρησιµοποιώντας την ίδια αρίθµηση

όπως και πριν. Υπενθυµίζουµε ότι ενέργεια συνοχής είναι η ενέργεια δέσµευσης ανά άτοµο.

Στους ίδιους πίνακες παρουσιάζουµε επίσης την αρχική συµµετρία κάθε ϕουλλερίνης και

τον αριθµό Np των κοινών πλευρών των πενταγώνων κάθε δοµής.

6.5.3 Η ενέργειας συνοχής ως συνάρτηση των Np και N

Τα στοιχεία των πινάκων 6.2, 6.3 και 6.4 παριστάνονται γραφικά στην εικόνα 6.19. Η

εικόνα αυτή απαρτίζεται από τρία γραφήµατα. Τα διάφορα σηµεία που εµφανίζονται στα

γραφήµατα αυτά, παριστάνουν την ενέργεια συνοχής καθενός από τα παραπάνω ισοµερή

ως συνάρτηση του αριθµού Np των γειτνιαζόντων πενταγώνων. Το πρώτο γράφηµα αφορά

τις ϕουλλερίνες CN µε N ≤ 32, και το δεύτερο τις ϕουλλερίνες CN µε 34 ≤ N ≤ 42. Η

παρουσίαση στα δύο αυτά γραφήµατα γίνεται για να µπορούµε να δούµε τις λεπτοµέρειες

κάθε περίπτωσης, οι οποίες χάνονται όταν παρουσιάζονται όλα µαζί τα αποτελέσµατα στο

ίδιο γράφηµα. Προκειµένου όµως να έχουµε και τη συνολική εικόνα από όλα αυτά τα

σηµεία, παρουσιάζουµε όλα τα αποτελέσµατα µαζί στο τρίτο γράφηµα της ίδιας εικόνας.

Στο γράφηµα αυτό δε δείχνουµε τα σηµεία που προκύπτουν από τις ϕουλλερίνες IPR 
CN µε 70 ≤ N ≤ 78, τα οποία δε ϑα προσέφεραν κάποια επιπλέον πληροφορία, αφού

ϐρίσκονται ανάµεσα σε αυτά των C60 και C80. Οι ευθείες που ϕαίνονται στα γραφήµατα

αυτά, ϑα εξηγήσουµε παρακάτω τι αντιπροσωπεύουν.

Από τις ενέργειες συνοχής, που αντιστοιχούν στις δοµές µε ίδιο αριθµό ατόµων (ισοµερή),

ϐρίσκουµε µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τις ευθείες της µορφής,

Ecoh = aNp + b, (6.23)

που σχετίζουν την ενέργεια συνοχής µε τον αριθµό Np των γειτνιαζόντων πενταγώνων. Στον

πίνακα 6.5 δίνουµε τις τιµές της κλίσης (a) και της τοµής µε τον άξονα y (b), το συντελε-

στή συσχέτισης (r2), το τυπικό σφάλµα εκτίµησης (Standard Error of Estimate, (SEE)) και

τη µέγιστη διαφοράς της ενέργειας συνοχής που ϐρήκαµε µε την προσέγγιση ισχυρής δέ-

σµευσης, από την πρόβλεψη της ευθείας των ελαχίστων τετραγώνων (∆Emax) για τις ευθείες

αυτές, καθεµία εκ των οποίων αφορά διαφορετικό αριθµό ατόµων n.

Συγκρίνοντας την κλίση της ευθείας για N = 40 µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα των

Albertazzi et al. [167] ϐρίσκουµε ότι η τιµή της είναι µεγαλύτερη απ΄ αυτές που προκύ-

πτουν από τα κλασικά δυναµικά Brenner και Tersoff και από ένα δυναµικό µοριακής
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Ισοµερές Συµ. Np Ecoh(eV ) φa(
o) Ισοµερές Συµ. Np Ecoh(eV ) φa(

o)
υπ΄ αριθ. υπ΄ αριθ.

20 Ih 30 0.604969 323.73 36:7 C1 14 0.291340 338.65

24 D6d 24 0.540829 329.22 36:8 Cs 14 0.283711 338.78

26 D3h 21 0.489233 331.45 36:9 C2v 13 0.259904 338.98

28:1 D2 20 0.443295 332.87 36:10 C2 14 0.299576 338.60

28:2 Td 18 0.442555 333.89 36:11 C2 13 0.268369 338.96

30:1 D5h 20 0.411628 333.77 36:12 C2 13 0.267802 339.07

30:2 C2v 17 0.379687 334.90 36:13 D3h 15 0.285188 338.22

30:3 C2v 18 0.384343 335.36 36:14 D2d 12 0.244289 339.29

32:1 C2 17 0.355774 336.01 36:15 D6h 12 0.260741 338.92

32:2 D2 18 0.370431 335.62 38:1 C2 16 0.318472 338.57

32:3 D3d 18 0.378498 335.51 38:2 D3h 18 0.328010 337.80

32:4 C2 16 0.337695 336.51 38:3 C1 14 0.283522 339.23

32:5 D3h 18 0.395141 335.71 38:4 C1 15 0.294114 338.85

32:6 D3 15 0.315385 337.00 38:5 C1 13 0.263086 339.65

34:1 C2 17 0.360949 336.78 38:6 C2 14 0.272561 339.40

34:2 Cs 15 0.312272 337.38 38:7 C1 14 0.286674 339.27

34:3 Cs 15 0.322723 337.58 38:8 C1 13 0.253836 339.59

34:4 C2 15 0.303032 337.60 38:9 D3 15 0.275928 338.99

34:5 C2 14 0.292731 337.91 38:10 C2 12 0.254225 339.79

34:6 C3v 15 0.329015 337.51 38:11 C1 13 0.265586 339.63

36:1 C2 16 0.335366 337.90 38:12 C2v 14 0.300051 339.22

36:2 D2 18 0.354988 337.16 38:13 C2 12 0.248020 340.00

36:3 C1 15 0.310741 338.17 38:14 C1 12 0.245499 339.96

36:4 Cs 16 0.320126 337.82 38:15 C2v 13 0.276582 339.41

36:5 D2 16 0.344626 337.84 38:16 C3v 12 0.246765 340.01

36:6 D2d 14 0.299935 338.70 38:17 C2 11 0.228569 340.37

Πίνακας 6.2: Μέγιστη δυνατή συµµετρία, ενέργεια συνοχής Ecoh (σε eV ), αριθµός κοινών πλευρών

πενταγώνων Np και µέση ατοµική γωνία φa (σε o) των διάφορων ισοµερών των ϕουλλερινών του

άνθρακα. Η ενέργεια συνοχής έχει µετατοπιστεί έτσι ώστε η τιµή της για τη ϕουλλερίνη IPRC60 να

είναι ίση µε µηδέν. Η αρίθµηση των ισοµερών είναι ίδια µε αυτή που υπάρχει το ϐιβλίο An atlas of

fullerenes [159].
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Ισοµερές Συµ. Np Ecoh(eV ) φa(
o) Ισοµερές Συµ. Np Ecoh(eV ) φa(

o)
υπ΄ αριθ. υπ΄ αριθ.

40:1 D5d 20 0.356958 337.60 40:27 C2 12 0.237709 340.66

40:2 C2 16 0.312693 339.11 40:28 Cs 12 0.248635 340.54

40:3 D2 18 0.329233 338.52 40:29 C2 11 0.220469 340.86

40:4 C1 15 0.289161 339.49 40:30 C3 12 0.233630 340.60

40:5 Cs 14 0.279602 339.82 40:31 Cs 11 0.219567 341.05

40:6 C1 14 0.262728 339.90 40:32 D2 14 0.274146 339.90

40:7 Cs 15 0.287237 339.41 40:33 D2h 14 0.288465 339.71

40:8 C2v 15 0.266613 339.50 40:34 C1 12 0.243183 340.55

40:9 C2 13 0.251969 340.35 40:35 C2 11 0.232283 340.73

40:10 C1 13 0.249908 340.32 40:36 C2 11 0.237243 340.94

40:11 C2 15 0.304850 339.48 40:37 C2v 11 0.232473 340.99

40:12 C1 13 0.250963 340.27 40:38 D2 10 0.210880 341.41

40:13 Cs 13 0.252088 340.26 40:39 D5d 10 0.217205 341.31

40:14 Cs 12 0.236926 340.67 40:40 Td 12 0.233215 340.64

40:15 C2 12 0.240834 340.35 42:1 C2 16 0.287769 339.78

40:16 C2 13 0.241495 340.27 42:2 C1 14 0.264914 340.30

40:17 C1 13 0.237884 340.34 42:3 C1 14 0.258310 340.40

40:18 C2 14 0.269818 339.82 42:4 C1 14 0.246340 340.52

40:19 C2 13 0.248483 340.23 42:5 C2 15 0.269089 339.96

40:20 C3v 12 0.249096 340.38 42:6 C2v 13 0.253997 340.54

40:21 C2 12 0.240062 340.57 42:7 C2 14 0.266657 340.43

40:22 C1 12 0.239673 340.64 42:8 C1 13 0.251318 340.68

40:23 C2 13 0.268917 340.15 42:9 C1 12 0.228624 341.06

40:24 Cs 11 0.225798 340.96 42:10 C1 13 0.237477 340.88

40:25 C2 12 0.238268 340.53 42:11 Cs 13 0.235445 340.78

40:26 C1 11 0.221588 340.90 42:12 Cs 12 0.223674 341.22

Πίνακας 6.3: Μέγιστη δυνατή συµµετρία, ενέργεια συνοχής Ecoh (σε eV ), αριθµός κοινών πλευρών

πενταγώνων Np και µέση ατοµική γωνία φa (σε o) των διάφορων ισοµερών των ϕουλλερινών του

άνθρακα. Η ενέργεια συνοχής έχει µετατοπιστεί έτσι ώστε η τιµή της για τη ϕουλλερίνη IPRC60 να

είναι ίση µε µηδέν. Η αρίθµηση των ισοµερών είναι ίδια µε αυτή που υπάρχει το ϐιβλίο An atlas of

fullerenes [159].
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Ισοµερές Συµ. Np Ecoh(eV ) φa(
o) Ισοµερές Συµ. Np Ecoh(eV ) φa(

o)
υπ΄ αριθ. υπ΄ αριθ.

42:13 C2v 12 0.235136 341.03 42:39 C1 10 0.193816 341.75

42:14 C1 11 0.205694 341.45 42:40 C2 11 0.216021 341.52

42:15 C1 13 0.246168 340.73 42:41 C2 10 0.204497 341.65

42:16 C2v 12 0.219377 341.09 42:42 Cs 11 0.244051 341.31

42:17 C1 12 0.223180 341.20 42:43 C2 11 0.227681 341.53

42:18 C1 13 0.231600 340.85 42:44 C1 10 0.209625 341.87

42:19 Cs 11 0.205626 341.53 42:45 D3 9 0.185732 342.25

42:20 C1 12 0.220982 341.26 60 Ih 0 0.000000 348.00

42:21 C2v 11 0.204424 341.66 70 D5h 0 -0.026702 349.41

42:22 Cs 13 0.253656 340.77 72 D6d 0 -0.014824 349.21

42:23 C2 12 0.236698 341.05 74 D3h 0 -0.028368 349.91

42:24 C1 11 0.217976 341.43 76:1 D2 0 -0.031947 349.95

42:25 C1 11 0.215606 341.54 76:2 Td 0 -0.024749 350.11

42:26 C1 12 0.222701 341.23 78:1 D3 0 -0.033674 350.12

42:27 C2 12 0.219393 341.19 78:2 C2v 0 -0.036105 350.14

42:28 C2 12 0.232342 340.91 78:3 C2v 0 -0.037118 350.29

42: 29 C1 11 0.221808 341.44 78:4 D3h 0 -0.030482 349.91

42:30 C1 12 0.225321 341.12 78:5 D3h 0 -0.032342 350.38

42:31 C2 11 0.208821 341.48 80:1 0 -0.034733 350.28

42:32 C1 10 0.196559 341.78 80:2 0 -0.036026 350.28

42:33 C1 10 0.199080 341.91 80:3 0 -0.034696 350.39

42:34 C1 11 0.209309 341.48 80:4 0 -0.034590 350.37

42:35 Cs 10 0.201553 341.80 80:5 0 -0.035454 350.50

42:36 C1 11 0.218115 341.54 80:6 0 -0.034666 350.57

42:37 C1 12 0.244228 340.93 80:7 0 -0.031518 350.49

42:38 C2 13 0.268028 340.66

Πίνακας 6.4: Μέγιστη δυνατή συµµετρία, ενέργεια συνοχής Ecoh (σε eV ), αριθµός κοινών πλευρών

πενταγώνων Np και µέση ατοµική γωνία φa (σε o) των διάφορων ισοµερών των ϕουλλερινών του

άνθρακα. Η ενέργεια συνοχής έχει µετατοπιστεί έτσι ώστε η τιµή της για τη ϕουλλερίνη IPRC60 να

είναι ίση µε µηδέν. Η αρίθµηση των ισοµερών είναι ίδια µε αυτή που υπάρχει το ϐιβλίο An atlas of

fullerenes [159].
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Σχήµα 6.19: Η ενέργεια συνοχής ως συνάρτηση του αριθµού Np των γειτνιαζόντων πενταγώνων για

(α) N ≤ 32, (ϐ) 34 ≤ N ≤ 42 και (γ) N ≤ 42 και για τις IPR  C60 και IPR  C80.
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N a(eV ) b(eV ) r2 ∆Emax(eV )
28 0.00037 0.435895 1.000 0.000

30 0.0110793 0.188846 0.980 0.004

32 0.0219506 -0.014340 0.960 0.014

34 0.0225614 -0.022061 0.928 0.013

36 0.0186716 0.027488 0.947 0.022

38 0.0144732 0.076364 0.936 0.021

40 0.0147164 0.063971 0.965 0.020

42 0.0145274 0.055595 0.918 0.029

Πίνακας 6.5: Η κλίση (a), η τοµή µε τον άξονα y (b), ο συντελεστής συσχέτισης (r2) και η µέγιστη

διαφορά της ενέργειας από την ευθεία πρόβλεψης (∆Emax), για το σύνολο των ισοµερών κάθε

ϕουλλερίνης. (Η ευθεία για N = 28 κατασκευάζεται από δύο µόνο σηµεία.)

µηχανικής και µικρότερη από αυτές που προκύπτουν µε τις ηµιεµπειρικές µεθόδους MN
DO, AM1, PM3, QCFF/PI και DFTB και τις µεθόδους abinitio SCF, LDA, DFT/BLYP
και DFT/B3LYP. Ας σηµειωθεί ότι οι τιµές των κλίσεων αυτών των ευθειών, που ϐρήκαν οι

Albertazzi et al., κυµαίνονται από 24.4 µέχρι 99.5kjoule/mole, ενώ η τιµή που ϐρίσκουµε

µε την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης είναι 56.7kjoule/mole.

΄Οπως µπορεί να δει κανείς η κλίση των παραπάνω ευθειών µε τον άξονα y παίρνουν

περίπου την ίδια τιµή για N = 38, 40 και 42, ενώ αυτό ϕαίνεται να διαφοροποιείται στις

περιπτώσεις που N = 28, 30, 32 και 34. Παρ΄ όλα αυτά οι διαφορές αυτές δεν είναι τραγικά

µεγάλες12, πράγµα που µας επιτρέπει να υποπτευθούµε ότι ίσως οι διαφοροποιήσεις αυτές

της κλίσης για τις ϕουλλερίνες µε N = 28, 30, 32 και 34 να οφείλονται στο ενδεχόµενο η

ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων να µην αποδίδει πολύ καλά την εξάρτηση της ενέργειας

των ϕουλλερινών αυτών από τον αριθµό Np. Σε αυτή την άποψη συνηγορεί και ο µικρός

αριθµός ισοµερών, που έχουν αυτές οι ϕουλλερίνες, ο οποίος ίσως δεν είναι επαρκής για

την κατασκευή της ϐέλτιστης ευθείας, που ϑα ελαχιστοποιήσει ῾῾σωστά᾿᾿ τις αποκλίσεις. Για

παράδειγµα τα ισοµερή της ϕουλλερίνης C28 είναι µόνο δύο και κατά συνέπεια η ευθεία

των ελαχίστων τετραγώνων είναι η ευθεία που ενώνει τα δύο σηµεία της γραφικής παράστα-

σης. ΄Ετσι αν ϑεωρήσουµε ως σωστή την ευθεία αυτή, τότε οι διάφοροι άλλοι παράγοντες

εκτός από τον αριθµό Np, που εισάγουν κάποιες µικρές διαφοροποιήσεις στην ενέργεια

συνοχής, εσφαλµένα συγχωνεύονται στην εξάρτηση της ενέργειας συνοχής από τον αριθµό

Np, δίνοντας τελικά λάθος αποτελέσµατα για την εξάρτηση από το Np. Στην περίπτωση

δηλαδή που ϑα δεχτούµε ως σωστή αυτή την ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων, το µοντέλο

µας ϑα προβλέπει µε απόλυτη ακρίβεια την ενέργεια συνοχής, αλλά δε ϑα αποδίδει σωστά

την εξάρτηση της ενέργειας συνοχής από τον αριθµό Np. Εξ άλλου η εξάρτηση από τον

αριθµό Np ϑα πρέπει να ληφθεί ως κάποιος µέσος όρος, δεδοµένου ότι δεν είναι δυνατό

να αποδοθεί µια συγκεκριµένη ενεργειακή αύξηση για κάθε κοινή πλευρά πενταγώνων,

αφού η ιδιαίτερη γεωµετρία κάθε ισοµερούς παίζει σηµαντικό ϱόλο στην τιµή αυτής της

12µε εξαίρεση την περίπτωση για n = 28, η οποία όµως προέκυψε από την ευθεία που ενώνει τα δύο σηµεία

και εποµένως δεν έχει και πολύ µεγάλη αξία, ως ευθεία ελαχίστων τετραγώνων
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ενεργειακής αύξησης [183].

Επίσης αν δεχτούµε ως σωστές τις τιµές των κλίσεων, όπως αυτές προκύπτουν από

τις αντίστοιχες ευθείες των ελαχίστων τετραγώνων, τότε οι αντίστοιχες σταθερές b παίρνουν

διάφορες τιµές, οι οποίες σκαµπανεβάζουν, χωρίς να ϕαίνεται καµιά ενδεχόµενη εξάρτησή

τους από τον αριθµό των ατόµων κάθε ϕουλλερίνης.

n b (eV ) n b (eV ) N b (eV )
20 0.16997 34 0.10020 70 -0.00267

24 0.19275 36 0.08728 72 -0.01482

26 0.18743 38 0.07600 74 -0.02837

28 0.16743 40 0.06714 76 -0.02835

30 0.12605 42 0.05592 78 -0.03394

32 0.11232 60 0.00000 80 -0.03453

Πίνακας 6.6: Η τοµή b µε τον άξονα y των ευθειών Ecoh = aNp+ b, που προκύπτουν µε τη µέθοδο

των ελαχίστων τετραγώνων όταν a = 0.0145eV , ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων N των ισοµερών.

Για τους λόγους αυτούς δοκιµάσαµε να ϑεωρήσουµε ότι η κλίση των ευθειών Ecoh =
aNp + b, είναι σταθερή και ανεξάρτητη από τον αριθµό των ατόµων κάθε ϕουλλερίνης

και ίση περίπου µε την τιµή 0.0145eV , που προέκυψε από τις περιπτώσεις των ισοµερών

των ϕουλλερινών CN µε N = 38, 40 και 42. Στη συνέχεια δοκιµάσαµε µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων να προσδιορίσουµε την τιµή της σταθεράς b, υπό σταθερό a και ίσο

µε a = 0.0145eV . Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον πίνακα 6.6 και στην εικόνα 6.20.

΄Οπως µπορεί να δει κανείς στην πρώτη γραφική παράσταση της εικόνας αυτής, η σταθερά

b ϕαίνεται να έχει µια εξάρτηση αντιστρόφως ανάλογη από τον αριθµό ατόµων N .

Συµπερασµατικά λοιπόν :

• Η ενέργεια συνοχής των ϕουλλερινών ϕαίνεται να έχει την ίδια σταθερή γραµµική

εξάρτηση από τον αριθµό Np του πλήθους των κοινών πλευρών των πενταγώνων κάθε

δοµής, για όλες τις µικρές ϕουλλερίνες, ανεξάρτητα από τον αριθµό ατόµων τους και

• Η ενέργεια συνοχής των ϕουλλερινών έχει µια εξάρτηση αντιστρόφως ανάλογη από

τον αριθµό N των ατόµων τους.

Το ερώτηµα εποµένως που ϑα µας απασχολήσει στη συνέχεια, είναι να ϐρούµε ποια εί-

ναι η ακριβής εξάρτηση της ενέργειας συνοχής από τον αριθµό ατόµων κάθε ϕουλλερίνης,

ϑεωρώντας ότι η ενέργεια συνοχής έχει την ίδια γραµµική εξάρτηση από τον αριθµό Np για

όλες τις ϕουλλερίνες ανεξάρτητα από τον αριθµό ατόµων N , που την απαρτίζουν. Ξεκι-

νώντας αυτή τη διερεύνηση, κατασκευάζουµε τη δεύτερη γραφική παράσταση της εικόνας

6.20, στην οποία παρουσιάζουµε τα b ως συνάρτηση του 1/N . Από τη γραφική παράσταση

αυτή ϐλέπουµε µια περίπου γραµµική εξάρτηση των b από το 1/N µε κάποιες αποκλίσεις.

Η περίπτωση N = 20 ϕαίνεται να έχει τη µεγαλύτερη απόκλιση, ενώ επίσης µικρότερες

αποκλίσεις ϕαίνεται να έχουν οι περιπτώσεις N = 24, 26, 28, IPR − 72 και IPR− 74.
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Σχήµα 6.20: Η σταθερά b της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων (ϐλέπε εξ. 6.23) µε σταθερή κλίση

a = 0.0145eV ως συνάρτηση (α) του αριθµού ατόµων n και (ϐ) του 1/n.
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Αν εξαιρέσουµε την περίπτωση N = 20 του πίνακα 6.6,που ϐρίσκεται καταφανώς εκτός

ευθείας, η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που µπορεί να κατασκευαστεί από τα υπόλοιπα

δεδοµένα ϕαίνεται στην ίδια γραφική παράσταση και είναι η

b =
8.1038

N
− 0.1364, (6.24)

µε συντελεστή συσχέτισης R = 0.9972. ΄Οπως ϐλέπουµε η καµπύλη αυτή ϕαίνεται να προ-

σαρµόζεται σχετικά καλά στις τιµές των b του πίνακα 6.6, χωρίς αυτό όµως να αποκλείει

το ενδεχόµενο να υπάρχει µια άλλη καµπύλη που να προσαρµόζεται ακόµα καλύτερα σ΄

αυτά τα δεδοµένα. ∆εδοµένου µάλιστα ότι έχουν αναπτυχθεί τα διάφορα µοντέλα, που α-

ναφέραµε νωρίτερα, για την πρόβλεψη της ενέργειας συνοχής των µεγάλων εικοσαεδρικών

ϕουλλερινών, είναι σκόπιµο να ελέγξουµε, αν και κατά πόσο αυτά τα µοντέλα προσαρµό-

Ϲονται καλύτερα στην ενέργεια συνοχής των µικρών ϕουλλερινών, απ΄ ότι το απλό µοντέλο

µε εξάρτηση 1/N . Αυτό είναι απολύτως λογικό, αν σκεφτούµε ότι το Ϲητούµενό µας είναι

να ϐρούµε τη µορφή ενός όρου, που ϑα προστίθεται στον όρο που περιλαµβάνει το Np, ο

οποίος ϑα εξαρτάται µόνο από τον αριθµό N των ατόµων, όπως ϕαίνεται από τη γραφική

παράσταση 6.20, ενώ για Np = 0 ϑα οδηγούν στις σχέσεις που αντιστοιχούν στις µεγάλες

ϕουλλερίνες, για τις οποίες αυτά τα µοντέλα αναπτύχθηκαν. ΄Ετσι οι σχέσεις που ϑα προκύ-

ψουν ϑα µπορούσαν να έχουν µια καθολική ισχύ, αφού ϑα ισχύουν για κάθε ϕουλλερίνη.

Θα προσαρµόσουµε λοιπόν στη συνέχεια µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τις ενέρ-

γειες συνοχής των πινάκων 6.2, 6.3 και 6.4 σε καµπύλες που ϑα έχουν γραµµική εξάρτηση

από τον αριθµό Np και ϑα έχουν την ίδια εξάρτηση από τον αριθµό N των ατόµων, όπως τα

µοντέλα των Adams et al, Tersoff, Witten and Li, MoránLópez et al, Itoh et al καθώς και

το µοντέλο της µορφής b1/N + b2
13, που είδαµε προηγουµένως.

Επίσης επειδή υπάρχουν αυτές οι αποκλίσεις που είδαµε προηγουµένως και προκειµέ-

νου να δούµε πώς αυτές επηρεάζουν την προσαρµογή των διάφορων καµπυλών, ϑα πραγ-

µατοποιήσουµε τέσσερις διαφορετικές προσαρµογές καµπύλης για κάθε µοντέλο, χρησι-

µοποιώντας κάθε ϕορά ένα διαφορετικό δείγµα από τις ενέργειες των πινάκων 6.2, 6.3 και

6.4. Τα δείγµατα αυτά ϑα είναι τα ακόλουθα: (α) όλες οι ενέργειες των πινάκων 6.2, 6.3 και

6.4, (ϐ) όλες οι ενέργειες των πινάκων 6.2, 6.3 και 6.4, εκτός την περίπτωση N = 20, (γ) οι

ενέργειες των πινάκων 6.2, 6.3 και 6.4, για τις οποίες 30 ≤ N ≤ 42 και (δ) οι ενέργειες του

πίνακα 6.4, για τις οποίες N = 60, 76, 78, 80. Ο λόγος που γίνεται αυτός ο συγκεκριµένος

διαχωρισµός ϑα γίνει αντιληπτός παρακάτω.

• Προσαρµογή καµπυλών στο σύνολο των τιµών των ενεργειών συνοχής (155

τιµές)

Οι εξισώσεις που προκύπτουν για κάθε µοντέλο είναι οι ακόλουθες :

- Μοντέλο Adams et al

Ecoh = 0.0145Np +
11.1802

N
− 73.2737

N2
− 0.1664, R2 = 0.99136 (6.25)

13εφ΄ εξής και για ϐολικότητα και συντοµία ϑα ονοµάζουµε αυτό το µοντέλο ως ῾῾µοντέλο n−1 ᾿᾿
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- Μοντέλο Tersoff

Ecoh = 0.01457Np −
2.0081

N
+ 3.4524

lnN

N
− 0.2019, R2 = 0.99101 (6.26)

- Μοντέλο n−1

Ecoh = 0.01576Np +
6.4213

N
− 0.1108, R2 = 0.98975 (6.27)

- Μοντέλο MóranLópez et al

Ecoh = 0.01462Np +
0.6837

N
+

2.0466√
N

− 0.2750, R2 = 0.99085 (6.28)

- Μοντέλο Witten and Li

Ecoh = 0.01522Np + 4.4362N−5/6 − 0.1482, R2 = 0.99045 (6.29)

- Μοντέλο Itoh et al

Ecoh = 0.01464Np + 2.5523N−0.56597 − 0.25108 (6.30)
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Σχήµα 6.21: Αποκλίσεις των προβλέψεων της ενέργειας συνοχής των διαφόρων µοντέλων από τις

αντίστοιχες υπολογισθείσες τιµές. (Χρήση όλων των δεδοµένων)

Στην εικόνα 6.21 µπορούµε να δούµε τις διαφορές ανάµεσα στις προβλέψεις των πα-

ϱαπάνω µοντέλων και στις τιµές που υπολογίσθηκαν από τις εφησυχασµένες δοµές

στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης. Στην εικόνα αυτή ο άξονας x παριστάνει

τον αύξοντα αριθµό του κάθε ισοµερούς, ο οποίος είναι ίδιος µε τη σειρά που αυτά
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εµφανίζονται στους πίνακες 6.2, 6.3 και 6.4. ΄Οπως ϐλέπουµε στην εικόνα αυτή, σε

γενικές γραµµές όλα τα µοντέλα προβλέπουν µε ικανοποιητική ακρίβεια την υπο-

λογισθείσα ενέργεια συνοχής, µε διαφορές που στο σύνολο σχεδόν των περιπτώσεων

δεν υπερβαίνουν τα 0.02eV . Εξαίρεση αποτελεί η ϕουλλερίνη C20, για την οποία η

διαφορά µεταξύ προβλεφθείσας και υπολογισθείσας τιµής ξεκινάει κατ΄ απόλυτη τιµή

από 0.04eV (στο µοντέλο των Adams et al) και ϕθάνει µέχρι 0.08eV (στο µοντέλο n−1).

Αυτό που επίσης ϐλέπουµε στην εικόνα αυτή είναι ότι στην περιοχή ενδιαφέροντός

µας για τα N και Np, εξαιρουµένου του C20, τα µοντέλα Adams et al, Tersoff, Móran
López et al και Itoh et al δίνουν πρακτικώς τα ίδια αποτελέσµατα, µε τις µεταξύ

τους διαφορές να είναι πολύ µικρότερες από τις αντίστοιχες διαφορές ανάµεσα στις

προβλεφθείσες και τις υπολογισθείσες τιµές των ενεργειών συνοχής. Εξαιρουµένου

του C20, οι µέγιστες διαφορές ανάµεσα στις προβλεφθείσες τιµές µεταξύ των µοντέλων

δεν ξεπερνά τα 0.0075eV περίπου.

Συµπερασµατικά:

3 Από την προσαρµογή των παραπάνω καµπυλών στο σύνολο των ενεργειών συνο-

χής των πινάκων 6.2, 6.3 και 6.4, προκύπτει ότι η ενέργεια συνοχής του C20 δεν

µπορεί να προβλεφθεί ῾῾σωστά᾿᾿14 από κανένα από τα παραπάνω µοντέλα. Είναι

εποµένως σκόπιµο να εξαιρέσουµε από το δείγµα µας την περίπτωση N = 20,

µε την ελπίδα ότι οι καµπύλες που δοκιµάζουµε να προσαρµόσουµε στις υ-

πολογισθείσες ενέργειες συνοχής, ϑα προσαρµόζονται καλύτερα στις υπόλοιπες

τιµές.

3 Οι διαφορές ανάµεσα στις προβλεφθείσες από τα µοντέλα τιµές της ενέργειας

συνοχής και τις υπολογισθείσες δεν ξεπερνούν στο σύνολο σχεδόν των περιπτώ-

σεων τα 0.02eV περίπου. Εποµένως όλα τα µοντέλα προβλέπουν την ενέργεια

συνοχής µε ικανοποιητική ακρίβεια.

• Προσαρµογή καµπυλών σε όλες τις ενέργειες εκτός αυτής του C20 (154 τιµές)

Επαναλαµβάνοντας την παραπάνω διαδικασία χωρίς την ενέργεια συνοχής του C20,

προέκυψαν οι παρακάτω εξισώσεις πρόβλεψης για την ενέργεια συνοχής.

- Μοντέλο Adams et al

Ecoh = 0.01521Np +
6.7906

N
+

13.54785

N2
− 0.1214, R2 = 0.9929 (6.31)

- Μοντέλο Tersoff

Ecoh = 0.0152Np +
9.1688

N
− 0.6230

lnN

N
− 0.1149, R2 = 0.9929 (6.32)

14 ῾῾σωστά᾿᾿, µε την έννοια ότι η πρόβλεψη έχει αρκετά µεγαλύτερη διαφορά από την υπολογισθείσα τιµή,

συγκρινόµενη µε τις άλλες περιπτώσεις
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- Μοντέλο n−1

Ecoh = 0.01504Np +
7.5657

N
− 0.1299, R2 = 0.9929 (6.33)

- Μοντέλο MóranLópez et al

Ecoh = 0.0152Np +
8.6682

N
− 0.3674√

N
− 0.1017, R2 = 0.9929 (6.34)

- Μοντέλο Witten and Li

Ecoh = 0.01477Np + 4.9528N−5/6 − 0.16585, R2 = 0.9927 (6.35)

- Μοντέλο Itoh et al

Ecoh = 0.01520Np + 9.4305N−1.084375 − 0.1158 (6.36)

Αυτό που µπορεί να δει κανείς απ΄ αυτές τις εξισώσεις είναι ότι αυξήθηκε ελαφρά ο

συντελεστής συσχέτισης για όλα τα µοντέλα. Επίσης για τα µοντέλα Adams et al,
Tersoff, MóranLópez et al και Itoh et al, αυξήθηκαν οι συντελεστές του Np κατά

0.007 περίπου, ενώ οι συντελεστές των όρων που περιέχουν το n άλλαξαν τελείως και

µάλιστα σε κάποιες περιπτώσεις άλλαξαν και πρόσηµο.

Αντιθέτως στο µοντέλο µε την εξάρτηση 1/N ο συντελεστής του Np µειώθηκε κατά

0.007 περίπου, ενώ ο συντελεστής του όρου 1/N αυξήθηκε κατά 1 περίπου.

Αυτό που επίσης µπορούµε να δούµε, συγκρίνοντας το µοντέλο των Itoh et al µε

αυτό µε την εξάρτηση 1/N , είναι ότι ενώ και στα δύο µοντέλα η δύναµη του N είναι

σχεδόν η ίδια, οι συντελεστές του όρου αυτού των δύο εξισώσεων διαφέρουν αρκετά

µεταξύ τους. Αυτό σηµαίνει ότι ο συντελεστής αυτός είναι πολύ ευαίσθητος σε µικρές

αλλαγές της τιµή της δύναµης.

Τέλος στο µοντέλο των Witten and Li οι διαφορές είναι πολύ µικρότερες, µε το συντε-

λεστή του Np να µειώνεται µόνο κατά 0.004 περίπου και ο συντελεστής του N−5/6 να

αυξάνεται µόνο κατά 0.5 περίπου.

Κατ΄ αναλογία µε την εικόνα 6.21, στην εικόνα 6.22 ϐλέπουµε τις διαφορές ανάµε-

σα στις προβλεφθείσες και υπολογισθείσες ενέργειες συνοχής. ΄Οπως µπορεί να δει

κανείς, το εύρος των αποκλίσεων µεταξύ των δύο τιµών περιορίζεται µεν, αλλά όχι

αισθητά.

΄Οπως ϕαίνεται απ΄ αυτή την εικόνα, οι οµοιότητες µεταξύ των προβλέψεων τον µοντέ-

λων είναι πρακτικά ίδιες µε αυτές που σχολιάσαµε νωρίτερα. Μάλιστα οι διαφορές

µεταξύ των προβλέψεων των µοντέλων γίνονται τώρα µικρότερες. ΄Οπως µπορεί να

δει κανείς οι µεγαλύτερες διαφορές εµφανίζονται στις πολύ µικρές ϕουλλερίνες µε

αριθµό ατόµων µικρότερο από 30.

Συµπερασµατικά λοιπόν, η εξαίρεση του C20 από τους υπολογισµούς µας, δηµιούρ-

γησε µια µικρή διαφοροποίηση στους συντελεστές της εξίσωσης του µοντέλου των
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Σχήµα 6.22: Αποκλίσεις των προβλέψεων της ενέργειας συνοχής των διάφορων µοντέλων, από τις

αντίστοιχες υπολογισθείσες τιµές. (Χρήση όλων των δεδοµένων εκτός της περίπτωσης N = 20.)

Witten and Li, κάπως µεγαλύτερες στο µοντέλο n−1 και µεγάλες διαφοροποιήσεις

στους συντελεστές των εξισώσεων των άλλων µοντέλων. Το συµπέρασµα λοιπόν που

προκύπτει είναι ότι τα υπόλοιπα µοντέλα εκτός αυτό των Witten and Li και το n−1,

είναι πολύ ευαίσθητα σε µικρές διαφοροποιήσεις του υπό εξέταση δείγµατος και ε-

ποµένως ίσως να µην είναι τα πλέον κατάλληλα για την περιγραφή της ενέργειας

συνοχής των µικρών ϕουλλερίνων.

΄Ενας τρόπος που ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε για να δούµε ποιο είναι

το καταλληλότερο µοντέλο, είναι να κατασκευάσουµε την εξίσωση πρόβλεψης µε τη

µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, χρησιµοποιώντας ένα µέρος µόνο του δείγµατος

των ενεργειών συνοχής που έχουµε στη διάθεσή µας. Στη συνέχεια να εφαρµόσουµε

την εξίσωση αυτή για να δούµε κατά πόσο µπορεί να προβλέψει σωστά τις ενέργειες

συνοχής του υπολοίπου δείγµατος, που δε λάβαµε υπ΄ όψη µας για την κατασκευή

της εξίσωσης. Η εξίσωση που προβλέπει τις υπολογισθείσες τιµές µε τις µικρότερες

αποκλίσεις, ϑα µπορούσε να ϑεωρηθεί η καταλληλότερη εξίσωση.

Προκειµένου να εφαρµόσουµε λοιπόν αυτό το κριτήριο, υπολογίζουµε µε τη µέθοδο

των ελαχίστων τετραγώνων τους συντελεστές των εξισώσεων των παραπάνω µοντέλων,

χρησιµοποιώντας µόνο τις τιµές των ενεργειών συνοχής, για τις οποίες 30 ≤ N ≤ 42.

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας αυτές τις εξισώσεις, ϐρίσκουµε πόσο καλά προβλέ-

πονται οι τιµές των ενεργειών των IPRϕουλλερινών του αρχικού δείγµατός µας, τις

οποίες δε χρησιµοποιήσαµε για την κατασκευή των εξισώσεων. Μετά κάνουµε το ί-

διο, κατασκευάζοντας τις εξισώσεις πρόβλεψης από τις τιµές των IPRϕουλλερινών και

ϐρίσκουµε πόσο καλά προβλέπονται οι τιµές της ενέργειας συνοχής των µικρότερων

ϕουλλερινών.



6.5. ΑΠΟΤΕΛ�ΕΣΜΑΤΑ 197

• Προσαρµογή καµπυλών στις ενέργειες των ϕουλλερινών µε αριθµό ατόµων n,

30 ≤ N ≤ 42 (132 τιµές)

Από την προσαρµογή των παραπάνω µοντέλων στις ενέργειες συνοχής των ϕουλλερι-

νών µε αριθµό ατόµων N , 30 ≤ N ≤ 42, ϐρίσκουµε τις παρακάτω εξισώσεις πρόβλε-

ψης µε τους αντίστοιχους συντελεστές συσχέτισης :

- Μοντέλο Adams et al

Ecoh = 0.01542Np +
13.89973

N
− 126.39465

N2
− 0.21401, R2 = 0.95945 (6.37)

- Μοντέλο Tersoff

Ecoh = 0.01542Np−
11.41535

N
+7.07094

lnN

N
−0.31219, R2 = 0.95946 (6.38)

- Μοντέλο n−1

Ecoh = 0.01541Np +
6.96332

N
− 0.11972, R2 = 0.95946 (6.39)

- Μοντέλο MóranLópez et al

Ecoh = 0.01542Np −
7.3172

N
+

4.71907√
N

− 0.50868, R2 = 0.95946 (6.40)

- Μοντέλο Witten and Li

Ecoh = 0.01541Np + 4.58907N−5/6 − 0.15774, R2 = 0.95955 (6.41)

- Μοντέλο Itoh et al

Ecoh = 0.01545Np + 1.9114N−0.22609 − 0.7761 (6.42)

Αυτό που µπορεί να δει κανείς σ΄ αυτές τις εξισώσεις είναι ότι ο συντελεστής του Np

είναι περίπου σταθερός σε όλα τα µοντέλα µε σχετικές διαφορές µεταξύ τους της τάξης

του 10−4eV . Οι υπόλοιποι συντελεστές όµως, συγκρινόµενοι µε τους συντελεστές που

ϐρήκαµε νωρίτερα για τα ίδια µοντέλα, έχουν αξιοσηµείωτες διαφορές σε όλα τα

µοντέλα µε εξαίρεση τα µοντέλα n−1 και Whitten and Li. Ιδιαίτερα οι συντελεστές του

µοντέλου Whitten and Li παρουσιάζουν τις µικρότερες διαφοροποιήσεις. Στην εικόνα

6.23 ϐλέπουµε τις διαφορές ανάµεσα στις προβλεφθείσες και τις υπολογισθείσες τιµές

της ενέργειας, κατ΄ αναλογία µε τις εικόνες 6.21 και 6.22. Αυτό που ϐλέπουµε σ΄

αυτή την εικόνα, είναι ότι οι προβλέψεις του µοντέλου MoránLópez et al για τις IPR
ϕουλλερίνες είναι οι χειρότερες. Ακολουθούν οι προβλέψεις του µοντέλου Tersoff και

στη συνέχεια, µε µικρή διαφορά, οι προβλέψεις του µοντέλου Itoh et al. Στη συνέχεια

ακολουθεί το µοντέλο των Adams et al. Τέλος τα µοντέλα που προσεγγίζουν µε τον

καλύτερο δυνατό τρόπο την ενέργεια συνοχής είναι τα µοντέλα n−1 και Witten and
Li.
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Σχήµα 6.23: Αποκλίσεις των προβλέψεων της ενέργειας συνοχής των διάφορων µοντέλων, από τις

αντίστοιχες υπολογισθείσες τιµές. (Χρήση των δεδοµένων για τα οποία 30 ≤ N ≤ 42.)

Ακολουθώντας τώρα την αντίστροφη πορεία, ϑα προσπαθήσουµε να δούµε ποιοι είναι

οι συντελεστές των εξισώσεων πρόβλεψης, που προκύπτουν από τις τιµές των ενεργειών

συνοχής µόνο των IPRϕουλλερινών.

• Προσαρµογή καµπυλών στις ενέργειες των IPRϕουλλερινών µε αριθµό ατό-

µων 60 ≤ N ≤ 80 (18 τιµές)

Από την προσαρµογή των παραπάνω µοντέλων στις ενέργειες συνοχής των IPRϕουλλερινών,

που έχουµε στη διάθεσή µας, εκτός των C70 και C72, ϐρίσκουµε τις παρακάτω εξισώ-

σεις πρόβλεψης:

- Μοντέλο Adams et al

Ecoh =
5.88468

N
+

84.52596

N2
− 0.12178, R2 = 0.8383 (6.43)

- Μοντέλο Tersoff

Ecoh =
15.93761

N
− 2.34858

lnN

N
− 0.10559, R2 = 0.8383 (6.44)

- Μοντέλο n−1

Ecoh =
8.31507

N
− 0.13903, R2 = 0.8482 (6.45)
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- Μοντέλο MóranLópez et al

Ecoh =
12.94263

N
− 1.10686√

N
− 0.07305, R2 = 0.8383 (6.46)

- Μοντέλο Witten and Li

Ecoh = 4.9162N−5/6 − 0.1627, R2 = 0.8480 (6.47)

- Μοντέλο Itoh et al

Ecoh = 21.862N−1.2872 − 0.112635 (6.48)

Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι παραπάνω εξισώσεις πρόβλεψης δεν περιέχουν κάποιο όρο

που να εξαρτάται από το NP , προφανώς επειδή στις IPRϕουλλερίνες (από τις οποίες

προέκυψαν οι παραπάνω εξισώσεις), δεν υπάρχουν γειτνιάζοντα πεντάγωνα, και επο-

µένως Np = 0. Κατά συνέπεια οι εξισώσεις αυτές είναι συναρτήσεις µόνο του αριθµού

ατόµων N κάθε ϕουλλερίνης.

Συγκρίνοντας τις τελευταίες αυτές εξισώσεις µε τις αντίστοιχες που ϐρήκαµε µε προ-

σαρµογή των µοντέλων στις ενέργειες συνοχής των ϕουλλερινών µε 30 ≤ N ≤ 42,

ϐλέπουµε ότι σε όλα τα µοντέλα, µε εξαίρεση το µοντέλο Witten and Li και το µοντέλο

n−1, συνεχίζουν να εµφανίζονται πολύ µεγάλες διαφορές στους συντελεστές κάθε όρου

αυτών των εξισώσεων. Κατά συνέπεια, όποια και αν ήταν η εξάρτηση των µοντέλων

αυτών από το Np, ϑα υπήρχαν µεγάλες διαφοροποιήσεις ανάµεσα στις προβλέψεις

των δύο αντίστοιχων εξισώσεων του ίδιου µοντέλου. Αυτό µπορούµε να το δούµε πολύ

καλά στην εικόνα 6.24, στην οποία δείχνουµε για τα παραπάνω έξι µοντέλα τα εξής :

α τις ενέργειες συνοχής ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων, αν αφαιρέσουµε απ΄

αυτές τον όρο που περιέχει το Np, των εξισώσεων 6.37, 6.38, 6.39, 6.40, 6.41

και 6.42 (µαύροι κύκλοι)

ϐ τις καµπύλες των εξισώσεων 6.37, 6.38, 6.39, 6.40, 6.41 και 6.42, χωρίς τον

όρο που περιέχει το Np (µαύρη γραµµή) και

γ τις καµπύλες των εξισώσεων 6.43, 6.44, 6.45, 6.46, 6.47 και 6.48 (κόκκινη

γραµµή).

Υπενθυµίζουµε ότι οι εξισώσεις 6.37, 6.38, 6.39, 6.40, 6.41 και 6.42 (µαύρες γραµ-

µές) προέκυψαν µε προσαρµογή σ΄ αυτές (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων)

των ενεργειών συνοχής των ϕουλλερινών µε 30 ≤ N ≤ 42, ενώ οι αντίστοιχες εξισώσεις

6.43, 6.44, 6.45, 6.46, 6.47 και 6.48 (κόκκινη γραµµή) προέκυψαν µε παρόµοιο

τρόπο από τις IPRϕουλλερίνες µε 60 ≤ N ≤ 80. Στην εικόνα αυτή οι διακεκοµµένες

γραµµές αντιστοιχούν σε επέκταση (extrapolation) της αντίστοιχης καµπύλης, στις

τιµές N οι οποίες δε χρησιµοποιήθηκαν για την κατασκευή της εξίσωσης πρόβλεψης.

΄Οπως ϐλέπουµε λοιπόν, µε εξαίρεση τα µοντέλα Witten and Li και n−1, υπάρχουν

µεγάλες αποκλίσεις ανάµεσα στις προβλέψεις των εξισώσεων του ίδιου µοντέλου, που
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Σχήµα 6.24: Ενέργεια συνοχής ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων. Σύγκριση µεταξύ της εξίσωσης

πρόβλεψης που κατασκευάζεται από τις ενέργειες συνοχής των ϕουλλερινών µε 30 ≤ N ≤ 42
(µαύρη γραµµή) και της αντίστοιχης εξίσωσης που κατασκευάζεται από τις ενέργειες συνοχής των

IPRϕουλλερίνων µε 60 ≤ N ≤ 80 (κόκκινη γραµµή). Οι διακεκοµµένες γραµµές αντιστοιχούν

σε επέκταση (extrapolation) των εξισώσεων πρόβλεψης σε περιοχές n που δε συµµετείχαν στην

κατασκευή τους. Από τις υπολογισθείσες τιµές των ενεργειών συνοχής έχει αφαιρεθεί ο όρος που

περιέχει το Np. (a) Μοντέλο Adams et al, (b) Μοντέλο Tersoff, (c) Μοντέλο n−1, (d) Μοντέλο Morán
López et al, (e) Μοντέλο Witten and Li και (f ) Μοντέλο Itoh et al.
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έχουν κατασκευαστεί από διαφορετική οµάδα τιµών των ενεργειών συνοχής. Κατά

συνέπεια τα µοντέλα αυτά δεν είναι κατάλληλα για την περιγραφή των ενεργειών

συνοχής των µικρών ϕουλλερινών.

Εποµένως το µοντέλο των Witten and Li είναι ίσως το καταλληλότερο για την πρόβλεψη

των ενεργειών συνοχής των µικρών ϕουλλερινών. Κατά συνέπεια η καλύτερη δυνατή προ-

σαρµογή του µοντέλου αυτού στις υπολογισθείσες τιµές της ενέργειας συνοχής, δίνεται από

την εξίσωση 6.35, η οποία έχει υπολογισθεί χωρίς να ληφθεί υπ΄ όψη στη µέθοδο των ελα-

χίστων τετραγώνων η τιµή της ενέργειας για N = 20, για τους λόγους που ήδη εξηγήσαµε.

΄Ετσι η καταλληλότερη εξίσωση πρόβλεψης για την ενέργεια συνοχής ϑα είναι η :

Ecoh = 0.01477Np + 4.9528N−5/6 − 0.16585, R2 = 0.9927. (6.49)

Ας σηµειωθεί ότι η τιµή του συντελεστής του Np (a = 0.01477) προκύπτει να είναι πολύ

κοντά στην τιµή που αρχικά ϑεωρήσαµε ότι έχει (a = 0.0145), όταν προσπαθούσαµε να

ϐρούµε µια σχέση εξάρτησης των b της αρχικής εξίσωσης Ecoh = aNp + b από τον αριθµό

N των ατόµων κάθε ϕουλλερίνης.

Στην εικόνα 6.25 δείχνουµε τις διαφορές ανάµεσα στις υπολογισθείσες τιµές της ενέρ-

γειας συνοχής από την προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης, που ϐρίσκονται στους πίνακες

6.2, 6.3 και 6.4 από τις αντίστοιχες προβλεφθείσες από την εξίσωση 6.49. Επίσης στην

εικόνα 6.26 δείχνουµε την εξάρτηση της ενέργειας συνοχής από τον αριθµό ατόµων n, έ-

χοντας αφαιρέσει τον όρο που περιέχει τοNp και από την εξίσωση 6.49 και από τις ενέργειες

των πινάκων 6.2, 6.3 και 6.4.
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Σχήµα 6.25: Αποκλίσεις των προβλέψεων της ενέργειας συνοχής του µοντέλου των Witten and Li
(εξίσωση 6.49), από τις αντίστοιχες υπολογισθείσες τιµές.
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Σχήµα 6.26: Εξάρτηση της ενέργειας συνοχής από τον αριθµό ατόµων n. Οι κύκλοι παριστάνουν

τις υπολογισθείσες τιµές από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και η καµπύλη γραµµή την τιµή

της ενέργειας που προβλέπεται από την εξίσωση 6.49 του µοντέλου των Witten and Li. Και στις δύο

περιπτώσεις έχει αφαιρεθεί ο όρος 0.01477Np.

6.5.4 Κατανοµή των γωνιών των πενταγώνων και των εξαγώνων

Σύµφωνα µε όσα έχουµε πει, στην ιδανική περίπτωση, οι ϕουλλερίνες (ιδωµένες ως γεω-

µετρικές δοµές) ϑα κατασκευάζονταν από κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα, των οποίων οι

γωνίες ϑα ήταν ίσες µε 108o και 120o αντίστοιχα. Ωστόσο µια τέτοια γεωµετρική δοµή µπορεί

να κατασκευαστεί µόνο στις περιπτώσεις υψηλής συµµετρίας της δωδεκαεδρικής ϕουλλε-

ϱίνης C20 και της κολοβής εικοσαεδρικής ϕουλλερίνης C60. Σε κάθε άλλη περίπτωση µια

τέτοια κατασκευή που ϑα διατηρούσε αυτές τις γωνίες ϑα προϋπέθετε µια διαφοροποίηση

στα µήκη των ακµών του πολύεδρου. Προκειµένου, στις πραγµατικές δοµές των ϕουλλερι-

νών του ΄Ανθρακα, να µελετήσουµε τις διαφοροποιήσεις των γωνιών αυτών από τις ιδανικές

τους τιµές, ϐρίσκουµε την κατανοµή των γωνιών των πενταγώνων και των εξαγώνων όλων των

ισοµερών των µικρών ϕουλλερινών στην κατάσταση ισορροπίας τους. (Με τον όρο κατανοµή

γωνιών εννοούµε το πλήθος των γωνιών που ϐρέθηκαν να έχουν τιµή µέσα στα διαστήµατα

[θ, θ + δθ]. Στην περίπτωσή µας πήραµε το δθ = 1o, οπότε η κατανοµή των γωνιών προ-

κύπτει από το πλήθος των γωνιών οι τιµές των οποίων ϐρίσκονται στα διαστήµατα [0o, 1o),
[1o, 2o), [2o, 3o),. . . ,[359o, 360o].)

Στις εικόνες 6.27, 6.28 και 6.29 παρουσιάζουµε τις κατανοµές αυτές για το σύνολο των

ισοµερών των ϕουλλερινών CN του άνθρακα για N = 20, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42
και για τα ισοµερή των ϕουλλερινών IPR µε αριθµό ατόµων n = 60, 70, 72, 74, 76, 78 και

80 15. Ανάµεσα στις ϕουλλερίνες µε αριθµό ατόµων N = 60 και N = 70 δεν υπάρχουν

15υπενθυµίζουµε ότι οι ϕουλλερίνες IPR είναι οι ϕουλλερίνες, που ακολουθούν τον κανόνα των αποµονω-
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Σχήµα 6.27: Κατανοµή των γωνιών πενταγώνων και εξαγώνων των ϕουλλερινών Cn µε 20 ≤ n ≤ 32.
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Σχήµα 6.28: Κατανοµή των γωνιών πενταγώνων και εξαγώνων για τις ϕουλλερίνες Cn µε 34 ≤ n ≤
42 και για την IPRϕουλλερίνη C60
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Σχήµα 6.29: Κατανοµή των γωνιών πενταγώνων και εξαγώνων για τις IPRϕουλλερίνες Cn µε

70 ≤ n ≤ 80.
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τέτοιες ϕουλλερίνες και γι αυτό δεν αναφέρονται. Κάθε γραφική παράσταση των εικόνων

αυτών αντιστοιχεί στην κατανοµή όλων µαζί των γωνιών, που προέρχονται από το σύνολο

των ισοµερών των ϕουλλερινών µε συγκεκριµένο αριθµό ατόµων και έχει αναχθεί στην

κατανοµή του ενός ισοµερούς. Η κάθε κατανοµή δηλαδή, που παρουσιάζουµε, παριστάνει

τη µέση κατανοµή των γωνιών ανά δοµή.

΄Οπως µπορεί να δει κανείς από τις εικόνες αυτές, για όλες τις ϕουλλερίνες του άνθρακα

οι γωνίες των πενταγώνων κατανέµονται γύρω από την ιδανική γωνία των 108o και παίρνουν

τιµές από 104o ως 115o περίπου. Η µορφή των κατανοµών των γωνιών των πενταγώνων είναι

περίπου η ίδια για όλες τις περιπτώσεις. Εξαίρεση αποτελούν οι περιπτώσεις n = 20, 24, 26
και 28. Ειδικά η µορφή της κατανοµής των γωνιών της ϕουλλερίνης C20 είναι τελείως

διαφορετική από τις άλλες. Συγκεκριµένα η ϕουλλερίνη C20 έχει 2/5 των γωνιών των

πενταγώνων της ίσα µε 105o περίπου, άλλα 2/5 ίσα µε 110o περίπου και 1/5 ίσο µε 112o,
ενώ αν η δοµή αποτελούνταν από κανονικά πεντάγωνα, όλες οι γωνίες ϑα έπρεπε να ήταν

ίσες µε 108o. Από την άλλη πλευρά, οι µισές και πλέον γωνίες πενταγώνων του C24 είναι

ίσες µε περίπου 108o, και οι υπόλοιπες κατανέµονται γύρω απ΄ αυτή την τιµή, µέσα στο

διάστηµα από 106o µέχρι 111o περίπου. Οι διαφοροποιήσεις αυτές της κατανοµής των

γωνιών των πενταγώνων της ϕουλλερίνης C20 από τις υπόλοιπες, ίσως να είναι µια από τις

πηγές των αποκλίσεων που ϐρίσκαµε από τις εξισώσεις πρόβλεψης για τη ϕουλλερίνη C20.

Σε ότι αφορά τις γωνίες των εξαγώνων, αυτές κατανέµονται αντίστοιχα γύρω από την

ιδανική γωνία των 120o και παίρνουν τιµές από 116o ως 122o περίπου. ∆εδοµένου ότι τα

µέγιστα των δύο κατανοµών ϐρίσκονται πάνω στις ιδανικές τιµές των 108o και 120o αντίστοι-

χα και δεδοµένου του µικρού εύρους που έχουν οι γωνιακές κατανοµές, συµπεραίνουµε

ότι υπάρχουν κάποιες µικρές εν γένει διαφοροποιήσεις των γωνιών των εξαγώνων και των

πενταγώνων από τις γωνίες που ϑα αντιστοιχούσαν σε κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα.

6.5.5 Κατανοµή των ατοµικών γωνιών

Στις εικόνες 6.30, 6.31 και 6.32 δείχνουµε την κατανοµή των ῾῾ατοµικών γωνιών᾿᾿ ανά δοµή.

∆είχνουµε επίσης τις ϑέσεις που εµφανίζονται οι ατοµικές γωνίες 360o, 348o, 336o και 324o,
οι οποίες αντιστοιχούν στα τέσσερα δυνατά τοπικά περιβάλλοντα κάθε ατόµου, στην ιδανική

περίπτωση που οι ϕουλλερίνες κατασκευάζονταν από κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα

(ϐλέπε σελίδα 158).

΄Οπως µπορεί να δει κανείς οι ατοµικές γωνίες της ϕουλλερίνης C20, που κατασκευάζεται

µόνο από πεντάγωνα, παρουσιάζουν µεγάλες αποκλίσεις από την ιδανική τιµή των 324o. 12
από τις 20 ατοµικές γωνίες έχουν τιµή περίπου 329.8o (πολύ κοντά δηλαδή στην τιµή των

328.41o, που αντιστοιχεί στη δοµή διαµαντιού), ενώ οι υπόλοιπες 8 έχουν τιµή 314.6o. ΄Οπως

ϕαίνεται δηλαδή, περισσότερα από τα µισά τροχιακά της ϕουλλερίνη C20 έχουν την τάση να

δηµιουργήσουν υβριδισµό sp3, ενώ τα υπόλοιπα αποκλίνουν ακόµα περισσότερο από την

ιδανική διάταξη που ϑα είχαν, αν η δοµή ήταν κατασκευασµένη από κανονικά πεντάγωνα.

Σε καµιά άλλη ϕουλλερίνη δεν υπάρχουν τόσες πολλές ατοµικές γωνίες στην περιοχή των

328o µε 340o. Στις υπόλοιπες ϕουλλερίνες µε αριθµό ατόµων n ≤ 42, οι ατοµικές γωνίες

µένων πενταγώνων



6.5. ΑΠΟΤΕΛ�ΕΣΜΑΤΑ 207

300 310 320 330 340 350 360
sum of every atoms associated angles

0

3

6

9

12

# 
of

 a
ng

le
s 

su
m

s 
pe

r 
is

om
er C

20
C

24
C

26
C

28
C

30

hhhhhphppppp

Σχήµα 6.30: Κατανοµή των ατοµικών γωνιών ανά δοµή για τις ϕουλλερίνες Cn, n = 20, 24, 26, 28
και 30.
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Σχήµα 6.31: Κατανοµή των ατοµικών γωνιών ανά δοµή για τις ϕουλλερίνες Cn, n =
32, 34, 36, 38, 40 και 42.
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Σχήµα 6.32: Κατανοµή των ατοµικών γωνιών ανά δοµή για τις ϕουλλερίνες IPRCn, n =
60, 70, 72, 74, 76, 78 και 80.

παίρνουν τιµές στο διάστηµα [310o, 357o]. Στις κατανοµές αυτές δεν εµφανίζονται ατοµικές

γωνίες µε τιµή 360o, η οποία ϑα αντιστοιχούσε στην απόλυτα επίπεδη γεωµετρία, τοπικά.

Αυτό σηµαίνει ότι σύµφωνα µε τις προβλέψεις της ισχυρής δέσµευσης, οι δοµές των µικρών

ϕουλλερινών προτιµούν να καµπυλώνουν την επιφάνειά τους ακόµα και όταν ένα άτοµο

αποτελεί κοινή κορυφή τριών εξαγώνων. Αυτό όµως που είναι άξιο παρατήρησης, είναι ότι

όσο αυξάνει ο αριθµός των ατόµων των ϕουλλερινών, τόσο εµφανίζονται µεγαλύτερες τιµές

στις ατοµικές γωνίες. Αυτό ϕαίνεται από τη µετατόπιση που υπάρχει στο δεξιό άκρο των

κατανοµών, προς τη γωνία των 360o, όσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων. Αυτό αποτελεί

ένδειξη ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων των ϕουλλερινών, µειώνεται η καµπυλότητα

των επιφανειών τους, και κατά συνέπεια υπάρχει µια τάση η δοµή να γίνεται τοπικά πιο

επίπεδη, όσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων της δοµής.

΄Οσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων, τόσο πιο ξεκάθαρο γίνεται ένα συγκεκριµένο

µοτίβο κατανοµής, το οποίο εµφανίζει µια κορυφή γύρω από την ιδανική γωνία των 338o

(που ϑα σχηµατιζόταν από δύο πεντάγωνα και ένα εξάγωνο) και γύρω από την τιµή των 346o,
η οποία είναι ελαφρώς µικρότερη από την ιδανική γωνία των 348o (που ϑα σχηµατιζόταν από

δύο εξάγωνα και ένα πεντάγωνο). Μάλιστα η κορυφή αυτή για n = 32 και 34 είναι ελαφρώς

µετατοπισµένη αριστερά στην τιµή των 343o − 344o περίπου, για n = 36 εµφανίζει δύο

κορυφές - µία στις 343o και µια στις 346o, ενώ για n = 38, 40 και 42 η κορυφή εµφανίζεται

στην τιµή των 346o. Ωστόσο, όπως ϐλέπουµε από τις κατανοµές της εικόνας 6.31, όσο

αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων, µειώνεται ο αριθµός των ατοµικών γωνιών γύρω απ΄ αυτές

τις δύο κορυφές, ενώ αυξάνεται ο αριθµός των ατοµικών γωνιών ανάµεσά τους. Στην ίδια

εικόνα ϐλέπουµε ότι γύρω από την τιµή των 324o ελάχιστες ατοµικές γωνίες εµφανίζονται,

παρά το γεγονός ότι υπάρχουν άτοµα που αποτελούν κοινή κορυφή πενταγώνων. Αυτό
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δείχνει ότι η καµπύλωση της επιφάνειας, γύρω από τα άτοµα που αποτελούν κοινή κορυφή

πενταγώνων, δεν ακολουθεί κατ΄ ανάγκη την καµπύλωση που ϑα επέβαλε η παρουσία τριών

κανονικών πενταγώνων. Η καµπύλωση σ΄ αυτά τα σηµεία είναι µεγαλύτερη.

Η εικόνα, που ϐρίσκουµε όµως για τις ϕουλλερίνες IPR, είναι διαφορετική. ΄Οπως

µπορεί να δει κανείς στην εικόνα 6.32, µε εξαίρεση την κατανοµή που αντιστοιχεί στη

ϕουλλερίνη IPRC72, οι κατανοµές των ατοµικών γωνιών των ϕουλλερινών IPR εµφανίζουν

µια κορυφή ακριβώς πάνω στην ιδανική γωνία των 348o, που αντιστοιχεί σε περιβάλλον δύο

εξαγώνων και ενός πενταγώνου. Εκτός από τη ϕουλλερίνη IPRC60, οι κατανοµές αυτές των

υπολοίπων ϕουλλερινών IPR εµφανίζουν µια επέκταση στην περιοχή 354o − 356o, από τις

ατοµικές γωνίες που αντιστοιχούν σε άτοµα που αποτελούν κοινή κορυφή τριών εξαγώνων.

Ειδικά για τη ϕουλλερίνη IPRC60, οι ατοµικές γωνίες είναι όλες ίσες µε την ιδανική τιµή

των 348o, ενώ οι κατανοµές των υπολοίπων εµφανίζουν µια διασπορά γύρω από αυτή την

ιδανική τιµή η οποία αυξάνεται, όσο µεγαλώνει ο αριθµός των ατόµων. Αξίζει ακόµα να

σηµειωθεί ότι στην περιοχή των 354o − 356o, η κατανοµή µετακινείται προς µεγαλύτερες

γωνίες, όσο αυξάνει ο αριθµός των ατόµων, ενώ καµιά ατοµική γωνιά δεν παίρνει την τιµή

των 360o. ΄Οπως λοιπόν και στις µικρότερες ϕουλλερίνες, υπάρχει µια τάση επιπεδοποίησης

τοπικά της δοµής όπου εµφανίζονται κοινές κορυφές εξαγώνων, όσο αυξάνεται ο αριθµός

των ατόµων της.

6.5.6 Η ενέργεια συνοχής ως συνάρτηση της µέσης γωνίας παρα-

µόρφωσης

Είχαµε πει νωρίτερα ότι για τη µελέτη της τοπικής επιπεδότητας, ϑα µπορούσαµε εναλλα-

κτικά να χρησιµοποιήσουµε τις γωνίες παραµόρφωσης (ϐλέπε σελ. 158), τις οποίες ορίσαµε

µέσω της σχέσης 6.7 και για τις οποίες (ϐάσει του σχετικού ϑεωρήµατος του Descartes) ϑα

ίσχυε η σχέση 6.9, εφ΄ όσον οι έδρες των ϕουλλερινών ήταν επίπεδα πεντάγωνα και εξάγω-

να. Επειδή όµως, όπως είδαµε, οι έδρες των ϕουλλερινών δεν είναι στην πραγµατικότητα

επίπεδα πεντάγωνα και εξάγωνα, η σχέση 6.9 εµφανίζει κάποιες αποκλίσεις οι οποίες όπως

ϑα δείξουµε ευθύνονται κατά κύριο λόγο για τις διαφοροποιήσεις στην τιµή της ενέργειας

των ϕουλλερινών.

Στην γραφική παράσταση 6.33 δείχνουµε τη διαφορά
∑n

i=1 φdi − 4π σε µοίρες, ως

συνάρτηση του αριθµού ατόµων των διάφορων ισοµερών των ϕουλλερινών, όπου ϕαίνεται

καθαρά ότι υπάρχει µεγάλη απόκλιση του αθροίσµατος των γωνιών παραµόρφωσης από τη

γωνία των 720o, που προβλέπει το ϑεώρηµα του Descartes. Οι τιµές των αθροισµάτων των

γωνιών παραµόρφωσης, µπορούν να ϐρεθούν µέσω των µέσων τιµών των ατοµικών γωνιών,

οι οποίες για τις 155 ϕουλλερινικές δοµές που µελετήσαµε, δίνονται στους πίνακες 6.2, 6.3

και 6.4. ΄Οπως µπορούµε να δούµε σε αυτό το γράφηµα, η διαφορά
∑n

i=1 φdi − 4π γίνεται

ίση µε µηδέν µόνο στην περίπτωση της ϕουλλερίνης IPRC60. Σε κάθε άλλη περίπτωση από

τα 155 ισοµερή που µελετήσαµε, η διαφορά αυτή είναι µεγαλύτερη από µηδέν. Εποµένως

η ϕουλλερίνη IPRC60 είναι η µόνη ανάµεσα στα 155 ισοµερή, που έχει επίπεδα πεντάγωνα

και εξάγωνα.

Στην εικόνα 6.34 ϐλέπουµε την ενέργεια συνοχής Ecoh των ϕουλλερινών αυτών, ως
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Σχήµα 6.33: Η διαφορά
∑n

i=1 φdi − 4π ως συνάρτηση του αριθµού των ατόµων.

συνάρτηση της µέσης τιµής των γωνιών παραµόρφωσης τους 〈φd〉. ΄Οπως µπορούµε να

δούµε η ενέργεια συνοχής ϕαίνεται να έχει µια γραµµική εξάρτηση από τη µέση τιµή της

γωνίας παραµόρφωσης 〈φd〉. Από τη γραµµικότητα αυτή ξεφεύγει η ϕουλλερίνη C20. Αν δε

λάβουµε υπ΄ όψη την τιµή που αντιστοιχεί στη µέση γωνία παραµόρφωσης της ϕουλλερίνης

C20, τότε η ευθεία που προκύπτει µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων από τις υπόλοιπες

154 τιµές ενέργειας συνοχής - µέσης γωνίας παραµόρφωσης, είναι η ευθεία

Ecoh = 0.02824〈φd〉 − 0.30783(eV ), (6.50)

η οποία επίσης ϕαίνεται στην εικόνα 6.34. Ο συντελεστής συσχέτισης γι αυτή την ευθεία

είναι r = 0.9932. Στην εικόνα 6.35 δείχνουµε τη διαφορά της ενέργειας συνοχής που

προβλέπεται από την εξίσωση 6.50, από την ενέργεια που υπολογίσαµε µε την προσέγγιση

της ισχυρή δέσµευσης. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς οι αποκλίσεις των προβλέψεων είναι στις

περισσότερες περιπτώσεις µικρότερες από 0.02eV , ενώ η µέγιστη απόκλιση δεν ξεπερνά

την τιµή των 0.033eV . Συγκρίνοντας τις αποκλίσεις αυτές µε τις αντίστοιχες αποκλίσεις

της εξίσωσης 6.49, ϐλέπουµε ότι οι αποκλίσεις είναι παρόµοιες και εποµένως το επίπεδο

αξιοπιστίας της εξίσωση 6.50 είναι το ίδιο µε το επίπεδο αξιοπιστίας της εξίσωσης 6.49.

Στην εικόνα 6.36 δείχνουµε τη µέση γωνία παραµόρφωσης 〈φd〉 ως συνάρτηση του α-

ϱιθµού των κοινών πλευρών πενταγώνων Np για τα ισοµερή µε N = 32, 34, 36, 38, 40 και

42. Αυτό που ϐλέπουµε είναι ότι για τις δοµές µε τον ίδιο αριθµό ατόµων η µέση τιµή της

γωνίας παραµόρφωσης είναι µια αύξουσα συνάρτηση του αριθµού Np των κοινών πλευρών

πενταγώνων. Αυτό σηµαίνει ότι η παρουσία κοινών πλευρών πενταγώνων οδηγεί σε αύξηση

της ανισοτροπίας της γεωµετρίας της δοµής, δηλαδή τα πεντάγωνα και τα εξάγωνα είναι

λιγότερο επίπεδα, µε αποτέλεσµα την αύξηση της γωνίας παραµόρφωσης. Αυτό που επίσης

ϐλέπουµε είναι ότι για τον ίδιο αριθµό Np η µέση γωνία παραµόρφωσης είναι µεγαλύτερη,
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Σχήµα 6.34: Ενέργεια συνοχής ως συνάρτηση της µέσης τιµής της γωνίας παραµόρφωσης φ.

Οι ενέργειες συνοχής είναι µετατοπισµένες ώστε η ενέργεια συνοχής της ϕουλλερίνης IPRC60 να

παίρνει την τιµή 0.
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Σχήµα 6.35: Αποκλίσεις των προβλέψεων της ενέργειας συνοχής της εξίσωσης 6.50 από τις αντί-

στοιχες υπολογισθείσες τιµές µε την προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης.
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όσο µικρότερη είναι η δοµή. Αυτά τα δύο συµπεράσµατα ϑα µπορούσαν επίσης να προκύ-

ψουν, αν συνδύαζε κανείς τη σχέση που δίνει την ενέργεια συνοχής ως συνάρτηση του Np

και του N και τη σχέση που δίνει την ενέργεια συνοχής ως συνάρτηση της 〈φd〉. Τέλος ένα

ακόµα συµπέρασµα το οποίο προκύπτει είναι ότι η εξάρτηση της ενέργειας συνοχής από

τον αριθµό Np ϕαίνεται να είναι αποτέλεσµα των παραµορφώσεων της επίπεδης δοµής των

πενταγώνων και των εξαγώνων. Αν δεν υπήρχαν αυτές οι παραµορφώσεις, τότε σύµφωνα

µε το ϑεώρηµα του Descartes το άθροισµα των γωνιών παραµορφώσεων πάνω σε όλα τα

άτοµα των δοµών ϑα ήταν σταθερό και ίσο µε 4π. Κατά συνέπεια, µε ϐάση τη σχέση 6.50 η

ενέργεια συνοχής ϑα εξαρτούνταν κατά κύριο λόγο µόνο από τον αριθµό των ατόµων N και

από τίποτα άλλο. ΄Οµως η εµφάνιση των παραµορφώσεων της επίπεδης δοµής των πεντα-

γώνων και των εξαγώνων διαταράσσει αυτό το αποτέλεσµα, το οποίο όµως διορθώνεται από

την παρουσία του όρου που περιέχει το Np. Ωστόσο µπορεί να δείξει κανείς ότι η διαφορά

του αθροίσµατος των γωνιών παραµόρφωσης από το 4π δεν αιτιολογείται αποκλειστικά και

µόνο από την παρουσία του όρου Np, αφού η σχέση µεταξύ του Np και της διαφοράς αυτής

εξαρτάται και από το N .
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Σχήµα 6.36: Η µέση γωνία παραµόρφωσης 〈φd〉 ως συνάρτηση του αριθµού των κοινών πλευρών

πενταγώνων Np.

6.5.7 Επανυβριδισµός

Στις εικόνες 6.37 δείχνουµε την κατανοµή των επανυβριδισµένων στο επίπεδο POAV2 τρο-

χιακών των παραπάνω ϕουλλερινών ανά ισοµερές. Στις ίδιες εικόνες δείχνουµε µε κατακό-

ϱυφες γραµµές τον ῾῾ιδανικό᾿᾿ επανυβριδισµό, στην περίπτωση κατά την οποία οι γεωµετρι-

κές δοµές των ϕουλλερινών κατασκευάζονταν από κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα. ΄Οπως
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Σχήµα 6.37: Κατανοµή των υβριδισµένων τροχιακών ανά ισοµερές. Οι εικόνες στα αριστερά

αφορούν τα τροχιακά σ και οι εικόνες δεξιά τα τροχιακά π.
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µπορεί να παρατηρήσει κανείς στις γραφικές παραστάσεις που αφορούν τις ϕουλλερίνες µε

αριθµό ατόµων N ≥ 30, ο επανυβριδισµός των τροχιακών των ϕουλλερινών αυτών είναι πε-

ϱίπου ίδιος µε τον ῾῾ιδανικό᾿᾿ επανυβριδισµό. Στις περιπτώσεις αυτές ο επανυβριδισµός των

τροχιακών εµφανίζει µια κατανοµή γύρω από την ῾῾ιδανική᾿᾿ τιµή του. Αυτό είναι λιγότερο

εµφανές στις µικρότερες ϕουλλερίνες, αν και ισχύει το ίδιο πράγµα, µε εξαίρεση ίσως τη

ϕουλλερίνη C20. Σε ότι αφορά τις ϕουλλερίνες - IPR, ο επανυβριδισµός των τροχιακών των

ατόµων που αποτελούν κοινές κορυφές τριών εξαγώνων, δεν είναι ο ῾῾ιδανικός᾿᾿ επανυβριδι-

σµός. Για τα άτοµα αυτά ο ῾῾ιδανικός᾿᾿ επανυβριδισµός ϑα ήταν ο υβριδισµός sp2. ΄Οπως

ϕαίνεται όµως ο επανυβριδισµός είναι κατά µέσο όρο λίγο µεγαλύτερος από τον υβριδισµό

sp2. ΄Ετσι τα τροχιακά σ επανυβριδίζονται µε υβριδισµό µέσα στο διάστηµα από sp1.7 µέχρι

sp2.3 περίπου, ενώ τα τροχιακά π από sp19 (ή s0.052) µέχρι sp50 (ή s0.020p) περίπου. Αυτό

οφείλεται στην καµπύλωση της δοµής, η οποία δεν επιτρέπει στα εξάγωνα της δοµής, που

έχουν κοινή κορυφή, να είναι οµοεπίπεδα.

6.6 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε τα ισοµερή των ϕουλλερίνων του άνθρακα Cn, που κατα-

σκευάζονται µε µεταθέσεις µεταξύ των πενταγώνων και των εξαγώνων τους, µε τη µέθοδο

της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης. Ειδικότερα, µελετήσαµε

όλα αυτά τα ισοµερή µε αριθµό ατόµων n = 20, 24, 26, . . . , 42 και επιπλέον όλα τα ισοµερή

µε αριθµό ατόµων n = 60− 80, που έχουν αποµονωµένα πεντάγωνα. Συνολικά όλες αυτές

οι δοµές είναι 155.

Παρά το γεγονός ότι η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά εµ-

ϕανίζει προβλήµατα µεταφερσιµότητας (transferability problems), σε ότι αφορά τα στοιχεία

µήτρας της χαµιλτονιανής, είδαµε ότι στην περίπτωση των ϕουλλερινών του άνθρακα - του-

λάχιστον ως προς τις ιδιότητες τις οποίες µελετήσαµε - δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα

και οι προβλέψεις της συµφωνούν µε προβλέψεις ακριβέστερων µεθόδων.

Ειδικότερα:

• Βρήκαµε τις γεωµετρικές δοµές ισορροπίας όλων των παραπάνω ισοµερών και είδα-

µε ότι οι δοµές αυτές έχουν τα ίδια γεωµετρικά χαρακτηριστικά µε τις αντίστοιχες

γεωµετρικές δοµές που προκύπτουν από ακριβέστερες µεθόδους.

• Επαληθεύσαµε τον κανόνα του αντιτίµου των γειτνιαζόντων πενταγώνων, που έχει

ϐρεθεί να ισχύει σε ϕουλλερίνες του άνθρακα µε αριθµό ατόµων n ≤ 70. Σε σχέση

µε τη δουλειά των Albertazi et al, που έδειξαν την ύπαρξη µιας γραµµικής σχέσης

ανάµεσα στην ενέργεια δέσµευσης και τον αριθµόNp των κοινών πλευρών πενταγώνων

µε δώδεκα διαφορετικές µεθόδους για τα ισοµερή της ϕουλλερίνης C40, ϐρήκαµε τη

γραµµική σχέση που προβλέπει η µέθοδος της ισχυρής δέσµευσης για τα ισοµερή της

ϕουλλερίνης C40 και υπολογίσαµε την κλίση της ευθείας µε τη µέθοδο των ελαχίστων

τετραγώνων. ΄Ετσι µπορέσαµε να έχουµε µια εκτίµηση της κλίσης αυτής της ευθείας

σε σχέση µε τις δώδεκα άλλες µεθόδους των Albertazi et al.
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• Επεκτείναµε την παραπάνω γραµµική σχέση των Albertazi et al, και δείξαµε για πρώ-

τη ϕορά ότι η ενέργεια συνοχής των ϕουλλερινών του άνθρακα µπορεί να προβλεφθεί

µε ικανοποιητική ακρίβεια από µια σχέση που είναι γραµµική ως προς τον αριθµό

των κοινών πλευρών πενταγώνων και έχει µια εξάρτηση της µορφής N−1 ή N−5/6 από

τον αριθµό N των ατόµων της ϕουλλερίνης.

• Προκειµένου να καταλήξουµε στο παραπάνω συµπέρασµα, δοκιµάσαµε να προσαρ-

µόσουµε µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τα διάφορα µοντέλα που έχουν

προταθεί για την ενέργεια των µεγάλων ϕουλλερίνων µε αποµονωµένα πεντάγωνα ως

συνάρτηση του αριθµού των ατόµων τους. Από τις δοκιµές αυτές καταλήξαµε στο

συµπέρασµα ότι κανένα απ΄ αυτά τα µοντέλα δεν έχει τόσο καλή εφαρµογή στις µι-

κρές ϕουλλερίνες, όσο τα µοντέλα που προβλέπουν την εξάρτηση της µορφής N−1 ή

N−5/6.

• Σε κάθε περίπτωση δείξαµε ότι η ενέργεια της ϕουλλερίνης C20 έχει κατά πολύ τη µε-

γαλύτερη απόκλιση από όλες τις υπόλοιπες ϕουλλερίνες και έτσι ϑα ήταν προτιµότερο

να µη ληφθεί υπ΄ όψη κατά την κατασκευή των εξισώσεων πρόβλεψης της ενέργειας

συνοχής.

• Υπολογίσαµε την κατανοµή των γωνιών των πενταγώνων και των εξαγώνων των ϕουλ-

λερινών του άνθρακα και είδαµε ότι κατανέµονται γύρω από τις ιδανικές τιµές τους

των 108o και 120o αντίστοιχα, παρουσιάζοντας µια κορυφή πάνω σ΄ αυτές τις ιδανικές

τιµές. Φαίνεται ωστόσο να υπάρχει µια διαφοροποίηση στην κατανοµή των γωνιών για

τη ϕουλλερίνη C20, που ενδεχοµένως αποτελεί παράγοντα για τη µεγάλη απόκλιση

που εµφανίζει η ενέργειά της σε σχέση µε τις προβλέψεις των σχέσεων που ϐρήκαµε.

• Υπολογίσαµε την κατανοµή του αθροίσµατος των τριών γωνιών των δεσµών γύρω α-

πό κάθε άτοµο, το οποίο χρησιµοποιήσαµε ως µέτρο της τοπικής επιπεδότητας και

δείξαµε ότι τα αθροίσµατα αυτά (τα οποία ονοµάσαµε ατοµικές γωνίες) κατανέµονται

γύρω από κάποιες συγκεκριµένες κορυφές της κατανοµής, οι οποίες εµφανίζονται

στις 338o (που ϑα αντιστοιχούσε στην ατοµική γωνία που κατασκευάζεται από δύο

πεντάγωνα και ένα εξάγωνο), στην περιοχή από 343o µέχρι 346o (που είναι γωνίες ε-

λαφρώς µικρότερες από τη γωνία των 348o, που ϑα αντιστοιχούσε στην ατοµική γωνία

που κατασκευάζεται από ένα πεντάγωνο και δύο εξάγωνα) και στην περιοχή από 350o

µέχρι 357o (που είναι λίγο µικρότερες από τη γωνία των 360o, που ϑα αντιστοιχούσε

στην ατοµική γωνία που κατασκευάζεται από τρία εξάγωνα). Η κατανοµή των ατοµι-

κών γωνιών επεκτείνεται και στην περιοχή γύρω από την ιδανική ατοµική γωνία που

ϑα κατασκεύαζαν τρία κανονικά πεντάγωνα, αλλά εκεί είναι λιγότερο εµφανής η πα-

ϱουσία κορυφής (τουλάχιστον σε όλες τις περιπτώσεις) και υπάρχει µια µεγαλύτερη

διασπορά των γωνιών γύρω από την ιδανική τιµή.

Από τις κατανοµές αυτές συµπεραίνουµε ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων,

τόσο οι κορυφές στις περιοχές των 343o−346o και 350o−357o µετατοπίζονται προς τα

δεξιά. Αυτή η παρατήρηση αποτελεί αποχρώσα ένδειξη ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός

των ατόµων, τόσο η επιφάνεια της ϕουλλερίνης γύρω από τα άτοµα που αποτελούν
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κοινή κορυφή δύο ή τριών εξαγώνων προσπαθεί να γίνει περισσότερο επίπεδη, ενώ η

δοµή δεν είναι απολύτως επίπεδη ούτε στην περίπτωση που το άτοµο αποτελεί κοινή

κορυφή εξαγώνων. Από την άλλη, η καµπύλωση γύρω από τα άτοµα που αποτελούν

κοινή κορυφή πενταγώνων είναι κατά µέσο όρο µικρότερη από την καµπύλωση που

ϑα υπήρχε αν τα πεντάγωνα ήταν κανονικά πεντάγωνα. ΄Ετσι η καµπύλωση αυξάνεται

σε σχέση µε την ιδανική κατάσταση γύρω από τα άτοµα που αποτελούν κοινή κορυφή

πενταγώνων και µειώνεται όταν το άτοµο αποτελεί κοινή κορυφή τουλάχιστον δύο

εξαγώνων, ενώ υπάρχει η τάση η δοµή να γίνεται τόσο πιο επίπεδη, όσο αυξάνεται ο

αριθµός των ατόµων.

Ειδικά για τη ϕουλλερίνη C20 οι 12 εκ των 20 ατοµικών γωνιών της παίρνουν τιµή

329.8o (πολύ κοντά στην ατοµική γωνία της δοµής διαµαντιού, που είναι 328.41o) και

οι υπόλοιπες 8 παίρνουν τιµή 314.6o. Η ιδανική τους τιµή ϑα ήταν 324o. Εποµένως

η ϕουλλερίνη C20 ϐρίσκεται πιο κοντά στον υβριδισµό sp3, παρά στον υβριδισµό sp2,
πράγµα που ϑα µπορούσε να αποτελεί παράγοντα αποκλίσεων της συµπεριφοράς της

συγκεκριµένης ϕουλλερίνης από τις υπόλοιπες.

• ∆είξαµε ότι η ενέργεια συνοχής των ϕουλλερινών του άνθρακα έχει µια γραµµική

εξάρτηση από τη µέση γωνία παραµόρφωσης, κάτι που είχε περίπου δειχθεί χρησι-

µοποιώντας τη γωνία πυραµιδαλοποίησης. ∆είξαµε επίσης ότι υπάρχει µια γραµµική

σχέση ανάµεσα στη µέση γωνία παραµόρφωσης και στον αριθµό των κοινών πλευρών

πενταγώνων, κάτι που ϑα ήταν αναµενόµενο, αν συνδύαζε κανείς τη σχέση που δίνει

την ενέργεια συνοχής ως συνάρτηση του αριθµού Np και την αντίστοιχη σχέση ως

συνάρτηση της µέσης γωνίας παραµόρφωσης.

• Υπολογίσαµε τον επανυβριδισµό των τροχιακών κάθε ατόµου στο επίπεδο POAV2, των

ισοµερών των ϕουλλερινών του άνθρακα που µελετήσαµε και είδαµε ότι τα επανυ-

ϐριδισµένα τροχιακά κατανέµονται γύρω από τον ιδανικό επανυβριδισµό, τον οποίο

ϑα είχαµε αν τα πεντάγωνα και τα εξάγωνα, που απαρτίζουν τη δοµή, ήταν κανονι-

κά. Αποκλίσεις απ΄ αυτή την εικόνα υπήρξαν στις µικρές ϕουλλερίνες και κυρίως στη

ϕουλλερίνη C20.



Κεφάλαιο 7

∆οµικές και Ηλεκτρονιακές ιδιότητες

Φουλλερινών του Πυριτίου

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε µια συστηµατική µελέτη των δοµικών και ηλεκτρονια-

κών ιδιοτήτων των ισοµερών των ϕουλλερινών του Si, που κατασκευάζονται από µεταθέσεις

µεταξύ των πενταγώνων και των εξαγώνων της ιδεατής ϕουλλερινικής δοµής. Η µελέτη αυ-

τή γίνεται µέσω των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38 και της ϕουλλερίνης Si20 [72, 73].

∆εδοµένου ότι οι ϕουλλερινικές δοµές του πυριτίου δεν αποτελούν τις δοµές που αντιστοι-

χούν στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας, χρησιµοποιούµε µια εναλλακτική µέθοδο µοριακής

δυναµικής, που επιτρέπει τη διατήρηση του ϕουλλερινικού πλέγµατος κατά τη διάρκεια

της προσοµοίωσης. Αρχικά οι ϕουλλερινικές δοµές ϐελτιστοποιούνται µε χρήση της προ-

σέγγισης ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια τροχιακά και στη συνέχεια ϐελτιστοποιούνται

περαιτέρω µε χρήση (α) της µεθόδου µοριακής δυναµικής στην προσέγγισης της γενικευ-

µένης χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης και (ϐ) της µεθόδου του συναρτησοειδούς της

ηλεκτρονιακής πυκνότητας στο επίπεδο GGA µε το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης

B3LYP. Από τις δοµές ισορροπίας που προκύπτουν, µελετούµε τη γεωµετρική δοµή, τα µή-

κη δεσµών, τις κατανοµές των γωνιών που σχηµατίζουν οι δεσµοί, την τοπική επιπεδότητα

των δοµών γύρω από τα άτοµα, τον επανυβριδισµό των τροχιακών τους και την ενέργεια

συνοχής, και προσπαθούµε να συνάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα για αυτές τις δοµές.

Προσπαθούµε επίσης να συστηµατοποιήσουµε τα µέχρι σήµερα συµπεράσµατα γι΄ αυτές

τις δοµές και να επαληθεύσουµε ή να διαψεύσουµε µοντέλα και εικασίες σχετικά µε αυτές.

217
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7.1 Εισαγωγή

∆εδοµένου ότι το Πυρίτιο είναι το αµέσως επόµενο στοιχείο του περιοδικού πίνακα που

ϐρίσκεται στην ίδια στήλη ακριβώς κάτω από τον άνθρακα, είναι προφανές ότι η ανακάλυψη

των ϕουλλερινών του ΄Ανθρακα ϑα έδινε το έναυσµα, για να τεθούν µια σειρά από ερωτήµατα

σχετικά µε τις ϕουλλερίνες του Πυριτίου. ΄Ετσι ερωτήµατα όπως

• Αν µπορεί το Πυρίτιο να κάνει ϕουλλερίνες,

• Αν υπάρχουν αυτές, πώς µπορεί να µοιάζουν,

• Αν είναι το ίδιο σταθερές µε τις ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα,

• Αν υπάρχει κάτι ανάλογο µε τον κανόνα των αποµονωµένων πενταγώνων, που να

προσδιορίζει τη σταθερότητα των ϕουλλερινών του Πυριτίου,

ετέθησαν πολύ νωρίς. Στις πρώτες απαντήσεις που δόθηκαν στα ερωτήµατα αυτά, αναφέρ-

ϑηκε ότι οι ϕουλλερίνες του Πυριτίου είναι σταθερές δοµές (ϐλέπε αναφορές που περιέχον-

ται στην αναφορά [184]). Ωστόσο οι πιο πρόσφατες µελέτες ϐρίσκουν ότι είναι ϑερµοδυνα-

µικά ασταθείς [185], πράγµα που οφείλεται στη διαφορετική συµπεριφορά του Πυριτίου σε

σχέση µε τον ΄Ανθρακα, στη δηµιουργία χηµικών δεσµών.

Ο ΄Ανθρακας προτιµά να κάνει δεσµούς τύπου sp2, αν και µπορεί να κάνει και δεσµούς

sp3 και sp1. Από την άλλη το Πυρίτιο προτιµά ισχυρά να κάνει δεσµούς sp3 ή να κάνει

αιωρούµενους (dangling) δεσµούς, η παρουσία των οποίων αυξάνει την ενέργεια των δοµών

του, κάνοντάς τις ϑερµοδυναµικά ασταθείς, ενώ οι δεσµοί sp2 και sp1 είναι µάλλον λιγότερο

προτιµητέοι για το Πυρίτιο. Η διαφορετική χηµική συµπεριφορά του ΄Ανθρακα από το Πυ-

ϱίτιο αντικατοπτρίζεται στις τελείως διαφορετικές γεωµετρικές δοµές των συσσωµατωµάτων

τους, όπως επίσης και στις πιο σταθερές στερεές δοµές τους.

Παρ΄ όλα αυτά όµως, οι Z. Chen et al. [186], χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της µοριακής

δυναµικής στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης στο επίπεδο DFT (density functional
tight binding molecular dynamics), ανέφεραν ότι η ϕουλλερίνη Si60 είναι σταθερή σε αυ-

ϑόρµητη διάσπαση µέχρι τους 700oC. Αυτό το αποτέλεσµα είναι πολλά υποσχόµενο σε ότι

αφορά τη (σχετική) σταθερότητα και άλλων ϕουλλερινών του Si, οι οποίες (µε ϐάση αυτό

το αποτέλεσµα) µπορούν να ειδωθούν ως µετασταθείς δοµές µε δυνατότητα να ανιχνευθούν

πειραµατικά.

∆εδοµένης αυτής της εν γένει ϑερµοδυναµικά ασταθούς δοµής των ϕουλλερινών του

Πυριτίου, έγιναν αρκετές προσπάθειες για τη σταθεροποίησή τους. Σε κάποιες εργα-

σίες [187–191] είχε αναφερθεί ότι η ϕουλλερίνη Si60 µπορεί να σταθεροποιηθεί, αν µια

ϕουλλερίνη C60 χρησιµοποιούνταν ως πυρήνας, πάνω στον οποίο ϑα µπορούσε να δοµηθεί

η ϕουλλερίνη Si60 . Παρ΄ όλα αυτά δεν υπήρξε εφικτή καµιά πειραµατική παρατήρη-

ση της δοµής C60@Si60, που να επιβεβαιώνει αυτό το γεγονός. Πρόσφατα οι Q. Sun et
al. [192] πραγµατοποιώντας κάποιους υπολογισµούς DFT στο επίπεδο GGA ϐρήκαν ό-

τι η δοµή C60@Si60 είναι ασταθής, αλλά η ϕουλλερίνη Si60 µπορεί να σταθεροποιηθεί αν

µέσα στην κοιλότητα του Si60 τοποθετηθεί κάποιο ῾῾µαγικό᾿᾿ συσσωµάτωµα όπως το Al12X,
(X=Si,Ge,Sn,Pb) ή το Ba@Si20. Επίσης οι Q. Sun et al [193] ανέφεραν ότι η ϕουλλερίνη
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Si20 (δωδεκάεδρο) µπορεί να σταθεροποιηθεί κλείνοντας µέσα στην κοιλότητά της ένα άτοµο

Ba, Sr, Ca, Zr ή Pb, αλλά ϐρήκαν ότι αυτό δεν µπορεί να γίνει µε τις ϕουλλερίνες Si24 ή Si28
λόγω του µεγάλου µεγέθους τους, που δε ϐολεύει το εσωτερικό άτοµο να κάνει δεσµούς µε

τα άτοµα του Si της επιφάνειας. Τα ίδια αποτελέσµατα, σχετικά µε την αδυναµία σταθερο-

ποίησης της ϕουλλερίνης Si28, είχαν ληφθεί νωρίτερα και από τον X. G. Gong [194], στην

προσπάθειά του να τοποθετήσει κάποια τετρασθενή άτοµα, όπως C, Si, Ge, Ti και Zr, στο

κέντρο της ϕουλλερίνης Si28. Εκείνο που διαπίστωσε ο Gong, ήταν ότι αυτά τα άτοµα δεν

µπορούν να σταθεροποιήσουν τη ϕουλλερίνη Si28 λόγω του µεγάλου µεγέθους της. Παρ΄

όλα αυτά προσπάθησε να προσδιορίσει τη δοµή ισορροπίας της υπολογίζοντας τις ενέργειες

δέσµευσης για διαφορετικές τιµές τριών ανεξάρτητων µηκών δεσµών, ϑεωρώντας ότι µόνο

αυτά τα τρία ανεξάρτητα (διαφορετικά) µήκη δεσµών µπορούν να εµφανιστούν στη ϕουλλε-

ϱίνη Si28, κατ΄ αντιστοιχία µε τη ϕουλλερίνη C28. ΄Οµως (όπως ϑα δείξουµε και παρακάτω)

στην περίπτωση των ϕουλλερινών του Si, υπάρχει ποικιλία µηκών δεσµών και όχι τρία µόνο

ανεξάρτητα µεταξύ τους µήκη δεσµών και κατά συνέπεια η δοµή ισορροπίας που ϐρέθηκε

από τον X. G. Gong δεν αντιπροσωπεύει τη δοµή ολικού ελάχιστου της ενέργειας.

Παρ΄ όλα αυτά οι ϕουλλερίνες του Πυριτίου συνεχίζουν να είναι πολύ ενδιαφέρουσες

δοµές, όχι µόνο ως συστήµατα που επιτρέπουν τη µελέτη για µια καλύτερη κατανόηση της

τρισθενούς δεσµικότητας του Πυριτίου, αλλά και ως πιθανές υποψήφιες δοµές για την κατα-

σκευή νέων υλικών µε ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Ας σηµειωθεί ότι η τρισθενής δεσµικότητα

του Πυριτίου και η ϕουλλερινική δοµή δεν εµφανίζεται µόνο στις ϕουλλερίνες του, αλλά επί-

σης και σε κάποιες νέες νανοδοµές όπως τα νανοκαλώδια και οι νανοσωλήνες του Πυριτίου

(ϐλέπε για παράδειγµα τις αναφορές [195–205]), στα ενδοεδρικά (endohedral) συσσωµατώ-

µατά του [196,206,207] , στα clathrates που είναι περιοδικά στερεά µε δοµικές µονάδες

ϕουλλερίνες [208–214], στις επιφάνειες (ϐλέπε για παράδειγµα την αναφορά [215]), στις

ετεροφουλλερίνες (ϐλέπε για παράδειγµα την αναφορά [216]) κ.α. Κάποιες από αυτές τις

δοµές περιµένουµε να έχουν ένα δυναµικό ϱόλο στη νανοτεχνολογία.

Απ΄ ότι γνωρίζουµε, οι µέχρι σήµερα εργασίες που σχετίζονται µε τις ϕουλλερίνες του Si
είναι εστιασµένες στα εξής :

(α) Στις ϕουλλερίνες του Si που περικλείουν ένα πυρήνα από µερικά άτοµα Si [192,

194, 217–225], µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη δοµή του Si45 [217–224], η οποία

αποτελείται από ένα εξωτερικό ϕλοιό µε ϕουλλερινική δοµή και ένα πυρήνα µερικών

ατόµων.

(ϐ) Στις ϕουλλερίνες του Si που περικλείουν ένα πυρήνα από

(i) ένα µεταλλικό συσσωµάτωµα (όπως τα Al12X, X = Si, Ge, Sn, Pb ή το Ba@Si20
µέσα στη ϕουλλερίνη Si60 [192]),

(ii) ένα άτοµο µετάλλου (όπως τα Ba, Sr, Ca, Zr, Pb µέσα σε Si20 [193,206,226,227]

ή τα Zn και Zn+2 [228], ή Pd [229], ή Be και Be+2 [230] µέσα σε Si60), ή ένα

άλλο ενδοκεντρωµένο άτοµο (όπως τα C, Ge, Sn, O, Se [227] µέσα σε Si20, ή τα

X = Ne, F−, Na+ µέσα σε Si60 [231]),

(iii) µια ϕουλλερίνη C60 [187–191,232] ή C20 [193] ,
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(γ) Στις υδρογονοµένες ϕουλλερίνες του Si για τον κορεσµό (saturation) των αιωρούµενων

δεσµών του Si από τα άτοµα H, όπως το Si20H20 [193,233],

(δ) Στις ετεροφουλλερίνες (π.χ. SinNm µε n+m = 20 και m = 2, 4, 6, 8 [234] ή SiC [216])

και στα συνδιµερή (codimer) (π.χ. C58Si58 [235]),

(ε) Σε εκτεταµένα (extended) συστήµατα ϐασισµένα σε δοµές ϕουλλερίνων πυριτίου, ό-

πως τα clathrates (δες για παράδειγµα τις αναφορές [208–214] ), τα νανοκαλώδια ή

οι νανοσωλήνες [195–205] και τα ολιγοµερή [190,236] και

(στ) Στις ῾῾άδειες᾿᾿ ϕουλλερίνες του Si [184–186,192,194,195,221,225,226,228,231,232,

236–253] µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην εικοσαεδρική ϕουλλερίνη Si60 [184–186,192,

228, 231, 232, 236, 240–252], η οποία, όπως ϕαίνεται, είναι η πιο δηµοφιλής, κατ΄

αναλογία µε τις ϕουλλερίνες του C, αν και επικρατεί ακόµα µια σύγχυση σχετικά µε

το ποια είναι η δοµή της. Σε ότι αφορά τις υπόλοιπες ϕουλλερίνες του Si υπάρχουν

µερικές µελέτες για τη Si20 [226, 237–240], τη Si24 [195], τη Si26 και τη Si28 [194,

237,238], τη Si30 και τη Si32 [238], τη Si36 [225], τη Si44 [221], τη Si50 [241,242] και

τη Si70 [242,253].

Μια πρόσφατη εργασία από τους JuGuang Han et al [254] παρουσιάζει µια συστη-

µατική ϑεωρητική µελέτη πάνω σε κάποιες ϕουλλερινοειδείς δοµές Sin, (n = 26 − 36, 60).

Στις περισσότερες απ΄ αυτές τις δοµές τα άτοµα του Πυριτίου σχηµατίζουν τέσσερις δεσµούς

µε τα γειτονικά τους. Αυτές εποµένως οι δοµές δεν είναι πραγµατικές ϕουλλερίνες υπό

την έννοια του ορισµού που δώσαµε νωρίτερα (ϐλέπε σελίδα 156), αφού δεν υπάρχει άτοµο

ϕουλλερινικής δοµής που να σχηµατίζει τέσσερις δεσµούς µε τα γειτονικά του 1. Στις ϕουλ-

λερινοειδείς δοµές αυτές των JuGuang Han et al τα «πεντάγωνα» και τα «εξάγωνα» είναι

αρκετά παραµορφωµένα και δεν έχουν τα χαρακτηριστικά των επιπέδων (ή κατά προσέγγι-

ση επιπέδων) πενταγώνων και εξαγώνων των ϕουλλερινών. Η παραµόρφωση αυτή επιτρέπει

στα άτοµα να κάνουν και τέσσερις δεσµούς µε τα γειτονικά τους. Αν δεν υπήρχαν αυτές

οι παραµορφώσεις, δε ϑα µπορούσαν να κατασκευαστούν τέτοιες δοµές. Κατά συνέπεια

όντως οι δοµές των JuGuang Han et al δεν είναι ϕουλλερίνες, µε την αυστηρή έννοια του

ορισµού που έχουµε δώσει παραπάνω.

Το ενδιαφέρον, στις προηγούµενες αναφερθείσες εργασίες για τις ϕουλλερίνες του Si,
εστιάστηκε κυρίως σε αρχικές δοµές υψηλής συµµετρίας, οι οποίες συνήθως αναγόταν σε

δοµές χαµηλότερης συµµετρίας µετά τον εφησυχασµό τους. Ωστόσο είναι προφανές ότι

δεν υπήρχε κάποιος ιδιαίτερος λόγος που ϑα έκανε τις αρχικές δοµές υψηλής συµµετρίας

(όπως τις εικοσαεδρικές Si60 και Si20) να έχουν κάποιο ιδιαίτερο ενδιαφέρον, εκτός ίσως

από τη σύγκρισή τους µε τις αντίστοιχες δοµές του ΄Ανθρακα. Το γενικό συµπέρασµα που

εξάγεται απ΄ αυτές τις εργασίες (παρά το γεγονός ότι εστιάζονται κατά κύριο λόγο στις δοµές

1Αν ένα άτοµο µιας ϕουλλερίνης σχηµάτιζε τέσσερις δεσµούς µε τα γειτονικά του, τότε ϑα ήταν κοινό σηµείο

τεσσάρων εδρών (πενταγώνων ή εξαγώνων). Το άθροισµα των γωνιών που ϑα σχηµάτιζαν διαδοχικά ανά δύο οι

δεσµοί αυτοί ϑα ήταν κατ΄ ελάχιστο ίσο µε το άθροισµα τεσσάρων γωνιών πενταγώνων, δηλ. 4× 108o = 432o.
Αυτό όµως δεν µπορεί να συµβαίνει, αφού το άθροισµα οποιωνδήποτε τέτοιων γωνιών δεν µπορεί να υπερβαίνει

τις 360o.
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υψηλής συµµετρίας), είναι ότι : (α) Οι ϕουλλερίνες του Si είναι ϑερµοδυναµικά ασταθείς

δοµές 2, οι οποίες αντιπροσωπεύουν τοπικά ελάχιστα της ενεργειακής δυναµικής επιφά-

νειας. Κατά συνέπεια, υπό κάποιες συνθήκες, είναι αναµενόµενο να καταρρεύσουν σε µια

πιο συµπαγή µορφή, καταστρέφοντας τη δοµή της ϕουλλερινικής κοιλότητας και (ϐ) στην

κατάσταση ισορροπίας, τα άτοµα των µη εφησυχασµένων αρχικών ϕουλλερινικών δοµών,

τα οποία ϐρίσκονται στις κορυφές των πενταγώνων και των εξαγώνων, ϑα αναδιαταχθούν

µετακινούµενα ακτινικά προς τα µέσα και προς τα έξω, µε αποτέλεσµα τα πεντάγωνα και

τα εξάγωνα να παραµορφωθούν κατά τέτοιο τρόπο, ώστε η ϕουλλερίνη να έχει την εικόνα

µιας «Ϲαρωµένης» µπάλας [242].

Τα συµπεράσµατα αυτά είναι λογικά, αν αναλογιστεί κανείς τις προτιµήσεις του Πυριτί-

ου σε χηµικούς δεσµούς. ΄Οπως αναφέραµε και παραπάνω, η δηµιουργία µιας ϕουλλερίνης

απαιτεί «καµπυλωµένους» δεσµούς τύπου sp2, που δεν είναι και πρώτης προτίµησης για

το Πυρίτιο. ΄Ετσι σε αντιστάθµισµα αυτής της έλλειψης προτίµησης του Πυριτίου σε δε-

σµούς τύπου sp2 και προκειµένου να µπορέσουν να δηµιουργηθούν ϕουλλερινικές δοµές,

τα άτοµα του Πυριτίου αναδιατάσσονται µετακινούµενα ακτινικά προς τα µέσα και προς τα

έξω. Εκείνο που πίστευαν µέχρι πρότινος είναι ότι αυτή η αναδιάταξη γίνεται προκειµένου

τα άτοµα του Si να προσεγγίσουν την τετραεδρική γεωµετρία. ΄Οµως όπως ϑα δείξουµε

παρακάτω, αυτό που συµβαίνει είναι ότι τα άτοµα αναδιατάσσονται, έτσι ώστε εναλλάξ τα

άτοµα της ϕουλλερινικής δοµής να κάνουν είτε δεσµούς τύπου sp2, είτε να µένουν σχεδόν

ανυβρίδιστα, αφήνοντας παράλληλα ένα αιωρούµενο (dangling) δεσµό για κάθε άτοµο Si.

Η παρουσία των αιωρούµενων δεσµών (οι οποίοι εµφανίζονται κυρίως στα επιφανειακά

άτοµα), όπως επίσης και των ανυβρίδιστων τροχιακών έχει ως αποτέλεσµα να αυξάνεται

η ενέργεια του συσσωµατώµατος. ΄Οπως είναι αναµενόµενο, µια πιο συµπαγής δοµή µε

τον ίδιο αριθµό ατόµων, ϑα είχε λιγότερα επιφανειακά άτοµα και εποµένως λιγότερους

αιωρούµενους δεσµούς και κατά συνέπεια ϑα ήταν πιο σταθερή από µια ϕουλλερινική

δοµή. Αυτό έχει δειχθεί ϑεωρητικά και από τους Menon et al. [185], οι οποίοι έδειξαν

ότι ένα συσσωµάτωµα Si60 τύπου δικτύου (network cluster), είναι ενεργειακά προτιµότερο

από τη ϕουλλερίνη Si60. Επίσης έχει δειχθεί ότι οι ϐασικές καταστάσεις (ground state) των

Si20 και Si28 έχουν µια επιµήκη (prolate) δοµή, αποτελούµενες η πρώτη από δύο µονάδες

Si10 [240, 255] και η δεύτερη από µονάδες tricapped τριγωνικών πρισµάτων, αν και δεν

είναι ακόµα απολύτως ξεκάθαρο αν οι δύο µονάδες είναι αυτές που αναφέρονται εδώ ή αν

είναι κάποιες άλλες [256].

Τέλος οι Marsen και Sattler [195] µελετώντας πειραµατικά τα νανοκαλώδια του Πυριτίου

πρότειναν ένα µοντέλο για τις ϕουλλερίνες του Πυριτίου, σύµφωνα µε το οποίο οι µικρότερες

ϕουλλερίνες του Si είναι οι περισσότερο σταθερές, καθώς επίσης και ότι για τις ϕουλλερίνες

του Si ένας κανόνας κολληµένων (fused) πενταγώνων, µπορεί να αντικαταστήσει τον κανόνα

των αποµονωµένων πενταγώνων. Παρ΄ όλο που οι υποθέσεις αυτές ϕαίνονται κατ΄ αρχήν

λογικές, όπως ϑα δείξουµε παρακάτω δεν ευσταθούν.

Στις παραπάνω αναφερόµενες µελέτες των ϕουλλερινών του Si δεν υπάρχει καµία α-

ναφορά - µελέτη σχετικά µε τα διάφορα ισοµερή που µπορούν να κατασκευαστούν µε

2οι ενέργειες δέσµευσής τους είναι υψηλότερες συγκρινόµενες µε τις ενέργειες δέσµευσης των αντίστοιχων

συσσωµατωµάτων Si µε τον ίδιο αριθµό ατόµων
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µεταθέσεις των πενταγώνων και των εξαγώνων µεταξύ τους, όπως συµβαίνει και µε τις ϕουλ-

λερίνες του C. Για πρώτη ϕορά αυτό το κενό επιδιώξαµε να το καλύψουµε µε µια λεπτοµερή

µελέτη των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38 [72,73]. Χρησιµοποιώντας τρεις διαφορετι-

κές µεθόδους (α) τη µέθοδο µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης µε

ορθογώνια τροχιακά (Orthogonal Tight Binding Molecular Dynamics  (OTBMD), (ϐ) τη γε-

νικευµένη µέθοδο µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης (Generalized
Tight Binding Molecular Dynamics  (GTBMD) και (γ) τη µέθοδο του συναρτησοειδούς

της πυκνότητας µε χρήση του συναρτησοειδούς B3LYP και µια ϐάση DZP, όπως χρησι-

µοποιείται από το πακέτο προγραµµάτων GAMESS  UK [257], ϐρήκαµε τις γεωµετρικές

δοµές των ισοµερών αυτών, την ενέργειά τους, τη συµµετρία τους, το µήκος των δεσµών

τους, την κατανοµή των γωνιών τους, την κατανοµή των γωνιών των τριών δεσµών κάθε

ατόµου και τον επανυβριδισµό τους, από τα οποία συνάγαµε χρήσιµα συµπεράσµατα, τα

οποία παρουσιάζουµε παρακάτω. Για σύγκριση µε τα αποτελέσµατα των υπολογισµών για

τα ισοµερή της ϕουλλερίνης Si38 κάναµε τους ίδιους υπολογισµούς µε τις ίδιες µεθόδους

για τη ϕουλλερίνη Si20.

7.2 Η µέθοδος εύρεσης του ολικού ελάχιστου

΄Οπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, οι ϕουλλερίνες του Si είναι ασταθείς δοµές και κατά

συνέπεια µπορούν εύκολα να καταρρεύσουν σε µια πιο συµπαγή δοµή, καταστρέφοντας την

ϕουλλερινική δοµή. Αν εποµένως προσπαθήσουµε, µε µια µέθοδο µοριακής δυναµικής,

να ϐρούµε την ευσταθέστερη δοµή κάποιου συγκεκριµένου ισοµερούς µιας ϕουλλερίνης

πυριτίου, το εγχείρηµα καθίσταται δύσκολο, αφού η κατάρρευση της αρχικής υπό εξέταση

ϕουλλερινικής δοµής σε µια πιο συµπαγή δοµή είναι σχεδόν αναπόφευκτη. Θα πρέπει

λοιπόν να ϐρούµε ένα τρόπο ώστε κατά την προσοµοίωση να διατηρείται το δίκτυο των

πενταγώνων και των εξαγώνων, ακόµα κι αν αυτά πρόκειται να παραµορφωθούν κατά την

προσοµοίωση. Θα πρέπει δηλαδή στη διάρκεια της προσοµοίωσης, κάθε άτοµο πυριτίου,

να συνδέεται µε τους τρεις πρώτους γείτονες µε τους οποίους συνδεόταν αρχικά στο µη

παραµορφωµένο ϕουλλερινικό δίκτυο. Για να το επιτύχουµε αυτό κάνουµε το εξής [72,

73]: ΄Οποτε οι ενδοατοµικές αποστάσεις των αλληλεπιδρώντων ατόµων (δηλ. των ατόµων

που απέχουν από τα γύρω τους άτοµα λιγότερο από µια απόσταση αποκοπής (cut off
distance) που στην περίπτωση των ατόµων του Si την έχουµε πάρει να είναι ίση µε Rcut =
2.8Å) πλησιάσουν την απόσταση αποκοπής λιγότερο από 10−3Å (δηλ. όποτε η ενδοατοµική

απόσταση γίνει µεγαλύτερη από 2.799Å), τότε παγώνουµε τις κινήσεις όλων των ατόµων του

συσσωµατώµατος (δηλ. ϑέτουµε τις ταχύτητες όλων των ατόµων ίσες µε µηδέν). Σε τέτοιες

ενδοατοµικές αποστάσεις οι ενδοατοµικές δυνάµεις περιµένουµε να είναι ελκτικές και κατά

συνέπεια, (αφού οι ταχύτητες των ατόµων ϑα έχουν µηδενιστεί), η έλξη µεταξύ των ατόµων

ϑα τα αναγκάσει να έρθουν πιο κοντά, µειώνοντας έτσι τις ενδοατοµικές αποστάσεις τους,

µην αφήνοντας τελικά το ϕουλλερινικό δίκτυο να καταρρεύσει.

Μ΄ αυτή την τεχνική το αρχικό ϕουλλερινικό δίκτυο διατηρείται καθ΄ όλη τη διάρκεια

της προσοµοίωσης, µε αποτέλεσµα η αναζήτηση της ϐέλτιστης δοµής του συγκεκριµένου

ισοµερούς (δηλ. της δοµής που ελαχιστοποιεί την ενέργεια), να περιορίζεται µόνο ανάµεσα
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στις δοµές που διατηρούν το αρχικό ϕουλλερινικό δίκτυο και όχι ανάµεσα σε όλες τις

δοµές του χώρου των διατάξεων (configuration space) του συσσωµατώµατος µε αριθµό

ατόµων ίσο µε τον αριθµό ατόµων της συγκεκριµένης ϕουλλερίνης. (΄Οπως έχουµε αναφέρει

στην εισαγωγή, οι ϐέλτιστες δοµές που ϑα ϐρούµε κατ΄ αυτό τον τρόπο για τα διάφορα

ισοµερή, δε ϑα είναι ολικά ελάχιστα της ενέργειας, αφού το ολικό ελάχιστο της ενέργειας

ϑα αντιστοιχούσε σε µια πιο συµπαγή δοµή.)

Με αυτή την τεχνική όµως δηµιουργείται ένα άλλο πρόβληµα: Με το πάγωµα των ϑέσε-

ων των ατόµων, κάθε ϕορά που κάποια ενδοατοµική απόσταση Rij γίνεται µεγαλύτερη από

2.799Å και µικρότερη από 3Å, µηδενίζεται η κινητική ενέργεια του συσσωµατώµατος, µε

αποτέλεσµα ένα µέρος της ολικής ενέργειας να χάνεται. ΄Ετσι µετά από µερικές διαδικασίες

῾῾παγώµατος᾿᾿ η ενέργεια ϑα έχει µειωθεί αρκετά, αυξάνοντας την πιθανότητα να παγιδευτεί

η ϕουλλερίνη σε κάποιο τοπικό ελάχιστο της δυναµικής ενεργειακής επιφάνειας, που δε

ϑα είναι κατ΄ ανάγκη το ῾῾ολικό᾿᾿ ελάχιστο της ενέργειας του συγκεκριµένου ισοµερούς, το

οποίο ψάχνουµε. Για να αποφύγουµε αυτή την ενδεχόµενη παγίδευση σε κάποιο τοπικό

ελάχιστο, χρησιµοποιούµε την παραπάνω τεχνική σε συνδυασµό µε την µέθοδο εύρεσης

του ολικού ελαχίστου, που περιγράψαµε νωρίτερα (ϐλέπε σελίδα 102), χρησιµοποιώντας

στο πρώτο ϐήµα του αλγορίθµου εύρεσης του ολικού ελαχίστου τον αλγόριθµο των Be
rendsen et al [85] (ϐλέπε σελίδα 100). Με τη χρήση του αλγορίθµου των Berendsen et al
προσοµοιώνεται η αλληλεπίδραση της ϕουλλερίνης µε ένα λουτρό ϑερµότητας, το οποίο ϑα

αναπληρώνει την ενέργεια που χάνεται, κάθε ϕορά που οι ϑέσεις των ατόµων ῾῾παγώνουν᾿᾿,

δεδοµένου ότι ο αλγόριθµος των Berendsen et al έχει την τάση να κρατά τη µέση κινητική

ενέργεια των ατόµων ίση µε τη ῾῾θερµοκρασιακή᾿᾿ ενέργεια ET . ΄Ετσι κάθε ισοµερές µια

ϕουλλερίνης ϑα έχει τη δυνατότητα να περάσει από όλα τα σηµεία του χώρου των διατά-

ξεων (configuration space), (ή τουλάχιστον από τα περισσότερα απ΄ αυτά) που διατηρούν

το ϕουλλερινικό δίκτυο, µε την ελπίδα ότι ϑα περάσει και από την περιοχή του ελαχίστου

της ενέργειας, που ϑα αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας του συγκεκριµένου ισο-

µερούς. Στην περίπτωσή µας πήραµε τη ϑερµοκρασία της προσοµοίωσης να είναι ίση µε

T = 500oK (δηλ. ET ≈ 2.3eV ).

Επειδή η κινητική ενέργεια στην εξίσωση 3.32 είναι στον παρανοµαστή, δε ϑα πρέπει

να µηδενίζεται. Κατά συνέπεια οι ταχύτητες των ατόµων ϑα πρέπει να έχουν µη µηδενι-

κές τιµές. Για το λόγο αυτό οι αρχικές τιµές των ταχυτήτων λαµβάνονται από µια τυχαία

κανονική κατανοµή, έτσι ώστε αρχικά EK = ET (ϐλέπε σελίδα 110). Επίσης για να α-

ποφύγουµε κάποια πιθανή µεταφορική ή περιστροφική κίνηση του συσσωµατώµατος, οι

αρχικές ταχύτητες που προκύπτουν από την κανονική κατανοµή, µετασχηµατίζονται µέσω

του µετασχηµατισµού 3.59. Κάτω απ΄ αυτό το µετασχηµατισµό η ταχύτητα του κέντρου

µάζας και η γωνιακή ταχύτητα µηδενίζονται, µε αποτέλεσµα να µηδενίζονται η µεταφορική

και η περιστροφική κινητική ενέργεια του συσσωµατώµατος (ϐλέπε σελ. 112).

Αν δεν κάναµε αυτό το µετασχηµατισµό, τότε η µεταφορική και/ή η περιστροφική κίνη-

ση του συσσωµατώµατος ϑα επηρέαζε τις εξισώσεις κίνησης, αφού ένα µέρος της κινητικής

ενέργειας ϑα οφειλόταν, όπως έχουµε πει, στη µεταφορά και στην περιστροφή. ΄Ετσι η τάση

του αλγορίθµου να διατηρεί τη µέση κινητική ενέργεια στην τιµή ET , ϑα είχε ως αποτέλε-

σµα να µειώσει την κινητική ενέργεια, που οφείλεται στις άτακτες κινήσεις των ατόµων, η

οποία ϑα ήταν υπεύθυνη για την απόδραση από ένα τοπικό ελάχιστο της δυναµικής ενερ-
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γειακής επιφάνειας, στο οποίο ενδεχοµένως να είχε παγιδευτεί το συσσωµάτωµα. Μείωση

της κινητικής ενέργειας ϑα σήµαινε αυτόµατα µικρότερη δυνατότητα να υπερπηδηθούν πι-

ϑανά ενεργειακά ϕράγµατα και κατά συνέπεια µικρότερη πιθανότητα να ϐρεθεί το ῾῾ολικό᾿᾿

ελάχιστο που Ϲητάµε.

Για την επίλυση των εξισώσεων κίνησης χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο πρόβλεψης -

διόρθωσης του Gear [98] πέµπτης τάξης (ϐλέπε σελ. 106). Κατά το ῾῾πάγωµα᾿᾿ των ϑέσεων

που περιγράψαµε παραπάνω, στην πραγµατικότητα δε µηδενίζουµε τις τιµές των ταχυτήτων,

αλλά τις τιµές των πρώτων παραγώγων της ϑέσης, αφήνοντας ανεπηρέαστες τις τιµές των

υπολοίπων παραγώγων, οι οποίες συνεισφέρουν διορθωτικά στην τιµές των ταχυτήτων, στα

πλαίσια του αλγόριθµου του Gear. ΄Ετσι οι ταχύτητες παίρνουν κάποιες µικρές τιµές,

αλλά όχι ακριβώς µηδέν, µε αποτέλεσµα από τη µια να επιτυγχάνουµε τη διατήρηση του

ϕουλλερινικού δικτύου κι απ΄ την άλλη να αποφεύγουµε τον ανεπιθύµητο µηδενισµό της

κινητικής ενέργειας στον αλγόριθµο των Berendsen et al, που περιγράψαµε παραπάνω.

Στο δεύτερο ϐήµα του αλγορίθµου εύρεσης του ολικού ελαχίστου χρησιµοποιούµε µο-

ϱιακή δυναµική µε τριβή (damping molecular dynamics), µειώνοντας σε κάθε χρονικό

ϐήµα τις ταχύτητες κατά 1%, ενώ για την επίλυση των εξισώσεων του Νεύτωνα χρησιµο-

ποιούµε και πάλι τον αλγόριθµο του Gear πέµπτης τάξης.

΄Ολη τη διαδικασία που περιγράψαµε παραπάνω τη χρησιµοποιούµε για να ϐρούµε τη

ϐέλτιστη ϕουλλερινική δοµή στα πλαίσια τη προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης µε ορθογώνια

τροχιακά. Τις δοµές αυτές τις ϐελτιστοποιούµε περαιτέρω, χρησιµοποιώντας τις δύο άλλες

µεθόδους που περιγράψαµε νωρίτερα (τη GTBMD και τη DFT/B3LYP).

7.3 Αποτελέσµατα και συζήτηση

7.3.1 Γεωµετρική δοµή

Στις εικόνες 7.1 ϕαίνονται οι δοµές των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38, όπως επίσης

και η µοναδική δωδεκαεδρική ϕουλλερινική δοµή Si20, που µπορεί να κατασκευαστεί από

20 άτοµα. Για κάθε ισοµερές παρουσιάζουµε τρεις δοµές που αντιστοιχούν στις ϐέλτιστες

δοµές που ϐρέθηκαν µε τους παραπάνω υπολογισµούς (α) OTBMD, (ϐ) GTBMD και (γ)

DFT µε το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης B3LYP. Η αρίθµηση των ισοµερών είναι

η ίδια µ΄ αυτή που υπάρχει στη σελίδα 185 του ϐιβλίου An atlas of fullerenes (ϐλέπε α-

ναφορά [159]). ΄Οπως ϑα εξηγήσουµε στη συνέχεια, ακριβώς τα µισά άτοµα κάθε δοµής

µετακινούνται ακτινικά προς τα έξω, ενώ τα άλλα µισά µετακινούνται ακτινικά προς τα µέ-

σα. Προκειµένου να διακρίνονται τα άτοµα που κινούνται προς τα έξω από τα άτοµα που

κινούνται προς τα µέσα, χρησιµοποιήσαµε διαφορετικά χρώµατα στην αναπαράστασή τους

στις εικόνες 7.1. ΄Ετσι τα ανοιχτόχρωµα άτοµα είναι εκείνα που µετακινούνται προς τα έξω,

ενώ τα σκουρόχρωµα εκείνα που µετακινούνται προς τα µέσα. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς,

οι δοµές που λαµβάνονται για το ίδιο ισοµερές από τις τρεις διαφορετικές µεθόδους, δε δια-

ϕέρουν ιδιαίτερα µεταξύ τους, πράγµα που σηµαίνει ότι υπάρχει ικανοποιητική συµφωνία

µεταξύ των µεθόδων όσον αφορά την πρόβλεψη της γεωµετρικής τους δοµής και ότι και οι

τρεις µέθοδοι δίνουν χρήσιµες πληροφορίες σχετικά µε τη γεωµετρική δοµή, αν και είναι
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αναµενόµενο η µέθοδος DFT/B3LYP να δίνει ακριβέστερα αποτελέσµατα από τις δύο άλλες

που είναι ηµιεµπειρικές µέθοδοι.

7.3.2 Συµµετρία

Αν και οι 17 αρχικές µη εφησυχασµένες δοµές των ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38, ιδω-

µένες ως γράφοι εγγεγραµµένοι (embedded) σε σφαίρα3, εµφανίζουν διάφορες µέγιστες

συµµετρίες σηµείου, D3h(1), C3v(1), D3(1), C2v(1), C2(5) και C1(7) (δες τον πίνακα 7.2),

οι συµµετρίες των αντίστοιχων εφησυχασµένων δοµών ανάγονται στην οµάδα συµµετρίας

σηµείου C1. Σε ότι αφορά τη ϕουλλερίνη Si20, της οποίας η αρχική µη εφησυχασµένη δοµή

έχει µέγιστη συµµετρία Ih, η συµµετρία της δοµής της µετά τον εφησυχασµό µε τη µέθοδο

OTBMD ανάγεται στη C2, ενώ µε τον περαιτέρω ϐελτιστοποίηση µε τις µεθόδους GTBMD
και DFT/B3LYP ανάγεται επίσης στη συµµετρία C1.

Τα αποτελέσµατα αυτά ϐρίσκονται σε αντίθεση µε τα αποτελέσµατα των Baoxing Li και

Peilin Cao [238,239], οι οποίοι χρησιµοποιώντας µια µέθοδο fullpotential linearmuffin
tinorbital molecular dynamics ϐρίσκουν ότι η εφησυχασµένη δοµή της ϕουλλερίνης Si20
ανήκει στην οµάδα συµµετρίας σηµείου Ih. Λαµβάνοντας υπ΄ όψη τον αριθµό των ηλεκτρο-

νίων, ο οποίος για το ουδέτερο συσσωµάτωµα Si20 στη συµµετρία Ih συνεπάγεται την ύπαρξη

παραµορφώσεων τύπου Jahn  Teller, αυτή η διατήρηση της συµµετρίας είναι δύσκολο να

ϑεωρηθεί ως λογική.

7.3.3 Μήκη δεσµών

Σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει σε κάποιες ϕουλλερίνες του άνθρακα, όπου το µήκος των

δεσµών πρέπει να εξαρτάται από τη γειτνίαση των δεσµών µε πεντάγωνα ή εξάγωνα [159],

αυτό που ϐρίσκουµε είναι ότι οι δεσµοί στις ϕουλλερίνες του πυριτίου δεν εµφανίζουν καµιά

εξάρτηση από το ῾῾περιβάλλον᾿᾿ τους (δηλ. από τα πεντάγωνα ή τα εξάγωνα στα οποία ανήκει ο

δεσµός) και δεν εµφανίζουν σηµαντικές διαφορές µεταξύ τους. Εµφανίζονται όµως κάποιες

µικροδιαφορές στα µήκη των δεσµών ανάµεσα στα αποτελέσµατα των τριών µεθόδων που

χρησιµοποιήσαµε.

Η γραφική παράσταση 7.2 δείχνει τον αριθµό των δεσµών µε µήκος µικρότερο από

το αντίστοιχο µήκος που αναφέρεται στον άξονα x, για τα 17 ισοµερή της ϕουλλερίνης

Si38. Με διαφορετικά χρώµατα παριστάνονται τα αποτελέσµατα των τριών µεθόδων που

χρησιµοποιήσαµε. Τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για τη ϕουλλερίνη Si20 παριστάνονται στη

γραφική παράσταση 7.3.

Το εύρος του µήκους των δεσµών που προκύπτει από τις τρεις µεθόδους για τα ισοµερή

της ϕουλλερίνης Si38 και για τη ϕουλλερίνη Si20, παρουσιάζονται στον πίνακα 7.1. ΄Οπως

µπορεί να δει κανείς από τη γραφική παράσταση 7.2 για τα ισοµερή της ϕουλλερίνης C38,

ο αριθµός των δεσµών, όπως προκύπτει από τη µέθοδο OTBMD, είναι ακριβώς 57 (δηλ.

3/2 × 38) και οι αποστάσεις των δεύτερων κοντινότερων γειτόνων είναι µεγαλύτερες από

περίπου 3Å. Σε ότι αφορά τα µήκη δεσµών που λαµβάνονται από τις µεθόδους GTBMD

3όπου δηλαδή τα πεντάγωνα και τα εξάγωνα είναι επίπεδα (ή περίπου επίπεδα) και όχι παραµορφωµένα
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Σχήµα 7.1: Οι ϐέλτιστες δοµές των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38 και η ϐέλτιστη δοµή της

ϕουλλερίνης Si20 όπως προέκυψαν από τις τρεις µεθόδους
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Σχήµα 7.2: Αριθµός δεσµών µε µήκος µικρότερο από το µήκος που αντιστοιχεί στον άξονα x για

τα 17 ισοµερή της ϕουλλερίνης Si38.

και DFT/B3LYP, τα αποτελέσµατα διαφέρουν λίγο από τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται

από τη µέθοδο OTBMD. Σε µερικά ισοµερή, ένα - δυο πεντάγωνα έχουν παραµορφωθεί

κατά τέτοιο τρόπο ώστε οι δεύτεροι πλησιέστεροι γείτονες, που ανήκουν στο ίδιο πεντάγωνο,

να έχουν έρθει αρκετά κοντά και να σχηµατίζουν µεταξύ τους δεσµούς. Επίσης κάποιοι

δεύτεροι πλησιέστεροι γείτονες έχουν µειώσει τις αποστάσεις τους σε λιγότερο από 3Å. Κά-

ποιοι απ΄ αυτούς εµφανίζουν αποστάσεις µεγαλύτερες από 2.7Å. Παρόµοια αποτελέσµατα

ϐρίσκουµε και για τη ϕουλλερίνη Si20 µε τη διαφορά ότι για το µοναδικό ισοµερές της

υπάρχει ένας σαφής διαχωρισµός ανάµεσα σε πρώτους και δεύτερους γείτονες και από τις

τρεις µεθόδους. Συγκρίνοντας τα µήκη των δεσµών που λαµβάνονται από τις µεθόδους

GTBMD και DFT/B3LYP ϐρίσκουµε ότι οι δεσµοί που λαµβάνονται από τη GTBMD είναι

κατά µέσο όρο 1.5− 2.5% µεγαλύτεροι απ΄ αυτούς που λαµβάνονται από τη DFT/B3LYP.

Μέθοδος Si38 Si20
από µέχρι από µέχρι

OTBMD 2.28 2.40 2.31 2.39

GTBMD 2.27 2.51 2.31 2.45

DFT/B3LYP 2.23 2.53 2.29 2.50

Πίνακας 7.1: Το εύρος των µηκών δεσµών των ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38 και της ϕουλλερίνης

Si20 σε Å.
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Σχήµα 7.3: Οµοίως όπως η εικόνα 7.2 για τη ϕουλλερίνη Si20.

7.3.4 Ενέργεια συνοχής και ϐέλτιστη δοµή της ϕουλλερίνης Si38

Οι ενεργειακές διαφορές ανάµεσα στις ϐέλτιστες δοµές των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης

Si38, όπως αυτές λαµβάνονται από τις τρεις µεθόδους, παρουσιάζονται στον πίνακα 7.2. Η

αρίθµηση των ισοµερών είναι η ίδια µ΄ αυτή που χρησιµοποιήσαµε νωρίτερα, στην παρου-

σίαση των ϐέλτιστων δοµών τους. Τα αποτελέσµατα που αναφέρονται σ΄ αυτό τον πίνακα

παρουσιάζονται επίσης στις γραφικές παραστάσεις 7.4 (για τη µέθοδο OTBMD) και 7.5 (για

τις µεθόδους GTBMD και DFT/B3LYP).

΄Οπως µπορεί κανείς να δει είτε από τον πίνακα 7.2 ή από τη γραφική παράσταση

7.5, τα αποτελέσµατα των µεθόδων GTBMD και DFT/B3LYP ϐρίσκονται σε πολύ καλή

συµφωνία µεταξύ τους και προβλέπουν ότι η ϐέλτιστη δοµή µεταξύ των 17 ισοµερών είναι η

δοµή του ισοµερούς υπ΄ αριθ. 9. ΄Οπως είναι αναµενόµενο, τα αποτελέσµατα της µεθόδου

OTBMD δε ϐρίσκονται σε κακή συµφωνία µε τα αποτελέσµατα των δύο άλλων πιο ακριβών

µεθόδων, ενώ η πρόβλεψή της για τη ϐέλτιστη δοµή µεταξύ των 17 ισοµερών συµπίπτει µε

την πρόβλεψη των δύο άλλων µεθόδων. Ωστόσο υπάρχουν διαφοροποιήσεις στη σειρά µε

την οποία κατατάσσονται τα υπόλοιπα ισοµερή, όσον αφορά την ενέργεια συνοχής τους.

Με ϐάσει τις προβλέψεις των µεθόδων GTBMD και DFT/B3LYP, που είναι πιο αξιό-

πιστες, το ισοµερές υπ΄ αριθ. 9 ακολουθείται από το ισοµερές υπ΄ αριθ. 8. Η διαφορά

της ενέργειας συνοχής ανάµεσα στα ισοµερή υπ΄ αριθ. 8 και 9 είναι 0.0179778eV (όπως

υπολογίζεται µε τη µέθοδο GTBMD) και 0.0143652eV (όπως υπολογίζεται µε τη µέθοδο

DFT/B3LYP). Τα υπόλοιπα 15 ισοµερή απέχουν ενεργειακά τουλάχιστον κατά 0.02eV και
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Ισοµερές Αρχική οµάδα OTBMD GTBMD DFT/B3LYP
υπ΄ αριθ. συµµετρίας σηµείου

1 C2 34.5218 30.1795 22.5986

2 D3h 38.7466 22.9934 41.8480

3 C1 19.2899 39.7223 28.9318

4 C1 33.1120 21.1251 23.6871

5 C1 7.4140 34.6560 29.5995

6 C2 15.9544 41.0044 27.8750

7 C1 37.0243 51.4068 44.0675

8 C1 24.7143 17.9728 14.3652

9 D3 0 0 0

10 C2 26.8155 52.9022 38.9243

11 C1 6.0325 34.3963 28.0246

12 C2v 58.8272 55.5103 42.7501

13 C2 4.0532 39.3364 23.3851

14 C1 25.4870 29.3113 22.0791

15 C2v 25.0986 25.6212 34.6025

16 C3v 4.6854 36.9426 27.3989

17 C2 2.9096 43.9919 20.9670

Πίνακας 7.2: ∆ιαφορές της ενέργεια συνοχής (σε meV ) των ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38 από

το ισοµερές υπ΄ αριθ. 9.
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Σχήµα 7.4: Ενέργειες συνοχής των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38, υπολογισµένες µε τη µέθοδο
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Σχήµα 7.5: Οµοίως όπως η εικόνα 7.4 για τις µεθόδους (α) DFT/B3LYP και (ϐ) GTBMD
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είναι συγκεντρωµένα σε µια ενεργειακή περιοχή εύρους 0.0335eV (όπως υπολογίζεται µε

τη µέθοδο GTBMD) και 0.0231eV (όπως υπολογίζεται µε τη µέθοδο DFT/B3LYP). Αυτή η

συγκέντρωσή τους σε ένα τόσο στενό ενεργειακό εύρος (που αντιστοιχεί κατά µέσο όρο σε

περίπου 1 − 2meV ανά άτοµο για κάθε δύο πιο κοντινές ενεργειακά δοµές) καθιστά τις

µεθόδους που χρησιµοποιούµε ανίκανες να διακρίνουν ποιο ισοµερές έχει µεγαλύτερη και

πιο µικρότερη ενέργεια συνοχής, µε αποτέλεσµα να υπάρχουν αυτές οι µικροδιαφορές, σε

ότι αφορά την τοποθέτησή τους κατά αύξουσα σειρά ενέργειας συνοχής. Αυτή η ενεργειακή

συγκέντρωση των ισοµερών, ϕαίνεται ξεκάθαρα στη γραφική παράσταση 7.6, η οποία δεί-

χνει τις ενεργειακές διαφορές µεταξύ των κοντινότερων ενεργειακά ισοµερών κατά ϕθίνουσα

σειρά. (Αν διατάσαµε κατά ϕθίνουσα σειρά τις ενέργειες συνοχής των 17 ισοµερών, ϕτιά-

χνοντας έτσι µια ακολουθία En, n = 1, 2, . . . , 17 µε E1 > E2 . . . E17, τότε το ιστόγραµµα της

γραφικής παράστασης 7.6 παριστάνει την ακολουθία ∆En = En+1 −En). Το συµπέρασµα

που προκύπτει απ΄ αυτή τη σύγκριση είναι ότι τα ισοµερή της ϕουλλερίνης Si38 είναι σχεδόν

ισοενεργειακά και ότι η ϐέλτιστη ενεργειακά δοµή µεταξύ των ισοµερών (ισοµερές υπ΄ αριθ.

9) έχει τη µεγαλύτερη ενεργειακή διαφορά από τα ῾῾ενεργειακά᾿᾿ διπλανά της απ΄ ότι έχουν

τα υπόλοιπα.
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Σχήµα 7.6: ∆ιαφορές της ενέργειας συνοχής µεταξύ κοντινότερων ενεργειακά ισοµερών
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7.3.5 Σχετικά µε τη σταθερότητα των ϕουλλερινών του Si

Οι τιµές της ενέργειας συνοχής της ϐέλτιστης ενεργειακά δοµής µεταξύ των ισοµερών της

ϕουλλερίνης Si38, που προέκυψαν από τις τρεις µεθόδους που χρησιµοποιήσαµε, παρου-

σιάζονται στον πίνακα 7.3. Για σύγκριση παρουσιάζονται επίσης, στον ίδιο πίνακα, οι αν-

τίστοιχες τιµές για την ενέργεια συνοχής της ϕουλλερίνης Si20 και οι τιµές του συµπαγούς

στερεού (bulk).

Σύστηµα OTBMD GTBMD DFT/B3LYP
Si38 a 3.2491 4.1160 3.3226

Si20 3.1320 4.0775 3.2417

Στερεό Si 4.63 b 4.27

Πίνακας 7.3: Ενέργεια συνοχής (σε eV ) υπολογισµένη µε τις τρεις µεθόδους.
a ισοµερές υπ΄ αριθ. 9
b προσαρµοσµένο

Σύµφωνα µε το προτεινόµενο από τους Marsen και Sattler µοντέλο [195] για τις ϕουλ-

λερίνες του Πυριτίου, οι µικρότερες ϕουλλερίνες του Si είναι και οι σταθερότερες. ΄Οπως

µπορεί όµως κανείς να δει από τον πίνακα 7.3, αυτή η εικασία έρχεται σε αντίθεση µε τα

όσα ϐρίσκουµε. Σύµφωνα µε τα δικά µας αποτελέσµατα, όλα τα ισοµερή της ϕουλλερίνης

Si38 είναι ενεργειακά προτιµότερα συγκρινόµενα µε τη δωδεκαεδρική ϕουλλερινική δοµή

Si20, που είναι η µικρότερη δυνατή ϕουλλερίνη.

Το ίδιο συµπέρασµα προκύπτει και από τις εργασίες της οµάδας των B. X. Li και P. L.
Cao [184, 238, 239, 241], οι οποίοι χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής

στην προσέγγιση full potential linear mufin tin orbital ϐρήκαν ότι η ενέργεια συνοχής

της ϕουλλερίνης Si20 είναι µικρότερη από τις ενέργειες συνοχής όλων των ϕουλλερινών

Sin, n = 24,26,28,30,32,50,60 και ότι η ενέργεια συνοχής των υπολοίπων ϕουλλερινών

δεν αυξάνει µονότονα καθώς µειώνεται ο αριθµός των ατόµων που τις απαρτίζουν. Κατά

συνέπεια η εικασία ότι η µικρότερες ϕουλλερίνες είναι πιο σταθερές, δεν ευσταθεί.

Σύµφωνα µε το ίδιο µοντέλο τους [195], οι Marsen και Sattler ισχυρίστηκαν ότι ο κανό-

νας των αποµονωµένων πενταγώνων, που ισχύει για τις ϕουλλερίνες του C, ϑα µπορούσε να

υποκατασταθεί για τις ϕουλλερίνες του Si από ένα κανόνα ενωµένων (fused) πενταγώνων.

Με λίγα λόγια, οι Marsen και Sattler ισχυρίστηκαν ότι οι σταθερότερες ϕουλλερίνες είναι

εκείνες για τις οποίες µεγιστοποιείται ο αριθµός των κοινών πλευρών των πενταγώνων της.

Αυτό που ϐρήκαµε όµως εµείς έρχεται σε αντίθεση µε αυτή τη ϑεώρηση. Αν ίσχυε κάτι

τέτοιο τότε η ϕουλλερίνη Si20, που έχει όλα τα πεντάγωνά της ενωµένα µόνο µε πεντάγω-

να και ο αριθµός Np παίρνει τη µέγιστη τιµή του µεταξύ όλων των δυνατών ϕουλλερίνων

(Np = 30), ϑα έπρεπε να είναι η ευσταθέστερη ϕουλλερίνη πυριτίου. ΄Οπως όµως είπαµε

προηγουµένως, κάτι τέτοιο δεν ισχύει. Από την άλλη πλευρά, έχει ϐρεθεί και από άλλους

ερευνητές, ότι η απώλεια της γειτνίασης των πενταγώνων δεν οδηγεί πάντα σε ϐελτίωση

της ενέργειας συνοχής. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα της οµάδας των B. X. Li και P. L.
Cao [241], η εικοσαεδρική ϕουλλερίνη Si60 (που έχει όλα τα πεντάγωνά της αποµονωµένα)

και το ισοµερές της ϕουλλερίνης Si50 µε 5 αποµονωµένα Ϲευγάρια ενωµένων µεταξύ τους
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πενταγώνων είναι σχεδόν ισοενεργειακές, µε τη ϕουλλερίνη Si60 να είναι πιο σταθερή από

τη ϕουλλερίνη Si50 κατά µόνο 0.01eV ανά άτοµο. Επίσης από τα δικά µας αποτελέσµα-

τα πάνω στα ισοµερή της ϕουλλερίνης Si38, τα ισοµερή υπ΄ αριθ. 2,3,6 τα οποία έχουν

περισσότερα ενωµένα πεντάγωνα από άλλα ισοµερή, ϐρέθηκαν να είναι λιγότερο σταθερά

από άλλα ισοµερή µε λιγότερα ενωµένα πεντάγωνα και ϐεβαίως λιγότερο σταθερά από το

ισοµερές υπ΄ αριθ. 9, που όπως είπαµε είναι το προτιµότερο ενεργειακά απ΄ τα υπόλοιπα

ισοµερή. Είναι ξεκάθαρο λοιπόν ότι οι ϕουλλερίνες του Πυριτίου είναι περισσότερο «ανεκτι-

κές» στη γειτνίαση µεταξύ πενταγώνων, αλλά το µοντέλο των Marsen και Sattler δεν µπορεί

να κάνει χρήσιµες προβλέψεις.
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Σχήµα 7.7: Η αποµονωµένη τετράδα πενταγώνων

Παραµένει λοιπόν το ερώτηµα: Τι είναι αυτό που ξεχωρίζει ενεργειακά το ισοµερές

υπ΄ αριθ. 9 της ϕουλλερίνης Si38 από τα άλλα ισοµερή της ; Αν παρατηρήσει κανείς τη

γεωµετρική δοµή του ισοµερούς υπ΄ αριθ. 9 µπορεί να δει ότι το ισοµερές αυτό έχει µια πολύ

συγκεκριµένη διάταξη των 12 πενταγώνων του σε τρεις αποµονωµένες τετράδες πενταγώνων,

όπως ϕαίνεται στο σχήµα 7.7, οι οποίες περιβάλλονται από εξάγωνα. Το ισοµερές υπ΄

αριθ. 9 της ϕουλλερίνης Si38 είναι η µικρότερη δυνατή ϕουλλερίνη που διαθέτει αυτές

τις τρεις αποµονωµένες τετράδες πενταγώνων. Παράλληλα το ισοµερές υπ΄ αριθ. 8, που

ϐρέθηκε να είναι το δεύτερο καλύτερο ενεργειακά ισοµερές από τα 17 της ϕουλλερίνης Si38,
διαθέτει µόνο µία τέτοια τετράδα πενταγώνων. Τα υπόλοιπα ισοµερή δεν έχουν καµιά τέτοια

τετράδα. Είναι εποµένως δελεαστικό να συνδυάσει κανείς την παρουσία αυτών των τετράδων

πενταγώνων µε τη σταθερότητα των ϕουλλερινών του Πυριτίου. Παρ΄ όλα αυτά ένα σαφές

και ξεκάθαρο συµπέρασµα κατά πόσο υπάρχει ή δεν υπάρχει συσχέτιση µεταξύ τέτοιων

τετράδων πενταγώνων και σταθερότητας, απαιτεί µια περαιτέρω πιο εκτεταµένη διερεύνηση

µε εξέταση περισσότερων περιπτώσεων.
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7.3.6 Κατανοµή των γωνιών των εξαγώνων και των πενταγώνων

Κατ΄ αναλογία µε τη µελέτη των ϕουλλερινών του C (ϐλέπε σελίδα 202), παρουσιάζουµε στα

σχήµατα 7.8 και 7.9 την κατανοµή των γωνιών των πεντάγωνων και των εξαγώνων αντίστοιχα,

όλων των ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38, όπως αυτές προέκυψαν από τις τρεις µεθόδους

που χρησιµοποιήσαµε.
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Σχήµα 7.8: Κατανοµή των γωνιών των πενταγώνων όπως προκύπτει ως αποτέλεσµα των µεθόδων:(α)

DFT/B3LYP (συνεχής γραµµή), (ϐ) GTBMD (διακεκοµµένη γραµµή) και (γ) OTBMD ( εστιγµένη -

διακεκοµµένη γραµµή).

΄Οπως µπορεί κανείς να δει, τόσο οι κατανοµές των γωνιών των πενταγώνων, όσο και

αυτές των εξαγώνων, παρουσιάζουν δύο κορυφές. Μια τρίτη κορυφή εµφανίζεται στην κα-

τανοµή των γωνιών των πενταγώνων, που προκύπτουν από τη µέθοδο OTBMD. Για την

κατανοµή των γωνιών των πενταγώνων, αυτές οι δύο κορυφές εµφανίζονται περίπου πάνω

στις τιµές 90o και 115o, ενώ οι αντίστοιχες κορυφές της κατανοµής των γωνιών των εξαγώνων

εµφανίζονται περίπου πάνω στις τιµές 100o και 125o. Αν η κατανοµή των γωνιών των πεντα-

γώνων µετατοπιστεί κατά +12o (δηλαδή κατά τη διαφορά της ιδανικής γωνίας ενός εξαγώνου

(120o) από την ιδανική γωνία ενός πενταγώνου (108o)) και αναχθεί στον ίδιο αριθµό γωνιών

µε αυτό των πενταγώνων, τότε οι δύο κορυφές της κατανοµής των γωνιών των εξαγώνων

ταυτίζονται µ΄ αυτές της κατανοµής των γωνιών των πενταγώνων και οι δυο κατανοµές είναι

σχεδόν οι ίδιες. Αυτό ϕαίνεται ξεκάθαρα στο σχήµα 7.10 και δείχνει ότι η τιµή κάθε γωνίας

συνεχίζει να έχει κάποια εξάρτηση από το ῾῾περιβάλλον᾿᾿ του εξαγώνου ή του πενταγώνου στο

οποίο ανήκει, παρά το γεγονός ότι η ϕουλλερινική δοµή έχει πλήρως παραµορφωθεί από
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Σχήµα 7.9: Οµοίως µε το σχήµα 7.8 για τις γωνίες των εξαγώνων

τις προς τα έξω και τις προς τα µέσα κινήσεις των ατόµων της. Παρ΄ όλα αυτά, οι τιµές αυτές

διαφέρουν ϱιζικά από τις ιδανικές τιµές τους, οι οποίες ϑα προέκυπταν αν τα πεντάγωνα

και τα εξάγωνα διατηρούνταν επίπεδα χωρίς παραµορφώσεις και τα µήκη των δεσµών ήταν

ίσα µεταξύ τους. Επίσης αυτό που ϕαίνεται είναι ότι οι γωνίες αυτές, ανεξάρτητα από το

αν ανήκουν σε πεντάγωνα ή εξάγωνα, συγκεντρώνονται γύρω από τις τιµές 90o − 100o και

110o − 130o περίπου.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο αριθµός των γωνιών των πενταγώνων οποιασδήποτε ϕουλλερίνης

είναι πάντα 12× 5 = 60, ενώ ο αριθµός των γωνιών των εξαγώνων εξαρτάται από τον αριθµό

των ατόµων που απαρτίζουν τη ϕουλλερίνη, και είναι ίσος µε (N/2 − 10) × 6 = 3N − 60.

Στην περίπτωσή µας λοιπόν ο αριθµός των γωνιών των εξαγώνων είναι 3×38−60 = 54. Κατά

συνέπεια οι κατανοµές των γωνιών των εξαγώνων και των γωνιών των πενταγώνων µπορούν

να αναχθούν στον ίδιο αριθµό γωνιών, αν η κατανοµή των εξαγώνων πολλαπλασιαστεί µε

60/54.

΄Ενα ερώτηµα που αβίαστα προκύπτει απ΄ αυτές τις γραφικές παραστάσεις, είναι γιατί

να εµφανίζονται αυτές οι δύο κορυφές στις κατανοµές των γωνιών. Η απάντηση ϑα δοθεί

παρακάτω.

7.3.7 Τοπική επιπεδότητα και η προς τα έξω και έσω κίνηση των

ατόµων

΄Οταν µιλούσαµε για τις ϕουλλερίνες του άνθρακα, είχαµε εισάγει την έννοια της ατοµικής

γωνίας (ϐλέπε σελίδα 158 της παρούσας διατριβής), ως το άθροισµα των γωνιών των δεσµών
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Σχήµα 7.10: Κατανοµή ανά γωνία των γωνιών : (α) των πενταγώνων (συνεχής γραµµή), (ϐ) των

εξαγώνων (διακεκοµµένη γραµµή), όπως προκύπτει από τον υπολογισµό DFT/B3LYP. Η κατανοµή

των γωνιών των εξαγώνων έχει µετατοπιστεί κατά −12o και έχει πολλαπλασιαστεί επί 60/54. Η

ϑεωρούµενη ως «ιδανική τιµή» της γωνίας και για τις δυο κατανοµές είναι 108o.

ενός ατόµου, η οποία όπως είχαµε πει, µπορεί να αποτελέσει ένα µέτρο της επιπεδότητας,

τοπικά γύρω από κάθε άτοµο. Κατ΄ αναλογία µε τη µελέτη που κάναµε για την κατανοµή των

ατοµικών γωνιών των ϕουλλερινών του C, ϐρήκαµε για τα 17 ισοµερή της ϕουλλερίνης Si38
την κατανοµή όλων των ατοµικών γωνιών, όπως αυτές προέκυψαν από τις τρεις µεθόδους

που χρησιµοποιήσαµε. Αυτές οι κατανοµές παρουσιάζονται στα σχήµατα 7.11 (για τον

υπολογισµό µε την OTBMD) και 7.12 (για τον υπολογισµό µε τις GTBMD και DFT/B3LYP).

΄Οπως µπορεί κανείς να δει απ΄ αυτές τις κατανοµές, ένα µεγάλο ποσοστό από τις ατοµικές

γωνίες συγκεντρώνονται στο δεξιό άκρο της κατανοµής, πολύ κοντά στην τιµή των 360o,
ενώ οι υπόλοιπες διασπείρονται γύρω από την τιµή των 290o περίπου, µε µια διασπορά

µεταξύ 250o και 320o (για τον υπολογισµό µε την OTBMD) και µεταξύ 220o και 340o (για

τον υπολογισµό µε τις GTBMD και DFT/B3LYP).

Ειδικά για την κατανοµή που λαµβάνουµε από την OTBMD, αυτά τα δύο µέρη της

κατανοµής ϕαίνονται ξεκάθαρα διαχωρισµένα µεταξύ τους µε ένα χάσµα εύρους 31o, που

αρχίζει από την τιµή 318o και τελειώνει στην τιµή 349o. Αν κανείς µετρήσει το πλήθος των

ατοµικών γωνιών µε τιµές πάνω και κάτω από το χάσµα, ϑα ϐρει ότι ακριβώς οι µισές ατοµι-

κές γωνίες ϐρίσκονται πάνω και οι άλλες µισές κάτω απ΄ αυτό. Εδώ ϕαίνεται πολύ καθαρά

ότι τα αποτελέσµατα της OTBMD, αν και λιγότερο ακριβή, δίνουν τη δυνατότητα να δούµε

ορισµένα ποιοτικά χαρακτηριστικά τα οποία αλλοιώνονται µε τους ακριβείς υπολογισµούς.

Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τις GTBMD και DFT/B3LYP δεν δίνουν ξεκάθαρα
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Σχήµα 7.11: Κατανοµή όλων των ατοµικών γωνιών των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38, όπως

προκύπτουν µε την OTBMD. ΄Ιδιο γράφηµα στο εσωτερικό, µεγεθυµένο

αυτό το χάσµα, στην περιοχή του οποίου οι κατανοµές είναι συνεχείς µε πολύ µικρές τιµές.

Παρ΄ όλα αυτά, για την κατανοµή που προκύπτει από την GTBMD, οι µισές ατοµικές γωνίες

έχουν τιµή µεγαλύτερη από 343o και υπόλοιπες µισές µικρότερη, ενώ για την κατανοµή

που προκύπτει από την DFT/B3LYP, η τιµή αυτή είναι 348o. Μπορούµε κατά συνέπεια να

ϑεωρήσουµε ότι η κατανοµή των ατοµικών γωνιών (ανεξάρτητα της µεθόδου µε την οποία

λαµβάνεται) χωρίζεται στα δύο µέρη που προαναφέραµε, καθένα εκ των οποίων περιλαµβά-

νει ακριβώς τις µισές ατοµικές γωνίες. Οι µέσες τιµές των γωνιών καθενός απ΄ αυτά τα δύο

µέρη χωριστά, είναι 359o και 292o (για την OTBMD και την DFT/B3LYP4) και 353o και 285o

(για την GTBMD). Αυτό σηµαίνει ότι στην περίπτωση των ϕουλλερινών του Si, ανεξάρτητα

από το πλήθος των πενταγώνων και των εξαγώνων που συνδέονται µε ένα άτοµο (το οποίο

στην ιδανική κατάσταση επίπεδων πενταγώνων και εξαγώνων ϑα καθόριζε την τιµή της κάθε

ατοµικής γωνίας), ακριβώς οι µισές ατοµικές γωνίες παίρνουν τιµές κοντά στην τιµή των

360o, ενώ οι άλλες µισές διασπείρονται γύρω από την τιµή των 290o περίπου. Εποµένως

ακριβώς τα µισά άτοµα της ϕουλλερινικής δοµής του Si είναι συνεπίπεδα µε τα άτοµα των

πρώτων πλησιέστερων γειτόνων τους, ενώ τα υπόλοιπα µισά σχηµατίζουν οξείς ακµές. ΄Ετσι

σχηµατίζεται η «Ϲαρωµένη µπάλα» των ϕουλλερινικών δοµών, που έχει ήδη αναφερθεί σε

άλλες µελέτες [242], καθώς µετά τον εφησυχασµό των αρχικών ϕουλλερινικών δοµών, που

αποτελούνται από επίπεδα πεντάγωνα και εξάγωνα, ακριβώς τα µισά άτοµά τους κινούνται

ακτινικά προς τα µέσα και γίνονται συνεπίπεδα µε τα γειτονικά τους, ενώ τα άλλα µισά

4οι µέσες τιµές των γωνιών για τις δύο µεθόδους τυχαίνει να συµπίπτουν
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Σχήµα 7.12: Οµοίως όπως το γράφηµα 7.11 για τους υπολογισµούς µε τις (α) DFT/B3LYP και (ϐ)

GTBMD.

κινούνται ακτινικά προς τα έξω και σχηµατίζουν τις οξείες ακµές που αναφέραµε.

Ας σηµειωθεί ότι η τιµή των 290o είναι πολύ µικρότερη από την µικρότερη ιδανική τιµή

ατοµικής γωνίας (324o), που ϑα είχαµε στην περίπτωση τριών πενταγώνων ή στην περί-

πτωση τετραεδρικής γεωµετρίας (δοµή διαµαντιού), που η ατοµική γωνία ϑα ήταν 328.41o.
Εποµένως τα άτοµα που κινούνται προς τα έξω, δεν παίρνουν ϑέσεις που να ταιριάζουν µε

την τετραεδρική γεωµετρία, όπως πιστευόταν µέχρι σήµερα, γιατί αν συνέβαινε αυτό, ϑα

έπρεπε η ατοµικές γωνίες να είχαν τιµή κοντά στην τιµή των 328.41o. ΄Οµως οι ακµές που

σχηµατίζονται απ΄ αυτά τα άτοµα, ϕαίνεται να είναι πιο οξείες απ΄ ότι αν είχαν τετραεδρική

γεωµετρία και µάλιστα η γωνία των 290o, γύρω από την οποία κατανέµονται, είναι πολύ

κοντά στην τιµή των 270o = 3 × 90o, που ϑα αντιστοιχούσε σε ορθογώνια γεωµετρία. Αυτό

σηµαίνει ότι οι δεσµοί που κάνουν αυτά τα άτοµα µε τα διπλανά τους δεν είναι οι γνωστοί

δεσµοί που κάνει το Si, µεταξύ τροχιακών sp3, αλλά µάλλον είναι δεσµοί µεταξύ ανυβρί-

διστων τροχιακών ή τροχιακών µε πολύ «ϕτωχό» υβριδισµό. Απ΄ την άλλη, η τοποθέτηση

των υπολοίπων ατόµων, που εµφανίζονται να είναι σχεδόν συνεπίπεδα µε τα διπλανά τους,

υποδηλώνει δεσµούς µε ισχυρή παρουσία υβριδισµένων τροχιακών sp2.

Σχεδόν τα ίδια αποτελέσµατα σε ότι αφορά τις ατοµικές γωνίες (και εποµένως τα ίδια

συµπεράσµατα σε ότι αφορά τα τροχιακά των δεσµών) συνάγεται από τη µελέτη που έχει

γίνει πάνω στην αναδόµηση της επιφάνεια (110) του Si από τους Menon et al [215]. Και στην

περίπτωση των επιφανειακών ατόµων τα άτοµα συνδέονται µε τρεις δεσµούς µε τα γειτονικά

τους, όπως συµβαίνει και µε τις ϕουλλερίνες. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των Menon et
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al, στην 1×1 και στην 1×2 αναδόµηση της επιφάνειας (110) του Si, τα µισά άτοµα κινούνται

προς τα µέσα και γίνονται σχεδόν συνεπίπεδα µε τους τρεις πρώτους πλησιέστερους γείτονές

τους (ένας εκ των οποίων ανήκει στο δεύτερο επίπεδο), ενώ τα άλλα µισά κινούνται προς τα

έξω δηµιουργώντας οξείς ακµές. Χρησιµοποιώντας την υπολογισθείσα γωνία κατά την οποία

η επιφανειακή αλυσίδα «Ϲικ-Ϲακ» των ατόµων του Si περιστρέφεται και τις µετατοπίσεις ∆y
και ∆x κατά τις οποίες µετατοπίζεται (ϐλέπε αναφορά [215]), υπολογίσαµε τις ατοµικές

γωνίες των ατόµων της επιφάνειας. Αυτό που ϐρήκαµε είναι ότι, για τα άτοµα που κινούνται

προς τα µέσα, οι ατοµικές τους γωνίες είναι περίπου 356o, ενώ γι αυτά που κινούνται προς

τα έξω είναι περίπου 305o. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η τιµή των 305o, που ϐρήκαµε, είναι

µεταξύ της τιµής των 328.41o (της τετραεδρικής γεωµετρίας) και της µέσης τιµής των 290
(των ατόµων που κινούνται προς τα έξω στις ϕουλλερίνες του Si), ενώ η τιµή των 356o

είναι µεταξύ της τιµής των 328.41o και των 360o (των ατόµων που κινούνται προς τα µέσα).

Η διαφοροποίηση αυτή µεταξύ των αποτελεσµάτων (αν και προέρχονται από άτοµα που

συνδέονται µε τρία µόνο γειτονικά τους άτοµα και στις δύο περιπτώσεις), εξηγείται µε

την παρουσία των εσωτερικών ατόµων που ϐρίσκονται κάτω από την επιφάνεια του Si, τα

οποία δεν έχουν αιωρούµενους (dangling) δεσµούς, αφού συνδέονται µε τέσσερα και όχι

µε τρία άτοµα. Αυτά τα άτοµα είναι τοποθετηµένα σε σχεδόν τετραεδρική γεωµετρία (δηλ.

υβριδισµός sp3) και κατά συνέπεια επιβάλουν στις ατοµικές γωνίες των τρισθενών ατόµων

Si της επιφάνειας, µε τα οποία συνδέονται, να παίρνουν κάποιες ενδιάµεσες τιµές.

7.3.8 Πού οφείλονται οι δύο κορυφές στις κατανοµές γωνιών των

δεσµών

Για να ερµηνεύσουµε την παρουσία των δύο κορυφών στις κατανοµές των γωνιών των εξα-

γώνων και των πενταγώνων, χωρίζουµε τις γωνίες των εξαγώνων και των πενταγώνων σε δύο

οµάδες. Η µία οµάδα περιλαµβάνει τις γωνίες που συνεισφέρουν στην κατασκευή ατοµικών

γωνιών µε τιµές κοντά στην τιµή των 360o (δηλ. αντιστοιχούν σε άτοµα που είναι συνεπίπε-

δα µε τα διπλανά τους) και η άλλη οµάδα περιλαµβάνει τις γωνίες που συνεισφέρουν στην

κατασκευή ατοµικών γωνιών που είναι αρκετά µικρότερες από 360o (δηλ. αντιστοιχούν σε

άτοµα που µε τα διπλανά τους κατασκευάζουν οξείες ακµές). Σύµφωνα µε όσα έχουµε πει

νωρίτερα σχετικά µε την κατανοµή των ατοµικών γωνιών, αυτός ο διαχωρισµός αντιστοιχεί

ακριβώς στα µισά άτοµα και εποµένως ακριβώς στις µισές ατοµικές γωνίες. Τα όρια αυτού

του διαχωρισµού είναι απολύτως ευκρινή για τον υπολογισµό µε την OTBMD, (όπου, οι

«µικρές» ατοµικές γωνίες ξεχωρίζουν από τις «µεγάλες» µε το χάσµα που εµφανίζεται στην

κατανοµή τους, µεταξύ 318o και 349o) και λιγότερο ευκρινή στους υπολογισµούς µε την

GTBMD και την DFT/B3LYP, για τους οποίους, όπως έχουµε πει, οι τιµές 343o και 348o

αντίστοιχα, χωρίζουν το πλήθος των ατοµικών γωνιών σε δύο ακριβώς ισοπληθή µέρη.

Για τις δύο αυτές οµάδες γωνιών των εξαγώνων και πενταγώνων, κατασκευάζουµε τις

κατανοµές τους. Οι κατανοµές αυτές, µαζί µε τις κατανοµές των γωνιών των πενταγώ-

νων και των εξαγώνων που πήραµε, χρησιµοποιώντας τις µεθόδους OTBMD, GTBMD και

DFT/B3LYP, παρουσιάζονται στα σχήµατα 7.13, 7.14 και 7.15 αντίστοιχα. ΄Οπως µπορεί

να δει κανείς, οι κατανοµές των δύο οµάδων των γωνιών, σχεδόν δεν επικαλύπτονται µεταξύ
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Σχήµα 7.13: Οι κατανοµές των δύο οµάδων γωνιών για όλα τα άτοµα των 17 ισοµερών της ϕουλ-

λερίνης Si38, όπως προκύπτει από τον υπολογισµό µε την OTBMD.
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Σχήµα 7.14: Οι κατανοµές των δύο οµάδων γωνιών για όλα τα άτοµα των 17 ισοµερών της ϕουλ-

λερίνης Si38, όπως προκύπτει από τον υπολογισµό µε την GTBMD.
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Σχήµα 7.15: Οι κατανοµές των δύο οµάδων γωνιών για όλα τα άτοµα των 17 ισοµερών της ϕουλ-

λερίνης Si38, όπως προκύπτει από τον υπολογισµό µε την DFT/B3LYP.

τους και καθεµιά τους έχει µια µόνο κορυφή. Η αλληλεπικάλυψή τους είναι ελάχιστη και

κυρίως εκτείνεται σε µια περιοχή ανάµεσα στις τιµές 100o και 120o. ΄Οπως µπορεί επί-

σης να δει κανείς, το αριστερό τµήµα των δύο αυτών κατανοµών, σχεδόν ταυτίζεται µε την

κατανοµή των γωνιών των πενταγώνων, ενώ το δεξιό τους τµήµα σχεδόν ταυτίζεται µε την

κατανοµή των γωνιών των εξαγώνων. Εποµένως οι µεγάλες γωνίες των πενταγώνων και των

εξαγώνων, αντιστοιχούν, σχεδόν κατ΄ αποκλειστικότητα, στα (µισά) άτοµα των ϕουλλερινών

του Si, των οποίων οι ατοµικές γωνίες έχουν τιµή κοντά στις 360o και εποµένως είναι σχεδόν

συνεπίπεδα µε τα διπλανά τους. Οι τιµές των γωνιών αυτών εµφανίζονται γύρω από τη

δεύτερη κορυφή των κατανοµών των εξαγώνων και των πενταγώνων και κατανέµονται γύρω

από την περιοχή 110o − 130o. Από την άλλη πλευρά, οι µικρές γωνίες αντιστοιχούν σχεδόν

κατ΄ αποκλειστικότητα, στα υπόλοιπα (µισά) άτοµα, των οποίων οι ατοµικές γωνίες έχουν

τιµές µεταξύ 220o και 340o και µε τα διπλανά τους σχηµατίζουν τις οξείς ακµές. Οι τιµές

των γωνιών αυτών εµφανίζονται γύρω από την πρώτη κορυφή των κατανοµών των εξαγώνων

και των πενταγώνων και κατανέµονται γύρω από την περιοχή 80o − 100o.

Αν ϕέρουµε στο µυαλό µας ότι ο υβριδισµός sp2 δηµιουργεί επίπεδες δοµές µε γωνίες

δεσµών 120o ενώ τα ανυβρίδιστα τροχιακά p είναι κάθετα µεταξύ τους και οι γωνίες δεσµών

είναι 90o, αντιλαµβανόµαστε ότι οι δεσµοί που παίρνουν µέρος στο σχηµατισµό των ϕουλλε-

ϱινών του Si είναι δεσµοί µεταξύ τροχιακών που µοιάζουν µε sp2 και µε τροχιακά p σχεδόν

ανυβρίδιστα (ή µε πολύ ϕτωχό υβριδισµό), όπως ακριβώς υποπτευθήκαµε νωρίτερα. Η εµ-

ϕάνιση των δύο αυτών τύπων δεσµών, υποχρεώνει τις γωνίες τους να κατανεµηθούν γύρω

από τις τιµές που αναφέρονται παραπάνω κι έτσι εµφανίζονται δύο κορυφές στις κατανοµές
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των γωνιών τους.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι τιµές των γωνιών των πενταγώνων και των εξαγώνων διαµορφώ-

νονται σε «µεγάλες» και σε «µικρές» γωνίες, ανεξάρτητα από το αν ανήκουν σε πεντάγωνα ή

σε εξάγωνα και δε σχετίζονται µε τις ιδανικές τους τιµές (120o και 108o αντίστοιχα). ΄Οπως

έχουµε αναφέρει παραπάνω, η µοναδική συσχέτιση των γωνιών µε την παρουσία τους σε

πεντάγωνα ή εξάγωνα, εµφανίζεται µόνο στις κατανοµές τους, όπου µε µετατόπιση της κα-

τανοµής των πενταγώνων κατά 12o (δηλαδή όσο η διαφορά µεταξύ των τιµών των ιδανικών

γωνιών τους), η µια κατανοµή σχεδόν συµπίπτει µε την άλλη (ϐλέπε σχήµα 7.10).

7.3.9 Επανυβριδισµός

΄Οπως είπαµε, στα σχεδόν συνεπίπεδα άτοµα C µε τα διπλανά τους, ο υβριδισµός είναι

κοντά στον υβριδισµό sp2, ενώ για τα υπόλοιπα άτοµα η γεωµετρία και ο υβριδισµός δεν

είναι τετραεδρικός sp3, όπως ίσως ϑα περίµενε κανείς. Γι αυτά η µέση τιµή των ατοµικών

γωνιών είναι περίπου 96.7o, δηλαδή κοντά στην τιµή των 90o, πράγµα που υποδηλώνει την

ύπαρξη ανυβρίδιστων p τροχιακών γι αυτά τα άτοµα.

Σχήµα 7.16: Κατανοµές ως συνάρτηση του υβριδισµού n στο επίπεδο POAV2 (α) των τριών υβριδι-

σµένων δεσµικών τροχιακών για τα άτοµα που είναι σχεδόν συνεπίπεδα µε τα γειτονικά τους (µαύρη

γραµµή), (ϐ) των αιωρούµενων τροχιακών για τα ίδια άτοµα (κόκκινη γραµµή), (γ) των δεσµικών

τροχιακών για τα άτοµα που ϐρίσκονται στις οξείες ακµές (πράσινη γραµµή) και (δ) των αιωρούµε-

νων τροχιακών για τα ίδια άτοµα, των 17 ισοµερών της ϕουλλερίνης Si38, όπως προκύπτουν από τον

υπολογισµό µε την OTBMD.

Για την ποσοτικοποίηση του υβριδισµού των τροχιακών των ϕουλλερινών του Si, χρησι-
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µοποιήσαµε τη ϑεωρία του επανυβριδισµού στο επίπεδο POAV2 (ϐλέπε σελίδα 164 και το

παράρτηµα Γ΄ στη σελίδα 407) και ϐρήκαµε την κατανοµή των υβριδισµένων τροχιακών κάθε

ατόµου του Πυριτίου για τις δοµές των 17 ισοµερών των ϕουλλερίνων Si38, που προέκυψαν

από τη µέθοδο OTBMD, κατ΄ αναλογία µε ότι κάναµε στην περίπτωση των ϕουλλερίνων του

C (ϐλέπε σελίδα 212). Η κατανοµή αυτή ως συνάρτηση του υβριδισµού n παρουσιάζεται

στην εικόνα 7.16. Αυτό που ϐλέπει κανείς σ΄ αυτή την εικόνα είναι ότι ο υβριδισµός των

ατόµων που κινήθηκαν προς τα µέσα είναι τύπου sp2, µε τα τροχιακά των αιωρούµενων

δεσµών να είναι σχεδόν αµιγή p τροχιακά. Αντιθέτως τα υβριδισµένα τροχιακά των ατόµων

που ϐρίσκονται στις οξείες ακµές, έχουν τα µεν δεσµικά τροχιακά ένα ισχυρό p− χαρακτή-

ϱα, τα δε αιωρούµενα τροχιακά ένα s− χαρακτήρα. Οι αιωρούµενοι δεσµοί τους διατηρούν

ένα χαρακτήρα κοντά στον sp1.
Ειδικά για τα άτοµα που ϐρίσκονται στις οξείες ακµές, η κατασκευή των υβριδισµένων

τροχιακών δεν είναι πάντα δυνατή, εξ αιτίας του περιορισµού των γωνιών θij των δεσµών,

cos θ12 cos θ23 cos θ31 < 0. Τέτοιες περιπτώσεις δεν έχουν συµπεριληφθεί στην κατανοµή της

εικόνας 7.16.

7.4 Συµπεράσµατα

Στο µέρος αυτό της παρούσας µελέτης ϐρήκαµε τα ϐέλτιστα ενεργειακά ισοµερή της ϕουλ-

λερίνης Si38, τα οποία κατασκευάζονται µε µεταθέσεις µεταξύ των πενταγώνων και των

εξαγώνων από τα οποία αποτελούνται, χρησιµοποιώντας µια νέα µέθοδο εύρεσης του ολι-

κού ελαχίστου. Στα πλαίσια αυτής της µεθόδου, αρχικά ϐελτιστοποιήθηκαν τα 17 ισοµερή

της ϕουλλερίνης Si38 µε τη µέθοδο OTBMD και στη συνέχεια οι ϐέλτιστες ενεργειακά δοµές,

ϐελτιστοποιήθηκαν περαιτέρω µε δύο πιο ακριβής, αλλά και πιο χρονοβόρες µεθόδους, την

GTBMD και την DFT στο επίπεδο B3LYP/DZP. Οι ίδιοι υπολογισµοί έγιναν και για το

µοναδικό ισοµερές της ϕουλλερίνης Si20 για σύγκριση. Τα κύρια συµπεράσµατα που προ-

έκυψαν απ΄ αυτή τη µελέτη είναι τα ακόλουθα. ΄Ολα τα ισοµερή της ϕουλλερίνης Si38 είναι

σχεδόν ισοενεργειακά και αποτελούν µετασταθείς δοµές ως τοπικά ελάχιστα της ενέργειας.

Οι ενέργειες συνοχής συγκεντρώνονται σε ένα εύρος ενεργειών µικρότερο από 0.06eV . Οι

ϐελτιστοποιηµένες δοµές έχουν την τετριµµένη συµµετρία C1. Μεταξύ των 17 ισοµερών

τη ϕουλλερίνης Si38 το ισοµερές υπ΄ αριθ. 9, το οποίο έχει τρεις αποµονωµένες τετράδες

γειτνιαζόντων πενταγώνων, είναι ενεργειακά η ϐέλτιστη δοµή. Η κατανοµή των γωνιών των

πενταγώνων και των εξαγώνων έχει δύο κορυφές (είναι bimodal). Τα µισά εκ των ατόµων

κάθε ισοµερούς κινούνται ακτινικά προς τα µέσα και γίνονται σχεδόν συνεπίπεδα µε τους

πλησιέστερους γείτονές τους και τα άλλα µισά κινούνται ακτινικά προς τα έξω και κατα-

σκευάζουν οξείες ακµές. Τα πρώτα κάνουν υβριδισµό περίπου sp2, ενώ τα δεύτερα κάνουν

δεσµούς µε ανυβρίδιστα p τροχιακά.
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Κεφάλαιο 8

Μελέτη των ϑερµοδυναµικών και

µαγνητικών ιδιοτήτων των

συσσωµατωµάτων Nin, n = 3− 8, 13

Στο παρόν κεφάλαιο χρησιµοποιούµε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση

ισχυρής δέσµευσης, για να µελετήσουµε τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες των

µικρών συσσωµατωµάτων Nin, n = 3− 8, 13, υπό συνθήκες σταθερής ϑερµοκρασίας [258].

Παράλληλα κάνουµε την ίδια µελέτη χρησιµοποιώντας κλασικά δυναµικά (αντί για την προ-

σέγγιση ισχυρής δέσµευσης), προκειµένου να συγκρίνουµε µεταξύ τους τα αποτελέσµατα

που προκύπτουν σε κάθε περίπτωση.

Η προσοµοίωση της µοριακής δυναµικής υπό συνθήκες σταθερής ϑερµοκρασίας, επι-

τυγχάνεται µε την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων Nosé  Hoover και στη συνέχεια οι

ϑερµοδυναµικές ιδιότητες υπολογίζονται µε δύο τρόπους : (α) από τους χρονικούς µέσους

όρους των µεγεθών στη διάρκεια κάθε προσοµοίωσης υπό τη συγκεκριµένη κάθε ϕορά στα-

ϑερή ϑερµοκρασία και (ϐ) µε χρήση της µεθόδου πολλαπλών ιστογραµµάτων, η οποία έχει

το πλεονέκτηµα, έναντι των χρονικών µέσων όρων, να εξοµαλύνει τις διάφορες καµπύλες

των υπό εξέταση µεγεθών ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, µε αποτέλεσµα να προκύπτουν

πιο ϱεαλιστικά αποτελέσµατα.

Η µελέτη των µαγνητικών ιδιοτήτων συνίσταται στον υπολογισµό του χρονικού µέσου

όρου της µαγνητικής ϱοπής για τις διάφορες ϑερµοκρασίες, η οποία υπολογίζεται από

τη διαφορά ανάµεσα στις κατειληµµένες σπιν–ιδιοκαταστάσεις της χαµιλτονιανής µε σπιν–

πάνω και στις κατειληµµένες σπιν–ιδιοκαταστάσεις της χαµιλτονιανής µε σπιν–κάτω Προ-

κειµένου να µπορεί να γίνει αυτός ο υπολογισµός, έχει εισαχθεί στη χαµιλτονιανή ο όρος

Hubbard UHub. Ας σηµειωθεί ότι µε την εισαγωγή της διόρθωσης Hubbard, µας δίνεται

η δυνατότητα να υπολογίσουµε τη µαγνητική ϱοπή στα πλαίσια του συγγραµµικού µα-

γνητισµού. Η µελέτη των µαγνητικών ιδιοτήτων δεν µπορεί να γίνει µε χρήση κλασικών

δυναµικών κι έτσι η µελέτη περιορίζεται µόνο στα αποτελέσµατα που προκύπτουν µε χρήση

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης.
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8.1 Εισαγωγή

Γενικά τα συσσωµατώµατα, εξαιτίας της πεπερασµένης διάστασής τους, εµφανίζουν εν γένει

πολύ διαφορετικές ιδιότητες από αυτές του συµπαγούς στερεού [256,259], πράγµα που τα

καθιστά ιδιαίτερα ενδιαφέροντα από ερευνητικής και τεχνολογικής πλευράς. Τα τελευταία

χρόνια, τα συσσωµατώµατα των µεταβατικών µετάλλων έχουν προσελκύσει ιδιαίτερα το ε-

ϱευνητικό και τεχνολογικό ενδιαφέρον [259] δεδοµένων των ιδιαίτερων ιδιοτήτων τους. Για

παράδειγµα έχει ϐρεθεί πειραµατικά, ότι τα συσσωµατώµατα των µεταβατικών µετάλλων

εµφανίζουν µαγνητική ϱοπή, η οποία µπορεί να είναι (κατ΄ άτοµο) ακόµα και µεγαλύτερη

απ΄ αυτή του συµπαγούς στερεού, ανεξάρτητα από το αν το αντίστοιχο στοιχείο (ως συµπαγές

στερεό) είναι µαγνητικό [260,261] ή µη µαγνητικό [262,263]. Ειδικά τα συσσωµατώµατα

του Ni, τα οποία µελετούµε σ΄ αυτό το µέρος αυτής της διδακτορικής διατριβής, εµφανί-

Ϲουν ένα ιδιαίτερο ενδιαφέρον λόγω των καταλυτικών και µαγνητικών τους ιδιοτήτων. Για

παράδειγµα, τέτοια συσσωµατώµατα ϑα µπορούσαν να παίξουν ένα σηµαντικό ϱόλο στη

µαγνητική αποθήκευση πληροφορίας στο µέλλον.

Σε ϑεωρητικό επίπεδο, οι µελέτες που έχουν γίνει πάνω στα συσσωµατώµατα Ni, έχουν

γίνει κυρίως για T = 0 µε χρήση είτε κλασικών δυναµικών, είτε ηµιεµπειρικών µοντέλων,

είτε µε µεθόδους πρώτων αρχών, κυρίως στο επίπεδο της DFT. ΄Οµως µια µελέτη µε κλασικά

δυναµικά για T = 0 περιορίζεται στη γεωµετρική δοµή και την ενέργεια δέσµευσης, ενώ

για τη µελέτη των ηλεκτρονικών και/ή µαγνητικών ιδιοτήτων αυτών των δοµών απαιτείται η

χρήση τουλάχιστον ηµιεµπειρικών µεθόδων ή µεθόδων πρώτων αρχών. Ωστόσο όσο αυξάνε-

ται το επίπεδο ακρίβειας της µελέτης, τόσο απαιτείται µεγαλύτερος υπολογιστικός χρόνος,

πράγµα που περιορίζει τις δυνατότητες ενός υπολογισµού (π.χ. της µαγνητικής ϱοπής) σε

συσσωµατώµατα το πολύ µερικών δεκάδων ατόµων.

Παρά το γεγονός ότι οι µελέτες αυτές επιτυγχάνουν να επιβεβαιώσουν κάποια πειραµα-

τικά αποτελέσµατα, αποτυγχάνουν στο να δώσουν ικανοποιητικές απαντήσεις σχετικά µε

τις δοµικές αλλαγές που παρατηρούνται στα πειράµατα, καθώς το µέγεθος των συσσωµα-

τωµάτων µεγαλώνει [264–266]. Αυτές οι αποτυχίες ενδέχεται να οφείλονται σε εντροπικούς

όρους [267, 268], οι οποίοι, όπως είναι ϕυσικό, δεν εµφανίζονται σε µελέτες υπό T = 0.

Επιπλέον η εξάρτηση των ϑερµοδυναµικών και άλλων ιδιοτήτων από τη ϑερµοκρασία δεν

µπορεί να προσδιοριστεί από τους υπολογισµούς για T = 0. Για παράδειγµα τέτοιες ιδιό-

τητες ϑα µπορούσαν να είναι η ανώµαλη µεταβολή της µέσης µαγνητικής ϱοπής ανά άτοµο

στα συσσωµατώµατα του σιδήρου σε σχέση µε το µέγεθος και τη ϑερµοκρασία τους [269],

η παρατηρούµενη µείωση της ϑερµοκρασίας Debye ΘD και της ϑερµοκρασίας Curie TC
των συσσωµατωµάτων κοβαλτίου [270] συγκρινόµενες µε τις τιµές του συµπαγούς στερεού

(bulk), οι ϑερµοκρασίες ϕραγµού (blocking temperature) Tb των συσσωµατωµάτων, η µε-

ταβολή µε τη διάσταση του συσσωµατώµατος, των διάφορων όρων που συµµετέχουν στην

ειδική ϑερµότητα [269, 271], η αλλαγή ϕάσης (και ιδιαίτερα η δεύτερης τάξης από τη

σιδηροµαγνητική στην παραµαγνητική κατάσταση [269]), ο συντελεστής ϑερµικής διαστο-

λής [272] κ.α. Από την άλλη, όλα τα πειράµατα πάνω στα συσσωµατώµατα των µεταβατικών

µετάλλων, [131,261,264–266,269,270,273] - τα οποία µάλιστα έχουν δείξει ενδιαφέρου-

σες δοµικές, ηλεκτρονικές και µαγνητικές ιδιότητές - έχουν γίνει σε ϑερµοκρασίες T > 0.

΄Οµως οι ϑεωρητικοί υπολογισµοί σε ϑερµοκρασίες T > 0 είναι αρκετά πιο χρονοβόροι από
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τους υπολογισµούς σε T = 0, αλλά και οι τεχνικές και τα ερωτήµατα που τίθενται σ΄ αυτές

τις µελέτες είναι τελείως διαφορετικά από τις τεχνικές και τα ερωτήµατα στις µελέτες για

T = 0 (ϐλέπε Κεφάλαιο 5). Με χρήση των κλασικών δυναµικών για T > 0 µπορούν να

υπολογιστούν ϑερµοδυναµικές ιδιότητες που έχουν σχέση µε τη γεωµετρική δοµή και την

ενέργεια του συσσωµατώµατος. ΄Οµως (όπως και για T = 0), δεν µπορούν να υπολογιστούν

ιδιότητες που σχετίζονται µε την ηλεκτρονική δοµή ή την κατάσταση του σπιν (π.χ. η µα-

γνητική ϱοπή). Για τη µελέτη τέτοιων ιδιοτήτων απαιτείται και πάλι η χρήση τουλάχιστον

ηµιεµπειρικών µεθόδων ή µεθόδων πρώτων αρχών, που να περιλαµβάνουν εκπεφρασµένα

κβαντοµηχανικούς όρους. Μια τέτοια µελέτη όµως είναι αρκετά πιο χρονοβόρα και από

ένα σηµείο και πέρα απαγορευτική, όσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων του υπό µελέτη

συσσωµατώµατος. Για το λόγο αυτό τέτοιες µελέτες είναι περιορισµένες, ενώ οποιεσδήποτε

άλλες δυναµικές ιδιότητες των συσσωµατωµάτων µελετώνται συνήθως µε τη χρήση κλασικών

δυναµικών.

Θα πρέπει ωστόσο να σηµειωθεί ότι οι δοµικές ιδιότητες των συσσωµατωµάτων είναι άρ-

ϱηκτα συνδεδεµένες µε τις µαγνητικές τους ιδιότητες και αντιστρόφως. Κατά συνέπεια κάθε

ϱεαλιστική προσοµοίωση των δοµικών ιδιοτήτων ενός συσσωµατώµατος ατόµων µεταβατι-

κών µετάλλων σε µη µηδενική ϑερµοκρασία ϑα πρέπει να ενσωµατώνει και τις µαγνητικές

αλληλεπιδράσεις. Απ΄ ότι είµαστε σε ϑέση να γνωρίζουµε, δεν υπήρξε, µέχρι την εµφάνιση

της µελέτης, που παρουσιάζουµε σ΄ αυτό το κεφάλαιο της διδακτορικής διατριβής [258],

κάποια ϑεωρητική µέθοδος προσοµοίωσης, που να περιλαµβάνει συγχρόνως τις δοµικές

και µαγνητικές αλληλεπιδράσεις σε συσσωµατώµατα ατόµων µεταβατικών µετάλλων σε µη

µηδενικές ϑερµοκρασίες.

Στο παρόν κεφάλαιο µελετούµε τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες των µι-

κρών συσσωµατωµάτων Nin, n = 3− 8 και 13, χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της ισχυ-

ϱής δέσµευσης µε το διορθωτικό όρο Hubbard. ΄Οπως έχουµε ήδη δει, η συγκεκριµένη

προσέγγιση ενσωµατώνει τους απαραίτητους κβαντοµηχανικούς όρους, που επιτρέπουν τον

υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής. Παράλληλα µελετούµε µε χρήση κλασικών δυναµικών

τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες αυτών των συσσωµατωµάτων, για σύγκριση. Πριν προχω-

ϱήσουµε όµως σ΄ αυτούς τους υπολογισµούς και στα αποτελέσµατα που προκύπτουν απ΄

αυτούς, ϑα κάνουµε πρώτα µια µικρή ανασκόπηση των µελετών που έχουν γίνει µέχρι σή-

µερα πάνω στα συσσωµατώµατα του Ni και στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε τη µέθοδο που

ϑα χρησιµοποιήσουµε.

8.1.1 Θεωρητικές µελέτες σε T = 0

Με χρήση κλασικών δυναµικών έχουν µελετηθεί οι δοµές ισορροπίας και οι ενέργειες δέ-

σµευσης αρκετών συσσωµατωµάτων µεταβατικών µετάλλων, µεταξύ των οποίων και συσσω-

µατωµάτων του Ni. Εξ όσων γνωρίζουµε, οι δοµές ισορροπίας και οι ενέργειες δέσµευσης

των συσσωµατωµάτων Nin έχουν ϐρεθεί µε τα παρακάτω κλασικά δυναµικά.

• Με το δυναµικό Lennard  Jones1 για n < 110. Οι υπολογισµοί έχουν γίνει µε

1όπως έχουµε ξαναπεί, το δυναµικό Lennard  Jones δεν είναι κατασκευασµένο για τα συσσωµατώµατα

µεταβατικών µετάλλων, παρ΄ όλα αυτά υπάρχει µια παραµετροποίηση του δυναµικού και για το Ni (ϐλέπε
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διάφορες µεθόδους, µεταξύ των οποίων και µε τη µέθοδο basin  hopping [89–91]

από τους Wales και Doye [89].

• Με το δυναµικό Sutton  Chen I από τους Doye και Wales [274] για n < 80 , από τους

Xiang et al [275] για n ≤ 55, από τους Nayak et al [276,277] για n ≤ 23, από τους

Arslan και Güven [278] για 6 ≤ n ≤ 30 και από τους Uppenbrink και Wales [117]

για επιλεγµένα συσσωµατώµατα µε αριθµό ατόµων µεταξύ 13 και 309.

• Με το δυναµικό Morse2, για διάφορες τιµές της της παραµέτρου ρ0 του δυναµικού,

για n < 25 και για κάποια συσσωµατώµατα µε 35 ≤ n ≤ 80 [279, 280]. Επίσης

µε το δυναµικό Morse µε παραµετροποίηση για το Ni, υπολογίστηκαν οι δοµές των

συσσωµατωµάτων Nin για n ≤ 40 [281].

• Με το δυναµικό Erkoç I, για n ≤ 55 και για αυτά που κατασκευάζονται ως κλάσµατα

της δοµής FCC, µε 79 ≤ n ≤ 459 [282].

• Με το δυναµικό Erkoç II, για τα Ni3 [114], Ni4 [114,283], Ni5 [283] και Ni6 [283].

• Με το δυναµικό Erkoç III, για n ≤ 13 [284],

• Με το δυναµικό Cleri  Rosato µε δύο παραµετροποιήσεις για n ≤ 23 [285].

• Με το δυναµικό Uppenbrink  Wales I και II για επιλεγµένα συσσωµατώµατα µε

αριθµό ατόµων µεταξύ 13 και 309 [117].

• Με το δυναµικό Murrel  Mottram για τα ισοµερή χαµηλής ενέργειας των συσσωµα-

τωµάτων Ni17, Ni18 και Ni19, από τους Lloyd και Johnston [286], οι οποίοι µάλιστα

στη δηµοσίευσή τους συνέκριναν τα αποτελέσµατά τους µε αποτελέσµατα που προ-

κύπτουν από τα δυναµικά Sutton  Chen, Lennard  Jones και Morse.

• Με δυναµικά τύπου EAM, (I) για n ≤ 150 [287–290], (II) για n ≤ 14 και n = 19 [291],

(III) για τα εικοσαεδρικά συσσωµατώµατα Nin, µε 13 ≤ n ≤ 147 [292], (IV) για

n ≤ 24 [285, 293], (V) για το Ni8 και τα χαµηλής ενέργειας ισοµερή του [294], (VI)
για τη σύγκριση ανάµεσα στις δοµές ισορροπίας διάφορων πολυεδρικών δοµών των

συσσωµατωµάτων Ni, Cu, Ag και Pd (από 13 µέχρι 147 άτοµα για το Ni) [295], (VII) για

µεγάλα συσσωµατώµατα από τους Cleveland και Landman [296]. Στη δηµοσίευση

[291] µελετήθηκε επίσης η αντιδραστικότητα των συσσωµατωµάτων Nin µε το D2.

• Με το δυναµικό Gupta, για τα σταθερότερα ισοµερή των συσσωµατωµάτων Nin µε

n = 6, 7, 12, 13, 14, 19, 38, 55 και 75 [297] και µε n ≤ 16 [298].

Κεφάλαιο 4)
2όπως και για το δυναµικό Lennard  Jones, υπάρχει παραµετροποίηση του δυναµικού Morse για το Ni

(ϐλέπε Κεφάλαιο 4)
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Αποτελέσµατα για τις δοµές ισορροπίας και την ενέργεια δέσµευσης συσσωµατωµάτων που

προκύπτουν από τα δυναµικά Lennard  Jones, Sutton  Chen I και Morse µπορεί να τα

ϐρει κανείς στην ηλεκτρονική ϐάση δεδοµένων Cambridge Cluster Database [88].

Εκτός από τη χρήση κλασικών δυναµικών, υπολογισµοί της δοµής ισορροπίας και της

ενέργειας δέσµευσης των συσσωµατωµάτων του Ni έχουν γίνει και µε ηµιεµπειρικές µεθό-

δους. Για παράδειγµα µε χρήση της µεθόδου µοριακής δυναµικής στα πλαίσια της ίδιας

προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, µε αυτή που χρησιµοποιούµε στην παρούσα διδακτορική

διατριβή - χωρίς όµως την εισαγωγή των διορθωτικών όρων Hubbard και σύζευξης σπιν–

τροχιάς - έχουν υπολογιστεί οι δοµές ισορροπίας των συσσωµατωµάτων Nin, n ≤ 10 από

τους Menon et al [299]. Οι ίδιοι, δυο χρόνια αργότερα, χρησιµοποιώντας την ίδια µέθοδο,

δηµοσίευσαν µια πιο γενικευµένη έρευνα πάνω στις δοµές ισορροπίας διαφόρων συσσω-

µατωµάτων Nin, µε n ≤ 55 [50]. Παράλληλα εισήγαγαν στη χαµιλτονιανή ένα διορθωτικό

όρο Hubbard και µελέτησαν εκ νέου τη γεωµετρική δοµή και τις µαγνητικές ϱοπές αρχικά

των µικρών συσσωµατωµάτων Nin µε n ≤ 7 και Fen µε n ≤ 5 [300] και στη συνέχεια πιο

µεγάλων συσσωµατωµάτων Nin και Fen µε n ≤ 55 [45,301]. ΄Αλλοι υπολογισµοί στα πλαίσια

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης έγιναν από το Luo [302,303], ο οποίος υπολόγισε τις

δοµές ισορροπίας των συσσωµατωµάτων Nin, µε n ≤ 32. Επίσης οι Guevara et al [304]

υπολόγισαν µεταξύ άλλων ιδιοτήτων, και τη µαγνητική ϱοπή συσσωµατωµάτων Ni, Co και

Fe µέχρι 177 ατόµων, µε µια αυτοσυνεπή µέθοδο στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης

µε όρο Hubbard, χρησιµοποιώντας τροχιακά s, p και d. Οι δοµές όµως πάνω στις οποίες

έγιναν αυτοί οι υπολογισµοί ήταν τµήµατα της κρυσταλλικής δοµής FCC και εποµένως δεν

αντιστοιχούν στις πειραµατικές δοµές των Aspel et al [305]. Αυτό ϱητά το αναγνωρίζουν

οι Guevara et al στην εργασία τους. ΄Αλλοι παρόµοιοι υπολογισµοί έχουν γίνει από τους

Pastor et al [306], οι οποίοι υπολόγισαν τη µαγνητική ϱοπή µικρών συσσωµατωµάτων Ni,
Cr και Fe χρησιµοποιώντας µια προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης µόνο µε d τροχιακά, στην

οποία είχαν ενσωµατώσει και ένα όρο Hubbard. Στην εργασία τους αυτή οι Pastor et al
προσπάθησαν να µελετήσουν την εξάρτηση της µαγνητικής ϱοπής από το µέγεθος και τα γε-

ωµετρικά χαρακτηριστικά των συσσωµατωµάτων. Επίσης σύµφωνα µε τους υπολογισµούς

τους, ϐρήκαν ότι η γραµµική αλυσίδα είναι ελαφρώς πιο σταθερή δοµή για το Ni3 απ΄ ότι

τη τριγωνική δοµή, ενώ για το Ni13 ϐρήκαν ότι ανάµεσα στην εικοσαεδρική δοµή και τη

δοµή FCC, ενεργειακά προτιµητέα δοµή είναι η δοµή FCC. ΄Οµως χωρίς τον όρο Hubbard
προκύπτει ως ενεργειακά προτιµητέα η εικοσαεδρική δοµή. Αντίστοιχοι υπολογισµοί στα

πλαίσια της διευρυµένης προσέγγισης Hückel για τις δοµές ισορροπίες και τα ισοµερή των

συσσωµατωµάτων Nin µε n ≤ 13 έχουν γίνει από τους Curroto et al [52].

Με συνδυασµό κλασικών δυναµικών και της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης έχει υ-

πολογιστεί η µαγνητική ϱοπή των συσσωµατωµάτων Nin µε 5 ≤ n ≤ 60 [298,307]. Στους

υπολογισµούς αυτούς αρχικά ϐρέθηκαν οι δοµές ισορροπίας των συσσωµατωµάτων χρη-

σιµοποιώντας το δυναµικό Gupta για n ≤ 20, ενώ για n > 20 ϐρήκαν τις εικοσαεδρικές

δοµές ισορροπίας µε το ίδιο δυναµικό. Στη συνέχεια διαγωνοποίησαν µια χαµιλτονιανή

στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, που είναι παρόµοια µε τη χαµιλτονιανή ισχυρής δέ-

σµευσης µε το διορθωτικό όρο Hubbard, που χρησιµοποιούµε στην παρούσα διδακτορική

διατριβή και από τη διαφορά των κατειληµµένων καταστάσεων µε σπιν πάνω και σπιν κάτω

υπολόγισαν τη µαγνητική ϱοπή. ΄Ενα σηµαντικό αποτέλεσµα που έδειξαν, µέσω του οποίου
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προσπάθησαν να εξηγήσουν τις τιµές που παίρνει η µαγνητική ϱοπή στα συσσωµατώµατα,

είναι ότι η τοπική µαγνητική ϱοπή (δηλ. η µαγνητική ϱοπή που αντιστοιχεί σε κάθε άτο-

µο) µειώνεται όσο αυξάνεται ο αριθµός των δεσµών που κάνει το άτοµο αυτό (local atomic
coordination) µε τα γειτονικά του. ΄Οµοιοι υπολογισµοί έγιναν από τους Rodrı́guezLópez
et al [308] για τον υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής των συσσωµατωµάτων Nin µε n ≤ 34
για τις γεωµετρικές δοµές που προέκυψαν από διάφορα ηµιεµπειρικά δυναµικά. Ο υπο-

λογισµός της µαγνητικής ϱοπής έγινε µε αυτοσυνεπή µέθοδο και µε χαµιλτονιανή ισχυρής

δέσµευσης.

Οι πρώτοι υπολογισµοί πρώτων αρχών σε συσσωµατώµατα Ni, έγιναν στο επίπεδο Har
tree  Fock και αλληλεπίδρασης διατάξεων (configuration interaction) από τους Basch et
al [309] και τους Tomonari et al [310] για τα συσσωµατώµατα µέχρι 6 ατόµων. Από τους

πρώτους υπολογισµούς είναι επίσης και οι υπολογισµοί των Lee et al [311] στο επίπεδο DFT
µε συναρτησοειδές τοπικής σπιν ηλεκτρονιακής πυκνότητας, µε τους οποίους υπολόγισαν

την ηλεκτρονική δοµή και τη µαγνητική ϱοπή των συσσωµατωµάτων Ni13, Fe13 και Ni19 µε

συµµετρία FCC και του συσσωµατώµατος Fe14C µε συµµετρία BCC.

Στο επίπεδο DFT έχουν γίνει αρκετοί υπολογισµοί για την εύρεση των δοµών ισορρο-

πίας και της ενέργειας δέσµευσης των συσσωµατωµάτων Nin, στους οποίους υπολογίζεται

επιπλέον και η µαγνητική ϱοπή των συσσωµατωµάτων. Τέτοιοι υπολογισµοί έχουν γίνει

από τους :

(α) Reuse και Khanna [312, 313] για n ≤ 6 και n = 8 και 13, χρησιµοποιώντας ως

ϐάση ένα γραµµικό συνδυασµό ατοµικών–µοριακών τροχιακών. Για δοµές µέχρι και

5 ατόµων δοκίµασαν διάφορες πιθανές γεωµετρίες χωρίς περιορισµούς. Για τη δοµή

Ni6 µελέτησαν µόνο την οκταεδρική δοµή, έχοντας αφήσει τη δυνατότητα παραµόρ-

ϕωσης σε κάποιους δεσµούς, ενώ για τις δοµές των Ni8 και Ni13 υπέθεσαν αντίστοιχα

την κυβική και την εικοσαεδρική γεωµετρία. Προφανώς αυτοί οι περιορισµοί στη

γεωµετρία µειώνουν την αξία των υπολογισµών, αφού δεν επιτρέπουν την εµφάνιση

παραµορφώσεων τύπου Jahn  Teller. ΄Οµως το 1995 που έγιναν αυτοί οι υπολογι-

σµοί στο επίπεδο της DFT, ίσως να µην µπορούσε να γίνει και κάτι καλύτερο. Τα

κύρια συµπεράσµατά των Reuse και Khanna ήταν ότι η ενέργεια δέσµευσης αυτών

των συσσωµατωµάτων µεταβάλλεται µε τον αριθµό των ατόµων τους µε ένα µη µονό-

τονο τρόπο και ότι όλα τα συσσωµατώµατα εµφάνιζαν µη µηδενική µαγνητική ϱοπή.

(ϐ) Reddy et al [314] στο επίπεδο LSDA και GGA µε το πρόγραµµα DMOL [315] (χρη-

σιµοποιώντας δύο επίπεδα προσέγγισης για το ηλεκτροστατικό δυναµικό: (Ι) µε πα-

γωµένα τα εσωτερικά ηλεκτρόνια και (ΙΙ) µε όλα τα ηλεκτρόνια) και µε το πρόγραµµα

Gaussian 94 [316], για n ≤ 6 και για n = 13. Υπολόγισαν επίσης την ηλεκτρονική

δοµή και το δυναµικό ιονισµού γι΄ αυτά τα συσσωµατώµατα. Σε ότι αφορά τη µαγνη-

τική ϱοπή, των Ni2, Ni3, Ni4 και Ni5 ϐρήκαν τα ίδια αποτελέσµατα για καθένα από

τους τέσσερις παραπάνω διαφορετικούς υπολογισµούς, τα οποία ήταν 1.00, 0.67, 1.00
και 0.80µB/atom αντίστοιχα. Για µεγαλύτερα συσσωµατώµατα, µε αριθµό ατόµων

µέχρι και 21, υπολόγισαν τη µαγνητική ϱοπή στα πλαίσια της LSDA για τις δοµές

ισορροπίας που προέκυψαν από το κλασικό δυναµικό Sutton  Chen. Συνέκριναν τα

αποτελέσµατά τους µε αυτά των Aspel et al [305] ϐρίσκοντάς τα να ακολουθούν µεν
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τη γενική τάση των πειραµατικών τιµών, αλλά οι τιµές της µαγνητικής ϱοπής να είναι

µικρότερες.

(γ) Nayak et al [277] επίσης µε το πρόγραµµα DMOL στα πλαίσια της LDA για n = 7.

Βρήκαν δύο σχεδόν ισοενεργειακά ισοµερή (cupped οκτάεδρο και πενταγωνική δι-

πυραµίδα) µε την ίδια µαγνητική ϱοπή, την οποία ϐρήκαν ίση µε m = 1.14µB/atom.

Υπολόγισαν επίσης και το δυναµικό ιονισµού. Ας σηµειωθεί πάντως ότι η ϐελτιστο-

ποίηση των δοµών αυτών έγινε µε περιορισµούς στη συµµετρία κάθε δοµής, πράγµα

που µειώνει την αξία του υπολογισµού στην περίπτωση που εµφανιστούν παραµορ-

ϕώσεις τύπου Jahn  Teller, όπως και στη µελέτη των Reuse και Khanna [312], στην

οποία αναφερθήκαµε προηγουµένως.

(δ) Salahub και τους συνεργάτες του [317, 318] για τα Nin µε n ≤ 5 στο επίπεδο LDA
και GGA.

(ε) Calleja et al [319] για τα Ni2 και Ni13 χρησιµοποιώντας το πρόγραµµα SIESTA. Για

το Ni2 ϐρήκαν µια µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο ίση µε m = 1µB/atom. Για το Ni13
ϐρήκαν ότι έχει µια ελαφρώς παραµορφωµένη εικοσαεδρική δοµή µε µαγνητική ϱοπή

ανά άτοµο ίση µε m = 0.62µB/atom. Για το Ni13 υπολόγισαν επίσης τον εποικισµό

Mulliken (Mulliken population) για καταστάσεις µε σπιν πάνω και σπιν κάτω για το

κεντρικό άτοµο του εικοσαέδρου και για τα επιφανειακά άτοµα.

(στ) Duan et al [320] για n ≤ 39 και n = 55 στην προσέγγιση LSDA. Υπολόγισαν επίσης

την πυκνότητα ηλεκτρονιακών καταστάσεων µε σπιν πάνω και σπιν κάτω και το µέσο

πληθυσµό Mulliken. Σε ότι αφορά τη µαγνητική ϱοπή, υπολόγισαν τη µέση µαγνητι-

κή ϱοπή από όλα τα άτοµα και χωριστά από τα επιφανειακά και τα εσωτερικά άτοµα

και έδειξαν ότι η µέση µαγνητική ϱοπή των εσωτερικών ατόµων είναι συγκρίσιµη ή

και ελαφρώς µεγαλύτερη από αυτή των επιφανειακών ατόµων, κάτι που απέδωσαν

στη µεταφορά ϕορτίου από τα εσωτερικά άτοµα προς τα άτοµα της επιφάνειας.

(Ϲ) Ruette και González [321] για n = 6.

(η) Krüger et al [322] οι οποίοι έκαναν υπολογισµούς για εννέα ισοµερή του Ni8 υπό

συγκεκριµένη συµµετρία, στο επίπεδο GGA. Στους υπολογισµούς τους αυτούς δεν

έλαβαν υπ΄ όψη πιθανές παραµορφώσεις τύπου JahnTeller. Υπολόγισαν επιπλέον

και τα δυναµικά ιονισµού τους. Βρήκαν ότι η δοµή ισορροπίας είναι το διπλό δισφη-

νοειδές (bidisphenoid) µε µαγνητική ϱοπή ίση µε m = 1µB/atom, η οποία είναι ίδια

για 7 από τα 9 ισοµερή.

(ϑ) Futschek et al [323] και τους Xie et al [324] για n ≤ 13, οι οποίοι επίσης έδειξαν ότι

οι παραµορφώσεις τύπου JahnTeler παίζουν σηµαντικό ϱόλο στον καθορισµό της

δοµής ισορροπίας.

(ι) Sahoo et al [325] για n ≤ 16, στην προσέγγιση GGA χρησιµοποιώντας το πακέτο

VASP [326] και λαµβάνοντας υπ΄ όψη ϕαινόµενα µη συγγραµµικού µαγνητισµού.



8.1. ΕΙΣΑΓΩΓ�Η 257

(ια) Michelini et al για n ≤ 4 στην προσέγγιση LSDA, οι οποίοι υπολόγισαν επιπλέον

και τις συχνότητες ταλάντωσης [327] και για n = 5 και 6 [328] για διάφορες αρχικές

γεωµετρίες. Οι ίδιοι έκαναν αντίστοιχους υπολογισµούς για n = 2 − 6 και 8 στην

προσέγγιση GGA [329].

(ιβ) Desmarais et al [330] για n = 7 και 8.

(ιγ) Rösch et al [331] για δοµές SC και FCC µε n = 6, 8, 19 και 44 και τους Pacchioni et
al [332] για n ≤ 147, µε τη µέθοδο LCGTOLDF.

΄Αλλοι υπολογισµοί µε µεθόδους πρώτων αρχών έγιναν από τους Nyrgen et al [333], οι

οποίοι υπολόγισαν τις γεωµετρικές δοµές και τις ενέργειες ιονισµού των συσσωµατωµάτων

Nin µε 4 ≤ n ≤ 9, καθώς επίσης και από τους Estiu και Zerner [334], στο επίπεδο

αλληλεπίδρασης διατάξεων (CI), για τη µελέτη των δοµικών, ηλεκτρονιακών και µαγνητικών

ιδιοτήτων των συσσωµατωµάτων Nin µε n = 4,5, 6, 8 και 13. Αντίστοιχοι υπολογισµοί έγιναν

µε τη µέθοδο CEM (Corrected Effective Medium) από τους Stave και DePristo [335], οι

οποίοι υπολόγισαν τη γεωµετρική δοµή των Nin και Pdn στην περιοχή 4 ≤ n ≤ 23 και από

τους Wetzel και DePristo [336] στην περιοχή 24 ≤ n ≤ 55. Επίσης οι Viitala et al [337]

έκαναν υπολογισµούς στα συσσωµατώµατα Ni3 και Ni4 µε την προσέγγιση της τοπικής σπιν-

ηλεκτρονιακής πυκνότητας, προκειµένου να προσδιορίσουν τις κατάλληλες παραµέτρους,

που χρειάζονταν για την κατασκευή µιας σπιν–χαµιλτονιανής για το Ni.
Σε γενικές γραµµές τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από τις µέχρι σήµερα µελέτες

και αφορούν τη γεωµετρική δοµή των συσσωµατωµάτων Ni είναι τα εξής :

• Στα µικρά συσσωµατώµατα εµφανίζονται διάφορες δοµές ισορροπίας (ισοµερή), οι

οποίες είναι σχεδόν ισοενεργειακές. Αυτό είναι περισσότερο εµφανές µε χρήση η-

µιεµπειρικών µεθόδων και µεθόδων πρώτων αρχών (που περιγράφουν εκπεφρασµένα

τις αλληλεπιδράσεις µε κβαντοµηχανικούς όρους), ενώ µε χρήση κλασικών δυναµικών

οι µικρές αυτές ενεργειακές διαφορές των ισοµερών είναι λιγότερο εµφανείς. Αυτό

έχει σαν αποτέλεσµα να υπάρχουν διαφωνίες µεταξύ των διαφόρων υπολογισµών, ό-

σον αφορά τη ϐέλτιστη ενεργειακά δοµή, δεδοµένου ότι οι µικρές αυτές ενεργειακές

διαφοροποιήσεις ϐρίσκονται µέσα στο σφάλµα κάθε µεθόδου. Στα µεσαίου µεγέθους

συσσωµατώµατα επικρατούν οι εικοσαεδρικές δοµές οι οποίες κατασκευάζονται σύµ-

ϕωνα µε το πρότυπο της ῾῾οµπρέλας᾿᾿ [338,339]. Τοποθετείται δηλαδή πάνω από κάθε

άτοµο της εικοσαεδρικής δοµής µια ῾῾οµπρέλα᾿᾿ έξι ατόµων [50]. Η ῾῾οµπρέλα᾿᾿ αυτή

µπορεί να τοποθετηθεί µε δύο διαφορετικούς τρόπους και ο ανταγωνισµός µεταξύ

αυτών των διαφορετικών δοµών που προκύπτουν κατ΄ αυτό τον τρόπο, έχει µελετηθεί

µεταξύ άλλων από τους MontejanoCarrizales et al [292] µε δυναµικό τύπου EAM. Οι

εικοσαεδρικές δοµές, που κατασκευάζονται σύµφωνα µε το πρότυπο της ῾῾οµπρέλας᾿᾿,

ϕαίνεται να είναι τόσο πιο σταθερές, όσο δηµιουργούνται δοµές µε κλειστούς ϕλοιούς.

• Σε ότι αφορά την ενέργεια συνοχής, ϐρέθηκε ότι η ενέργεια συνοχής είναι γενικά µια

αύξουσα συνάρτηση της διάστασης του συσσωµατώµατος [50,117,275,282,285,287–

289,314,320,325], όπως εξ άλλου ήταν αναµενόµενο.
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• Σε ότι αφορά τη µαγνητική ϱοπή, όπως είπαµε, ϐρέθηκε ότι η τοπική µαγνητική ϱοπή

µειώνεται όσο αυξάνεται ο αριθµός των δεσµών που κάνει το άτοµο αυτό µε τα γειτο-

νικά του [298,307]. Με ϐάση αυτό το αποτέλεσµα, η µαγνητική ϱοπή είναι ϕθίνουσα

συνάρτηση της διάστασης του συσσωµατώµατος. Ειδικότερα για τη µαγνητική ϱοπή

έχει προταθεί από τους Jensen και Bennemann [340] µια σχέση της µορφής

µ(N) = µbulk + (µsurf − µbulk)N
−1/3, (8.1)

ϑεωρώντας ότι η µαγνητική ϱοπή εξαρτάται από δύο µόνο τιµές, που αναφέρονται στα

άτοµα της επιφάνειας (µsurf ) και στα άτοµα της συµπαγούς δοµής (µbulk) του συσ-

σωµατώµατος και N είναι ο αριθµός ατόµων του συσσωµατώµατος. Στο απλό αυτό

µοντέλο ϑεωρούν ότι η µαγνητική ϱοπή εξαρτάται από το τοπικό περιβάλλον των α-

τοµικών µαγνητικών ϱοπών, που αντανακλά την ατοµική δοµή του συσσωµατώµατος.

Το µοντέλο αυτό το ϐελτιώνουν στη συνέχεια µε ένα πιο ακριβή τρόπο. Ωστόσο οι

Fujima και Yamaguchi [341, 342] υποστήριξαν την άποψη ότι η γεωµετρική δοµή

από µόνη της δεν είναι αρκετή για την εκτίµηση τη µαγνητικής ϱοπής και δεν µπορεί

να εξηγήσει πλήρως τα τοπικά ελάχιστα και µέγιστα που εµφανίζονται στη µαγνητική

ϱοπή ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων των συσσωµατωµάτων, τα οποία προσπάθη-

σαν να τα εξηγήσουν µε ένα απλό µοντέλο ηλεκτρονικών ϕλοιών (ϐλέπε περισσότερες

πληροφορίες παρακάτω).

8.1.2 Θεωρητικές µελέτες σε T 6= 0

Εκτός από τις δοµές ισορροπίας, τα χαµηλότερα ενεργειακά ισοµερή και τις αντίστοιχες

ενέργειες δέσµευσης, έχουν µελετηθεί και οι ϑερµοδυναµικές ιδιότητες των συσσωµατω-

µάτων των µεταβατικών µετάλλων, κυρίως µε κλασικά δυναµικά, αφού, όπως είπαµε, η

αντίστοιχη µελέτη µε χρήση ηµιεµπειρικών µεθόδων ή µεθόδων πρώτων αρχών είναι αρ-

κετά χρονοβόρα και πολλές ϕορές ακατόρθωτη, ιδιαίτερα για τα µεγάλα συστήµατα. Οι

µελέτες αυτές αφορούν κυρίως τον υπολογισµό των καµπυλών ενέργειας - ϑερµοκρασί-

ας (caloric curve) και των ϑερµοκρασιών τήξης, είτε µε χρήση της µεθόδου της µοριακής

δυναµικής, είτε µε χρήση της µεθόδου Monte Carlo.

• Με το δυναµικό Lennard  Jones έχουν γίνει αρκετές µελέτες των ϑερµοδυναµικών

ιδιοτήτων (ϐλέπε αναφορά [343] και τις αναφορές που υπάρχουν σ΄ αυτή) και αυτό δεν

αποτελεί έκπληξη, µιας και το δυναµικό Lennard  Jones είναι ένα από τα δηµοφιλέ-

στερα και απλούστερα δυναµικά, που καθιστούν όσο πιο εύκολη µπορεί να γίνει, τη

µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων των συσσωµατωµάτων. Στην αντίστοιχη µελέτη

τους, οι Honeycutt και Andersen [343] έκαναν υπολογισµούς µε µοριακή δυναµική

σε συσσωµατώµατα από 13 µέχρι 147 ατόµων στα πλαίσια της µικροκανονικής και

της κανονικής συλλογής και έδειξαν ότι τα αποτελέσµατα σε ότι αφορά την τήξη εξαρ-

τώνται, εκτός από τη διάσταση του συσσωµατώµατος, και από τη συλλογή (ensamble)

µέσα στα πλαίσια της οποίας γίνεται ο υπολογισµός.

• Με το δυναµικό Sutton  Chen I και µε µοριακή δυναµική στα πλαίσια της µικροκα-

νονικής συλλογής, οι Arslan και Güven [278] µελέτησαν τις ϑερµοδυναµικές ιδιότη-
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τες και υπολόγισαν τη ϑερµοκρασία τήξης των συσσωµατωµάτων Nin µε 6 ≤ n ≤ 30,

οι Nayak et al [344] έκαναν την ίδια µελέτη για 7 ≤ n ≤ 23 και ειδικά για το Ni13
ϐρήκαν µια ϑερµοκρασία τήξης ίση περίπου µε 800K, ενώ οι Nayak et al [277] µε-

λέτησαν την τήξη των δύο σχεδόν ισοενεργειακών ισοµερών (cupped οκτάεδρο και

πενταγωνική διπυραµίδα) του Ni7 και ϐρήκαν ότι η cupped οκταεδρική δοµή υπό-

κειται σε αλλαγή ϕάσης στην δοµή της πενταγωνικής διπυραµίδας (που είναι και η

δοµή ολικού ελαχίστου της ενέργειας), λίγο πριν την τήξη.

• Οι Qi et al [147] µελέτησαν την τήξη των συσσωµατωµάτων Ni ως συνάρτηση του µε-

γέθους τους και έδειξαν τη σχέση 5.38. Στη µελέτη τους αυτή έκαναν υπολογισµούς

της ϑερµοκρασίας τήξης σε συσσωµατώµατα µέχρι 8007 ατόµων στην προσέγγιση του

δυναµικού Sutton  Chen III, χρησιµοποιώντας µοριακή δυναµική στα πλαίσια της

κανονικής συλλογής. Μεταξύ των συµπερασµάτων τους είναι ότι στα συσσωµατώµατα

Ni µε αριθµό ατόµων n & 500 επικρατεί η δοµή FCC, ενώ σε µικρότερα συσσωµατώ-

µατα επικρατούν οι εικοσαεδρικές δοµές.

• Επίσης οι Günes και Ş. Erkoç [109] µελέτησαν στα πλαίσια της µεθόδου της µο-

ϱιακής δυναµικής µε το δυναµικό Erkoç I, τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni429
καθώς και το ϱόλο των ατόµων της επιφάνειας του συσσωµατώµατος στην τήξη και τη

διάσπασή του (fragmentation).

• Οι Güven και Eryürek [283] µελέτησαν τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni4 µε

µοριακή δυναµική στα πλαίσια της µικροκανονικής συλλογής µε το δυναµικό Erkoç
II και ϐρήκαν ότι η ϑερµοκρασία τήξης του είναι ίση µε T = 1103± 50K.

• Οι Lee et al [345] χρησιµοποιώντας την κλασική µέθοδο Metropolis Monte Carlo και

ένα δυναµικό τύπου Cleri  Rosato, αλλά µε διαφορετικές παραµέτρους απ΄ αυτές

που αναφέρονται στο κεφάλαιο 4, υπολόγισαν τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες των ει-

κοσαεδρικών δοµών Ni12, Ni13 και Ni14, ϑεωρώντας ότι το Ni12 είναι ίδιο µε το Ni13 µε

κενό στη ϑέση του 13ου ατόµου και το Ni14 ίδιο µε το Ni13 µε ένα επιπλέον άτοµο.

Στα πλαίσια αυτής της ϑεώρησης έδειξαν ότι γι΄ αυτό το δυναµικό η τήξη του Ni12 και

του Ni14 ξεκινά µε µετάθεση της κενής ϑέσης και του επιπλέον ατόµου αντίστοιχα.

Οι ϑερµοκρασίες τήξης που ϐρήκαν, όπως ϕαίνονται από τα αντίστοιχα διαγράµµατα

του δείκτη Lindemann, είναι περίπου 400, 900 και 450K αντίστοιχα για τα Ni12, Ni13
και Ni14.

• Επίσης µε το δυναµικό Cleri  Rosato οι Gafner et al [346] µελέτησαν τη συµπύκνωση

της αέριας ϕάσης των ατόµων του Ni, κάνοντας µια προσοµοίωση µοριακής δυναµι-

κής µε περιοδικές συνθήκες, στην οποία προσοµοίωσαν την κίνηση 8000 ατόµων Ni
τοποθετηµένων αρχικά σε ένα κυβικό πλέγµα, µε τυχαίες αρχικές ταχύτητες, που

αντιστοιχούσαν σε ϑερµοκρασία T = 1000K. Για την ψύξη του συστήµατος χρησιµο-

ποιήθηκε η τεχνική του ϑερµοστάτη Anderson [347], µέσω του οποίου το σύστηµα

ψύχθηκε σε ϑερµοκρασία T = 77K.
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• ΄Ενα δυναµικό Cleri  Rosato, ίδιο µε αυτό που χρησιµοποίησαν οι Rey et al [285],

χρησιµοποίησαν και οι Chen et al [348], για να µελετήσουν την τήξη στην επιφάνεια

και στο σύνολο των συσσωµατωµάτων Ni. Αυτό που ϐρήκαν είναι ότι η ϑερµοκρασία

τήξης για τα άτοµα της επιφάνειας είναι µικρότερη από τη ϑερµοκρασία τήξης του

συνόλου των ατόµων του κάθε συσσωµατώµατος. Η µελέτη αυτή έγινε µε τη µέθοδο

MonteCarlo.

• Με χρήση ενός δυναµικού EAM και µε µοριακή δυναµική στα πλαίσια της µικρο-

κανονικής συλλογής, οι Tansel et al [294] µελέτησαν την τήξη του Ni8 και ϐρήκαν

ϑερµοκρασία τήξης περίπου 600K, ενώ οι Güvenç και Jellinek [349] µελέτησαν την

τήξη του Ni55.

• Οι Vlachos et al [350,351] µελέτησαν τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες συσσωµατωµά-

των Ni χρησιµοποιώντας το δυναµικό Lennard  Jones και ένα δυναµικό τύπου EAM.

Συνέκριναν τα µεταξύ τους αποτελέσµατα και κατέληξαν µεταξύ άλλων στο αναµενό-

µενο αποτέλεσµα ότι για τα µέταλλα το δυναµικό τύπου EAM δίνει πιο ϱεαλιστικά

αποτελέσµατα απ΄ ότι το δυναµικό Lennard  Jones.

• Οι Jellinek και Garzón [352] χρησιµοποιώντας το δυναµικό Gupta ϐρήκαν ότι για

το δυναµικό αυτό η τήξη του Ni14 λαµβάνει χώρα σε δύο στάδια, πράγµα που δεν

παρατηρείται σε άλλα δυναµικά.

• Οι Güvenç et al [353] µελέτησαν µε τη χρήση µοριακής δυναµικής και µε ένα δυ-

ναµικό τύπου EAM την τήξη των συσσωµατωµάτων Nin µε n = 12, 13, 14 και 19 και

ϐρήκαν τα ίδια αποτελέσµατα, όσον αφορά την τήξη σε δύο στάδια του Ni14, µε αυτά

των Jellinek και Garzón [352]. Βρήκαν επίσης ότι η σχετική διαφορά ανάµεσα στη

ϑερµοκρασία τήξης του Ni13 και του συµπαγούς στερεού ήταν πολύ µικρότερη απ΄

αυτή που προκύπτει από το δυναµικό Lennard  Jones.

• Με δύο δυναµικά τύπου EAM και µε το δυναµικό Cleri  Rossato µε δύο διαφορετικές

παραµετροποιήσεις, οι Rey et al [285] υπολόγισαν µε χρήση µοριακής δυναµικής στα

πλαίσια της µικροκανονικής συλλογής, τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες των Ni13 και

Ni14, καθώς και των συσσωµατωµάτων µε τον αυτό αριθµό ατόµων των Pd, Au και Ag.

Σε ότι αφορά την τήξη των συσσωµατωµάτων αυτών των στοιχείων µε 14 άτοµα, ϐρήκαν

τα ίδια αποτελέσµατα µε αυτά που είχαν ϐρει οι Güvenç et al [353] και οι Jellinek
και Garzón [352] για το Ni14 εκτός από ένα από τα δύο δυναµικά τύπου EAM για το

Au14. Από τα αποτελέσµατα αυτής της µελέτης προκύπτει ότι είναι υπό εξέταση κατά

πόσο τα κλασικά δυναµικά που χρησιµοποιήθηκαν µπορούν να εφαρµοσθούν για

µελέτες σε µικρά συστήµατα, καθώς επίσης ότι οι διαφορετικές παραµετροποιήσεις

των κλασικών δυναµικών µπορούν να επηρεάσουν δραµατικά τα αποτελέσµατα που

προκύπτουν. Στη συνέχεια η ίδια οµάδα, χρησιµοποιώντας το ίδιο δυναµικό τύπου

EAM και µοριακή δυναµική, κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το ϕαινόµενο της τήξης

σε δύο στάδια εµφανίζεται και στα συσσωµατώµατα Ni15, Ni16 και Ni17 [293].
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• Στα πλαίσια ενός απλού µοντέλου αλληλεπίδρασης µεταξύ κλασικών µαγνητικών ϱο-

πών, που ϐρίσκονται στη ϑέση κάθε ατόµου, έγινε ένας υπολογισµός [354] του µα-

γνητισµού συσσωµατωµάτων ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας µε τη µέθοδο Monte
Carlo. Στον υπολογισµό λήφθηκαν υπ΄ όψη παράµετροι που αφορούν το Co.

΄Οπως είπαµε και νωρίτερα, µέχρι και πριν τη δηµοσίευση της δικής µας εργασίας

[258], που παρουσιάζεται σ΄ αυτό το κοµµάτι αυτής της διδακτορικής διατριβής για το Ni13,
δεν είχαν γίνει υπολογισµοί ϑερµοδυναµικών και µαγνητικών ιδιοτήτων ως συνάρτηση της

ϑερµοκρασίας µε πιο ακριβείς µεθόδους, παρά µόνο µε κλασικά δυναµικά.

Τα αποτελέσµατα αυτών των µελετών µε τα κλασικά δυναµικά είναι εν γένει διαφορετικά

µεταξύ τους, ανάλογα µε το δυναµικό που κάθε ϕορά χρησιµοποιείται.

8.1.3 Πειραµατικά αποτελέσµατα

Τα πειράµατα που έγιναν πάνω σε συσσωµατώµατα µεταβατικών µετάλλων και ειδικότερα

στα συσσωµατώµατα του Ni, που σχετίζονται µε το αντικείµενο αυτής της διδακτορικής

διατριβής, ήταν πειράµατα που προσπαθούσαν να προσδιορίσουν τη γεωµετρική δοµή και

τη µαγνητική ϱοπή αυτών των συσσωµατωµάτων.

Τα πειράµατα που προσπάθησαν να προσδιορίσουν τη γεωµετρική δοµή, ήταν πειράµα-

τα που µελετούσαν τη χηµική αντίδραση των συσσωµατωµάτων των µεταβατικών µετάλλων

µε µόρια N2, D2, H2, NH3 και H20. Οι Parks et al προσπάθησαν να ϐρουν τη γεωµε-

τρική δοµή των συσσωµατωµάτων Ni µέσω πειραµάτων πρόσφυσης (adsorption) µορίων

N2 [355–359], NH3 [358,360,361], CO [357,362], H2O [358] και H2 [357,358,360] στην

επιφάνεια συσσωµατωµάτων Ni. Τα πειράµατά τους έχουν να κάνουν µε τη µέτρηση του

µέσου αριθµού µορίων που προσφύονται στην επιφάνεια των συσσωµατωµάτων. ΄Οµοια

πειράµατα έγιναν από τους Persson et al [363], οι οποίοι στα πειράµατα πρόσφυσης χρη-

σιµοποίησαν D2 και O2.

Ωστόσο υπάρχει µια αµφισβήτηση κατά πόσο οι δοµές που προτείνονται απ΄ αυτά τα

πειράµατα είναι πράγµατι οι δοµές των ελευθέρων συσσωµατωµάτων, δεδοµένου ότι οι ε-

νεργειακές διαφορές µεταξύ των ισοµερών είναι πολύ µικρές, µε αποτέλεσµα η χηµική

αντίδραση µε τα διάφορα µόρια να µπορούσε να αλλάξει τη πραγµατική γεωµετρική δο-

µή των ελευθέρων συσσωµατωµάτων. Θα µπορούσε δηλαδή η ϐέλτιστη ενεργειακά δοµή

των συσσωµατωµάτων να είναι διαφορετική από τη δοµή που ϑα είχαν µετά την αλληλεπί-

δρασή τους µε τα µόρια που χρησιµοποιήθηκαν στα πειράµατα. Η χηµική αντίδραση των

συσσωµατωµάτων του Ni µε µικρά µόρια έχει µελετηθεί και ϑεωρητικά (δες π.χ. την αναφο-

ϱά [291] και τις αναφορές που υπάρχουν σ΄ αυτή). ΄Οµως δε ϑα επεκταθούµε περισσότερο

πάνω σ΄ αυτές τις εργασίες, επειδή το αντικείµενό τους ξεφεύγει από το πλαίσιο της πα-

ϱούσας διατριβής. Ερευνητικά πάντως το πρόβληµα της εύρεσης των ϐέλτιστων ενεργειακά

δοµών των συσσωµατωµάτων Ni συνεχίζει να υφίσταται.

΄Αλλα πειράµατα που προσπάθησαν να προσδιορίσουν τη δοµή των συσσωµατωµάτων,

είναι τα πειράµατα ϕωτοϊονισµού σε συνδυασµό µε ϕασµατοσκοπία µάζας από τους Pellarin
et al [364], οι οποίοι προσπάθησαν να προσδιορίσουν τη δοµή των συσσωµατωµάτων Ni και
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Co και υποστήριξαν ότι στην περιοχή από 50 µέχρι 800 άτοµα εµφανίζεται η εικοσαεδρική

δοµή και από τους Knieklbein et al [365] για n = 3− 90.

Το ενδιαφέρον για την πειραµατική µελέτη των µαγνητικών ιδιοτήτων των συσσωµα-

τωµάτων εστιάζεται κυρίως στα συσσωµατώµατα Fe, Co και Ni. Τα πειράµατα αυτά είναι

πειράµατα SternGerlach, που έχουν να κάνουν µε την εκτροπή µιας δέσµης συσσωµα-

τωµάτων υπό την επίδραση ενός εξωτερικού ανοµοιογενούς µαγνητικού πεδίου, η οποία

επιτρέπει τη µέτρηση της µέσης µαγνητικής ϱοπής του συσσωµατώµατος ανά άτοµο. Σε

µια σειρά πειραµάτων, που ξεκίνησαν µετά το 1990, [260,261,269,273,366–372], έδειξαν

ότι δέσµη συσσωµατωµάτων Nin, Con και Fen για n = 10 − 1000, υφίστανται εκτροπή υπό

την παρουσία µαγνητικού πεδίου. Τα αποτελέσµατα των πειραµάτων αυτών έδειξαν ότι

αυτά τα συσσωµατώµατα είναι σούπερ–παραµαγνητικά.

Οι Apsel et al [261], µέτρησαν µε πειράµατα SternGerlach τη µαγνητική ϱοπή των

συσσωµατωµάτων Nin µε 5 ≤ n ≤ 740 χρησιµοποιώντας το σούπερ–παραµαγνητικό µοντέλο

[373] και ϐρήκαν ότι η µέση µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο αυτών των συσσωµατωµάτων

είναι µεγαλύτερη από αυτή του συµπαγούς στερεού και αυξοµειώνεται ως συνάρτηση του

µεγέθους κάθε συσσωµατώµατος, ενώ όσο το µέγεθος του συσσωµατώµατος αυξάνεται, τόσο

η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο προσεγγίζει τη µαγνητική ϱοπή του συµπαγούς στερεού.

Εκτός αυτών ϐρήκαν ότι στη γραφική παράσταση της µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση του

αριθµού των ατόµων των συσσωµατωµάτων υπάρχουν κάποια τοπικά µέγιστα στα n = 8,

20, 42 και 71 και κάποια τοπικά ελάχιστα στα n = 6, 13, 34 και 56.

Την εµφάνιση αυτών των τοπικών µεγίστων και ελαχίστων, προσπάθησαν οι Jensen και

Bennemann [340] να την εξηγήσουν µέσω της αύξησης της τοπικής µαγνητικής ϱοπής σε

άτοµα µε µικρό αριθµό δεσµών και αντιστρόφως, δηλαδή µε όρους γεωµετρικής δοµής των

συσσωµατωµάτων και µάλιστα πρότειναν τη σχέση 8.1, που αναφέραµε νωρίτερα και δύο

ακριβέστερα µοντέλα που υπολογίζουν τη µαγνητική ϱοπή µε όρους γεωµετρικής δοµής.

Από την άλλη οι Fujima και Yamaguchi [341, 342] υποστήριξαν την άποψη ότι η γεω-

µετρική δοµή από µόνη της δεν µπορεί να εξηγήσει πλήρως τα τοπικά αυτά ελάχιστα και

µέγιστα και προσπάθησαν να τα εξηγήσουν µε ένα απλό µοντέλο ηλεκτρονικών ϕλοιών, που

στηρίζεται σε υπολογισµούς στα πλαίσια της προσέγγισης της τοπικής σπιν-ηλεκτρονιακής

πυκνότητας (LSDA). Σύµφωνα µε τους υπολογισµούς αυτούς οι µονοηλεκτρονιακές κατα-

στάσεις κάθε συσσωµατώµατος Ni που προέρχονται από τις ατοµικές καταστάσεις 3d, είναι

εντοπισµένες γύρω από το υψηλότερο κατειληµµένο ενεργειακό επίπεδο, ενώ αυτές που

προέρχονται από τις ατοµικές καταστάσεις 4s εµφανίζονται ως δεσµίδες ενεργειακών κατα-

στάσεων, οι οποίες ϐρίσκονται πάνω και κάτω απ΄ αυτές. Μια αύξηση του αριθµού ατόµων

του συσσωµατώµατος µειώνει την ενεργειακή απόσταση ανάµεσα σ΄ αυτές τις δεσµίδες των

καταστάσεων 4s και αυξάνει τον αριθµό των δεσµίδων αυτών που ϐρίσκονται κάτω από τις

µονοηλεκτρονιακές καταστάσεις 3d, µε αποτέλεσµα να αυξάνονται οι µη κατειληµµένες

καταστάσεις 3d, αφού τα ηλεκτρόνια καταλαµβάνουν πλέον αυτές τις καταστάσεις 4s. ∆ε-

δοµένου ότι τα ηλεκτρόνια σθένους του Ni είναι 10 - όσο δηλαδή και ο εκφυλισµός των

ηλεκτρονίων 3d - οι κατ΄ αυτό τον τρόπο κατειληµµένες καταστάσεις 4s ϑα είναι ίσες µε

τις µη κατειληµµένες µονοηλεκτρονιακές καταστάσεις 3d και εποµένως ίσες µε τα µονήρη

(unpaired) ηλεκτρόνια των 3d καταστάσεων και εποµένως ίσες µε τη µαγνητική ϱοπή σε

µαγνητόνες του Bohr (µB). Το µόνο Ϲητούµενο εποµένως ϑα ήταν να υπολογιστεί ο αριθµός
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αυτών των κατειληµµένων καταστάσεων 4s, οι οποίες υπολογίζονται στα πλαίσια του µοντέ-

λου αυτού και ϕαίνεται να εξηγούν ικανοποιητικά σε ποιοτικό επίπεδο την εµφάνιση αυτών

των τοπικών µεγίστων και ελαχίστων.

Παρόµοια πειράµατα µε αυτά των Apsel et al έγιναν από τους Gerion et al [269] και

Billas et al [260,273], οι οποίοι µέτρησαν και τη µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερ-

µοκρασίας [260] και από τον Knikelbein [370], ο οποίος µελέτησε επίσης την επίδραση της

πρόσφυσης µορίων CO στη µαγνητική ϱοπή των συσσωµατωµάτων Ni. Οι τιµές που ϐρήκε

για τη µαγνητική ϱοπή των συσσωµατωµάτων Nin, ήταν λίγο µικρότερες απ΄ αυτές των Aspel
et al. Βρήκε επίσης ότι η πρόσφυση του CO µειώνει τη µαγνητική ϱοπή.

8.2 Η µέθοδος για τη µελέτη των ϑερµοδυναµικών και

µαγνητικών ιδιοτήτων των συσσωµατωµάτων

Για τη µελέτη των ϑερµοδυναµικών, µαγνητικών και άλλων ιδιοτήτων των συσσωµατωµάτων

των ατόµων των µεταβατικών µετάλλων, επιλέξαµε αρχικά το Ni13 [258], επειδή το συσσωµά-

τωµα αυτό είχε ήδη µελετηθεί νωρίτερα µε κλασικά δυναµικά [117,344,345] (αν και όπως

είναι αναµενόµενο, δεν περιλαµβάνουν µαγνητικές αλληλεπιδράσεις σ΄ αυτές τις µελέτες),

αλλά και επειδή οι υπολογιστικές δυνατότητες που είχαµε στη διάθεσή µας, δε µας επέτρε-

παν ένα υπολογισµό για ένα πολύ µεγαλύτερο συσσωµάτωµα, επειδή οι υπολογισµοί αυτοί

είναι αρκετά χρονοβόροι εξ αιτίας των διαγωνοποιήσεων της χαµιλτονιανής. Στη συνέχεια

µελετήσαµε τις ίδιες ιδιότητες για τα συσσωµατώµατα Nin, n = 3 − 8. Ας σηµειωθεί, ότι

ο χρόνος που απαιτείται για να πραγµατοποιηθούν αυτές οι διαγωνοποιήσεις είναι ανάλο-

γος της τρίτης δύναµης του αριθµού ατόµων του συσσωµατώµατος. Ας σηµειωθεί επίσης

ότι για να είναι αξιόπιστο ένα αποτέλεσµα ϑα πρέπει η προσοµοίωση να γίνει για ένα όσο

το δυνατόν µεγάλο διάστηµα χρόνου, ώστε το σύστηµα να περάσει από τα σηµαντικότερα

σηµεία του χώρου των ϕάσεων και επιπλέον αυτές οι προσοµοιώσεις πρέπει να γίνουν για

ένα σύνολο διαφορετικών ϑερµοκρασιών.

Για τη µελέτη λοιπόν των ϑερµοδυναµικών και µαγνητικών ιδιοτήτων αυτών των µικρών

συσσωµατωµάτων Ni, χρησιµοποιήσαµε ένα συνδυασµό τριών πραγµάτων [258]: (α) της

µοριακής δυναµικής στα πλαίσια των εξισώσεων Nosé  Hoover [81–83] για προσοµοιώσεις

σε µη µηδενικές ϑερµοκρασίες (ϐλέπε εξισώσεις 3.30 και 3.31), (ϐ) της χαµιλτονιανής στα

πλαίσια της προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης, η οποία ενσωµατώνει το διορθωτικό όρο

Hubbard [41–44] για την περιγραφή των µαγνητικών ιδιοτήτων (ϐλέπε κεφάλαιο 2) και (γ)

της µεθόδου των πολλαπλών ιστογραµµάτων [125–130] για την τελική µορφή των ϑερµο-

δυναµικών και άλλων ποσοτήτων, που εξαρτώνται από τη ϑερµοκρασία (ϐλέπε σελίδα 141

στο κεφάλαιο 5). Η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης που χρησιµοποιούµε, είναι ανα-

µενόµενο να παρέχει εν γένει ακριβέστερα αποτελέσµατα για τα µικρά συσσωµατώµατα απ΄

ότι τα κλασικά δυναµικά και επιπλέον µας επιτρέπει τη µελέτη των µαγνητικών ιδιοτήτων

(µαγνητική ϱοπή) ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, πράγµα που, όπως είπαµε, δεν µπορεί

να γίνει µε τα κλασικά δυναµικά.

Σε κάθε µία από τις προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής, που πραγµατοποιήσαµε για
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κάθε διαφορετική ϑερµοκρασία, έγιναν περίπου 2 × 106 χρονικά ϐήµατα, καθένα εκ των

οποίων ήταν χρόνου δt = 10−15sec. Από τις προσοµοιώσεις αυτές πήραµε τη συνάρτηση κα-

τανοµής πιθανότητας PT (E) (ϐλέπε εξίσωση 5.1) για 200 περίπου διαφορετικές ϑερµοκρα-

σίες µέσα στο διάστηµα από 0 µέχρι 700K, ενώ οι ενέργειες πάνω στις οποίες υπολογίστηκε

η τιµή των ∆Γi ήταν περίπου 6000. Αυτές οι συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας PT (E)
περιέχουν όλη την πληροφορία (γι΄ αυτό το εύρος ϑερµοκρασιών) που απαιτείται, προκει-

µένου να υπολογίσουµε όλες τις ϑερµοδυναµικές ποσότητες που µας ενδιαφέρουν. Για την

περίπτωση του Ni13, που εξετάζουµε, οι συναρτήσεις αυτές, όπως υπολογίστηκαν για διά-

ϕορες ϑερµοκρασίες στα πλαίσια των παραπάνω προσοµοιώσεων, ϕαίνονται στη γραφική

παράσταση 8.1.

Ας σηµειωθεί ότι για τη µελέτη των ϑερµοδυναµικών και µαγνητικών ιδιοτήτων των

συσσωµατωµάτων αυτών, δε λάβαµε υπ΄ όψη µας τη στροφή των σπιν µέσω του όρου VSO (ο

όρος VSO δεν περιέχεται στη χαµιλτονιανή), ή µέσω της δράσης του πίνακα της στροφής του

σπιν πάνω τη χαµιλτονιανή (ή στις σπιν - κυµατοσυναρτήσεις ϐάσης). Η µελέτη δηλαδή αυτή

γίνεται µέσα στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού, όπου οι σπιν ιδιοκαταστάσεις

της χαµιλτονιανής είναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή sz.
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Σχήµα 8.1: Οι συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας PT (E) = nT (E)/NT ως συνάρτηση της ενέρ-

γειας για ϑερµοκρασίες από T = 100K µέχρι T = 580K, για το Ni13.

8.3 Θερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες του Ni13

8.3.1 Ενέργεια ανά άτοµο και εντροπία

Στην εικόνα 8.2 παρουσιάζουµε δύο ανεξάρτητους υπολογισµούς της µέσης τιµής της ε-

νέργειας ανά άτοµο του Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας. Η διακεκοµµένη γραµµή



8.3. ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚ�ΕΣ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚ�ΕΣ Ι∆Ι�ΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ NI13 265

0 100 200 300 400 500 600 700
Temperature (K)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

E
ne

rg
y 

pe
r 

at
om

 (
eV

)

Time average (TBMD)
MHM

Σχήµα 8.2: ∆ύο ανεξάρτητοι υπολογισµοί για τη µέση τιµή της ενέργειας ανά άτοµο του Ni13 ως

συνάρτηση της ϑερµοκρασίας. Η συνεχής γραµµή παριστάνει το χρονικό µέσο όρο της ενέργειας

〈E〉, για τις τιµές της ενέργειας που προκύπτουν σε κάθε χρονικό ϐήµα της προσοµοίωσης. Η εστιγ-

µένη γραµµή προκύπτει από τη µέθοδο των πολλαπλών ιστογραµµάτων (MHM), από την εξίσωση

〈E(T )〉 = −∂Z(T )/∂β, όπου β = 1/kBT .
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Σχήµα 8.3: Η εντροπία ως συνάρτηση της µέσης ενέργειας ανά άτοµο για το Ni13.

αντιστοιχεί στα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εξίσωση 5.29 µέσω της µεθόδου

πολλαπλών ιστογραµµάτων. Η συνεχής γραµµή αντιστοιχεί στο χρονικό µέσο όρο 〈E(T )〉
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της ενέργειας, οι τιµές της οποίας προκύπτουν σε κάθε ϐήµα απ΄ ευθείας από την µοριακή

δυναµική. Οµοίως στην εικόνα 8.3 παρουσιάζουµε την εντροπία S(E) = kBln∆Γ(E), όπως

αυτή προκύπτει από τη µέθοδο πολλαπλών ιστογραµµάτων, ως συνάρτηση της ενέργειας

ανά άτοµο.

8.3.2 Ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο
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Σχήµα 8.4: ∆ύο ανεξάρτητοι υπολογισµοί για την ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο cV του Ni13
ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T . Η συνεχής γραµµή προκύπτει από την εξίσωση cV =
(1/NkBT

2)(〈E2〉 − 〈E〉2), όπου 〈E2〉 και 〈E〉 είναι χρονικοί µέσοι όροι, όπως αυτοί προκύπτουν

από την ενέργεια E σε κάθε χρονικό ϐήµα της προσοµοίωσης. Η διακεκοµµένη γραµµή προκύ-

πτει από την κλίση της καµπύλης της ενέργειας ως προς τη ϑερµοκρασία (ϐλέπε εικόνα 8.2), που

προέρχεται από τη µέθοδο των πολλαπλών ιστογραµµάτων (MHM).

Στην εικόνα 8.4 παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης για την ειδική

ϑερµότητα (ϑερµοχωρητικότητα) ανά άτοµο cV ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, χρησιµο-

ποιώντας δύο ανεξάρτητους υπολογισµούς. Ειδικότερα η διακεκοµµένη γραµµή αντιστοιχεί

στα αποτελέσµατα που πήραµε από τη σχέση cV (T ) = ∂〈E(T )〉/∂T , η οποία προκύπτει από

την κλίση της συνεχούς γραµµής της εικόνας 8.2 (δηλαδή από τη σχέση 5.30). Η συνεχής

γραµµή προκύπτει από τη σχέση cV = (1/kBT
2)(〈E2〉 − 〈E〉2), όπου οι τιµές 〈E2〉 και 〈E〉

είναι οι χρονικοί µέσοι όροι των ποσοτήτων E2 και E αντίστοιχα, οι οποίες λαµβάνονται απ΄

ευθείας από την ολική ενέργεια, που προκύπτει σε κάθε χρονικό ϐήµα επίλυσης των εξισώ-

σεων κίνησης στην προσοµοίωση της µοριακής δυναµικής. Από την εικόνα αυτή ϕαίνεται

ξεκάθαρα ότι χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των πολλαπλών ιστογραµµάτων προκύπτει µια

πιο εξοµαλυνσµένη εικόνα, αν και στις χαµηλές ϑερµοκρασίες (T < 50K) τα αποτελέσµατα

δεν είναι τα πλέον ακριβή, για τους λόγους που έχουµε αναφέρει στο κεφάλαιο 5.
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8.3.3 Σύγκριση χρονικών µέσων όρων και αποτελεσµάτων µεθόδου

πολλαπλών ιστογραµµάτων

Αυτό που επίσης ϕάνηκε από τις εικόνες 8.2 και 8.4, είναι ότι τα αποτελέσµατα των δύ-

ο µεθόδων3 υπολογισµού της ενέργειας και της ειδικής ϑερµότητας ως συναρτήσεις της

ϑερµοκρασίας είναι παρόµοια. Μπορούµε κατά συνέπεια να πούµε ότι τα αποτελέσµα-

τα αυτά είναι πρακτικώς ανεξάρτητα από την επιλογή της αριθµητικής προσέγγισης που

ϑα χρησιµοποιήσουµε για τον υπολογισµό τους, µέσα στα πλαίσια των σφαλµάτων που

δηµιουργούν οι πεπερασµένοι χρόνοι των προσοµοιώσεων. Ωστόσο µε τη µέθοδο των πολ-

λαπλών ιστογραµµάτων πετυχαίνουµε να ελαχιστοποιηθούν - εξοµαλυνθούν αυτά τα σφάλ-

µατα, παίρνοντας έτσι αποτελέσµατα που είναι πιο κοντά στην πραγµατικότητα, απ΄ ότι οι

απλοί χρονικοί µέσοι όροι. Με την ῾῾ταύτιση᾿᾿ των αποτελεσµάτων των δύο µεθόδων επι-

ϐεβαιώνεται η δυνατότητα εφαρµογής της µεθόδου των πολλαπλών ιστογραµµάτων στους

ϑερµοδυναµικούς υπολογισµούς.

8.3.4 Αλλαγή ϕάσης

Πλέον των παραπάνω, ϐρήκαµε ακόµα ότι η δοµή του συσσωµατώµατος του Ni13, είναι

µια δοµή που διατηρεί την ισορροπίας της4 µέχρι περίπου τη ϑερµοκρασία Tmelt = 180K,

στην οποία ϕαίνεται να λαµβάνει χώρα µια αλλαγή ϕάσης από την στερεά στην υγρή κα-

τάσταση. Στην πραγµατικότητα ϐεβαίως, όπως έχουµε πει και νωρίτερα, στα συστήµατα

µε µικρό αριθµό ατόµων η αλλαγή ϕάσης δε γίνεται σε µια συγκεκριµένη ϑερµοκρασία,

όπως γίνεται στα µακροσκοπικά συστήµατα, αλλά σε µια περιοχή ϑερµοκρασιών, η οποία

µπορεί να καθοριστεί από την περιοχή στην οποία αλλάζει η κλίση της ενέργειας ως προς

τη ϑερµοκρασία.

Στην εικόνα 8.5 παρουσιάζουµε µερικά στιγµιότυπα της δοµής του Ni13, που προέκυ-

ψαν από την προσοµοίωση µοριακή δυναµικής σε ϑερµοκρασίες 0, 100, 200, 300, 400, 500
και 600K, δηλαδή πριν και µετά την αλλαγή ϕάσης. ΄Οπως µπορούµε να δούµε, η γεωµε-

τρική δοµή στο στιγµιότυπο για T = 200K (δηλαδή λίγο µετά την αλλαγή ϕάσης), διατηρεί

ακόµα κάποια ϐασικά χαρακτηριστικά της δοµής στην κατάσταση ισορροπίας (δηλαδή σε

T = 0), τα οποία όµως εξαφανίζονται στα στιγµιότυπα που αντιστοιχούν στις µεγαλύτερες

ϑερµοκρασίες. Αυτό που επίσης ϐρήκαµε είναι ότι για T < Tmelt η γεωµετρία του συσσωµα-

τώµατος είναι αποτέλεσµα µίξης δύο ισοενεργειακών κατοπτρικών γεωµετριών, ενώ (όπως

είναι αναµενόµενο) για T > Tmelt η γεωµετρία του συσσωµατώµατος αλλάζει όσο αυξάνεται

η ϑερµοκρασία. Με Tmelt συµβολίζουµε τη ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης.

΄Οπως έχουµε πει όµως στο κεφάλαιο 5, ένας πιο σαφής τρόπος για να ϐρει κανείς τη

ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης, είναι µέσω του δείκτη Lindemann δ, ο οποίος έχει ήδη οριστεί

παραπάνω (ϐλέπε σελ. 149) ως η µέση τιµή της διακύµανσης των χρονικών µέσων τιµών

των ενδοατοµικών αποστάσεων [149,150]. ΄Οπως επίσης είπαµε, η αλλαγή ϕάσης λαµβάνει

3µέσω των χρονικών µέσων όρων και µέσω των µέσων όρων της κανονική συλλογής στα πλαίσια της µεθόδου

των πολλαπλών ιστογραµµάτων
4η οποία όπως έχει ϐρεθεί, µε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης,

είναι µια παραµορφωµένη πρισµατοειδής δοµή [45]
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Σχήµα 8.5: Η δοµή εφησυχασµού (T = 0) του Ni13 και στιγµιότυπα της δοµής για T = 100K,

200K, 300K, 400K και 600K, όπως αυτά προκύπτουν από το τελευταίο ϐήµα της προσοµοίωσης

υπό σταθερή ϑερµοκρασία στα πλαίσια της προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης.
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Σχήµα 8.6: Ο δείκτης Lindemann ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T για το Ni13, όπως προκύπτει

από τον υπολογισµό στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης.
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χώρα από τη στερεά στην υγρή ϕάση, όταν ο δείκτης Lindemann ξεπεράσει την τιµή 0.1
(δ > 0.1). Στην περίπτωσή µας αυτό συµβαίνει κοντά στους 180K, όπως ϕαίνεται από την

εικόνα 8.6, όπου παρουσιάζεται ο δείκτης Lindemann ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι αντίστοιχες µελέτες [117,344,345] πάνω στις ϑερµοδυναµικές

ιδιότητες των συσσωµατωµάτων, που έχουν γίνει µέχρι σήµερα µόνο µε κλασικά δυναµι-

κά, ϐρίσκουν ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης από 280K µέχρι 1700K, η οποία (όπως είναι

αναµενόµενο) εξαρτάται ισχυρά από τον τύπο του δυναµικού που χρησιµοποιείται. Για

παράδειγµα οι Nayak et al. [344] χρησιµοποιούν το δυναµικό Sutton  Chen για να µε-

λετήσουν τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες των συσσωµατωµάτων Ni, που αποτελούνται από 7
µέχρι 23 άτοµα. Για τη µελέτη αυτή χρησιµοποιούν µοριακή δυναµική στα πλαίσια της

µικροκανονικής συλλογής και ϐρίσκουν τη ϑερµοκρασία τήξης να είναι περίπου 800K.

8.3.5 Μελέτη της αλλαγής ϕάσης µε κλασικά δυναµικά

Προκειµένου να διερευνήσουµε την ασυµφωνία στη ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης, ανάµεσα

στα αποτελέσµατα που ϐρήκαµε και στα αποτελέσµατα των Nayak et al [344], πραγµατο-

ποιήσαµε τέσσερις ακόµα προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής υπό σταθερή ϑερµοκρασία

για το Ni13, µε τέσσερα διαφορετικά κλασικά δυναµικά. Και σ΄ αυτή την περίπτωση λύσα-

µε τις εξισώσεις NoséHoover, πραγµατοποιώντας όµως τώρα 5 × 106 χρονικά ϐήµατα για

κάθε ϑερµοκρασία, αντί για 2× 106, που πραγµατοποιούσαµε προηγουµένως µε τη χαµιλ-

τονιανή της ισχυρής δέσµευσης και χρησιµοποιήσαµε και εδώ τη µέθοδο των πολλαπλών

ιστογραµµάτων για τον υπολογισµό των διάφορων ϑερµοδυναµικών ποσοτήτων.

Η διάρκεια των χρονικών ϐηµάτων ήταν ίδια όπως και πριν. Παρ΄ όλα αυτά, όπως είδαµε

εκ των υστέρων, δεν προέκυψαν δραµατικές αλλαγές στα αποτελέσµατα, σε σχέση µε αυτά

που ϑα προέκυπταν µε λιγότερα ϐήµατα χρόνου. Προφανώς σε σχέση µε µια προσοµοίωση

µε τη χαµιλτονιανή στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης, ο υπολογιστικός χρόνος,

που χρειάζεται κάθε προσοµοίωση µε χρήση κλασικών δυναµικών, µειώνεται δραµατικά,

πράγµα που επιτρέπει την πραγµατοποίηση µιας προσοµοίωσης για µεγαλύτερο χρόνο.

Τα δυναµικά που επιλέξαµε γι αυτές τις προσοµοιώσεις ήταν (α) το δυναµικό Sutton
Chen [110] (SuttonChen I), (ϐ) ένα κατάλληλα τροποποιηµένο δυναµικό SuttonChen
(SuttonChen II), το οποίο έχει προσαρµοστεί κατάλληλα, ώστε να αναπαράγει την ενέργεια

συνοχής, το µήκος δεσµού και τη συχνότητα ταλάντωσης στην κατάσταση ισορροπίας του

Ni2, (γ) το δυναµικό Cleri  Rosato [113] και τέλος (δ και ε) το δυναµικό Uppenbrink 
Wales [117] µε τις δύο διαφορετικές παραµετροποιήσεις που έχει (Uppenbrink  Wales I
και Uppenbrink  Wales II). Οι µαθηµατικές σχέσεις που αντιστοιχούν στα δυναµικά αυτά

ϐρίσκονται στο κεφάλαιο 4.

Στις εικόνες 8.8 και 8.9 δείχνουµε τι γραφικές παραστάσεις της ενέργειας ανά άτοµο ως

συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, όπως αυτές προκύπτουν µε χρήση των παραπάνω κλασικών

δυναµικών. Για σύγκριση δείχνουµε και την αντίστοιχη γραφική παράσταση που προκύπτει

από τη µέθοδο της ισχυρής δέσµευσης, την οποία παρουσιάσαµε παραπάνω. Κατ΄ αναλογία

µε τις δύο αυτές εικόνες, στις εικόνες 8.10 και 8.11 δείχνουµε τις γραφικές παραστάσεις

της ειδικής ϑερµότητας ανά άτοµο και στην εικόνα 8.12 τις γραφικές παραστάσεις του

δείκτη Lindemann ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας. Οι εικόνες 8.9 και 8.11 δείχνουν
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Σχήµα 8.7: (Ι) Η δοµή ισορροπίας του Ni13 (εικοσάεδρο) για τα δυναµικά Sutton  Chen I, Sutton
 Chen II και Uppenbrink  Wales II, (ΙΙ) Η δοµή ισορροπίας του Ni13 για το δυναµικό Uppenbrink
 Walles I (πρώτη παραµετροποίηση), (ΙΙΙ) Η πολυεδρική (σχεδόν ισοενεργειακή µε τη δοµή ολικού

ελαχίστου της ενέργειας) δοµή ισορροπίας του Ni13 για το δυναµικό Uppenbrink  Walles I (πρώτη

παραµετροποίηση).

τα ίδια πράγµατα µε τις εικόνες 8.8 και 8.10 αντίστοιχα, αλλά σε µικρότερη κλίµακα για

τον άξονα x, ώστε να µπορούµε να δούµε τις λεπτοµέρειες των γραφικών παραστάσεων σε

χαµηλές ϑερµοκρασίες. Τα αποτελέσµατα σχολιάζονται παρακάτω.

∆υναµικό SuttonChen

Η προσοµοίωση µοριακής δυναµικής µε το δυναµικό SuttonChen αναπαρήγαγε τα απο-

τελέσµατα των Nayak et al [344] για την ενέργεια, την ειδική ϑερµότητα και το δείκτη Lin
demann. ΄Οπως έχουµε αναφέρει και παραπάνω, η µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων

από τους Nayak et al έγινε στα πλαίσια της µικροκανονικής συλλογής (σταθερή ενέργεια),

ενώ οι δικοί µας υπολογισµοί έχουν γίνει στα πλαίσια της κανονικής συλλογής (σταθερή

ϑερµοκρασία). Συγκρινόµενα τα αποτελέσµατα των Nayak et al µε τα δικά µας, εµφανί-

Ϲουν κάποιες (όχι και τόσο σηµαντικές) διαφοροποιήσεις, που γίνονται αισθητές κυρίως στη

γραφική παράσταση της ειδικής ϑερµότητας. Οι διαφοροποιήσεις αυτές δεν οφείλονται σε

κάποιο λάθος, αλλά στη διαφορετική συλλογή που επιλέχθηκε για να γίνει η προσοµοί-

ωση της µοριακής δυναµικής. Τέτοιες διαφοροποιήσεις έχει δειχθεί ότι εµφανίζονται στα

αποτελέσµατα για µικρά συσσωµατώµατα, όταν χρησιµοποιούνται προσοµοιώσεις µε δια-

ϕορετικές συλλογές (ensamble) [374], κάτι το οποίο λίγο ως πολύ είναι αναµενόµενο και

µάλιστα ϑα περίµενε κανείς οι διαφοροποιήσεις αυτές να είναι τόσο περισσότερο έντονες,

όσο µικρότερα είναι τα προς µελέτη συσσωµατώµατα. ΄Ετσι η κορυφή που παρουσιάζει η ει-

δική ϑερµότητα στους 1000K περίπου, ϐρέθηκε απ΄ αυτούς να έχει την τιµή 6.6kB περίπου,

ενώ σύµφωνα µε τους δικούς µας υπολογισµούς είναι περίπου 5.1kB.

Η δοµή του Ni13 στην κατάσταση ισορροπίας όπως προβλέπεται από το δυναµικό Sutton
Chen είναι το εικοσάεδρο [88,274] (ϐλέπε σχήµα 8.7 (Ι)), µε µήκος δεσµών µεταξύ των ατό-

µων της επιφάνειας ίσο µε 2.4260Å και µεταξύ του κεντρικού ατόµων και των επιφανειακών

ίσο µε 2.3072Å. Η ενέργεια συνοχής ϐρέθηκε να είναι ίση µε 3.393409eV και η τιµή της
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ϑερµοκρασίας αλλαγής ϕάσης Tmelt = 800K περίπου, όπως προκύπτει από τη γραφική

παράσταση του δείκτη Lindemann.

Θα πρέπει ωστόσο να σηµειωθεί ότι το δυναµικό των Sutton  Chen, που χρησιµο-

ποίησαν οι Nayak et al, αποτυχαίνει στο να αναπαράγει γνωστά αποτελέσµατα για µικρά

συσσωµατώµατα, όπως π.χ. το µήκος δεσµού και τη συχνότητα ταλάντωσης του Ni2. Με τη

χρήση του δυναµικού των Sutton  Chen µπορεί κανείς εύκολα να ϐρει ότι στην κατάσταση

ισορροπίας του διµερούς Ni2 το µήκος του δεσµού ϐρίσκεται να είναι 2.04Å και η συχνότητα

ταλάντωσης 502cm−1. Οι αντίστοιχες πειραµατικές τιµές είναι 2.20Å και 330cm−1 [309].
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Σχήµα 8.8: Η ενέργεια συνοχής του Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, όπως αυτή προκύπτει

από τα κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.

Τροποποιηµένο δυναµικό SuttonChen

Προκειµένου να δούµε πώς ϑα άλλαζαν οι ϑερµοδυναµικές ποσότητες, αν ένα δυναµι-

κό τύπου SuttonChen αναπαρήγαγε σωστά το µήκος δεσµού, τη συχνότητα ταλάντωσης

και την ενέργεια συνοχής του διµερούς Ni2, τροποποιήσαµε το δυναµικό SuttonChen,

προσαρµόζοντας κατάλληλα τις παραµέτρους του a, c και ǫ, ώστε να αναπαράγονται α-

κριβώς τα πειραµατικά δεδοµένα για το µήκος δεσµού, τη συχνότητα ταλάντωσης και την

ενέργεια συνοχής στη ϑέση ισορροπίας του Ni2. Κάνοντας την προσαρµογή αυτή ϐρήκα-

µε ότι οι παράµετροι a, c και ǫ του δυναµικού SuttonChen πρέπει να πάρουν τις τιµές

ǫ = 1.1340480eV , a = 2.15281165Å και c = 1.317017 (ϐλέπε δεύτερη παραµετροποίηση του

δυναµικού SuttonChen στην εξίσωση 4.4). Από τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων µ΄

αυτό το τροποποιηµένο δυναµικό, τα οποία ϕαίνονται στις παραπάνω αναφερθείσες εικόνες,

προκύπτει ότι η ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης γι΄ αυτό το δυναµικό είναι πολύ µικρότερη
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Σχήµα 8.9: Η ενέργεια συνοχής του Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, για µικρές ϑερµο-

κρασίες, όπως αυτή προκύπτει από τα κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.

Η διακεκοµµένη γραµµή αντιστοιχεί στη σχεδόν ισοενεργειακή δοµή ισορροπίας του δυναµικού

Uppenbrink  Wales I

.

απ΄ αυτή των 800K, που ϐρήκαν οι Nayak et al (και επιβεβαιώσαµε εµείς) και ειδικότερα

είναι περίπου 320K.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι και στην περίπτωση του τροποποιηµένου δυναµικού Sutton
Chen η δοµή ισορροπίας του Ni13 συνεχίζει να είναι η εικοσαεδρική µε µήκος δεσµών

µεταξύ των ατόµων της επιφάνειας ίσο µε 2.6145Å και µεταξύ του κεντρικού ατόµων και των

επιφανειακών ίσο µε 2.4865Å. Η δε ενέργεια συνοχής ϐρέθηκε να είναι ίση µε 1.495506eV

∆υναµικό Uppenbrink  Wales I (πρώτη παραµετροποίηση)

΄Οπως έχουµε ξαναπεί, το δυναµικό Uppenbrink  Wales συνδυάζει ένα όρο αλληλεπίδρα-

σης δύο σωµάτων τύπου Lennard  Jones και ένα όρο αλληλεπίδρασης τριών σωµάτων

τύπου Axilrod  Teller [122–124] και υποτίθεται ότι είναι κατάλληλο για υπολογισµούς σε

συσσωµατώµατα [117]. Στην πρώτη παραµετροποίησή του οι παράµετροι από τις οποίες

εξαρτάται παίρνουν τις τιµές ǫ = 1.136eV , σ = 2.225Å και Z∗ = 0.393 [117]. Με αυτές τις

τιµές των παραµέτρων, η ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης που ϐρήκαµε, ήταν περίπου 280K.

Αξίζει να σηµειωθεί, ότι αυτό το δυναµικό προβλέπει για το Ni13 µια γεωµετρία µε συµ-

µετρία C2v στην κατάσταση ισορροπίας [87], η οποία ϕαίνεται στην εικόνα 8.7 (ΙΙ), ενώ η

ενέργεια συνοχής είναι ίση µε 1.99724eV . Θα µπορούσε κανείς να πει ότι η δοµή αυτή έχει

κοινά χαρακτηριστικά µε τη δοµή ισορροπίας, που προβλέπει η προσέγγιση της ισχυρής

δέσµευσης.

Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι υπάρχει και µια πολυτετραεδρική, σχεδόν

ισοενεργειακή δοµή µε τη δοµή του ολικού ελαχίστου της ενέργειας, µε ενέργεια συνοχής
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Σχήµα 8.10: Η ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο του Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, όπως αυτή

προκύπτει από τα κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.
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Σχήµα 8.11: Η ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο του Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, σε µι-

κρές ϑερµοκρασίες, όπως αυτή προκύπτει από τα κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης. Η διακεκοµµένη γραµµή αντιστοιχεί στη σχεδόν ισοενεργειακή δοµή ισορροπίας του

δυναµικού Uppenbrink  Wales I.
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ίση µε 1.98714eV . ΄Οπως µπορεί να δει κανείς, η διαφορά της ενέργειας συνοχής ανάµεσα

σ΄ αυτή τη δοµή και τη δοµή του ολικού ελαχίστου της ενέργειας είναι µόνο ∆E = 10.1meV .

Η πολυτετραεδρική αυτή δοµή ϕαίνεται στην εικόνα 8.7 (ΙΙΙ).

Παρά το γεγονός ότι η δοµή αυτή ϐρίσκεται ενεργειακά πολύ κοντά στη δοµή που αντι-

στοιχεί στο ολικό ελάχιστο, οι τροχιές (trajectory) που ακολουθούν οι δύο δοµές στο χώρο

των ϕάσεων, κατά την προσοµοίωση της µοριακής δυναµικής υπό σταθερή ϑερµοκρασία,

δεν συµπίπτουν, παρά µόνο αν ξεπεραστεί η ϑερµοκρασία των 280K περίπου, οπότε συµ-

ϐαίνει και η αλλαγή ϕάσης. Το αποτέλεσµα αυτού του γεγονότος ϕαίνεται πολύ καθαρά

στην εικόνα 8.9, όπου δείχνουµε την ενέργεια ανά άτοµο ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας.

Η συνεχής καµπύλη προκύπτει από τη δοµή ισορροπίας (ολικό ελάχιστο της ενέργειας),

ενώ η διακεκοµµένη γραµµή από τη σχεδόν ισοενεργειακή της. Η εικόνα των δύο αυτών

καµπυλών µας κάνει να υποπτευθούµε την ύπαρξη κάποιου υψηλού ϕράγµατος δυνα-

µικού της ενεργειακής δυναµικής επιφάνειας, που χωρίζει τις δύο αυτές δοµές και δεν

επιτρέπει τη συνύπαρξή τους κατά την προσοµοίωση. Αυτό το ϕράγµα δυναµικού ϕαίνε-

ται να µην µπορεί να ξεπεραστεί, παρά µόνο µετά από τη ϑερµοκρασία τήξης των 280K.

΄Ετσι αν το συσσωµάτωµα ϐρεθεί από τη µια ή από την άλλη µεριά της δυναµικής ενερ-

γειακής επιφάνειας, που χωρίζονται µεταξύ τους από αυτό το ϕράγµα δυναµικού, τότε το

συσσωµάτωµα εγκλωβίζεται στη µεριά που ϐρίσκεται αρχικά επιτρέποντας την ύπαρξη δύο

σταθερών και σχεδόν ισοενεργειακών δοµών για το Ni13. ΄Οταν όµως επέρχεται η αλλαγή

από τη στερεά στην υγρή ϕάση, τότε δεν υπάρχει διαφοροποίηση στην ενέργεια ανάµεσα

στις δύο οµάδες προσοµοιώσεων και κατά συνέπεια ο ϕασικός χώρος από τον οποίο περνάει

το συσσωµάτωµα ϕαίνεται να είναι ο ίδιος ανεξάρτητα από το ποια ήταν η αρχική δοµή του

συσσωµατώµατος.

Τέλος αξίζει να σηµειωθεί η ταύτιση των γραφικών παραστάσεων του δείκτη Lindemann
ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, για τις προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής που ξεκινούν

από τις δύο αυτές διαφορετικές στερεές δοµές. Αυτό υποδηλώνει ότι η αλλαγή ϕάσης από τη

στερεά στην υγρή κατάσταση γίνεται στην ίδια ϑερµοκρασία και για τις δύο στερεές δοµές.

Κατά συνέπεια το δυναµικό Uppenbrink  Walles I προβλέπει την ύπαρξη δύο τουλάχιστον

δοµών για το Ni13, που ϑα µπορούσαν να είναι εξ ίσου ανιχνεύσιµες σε ϑερµοκρασίες

µικρότερες από τη ϑερµοκρασία τήξης τους, που όπως είπαµε είναι ίδια και για τις δύο.

∆υναµικό Uppenbrink  Wales II (δεύτερη παραµετροποίηση)

Στη δεύτερη παραµετροποίηση του δυναµικού Uppenbrink  Wales, οι παράµετροι ǫ, σ και

Z∗ παίρνουν τις τιµές ǫ = 0.613eV , σ = 2.508Å και Z∗ = −0.059 [117]. Η δοµή ισορροπίας

γι αυτό το δυναµικό είναι η εικοσαεδρική, (ϐλέπε σχήµα 8.7 (Ι) ) όπως και για τα δυναµικά

SuttonChen I και SuttonChen II. Στη δοµή αυτή το µήκος δεσµών µεταξύ των ατόµων της

επιφάνειας είναι ίσο µε 2.5070Å και µεταξύ του κεντρικού ατόµου και των επιφανειακών ίσο

µε 2.3843Å. Η ενέργεια συνοχής ϐρέθηκε να είναι ίση µε 2.334751eV και η ϑερµοκρασία

αλλαγής ϕάσης, που ϐρήκαµε από τη γραφική παράσταση του δείκτη Lindemann (ϐλέπε

σχήµα 8.12), ήταν 1900K.
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Σχήµα 8.12: Ο δείκτης Lindemann για το Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, για τα κλασικά

δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.

∆υναµικό Cleri  Rosato

Η δοµή στην κατάσταση ισορροπίας του Ni13, που προκύπτει από το δυναµικό Cleri 
Rosato είναι το κανονικό εικοσάεδρο, όπως ακριβώς και από το δυναµικό Sutton  Chen
I (σχήµα 8.7 (Ι) ). Τα µήκη των δεσµών της δοµής που προκύπτει από το δυναµικό Cleri
 Rosato διαφέρουν µόνο κατά 0.01Å απ΄ αυτά που προκύπτουν από το δυναµικό Sutton
 Chen I και είναι ίσα µε 2.4361Å ανάµεσα στα επιφανειακά άτοµα και 2.3169Å ανάµεσα

στα άτοµα της επιφάνειας και το κεντρικό άτοµο. Η ενέργεια συνοχής για το δυναµικό

Cleri  Rosato είναι 2.833674825eV . Αυτή η οµοιότητα των δοµών ισορροπίας ανάµεσα

στα δυναµικά Cleri  Rosato και Sutton  Chen I, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι και

τα δύο αυτά δυναµικά προκύπτουν από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, ίσως είναι ο

λόγος για τον οποίο οι ενέργειές τους ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας ταυτίζονται µέχρι τη

ϑερµοκρασία των 700oK περίπου (ϐλέπε εικόνες 8.8, 8.9). Σε µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες

όµως εµφανίζονται κάποιες διαφοροποιήσεις, οι οποίες οφείλονται στη διαφορετική µορφή

των δύο δυναµικών. Παρ΄ όλα αυτά η γενική µορφή των καµπυλών παραµένει ίδια.

Αυτές τις οµοιότητες και τις διαφοροποιήσεις µπορεί να τις δει κανείς και στις αντί-

στοιχες γραφικές παραστάσεις της ειδικής ϑερµότητας. Η ουσιαστική διαφοροποίηση, που

ϕαίνεται να υπάρχει µεταξύ των δύο αυτών γραφικών παραστάσεων, είναι η διαφορετική

ϑέση στην οποία εµφανίζεται το µέγιστο της ειδικής ϑερµότητας, πράγµα που δείχνει ότι

τα δύο δυναµικά προβλέπουν µια διαφορετική ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης από τη στερεά

στην υγρή κατάσταση. Αυτό ϕαίνεται και από τις αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις του

δείκτη Lindemann (ϐλέπε σχήµα 8.12). ΄Ετσι ενώ η ϑερµοκρασία τήξης για το δυναµικό

Sutton  Chen I είναι περίπου 800oK (όπως είπαµε παραπάνω), η ϑερµοκρασία τήξης για

το δυναµικό Cleri  Rosato είναι περίπου 700oK. Παρά το γεγονός λοιπόν ότι η αρχική
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δοµή ισορροπίας των δύο δυναµικών είναι ίδια και παρά το γεγονός της ταύτισης των καµ-

πυλών της ενέργειας µέχρι κάποια µεγάλη σχετικά ϑερµοκρασία, η ϑερµοκρασία τήξης,

που προβλέπεται από τα δύο αυτά δυναµικά, είναι διαφορετική.

Σύγκριση των αποτελεσµάτων

Από τις εικόνες 8.8 και 8.9, που αναφέρονται στην ενέργεια ως συνάρτηση της ϑερµο-

κρασίας, ϐλέπουµε ότι αρχικά, µέχρι τη ϑερµοκρασία των 150oK περίπου, υπάρχει µια

πολύ καλή ταύτιση των καµπυλών της ενέργειας για όλα τα δυναµικά, παρά το γεγονός

ότι οι δοµές ισορροπίας διαφέρουν. Ωστόσο για µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες υπάρχει µια

διαφοροποίηση των καµπυλών αυτών και αυτό που ϐλέπουµε είναι µια οµαδοποίηση των

καµπυλών που προκύπτουν από τα δυναµικά Sutton  Chen I, Cleri  Rosato και Uppen
brink  Wales II και µια οµαδοποίηση των καµπυλών, που προκύπτουν από τα δυναµικά

Uppenbrink  Wales I, Sutton  Chen II και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης. Η οµα-

δοποίηση αυτή αντικατοπτρίζεται και στις εικόνες 8.10 και 8.11, όπου (µε εξαίρεση την

καµπύλη που προκύπτει από το δυναµικό Uppenbrink  Wales II), οι γραφικές παραστά-

σεις των δύο οµάδων εµφανίζουν µια κορυφή σε διαφορετικές ϑερµοκρασιακές περιοχές.

Επειδή η εµφάνιση κορυφής στη γραφική παράσταση της ειδικής ϑερµότητας υποδηλώνει

αλλαγή ϕάσης, η οµαδοποίηση που εµφανίζεται στην ειδική ϑερµότητα ϑα έχει ως συνέπεια,

η ίδια οµαδοποίηση να εµφανίζεται και στη ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης. Αυτό εξ άλλου

ϕαίνεται και από το δείκτη Lindemann στην εικόνα 8.12, όπου η αλλαγή ϕάσης του Ni13
ϕαίνεται να γίνεται σε χαµηλότερες ϑερµοκρασίες για τα δυναµικά Uppenbrink  Wales I,
Sutton  Chen II και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και σε υψηλότερες ϑερµοκρασίες

για τα δυναµικά Sutton  Chen I και Cleri  Rosato. Το χαµήλωµα της ϑερµοκρασίας

τήξης που προέκυψε µε τη χρήση της δεύτερης παραµετροποίησης του δυναµικού Sutton
 Chen, η οποία προσέγγισε αρκετά καλά τη ϑερµοκρασία τήξης που προβλέπεται από την

προσέγγιση ισχυρή δέσµευσης, µας οδηγεί να σκεφτούµε ότι µια παραµετροποίηση που

ταιριάζει καλύτερα στα µικρά συσσωµατώµατα, όπως αυτή του διµερούς, είναι απαραίτητη,

προκειµένου να πάρουµε πιο ϱεαλιστικά αποτελέσµατα για τα µικρά συσσωµατώµατα.

Πέρα των άλλων, µέρος των διαφοροποιήσεων ανάµεσα στα αποτελέσµατα των κλασικών

δυναµικών και της µεθόδου ισχυρής δέσµευσης, οφείλεται και στη διαφορετική δοµή ισορ-

ϱοπίας που προβλέπει η µέθοδος ισχυρής δέσµευσης σε σχέση µε τις δοµές που προβλέπουν

τα κλασικά δυναµικά.

Συµπεράσµατα από τη χρήση των κλασικών δυναµικών

Από τα έξι αυτά αποτελέσµατα των κλασικών δυναµικών διαπιστώνει κανείς την ύπαρξη µιας

πηγής πιθανού σφάλµατος στον υπολογισµό της ϑερµοκρασίας αλλαγής ϕάσης, η οποία

ϐρίσκεται στην ίδια την κατασκευή του κλασικού δυναµικού, που κάθε ϕορά χρησιµοποιεί-

ται. ΄Οπως ϕαίνεται η ϑερµοκρασία αλλαγής ϕάσης είναι πολύ ευαίσθητη σε µεταβολές της

δυναµικής ενεργειακής επιφάνειας και κατά συνέπεια στην επιλογή του δυναµικού που

ϑα χρησιµοποιήσουµε για τον υπολογισµό της. Μια διαφορετική παραµετροποίηση του

ίδιου δυναµικού, ϑα µπορούσε να δώσει τεράστιες διαφορές στην τιµή της αλλαγής ϕάσης.
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Σχήµα 8.13: Η µέση µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο (〈µ(T )〉) για το Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµο-

κρασίας T . Οι ϱάβδοι σφάλµατος παριστάνουν την τιµή της τυπικής απόκλισης.

Ωστόσο τα αποτελέσµατα του τροποποιηµένου δυναµικού SuttonChen (SuttonChen II),
που προσαρµόστηκε για να αποδίδει σωστά ιδιότητες του διµερούς, συγκρινόµενα µε τα

αποτελέσµατα του µη τροποποιηµένου, (SuttonChen I), που προσαρµόστηκε για να απο-

δίδει ιδιότητες του συµπαγούς στερεού (bulk), µας επιτρέπουν να ισχυριστούµε ότι τόσο

η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης, όσο και οι προσεγγίσεις των κλασικών δυναµικών,

ϑα µπορούσαν ίσως να δώσουν ισοδύναµα αποτελέσµατα, αν αυτό το σφάλµα διορθωνόταν

µε (ενδεχοµένως) κατάλληλη προσαρµογή των παραµέτρων των κλασικών δυναµικών, ώστε

αυτά να µπορούν να αναπαράγουν κάποιες ιδιότητες των µικρών συσσωµατωµάτων, όπως

αυτές π προκύπτουν από πειραµατικά δεδοµένα.

8.3.6 Μαγνητική ϱοπή

Ας υπολογίσουµε τώρα τη µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας.

΄Οπως ξαναείπαµε τα κλασσικά δυναµικά δεν µπορούν να αποδώσουν τη µαγνητική ϱοπή,

επειδή δε χρησιµοποιούν ῾῾καθαρούς᾿᾿ κβαντοµηχανικούς όρους. Το µόνο που µπορούν να

δώσουν είναι την τιµή της ενέργειας ως συνάρτηση της ϑέσης των ατόµων και ϕυσικά όσα

µεγέθη µπορούν να απορρέουν απ΄ αυτή. Ο υπολογισµός της µαγνητικής ϱοπής προϋπο-

ϑέτει τη γνώση της κατεύθυνσης των σπιν των ηλεκτρονίων του συστήµατος και δυστυχώς

κάτι τέτοιο δεν µπορεί να προβλεφθεί µε τα κλασικά δυναµικά5. Κατά συνέπεια δεν υ-

πάρχουν αποτελέσµατα από κλασικά δυναµικά για σύγκριση. Υπενθυµίζουµε ότι για τον

υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής χρησιµοποιήσαµε τη χαµιλτονιανή στα πλαίσια της προ-

σέγγισης ισχυρής δέσµευσης, στην οποία έχει εισαχθεί µόνο ο όρος Hubbard και εποµένως

5τουλάχιστον στη µορφή που είναι σήµερα
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ο υπολογισµός γίνεται στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού.

Για τον υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής ανά άτοµο για το Ni13, υπολογίζουµε το

χρονικό µέσο όρο της διαφοράς του πλήθους των ηλεκτρονίων µε σπιν πάνω n↑ µείον το

πλήθος των ηλεκτρονίων µε σπιν κάτω n↓, διαιρεµένο µε τον αριθµό N των ατόµων του

συστήµατος του Ni13 σε κάθε προσοµοίωση διαφορετικής ϑερµοκρασίας. ∆ηλαδή

µ =
n↑ − n↓

N
, (8.2)

σε µονάδες µB. Τα αποτελέσµατα ϕαίνονται στην εικόνα 8.13 για ϑερµοκρασίες από 0
µέχρι 700K. Οι ϱάβδοι σφάλµατος (error bar) παριστάνουν την τυπική απόκλιση της

µαγνητικής ϱοπής ανά άτοµο. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς απ΄ αυτή την εικόνα, η τυπική

απόκλιση της µαγνητικής ϱοπής είναι συνάρτηση της ϑερµοκρασίας. Για ϑερµοκρασίες

µικρότερες από 100K είναι σχεδόν µηδέν και αυξάνεται για µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες,

παίρνοντας τη µέγιστη τιµή της (περίπου 5% της µαγνητικής ϱοπής) για T > Tmelt. Επίσης

αυτό που ϕαίνεται από την εικόνα 8.13 είναι ότι η µέση µαγνητική ϱοπή δεν αλλάζει

σηµαντικά µε τη ϑερµοκρασία, µε την τιµή της να παραµένει µέσα στα όρια που ορίζουν

όλες µαζί οι ϱάβδοι σφάλµατος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η µαγνητική ϱοπή αρχικά ϕαίνεται

να µειώνεται, ϕτάνοντας σε µια ελάχιστη τιµή (περίπου 5% χαµηλότερη από την τιµή που

έχει σε ϑερµοκρασία T = 0) και παραµένει σ΄ αυτή την τιµή, έχοντας µια αυξητική τάση

για µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες. Ωστόσο δεδοµένου ότι οι µεταβολές της αυτές ϐρίσκονται

µέσα στα όρια που ορίζουν οι ϱάβδοι σφάλµατος, δεν µπορεί να πει κανείς µε ϐεβαιότητα

πώς αλλάζει η µαγνητική ϱοπή µε τη ϑερµοκρασία.

Παρ΄ όλα αυτά τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα που προκύπτουν από την παραπάνω

µελέτη σχετίζονται µε το πλάτος της κατανοµής των µαγνητικών ϱοπών για κάθε ϑερµοκρα-

σία. Αυτό που µπορεί να δει κανείς είναι ότι ακόµα και στα πλαίσια της προσέγγισης της

µίας µαγνητικής περιοχής (single domain particle) (δηλαδή έχοντας υποθέσει ότι όλες οι

µαγνητικές ϱοπές είναι παράλληλες µεταξύ τους), η µαγνητική ϱοπή του συσσωµατώµατος

εµφανίζει σηµαντικές µεταβολές ακόµα και σε πολύ χαµηλές ϑερµοκρασίες. Παρ΄ όλα αυτά

οι µεταβολές της µαγνητική ϱοπής εξ αιτίας της ϑερµοκρασίας δεν είναι τόσο δραµατικές

όσο είναι οι µεταβολές στη δοµή του συσσωµατώµατος. Αυτό είναι σηµαντικό γιατί δείχνει

ότι ο καθορισµός της µαγνητικής ϱοπής του συσσωµατώµατος ως συνάρτηση της ϑερµοκρα-

σίας δεν απαιτεί την ακρίβεια που χρειάζεται για τον προσδιορισµό της δοµικής αλλαγής

ϕάσης.

Η εξάρτηση της µαγνητικής ϱοπής από τη ϑερµοκρασία που ϐρέθηκε, οφείλεται στη

µεταβολή των ενδοατοµικών αποστάσεων και της µεταφοράς ϕορτίου, που λαµβάνουν χώ-

ϱα στο συσσωµάτωµα, καθώς αυτό περνάει από τις διάφορες καταστάσεις του χώρου των

ϕάσεων, όσο αλλάζει η ϑερµοκρασία
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8.4 Θερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες των συσ-

σωµατωµάτων Nin, n = 3− 8. Συγκριτική µελέτη της

προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης µε κλασικά δυναµι-

κά.

Για τη µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων των συσσωµατωµάτων Nin, n = 3 − 8 χρη-

σιµοποιήσαµε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης,

την οποία έχουµε ήδη περιγράψει νωρίτερα. Για σύγκριση κάναµε ακριβώς την ίδια µε-

λέτη, χρησιµοποιώντας τα δώδεκα διαφορετικά κλασικά δυναµικά6, που αναφέρονται στο

κεφάλαιο 4 και αφορούν το Ni. Στις προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής που κάναµε,

προσοµοιώσαµε τη µοριακή δυναµική αυτών των συστηµάτων υπό σταθερή ϑερµοκρασία,

λύνοντας αριθµητικά τις εξισώσεις κίνησης Nóse  Hoover για 107 χρονικά ϐήµατα µε το

αυτό δt, που χρησιµοποιήσαµε και στις προσοµοιώσεις για το Ni13 7. Στη συνέχεια χρη-

σιµοποιήσαµε τη µέθοδο των πολλαπλών ιστογραµµάτων για να πάρουµε αποτελέσµατα

σχετικά µε τις ϑερµοδυναµικές ποσότητες. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι κάποια από τα

αποτελέσµατα που παρουσιάζουµε εδώ, τα οποία προκύπτουν µε χρήση των κλασικών δυ-

ναµικών, έχουν ξανά µελετηθεί µε την ίδια ή µε άλλες µεθόδους από άλλους ερευνητές.

Για τα αποτελέσµατα αυτά έγινε εκτενής παρουσίαση στην εισαγωγή αυτού του κεφαλαίου.

Τα περισσότερα ωστόσο από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται εδώ µε χρήση των κλα-

σικών δυναµικών, όπως επίσης και τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την προσέγγιση

ισχυρής δέσµευσης παρουσιάζονται για πρώτη ϕορά.

Σε ότι αφορά τον υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας,

ακολουθήσαµε την ίδια µέθοδο που ακολουθήσαµε και για τον υπολογισµό που κάναµε για

το Ni13. ΄Οπως έχουµε πει και νωρίτερα, ο υπολογισµός αυτός δεν είναι εφικτός µε χρήση

κλασικών δυναµικών, δεδοµένου ότι αυτά δεν περιέχουν εκπεφρασµένα κβαντοµηχανικούς

όρους. Εποµένως περιοριζόµαστε στον υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής µόνο µέσα στα

πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης µε προσθήκη του όρου Hubbard.

Σε ότι αφορά τα κλασικά δυναµικά που χρησιµοποιούµε, υπενθυµίζουµε ότι δεν πε-

ϱιµένουµε να πάρουµε αξιόπιστα αποτελέσµατα από δυναµικά µε όρους αλληλεπίδρασης

δύο σωµάτων (twobody term) (ϐλέπε σελίδα 132). Απλώς κάνουµε τους υπολογισµούς και

µε αυτά τα δυναµικά αυτά για πληρότητα. Τα υπόλοιπα δυναµικά είναι δυναµικά που πε-

ϱιέχουν επιπλέον και όρους αλληλεπίδρασης τριών σωµάτων (threebody term), εποµένως,

µε κάποιο τρόπο, λαµβάνεται υπ΄ όψη η κατευθυντικότητα των δεσµών. Ειδικά τα δυναµικά

Sutton  Chen [110] και Cleri  Rosato [113], όπως έχουµε πει, προέρχονται από την προ-

σέγγιση της ισχυρής δέσµευσης και ίσως ϑα περίµενε κανείς να δώσουν αποτελέσµατα που

να ταιριάζουν καλύτερα στα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων µοριακής δυναµικής των

µικρών συσσωµατωµάτων, παρά το γεγονός ότι οι παράµετροί τους έχουν προσαρµοστεί στο

6είναι δώδεκα συνολικά, αν λάβουµε υπ΄ όψη τις διαφορετικές παραµετροποιήσεις ίδιων δυναµικών. Τα

αµιγώς διαφορετικά είναι µόνο επτά
7όπως έχουµε ξαναπεί, η δύναµη που καθορίζει τη µοριακή δυναµική υπό κάποιο κλασικό δυναµικό,

δίνεται σε κάθε περίπτωση από µια αναλυτική έκφραση, η µορφή της οποίας δίνεται στο κεφάλαιο 4.
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συµπαγές στερεό, οι ιδιότητες του οποίου συνήθως απέχουν παρασάγγες από τις ιδιότητες

των µικρών συσσωµατωµάτων.

Με τους υπολογισµούς που κάναµε, εκτός από τη σύγκριση των αποτελεσµάτων ανάµεσα

στα κλασικά δυναµικά και στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, µας δίνεται η δυνατότητα

να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα των κλασικών δυναµικών µεταξύ τους, κάτι που δεν έχει

γίνει µέχρι σήµερα.

Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων των µικρών συσσωµα-

τωµάτων, ϐρήκαµε πρώτα τις γεωµετρικές δοµές ισορροπίας τους, τις οποίες και χρησιµο-

ποιήσαµε ως αρχικές δοµές της προσοµοίωσης, σύµφωνα µε όσα περιγράψαµε στη σελίδα

111.

8.4.1 Γεωµετρική δοµή, ενέργεια συνοχής, µήκη δεσµών και µαγνη-

τική ϱοπή στην κατάσταση ισορροπίας (T = 0)

Τα περισσότερα από τα αποτελέσµατα, που παρουσιάζουµε σ΄ αυτή την παράγραφο, έχουν

ήδη παρουσιαστεί αλλού, όπως εκτενώς έχουµε αναφέρει στην εισαγωγή αυτού του κεφα-

λαίου. Ωστόσο παρουσιάζουµε αυτά τα αποτελέσµατα και εδώ για πληρότητα και για να

υπάρχει µια συνοχή µε όσα ϑα παρουσιάσουµε στη συνέχεια.

Υπολογίσαµε λοιπόν εκ νέου τη γεωµετρική δοµή, την ενέργεια συνοχής8 και τα µήκη

των δεσµών για τα συσσωµατώµατα Nin, n = 3− 8 για T = 0 για τα δώδεκα κλασικά δυνα-

µικά και για την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και επιπλέον υπολογίσαµε τη µαγνητική

τους ϱοπή για T = 0, όπως αυτή υπολογίζεται από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.

Στις εικόνες 8.14 και 8.15 παρουσιάζονται οι γεωµετρικές δοµές των συσσωµατωµάτων

Nin, n = 2− 7 και Ni8 αντίστοιχα, στην κατάσταση ισορροπίας, για τα δώδεκα κλασικά δυ-

ναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης. Οι δοµές αυτές προέκυψαν µε τη µέθοδο

εύρεσης της δοµής που αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας, την οποία παρουσιά-

σαµε νωρίτερα. Για οικονοµία του χώρου δεν εµφανίζονται στην εικόνα 8.14 δοµές που

παρουσιάζουν τα ίδια γεωµετρικά χαρακτηριστικά και διαφέρουν µόνο ως προς την κλίµα-

κα ή και την αναλογία κλίµακας. Η διαφορά (από πλευράς κλίµακας) γι΄ αυτές τις δοµές

ϕαίνεται στον πίνακα 8.1, στον οποίο παρουσιάζουµε τα µήκη δεσµών των µικρών συσσω-

µατωµάτων Nin, n = 2− 8, όταν αυτά ϐρίσκονται στην κατάσταση ισορροπίας. Η εµφάνιση

πολλών σχεδόν ισοενεργειακών ισοµερών, που προκύπτουν από τη µελέτη στα πλαίσια

της ισχυρής δέσµευσης, είναι ένα αποτέλεσµα ενός ανταγωνισµού ανάµεσα στις συµπαγείς

δοµές (στις οποίες µεγιστοποιείται ο αριθµός των δεσµών) και την κατευθυντικότητα των

δεσµών, που είναι συµβατοί µε τον προσανατολισµό και το γέµισµα των d τροχιακών [259]

και εµφανίζεται σε ηµιεµπειρικούς υπολογισµούς (δες για παράδειγµα την αναφορά [306])

ή σε υπολογισµούς πρώτων αρχών (δες για παράδειγµα την αναφορά [312]).

Επίσης η ενέργεια συνοχής και η µαγνητική ϱοπή, όπως υπολογίζεται από την προσέγ-

γιση της ισχυρής δέσµευσης, των παραπάνω δοµών ϕαίνεται στον πίνακα 8.2.

8ενέργεια δέσµευσης ανά άτοµο
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Κλασικά TBH Κλασικά TBH
∆υναµικά ∆υναµικά

Ni2

                           

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

                           

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

Ni3

                          

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

                    

                                        

                              

                                        

                                        

                                        

Ni6

                    

                                        

                    

                                        

                                        

                                        

(∆E = 39.2meV/atom)

Ni4

                           

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

                      

                                        

                             

                                        

                                        

                                        

Ni7

                        

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

                        

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

Ni5

                           

                                        

                              

                                        

                                        

                                        

                     

                                        

                            

                                        

                                        

                                        

                          

                                        

                               

                                        

                                        

                                        

(optimum) ∆E = 19.9meV/atom

                       

                                        

                              

                                        

                                        

                                        

                          

                                        

                               

                                        

                                        

                                        

∆E = 30.5meV ∆E = 36.5meV/atom

Ni6

                        

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

                        

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

                        

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

(optimum) ∆E = 11.3meV/atom
∆E = 47.2meV/atom
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Σχήµα 8.14: Οι δοµές ισορροπίας των µικρών συσσωµατωµάτων Nin, n = 2 − 7, για τα διάφορα

κλασσικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης
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Κλασικά TBH
∆υναµικά

                        

                                        

                                

                                        

                                        

                                        

                          

                                        

                               

                                        

                                        

                                        

                       

                                        

                              

                                        

                                        

                                        

                    

                                        

                              

                                        

                                        

                                        

(Ι) (ΙΙ) (ΙΙΙ)

Σχήµα 8.15: Οι δοµές ισορροπίας των συσσωµατωµάτων Ni8, για τα διάφορα κλασσικά δυναµικά

(δοµές I, II και III) και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης (4η δοµή)

Ni3

Για όλα τα κλασικά δυναµικά η δοµή ισορροπίας του Ni3 είναι ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ενώ

η αντίστοιχη δοµή ισορροπίας που προκύπτει από την προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης

είναι ένα ισοσκελές τρίγωνο.

Ni4

Για όλα τα κλασικά δυναµικά η δοµή ισορροπίας του Ni4 είναι ένα κανονικό τετράεδρο. Η

αντίστοιχη δοµή ισορροπίας που προκύπτει από την προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης

είναι επίσης τετράεδρο (όχι όµως κανονικό), του οποίου η ϐάση είναι ένα ισόπλευρο τρίγωνο,

ενώ οι υπόλοιπες τρεις ακµές του είναι ίσες µεταξύ τους και έχουν διαφορετικό µήκος από

το µήκος των πλευρών του ισόπλευρου τριγώνου της ϐάσης.

Ni5

Για όλα τα κλασικά δυναµικά η δοµή ισορροπίας του Ni5 είναι µια τριγωνική διπυραµίδα

(εξάεδρο), µε ϐάση ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Τα υπόλοιπα µήκη των ακµών της διπυραµίδας

είναι ίσα µεταξύ τους, αλλά διαφορετικά από τα µήκη των πλευρών της ϐάσης της. Η αντί-

στοιχη δοµή ισορροπίας που προκύπτει από την προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης είναι

µια επίσης τριγωνική διπυραµίδα (εξάεδρο), της οποίας όµως η ϐάση είναι ένα ισοσκελές

τρίγωνο, ενώ από τις υπόλοιπες έξι ακµές της τριγωνικής διπυραµίδας οι δύο που έχουν

κοινή κορυφή µε τα δύο ίσα σκέλη του τριγώνου της ϐάσης της είναι ίσες µεταξύ τους και

επίσης ίσες µεταξύ τους είναι και οι υπόλοιπες τέσσερις ακµές.

Ωστόσο σε πολύ κοντινή ενεργειακά απόσταση από το ολικό ελάχιστο της ενέργειας

εµφανίζεται µια άλλη δοµή, σχεδόν ισοενεργειακή µε αυτή του ολικού ελαχίστου, της ο-

ποίας η ενέργεια συνοχής διαφέρει από αυτή του ολικού ελαχίστου µόνο κατά ∆E =
37.0meV/atom. Η δοµή αυτή ϕαίνεται στην εικόνα 8.14 κάτω από τη δοµή του ολικού

ελαχίστου. Το ενδιαφέρον µας για τη δοµή αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι αν δε λαµβάνα-

µε υπ΄ όψη τον όρο Ubond, η δοµή αυτή ϑα ήταν προτιµότερη ενεργειακά σε σχέση µε τη
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Ni2 Ni3 Ni4 Ni5 Ni6
Lennard  Jones 2.5615 2.5615 2.5615 2.5652c 2.5561h 2.5500

Morse 2.7930 2.7930 2.7930 2.8108c 2.7689h 2.7534

Erkoç I 2.2000 2.2000 2.2000 2.2105c 2.1856h 2.1752

Sutton  Chen I 2.0410 2.1627 2.2371 2.3097c 2.2543h 2.2897

Sutton  Chen II 2.2000 2.3308 2.4109 2.4891c 2.4295h 2.4676

Sutton  Chen III 2.1334 2.2343 2.2955 2.3531c 2.3092h 2.3356

Cleri  Rosato 2.2733 2.3279 2.3599 2.3970c 2.3574h 2.3695

Erkoç II 2.2000 2.2542 2.3364 2.5054c 2.3340h 2.4106

Erkoç III 2.2000 2.2057 2.2117 2.2279c 2.2004h 2.1955

Uppenbrink  Wales I 2.2250 2.2756 2.3272 2.3919c 2.3231h 2.3543

Uppenbrink  Wales II 2.5080 2.4995 2.4911 2.4878c 2.4845h 2.4739

Johnson 2.1238 2.2609 2.3370 2.4035c 2.3527h 2.3819

TBH I 2.2000 2.3097a 2.3532c 2.4827e 2.3969g ...

- 2.2903b 2.4581d 2.5218f 2.5084h ...

TBH II 2.5219i

Ni7 Ni8
Lennard  Jones 2.5652j 2.5449 2.5607 2.5687 2.5675 2.5520

2.5532 2.5366 2.5400 2.5396

2.5392 2.5460 2.5425

Morse 2.7477j 2.7576 2.7410 2.7656 2.7280 2.7033

Erkoç I 2.1766j 2.1764 2.1707 2.1851 2.1593 2.1413

Sutton  Chen I 2.2855j 2.3191 2.3133 2.2858 2.3078 2.3327

Sutton  Chen II 2.4631j 2.4993 2.4931 2.4634 2.4872 2.5140

Sutton  Chen III 2.3371j 2.3574 2.3538 2.3405 2.3487 2.3620

Cleri  Rosato 2.3638j 2.3790 2.3634 2.3761 2.3672 2.3739

Erkoç II 2.3136j 2.4900 2.3397 2.4138 - -

Erkoç III 2.1951j 2.1994 2.1904 2.2027 2.1832 2.1716

Uppenbrink  Wales I 2.3292j 2.3777 2.3281 2.3429 2.3577 2.3997

Uppenbrink  Wales II 2.4905j 2.4660 2.4855 2.4944 2.4850 2.4793

2.4692 2.4567 2.4622 2.4671

2.4592 2.4670 2.4630

Johnson 2.3873j 2.4048 2.4119 2.3838 2.3945 2.4024

Πίνακας 8.1: Μήκος δεσµών σε Å για τις δοµές ισορροπίας των µικρών συσσωµατωµάτων του

Νικελίου, όπως αυτό προκύπτει από τα διάφορα δυναµικά. Τα µήκη δεσµών στα Ni7 και Ni8, που

προκύπτουν από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, δεν αναφέρονται επειδή είναι όλοι διαφορετι-

κοί µεταξύ τους.
a ίσα σκέλη
b τρίτη πλευρά
c πλευρές ισόπλευρου τριγώνου της ϐάσης
d υπόλοιπες τρεις ακµές
e ίσα σκέλη της τριγωνικής ϐάσης
f τρίτη πλευρά της τριγωνικής ϐάσης
g ακµές µε κοινή κορυφή µε τα δύο ίσα σκέλη του τριγώνου της ϐάσης
h υπόλοιπες ακµές
i πλευρές κανονικού οκταέδρου
j πλευρές πενταγώνου της ϐάσης
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δοµή του ολικού ελαχίστου, αφού χωρίς τον όρο Ubond η ενέργεια ανά άτοµο της δοµής που

αντιστοιχεί στο τοπικό ελάχιστο είναι −1.391554eV ενώ η ενέργεια ανά άτοµο της δοµής

που αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο είναι −1.385392eV , διαφέροντας έτσι κατά 0.006eV ανά

άτοµο. Αυτό που κάνει προτιµότερη τη δοµή του εξαέδρου είναι ο όρος Ubond, που είναι

διαφορετικός για τις δύο δοµές, αφού η δοµή του εξαέδρου έχει 9 δεσµούς, ενώ η άλλη

δοµή έχει µόνο 8.

Ni6

Για όλα τα κλασικά δυναµικά η δοµή ισορροπίας του Ni6 είναι το κανονικό οκτάεδρο. Τα

µήκη των ακµών των δοµών αυτών ϕαίνονται στον πίνακα 8.1 στη στήλη Ni6 I. Στα πλαίσια

ωστόσο της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης η δοµή ισορροπίας του Ni6 δεν µπορεί επ΄

ακριβώς να προσδιοριστεί, αν είναι το κανονικό οκτάεδρο ή ένα παραµορφωµένο πρίσµα.

Ο λόγος είναι ο εξής : Τόσο το κανονικό οκτάεδρο, όσο και το παραµορφωµένο πρίσµα

(ϐλέπε εικόνα 8.14) είναι δοµές ισορροπίας. Για µεν το κανονικό οκτάεδρο η ενέργεια

συνοχής χωρίς τον όρο Ubond είναι ίση µε −1.43545eV/atom, ενώ µε τον όρο Ubond γίνε-

ται −0.71189eV/atom. Ο όρος Ubond υπολογίζεται ϑεωρώντας ότι ο αριθµός δεσµών είναι

nb = 12, δεδοµένου ότι οι δώδεκα ακµές του οκταέδρου (πρώτοι γείτονες) έχουν µήκος

ίσο µε 2.5219Å, ενώ οι δεύτεροι γείτονες έχουν απόσταση ίση µε 3.5665Å. Είναι εποµέ-

νως ξεκάθαρο ότι στην οκταεδρική δοµή η αλληλεπίδραση µεταξύ δεύτερων γειτόνων δεν

µπορεί να ϑεωρηθεί ως δεσµός και εποµένως οι δεσµοί είναι µόνο 12. Για δε το παρα-

µορφωµένο πρίσµα η ενέργεια συνοχής χωρίς τον όρο Ubond είναι ίση µε −1.44678eV/atom
και έχει 10 δεσµούς µε µήκος από 2.3733 µέχρι 2.4918Å, ενώ υπάρχουν και δύο ενδοα-

τοµικές αποστάσεις µε µήκος ίσο µε 3.1727Å. Το µήκος αυτό είναι πολύ κοντά στο µήκος

αποκοπής των 3Å κάτω απ΄ το οποίο ϑεωρούµε την ύπαρξη δεσµού και εποµένως δεν εί-

ναι σαφές αν οι δύο αυτές ενδοατοµικές αποστάσεις πρέπει να ϑεωρηθούν δεσµοί ή όχι.

Στην περίπτωση που δε ϑεωρήσουµε ως δεσµούς αυτές τις δύο αποστάσεις, τότε η δοµή

ϑα έχει 10 δεσµούς, η ενέργεια συνοχής (συµπεριλαµβανοµένου και του όρου Ubond) ϑα

είναι ίση µε −0.64631eV/atom και εποµένως η δοµή του οκταέδρου ϑα είναι προτιµητέα

ενεργειακά σε σχέση µε το παραµορφωµένο πρίσµα, έχοντας µια ενεργειακή διαφορά ίση

µε 65.6meV/atom. Στην περίπτωση όµως που ϑεωρήσουµε ότι οι δύο αυτές ενδοατοµικές

αποστάσεις αποτελούν δεσµούς, τότε οι δεσµοί αυξάνονται σε 12 και η ενέργεια συνοχής

(συµπεριλαµβανοµένου και του όρου Ubond) γίνεται ίση µε −0.72322eV/atom. Σ΄ αυτή την

περίπτωση η δοµή του παραµορφωµένου πρίσµατος είναι προτιµητέα ενεργειακά σε σχέση

µε τη δοµή του οκταέδρου, έχοντας µια ενεργειακή διαφορά ίση µε 11.3meV/atom, όση

και η ενεργειακή διαφορά των ενεργειών των δύο δοµών χωρίς τον όρο Ubond. Και στις δύο

περιπτώσεις η ενεργειακή διαφορά είναι πολύ µικρή, ώστε οι δοµές αυτές να µπορούν να

ϑεωρηθούν περίπου ισοενεργειακές.

Εκτός από τις δύο αυτές περίπου ισοενεργειακές δοµές ϐρήκαµε και άλλη µία που είναι

επίσης περίπου ισοενεργειακή µε τις δύο πρώτες. Η δοµή αυτή είναι η δοµή της cupped
πυραµίδας, διαθέτει 11 δεσµούς και ϕαίνεται στην εικόνα 8.14. Αξίζει να σηµειωθεί ότι

αν δεν λαµβάναµε υπ΄ όψη τον όρο Ubond, ϑα ήταν αυτή η δοµή που ϑα αντιστοιχούσε στο

ολικό ελάχιστο της ενέργειας, µιας και χωρίς τον όρο Ubond η ενέργειά της ανά άτοµο εί-
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ναι ίση µε −1.44757eV/atom. ΄Οµως µε τον όρο Ubond η ενέργεια συνοχής γίνεται ίση µε

−0.68400eV/atom και κατά συνέπεια δεν είναι η δοµή που αντιστοιχεί στο ολικό ελάχιστο

της ενέργειας. Η διαφορά των ενεργειών συνοχής µεταξύ της δοµής αυτής και της δοµής

του οκταέδρου είναι ίση µε 27.9meV , ενώ η αντίστοιχη διαφορά για τη δοµή του παρα-

µορφωµένου πρίσµατος (αν αυτό ϑεωρηθεί ως το ολικό ελάχιστο της ενέργειας) είναι ίση µε

39.2meV .

Το ερώτηµα που µπορεί να ϑέσει κανείς στη ϕάση αυτή, είναι αν οι δοµές του παρα-

µορφωµένου πρίσµατος και της capped πυραµίδας προβλέπονται επίσης από τα κλασικά

δυναµικά ως δοµές ισορροπίας, που ϑα αντιστοιχούσαν σε ένα τοπικό ελάχιστο της ενέρ-

γειας και αν υπάρχουν, πόση είναι η ενεργειακή τους διαφορά από την ενέργεια της ο-

κταεδρικής δοµής. Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα, ϐρήκαµε τις δοµές ισορροπίας, που

προκύπτουν από τα κλασικά δυναµικά µε απλό εφησυχασµό 9 των δοµές του παραµορφω-

µένου πρίσµατος και της capped πυραµίδας για το Ni6, όπως αυτές προκύπτουν από την

προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης. Χρησιµοποιήσαµε δηλαδή ως αρχικές δοµές της προσο-

µοίωσης µοριακής δυναµικής, την πρώτη ϕορά το παραµορφωµένο πρίσµα και τη δεύτερη

την capped πυραµίδα και πήραµε τις αντίστοιχες εφησυχασµένες δοµές που προέκυψαν

από το κάθε κλασικό δυναµικό. Εκείνο που ϐρήκαµε σε πρώτη ϕάση, όταν η αρχική δοµή

της προσοµοίωσης ήταν το παραµορφωµένο πρίσµα, ήταν ότι η εφησυχασµένη δοµή που

προέκυψε από όλα τα κλασικά δυναµικά εκτός των δυναµικών Cleri  Rosato, Erkoç I,
Erkoç II και Morse ήταν ίδια µε τη δοµή που ϕαίνεται στην εικόνα 8.14 κάτω από τη δοµή

του οκταέδρου και δεν είναι παραµορφωµένη όπως η αντίστοιχη δοµή που προκύπτει από

την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης. Η µορφή τους δε έπαψε να µοιάζει µε πρίσµα και

απέκτησε µια δοµή τριών κολληµένων τετραέδρων. Για ϐολικότητα ϑα ονοµάσουµε αυτή τη

δοµή τρι-τετράεδρο. Αντιθέτως οι εφησυχασµένες δοµές που προέκυψαν από τα δυναµικά

Cleri  Rosato, Erkoç I, Erkoç II και Morse ήταν οι οκταεδρικές δοµές που είχαµε ϐρει

νωρίτερα ως τις δοµές ελάχιστης ενέργειας. Για τα τέσσερα αυτά δυναµικά, των οποίων η

εφησυχασµένη δοµή προέκυψε να είναι το οκτάεδρο, ϐρήκαµε µε τον ίδιο τρόπο τις εφη-

συχασµένες δοµές, που προκύπτουν, χρησιµοποιώντας ως αρχική αυτή που προέκυψε στο

προηγούµενο ϐήµα από τον εφησυχασµό της δοµής που προέκυψε µε το δυναµικό Sutton
 Chen. Αυτό που ϐρήκαµε ήταν ότι η εφησυχασµένη δοµή που προέκυψε από το δυνα-

µικό Erkoç I ήταν η τρι-τετραεδρική δοµή, που είχαµε ϐρει από τα υπόλοιπα δυναµικά.

Αντιθέτως οι εφησυχασµένες δοµές που προέκυψαν από τα δυναµικά Cleri  Rosato, Erkoç
II και Morse συνέχισαν να είναι οι οκταεδρικές δοµές που αντιστοιχούν στο ολικό ελάχι-

στο της ενέργειας. Η ενέργεια συνοχής για τις εφησυχασµένες αυτές δοµές παρουσιάζεται

στη στήλη Ni6 II του πίνακα 8.2. Συγκρίνοντας τις ενέργειες συνοχής ανάµεσα στις οκτα-

εδρικές και τις πρισµατικές δοµές για το ίδιο δυναµικό, ϐρήκαµε ότι η ενεργειακή αυτή

διαφορά κυµαίνεται από 9meV (δυναµικό Uppenbrink  Walles I) µέχρι 50meV (δυναµικό

Uppenbrink  Walles II), ενώ για το δυναµικό Erkoç I η ενεργειακή αυτή διαφορά είναι

114meV .

Στη δεύτερη ϕάση κάναµε ακριβώς το ίδιο πράγµα, αλλά τώρα χρησιµοποιήσαµε ως

αρχική δοµή της προσοµοίωσης την capped πυραµίδα. Το αποτέλεσµα που ϐρήκαµε

9επίλυση εξισώσεων Νεύτωνα για τα άτοµα, µε σταδιακή µείωση των ταχυτήτων τους
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Ni2 Ni3 Ni4 Ni5
Lennard  Jones -0.25983 -0.51965 -0.77948 -0.94616

Morse -0.21395 -0.42790 -0.64185 -0.78490

Erkoç I -0.95000 -1.58820 -2.10992 -2.35290

Sutton  Chen I -2.11704 -2.51760 -2.78619 -2.92067

Sutton  Chen II -0.93300 -1.10953 -1.22790 -1.28716

Sutton  Chen III -1.63455 -2.05941 -2.35743 -2.51558

Cleri  Rosato -1.10412 -1.52128 -1.83499 -2.02284

Erkoç II -1.03500 -1.72551 -2.14434 -2.41841

Erkoç III -0.29609 -0.57871 -0.84809 -1.02305

Uppenbrink  Wales I -0.56800 -0.95077 -1.19916 -1.39848

Uppenbrink  Wales II -0.30650 -0.62983 -0.97077 -1.19059

Johnson -2.01094 -2.42332 -2.70958 -2.85165

TBH -0.93000 -0.21341 -0.46994 -0.614201

TBH (τοπικό ελάχιστο) -0.57718

µ 2 (0.666) 4 (1) 8 (1.666)

µ (τοπικό ελάχιστο) 6 (1.2)

Ni6 (a) Ni6 (b) Ni7 Ni8
Lennard  Jones -1.10097 -1.06554 -1.22530 -1.28750

Morse -0.93552 - -1.03164 -1.10963

Erkoç I -2.60110 -2.48755 -2.71023 -2.76386

Sutton  Chen I -3.04706 -3.00408 -3.11562 -3.16467

Sutton  Chen II -1.34287 -1.32393 -1.37308 -1.39470

Sutton  Chen III -2.66367 -2.61848 -2.74945 -2.81126

Cleri  Rosato -2.20389 - -2.31373 -2.40517

Erkoç II -2.67423 - -2.84758 -3.03016

Erkoç III -1.20006 -1.15153 -1.31440 -1.40232

Uppenbrink  Wales I -1.49876 -1.48976 -1.60812 -1.69145

Uppenbrink  Wales II -1.39848 -1.34892 -1.56745 -1.64912

Johnson -2.98255 -2.93759 -3.05878 -3.10185

TBH - -0.72322c -

TBH (τοπικό ελάχιστο) -0.71189a -

TBH (τοπικό ελάχιστο) - -0.64631d

TBH (τοπικό ελάχιστο) -0.68401e -

µ 12 (2)a 8 (1.333)c,d 8 (1.143) 8 (1)

µ (τοπικό ελάχιστο) 6 (1)e

Πίνακας 8.2: Ενέργεια συνοχής σε eV και µαγνητική ϱοπή µ σε µB για τις δοµές ισορροπίας των

µικρών συσσωµατωµάτων του Νικελίου, όπως αυτή προκύπτει από τα διάφορα κλασικά δυναµικά

και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης Η µαγνητική ϱοπή υπολογίζεται µόνο από την προσέγγιση

ισχυρής δέσµευσης. Μέσα σε παρένθεση είναι η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο.

a οκτάεδρο
b cupped τριγωνική διπυραµίδα (παραµορφωµένη για την TBH)
c παραµορφωµένη cupped τριγωνική διπυραµίδα µε nb = 12
d παραµορφωµένη cupped τριγωνική διπυραµίδα µε nb = 10
e cupped τετραγωνική πυραµίδα



8.4. ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚ�ΕΣ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚ�ΕΣ Ι∆Ι�ΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ NIN , N = 3− 8 287

ήταν ότι η δοµή της capped πυραµίδας δεν αποτελεί δοµή ισορροπίας για κανένα από τα

12 κλασικά δυναµικά, µε εξαίρεση το δυναµικό Uppenbrink  Wales I, για το οποίο η

ενέργεια συνοχής ϐρέθηκε να είναι ίση µε −1.47764eV , διαφέροντας έτσι από τη δοµή του

ολικού ελαχίστου κατά 21.1meV . Για όλα τα υπόλοιπα κλασικά δυναµικά η τελική δοµή

ισορροπίας ήταν η δοµή του τρι-τετράδερου, που είχαµε ϐρει προηγουµένως, µε εξαίρεση

τα δυναµικά Morse, Cleri  Rosato, Erkoç II και Erkoç III για τα οποία η δοµή ισορροπίας

ήταν το οκτάεδρο.

Το συµπέρασµα που προκύπτει λοιπόν από όλα αυτά, είναι ότι τα κλασικά δυναµικά µε

εξαίρεση το δυναµικό Uppenbrink  Wales I, δεν προβλέπουν και τις τρεις αυτές περίπου

ισοενεργειακές δοµές ισορροπίας, που προβλέπει η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης,

για την οποία µάλιστα είναι περίπου ισοενεργειακές. Ακόµα περισσότερο τα δυναµικά

Morse, Cleri  Rosato και Erkoç II δεν προβλέπουν καν ως δοµή ισορροπίας τη δοµή του

τρι-τετραέδρου. Αξίζει πάντως να σηµειωθεί ότι για όσα απ΄ αυτά η δοµή του τρι-τετραέδρου

είναι δοµή ισορροπίας, η δοµή αυτή είναι περίπου ισοενεργειακή µε τη δοµή του οκταέ-

δρου, όπως ακριβώς προβλέπει και η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης. Με ϐάση αυτές

τις παρατηρήσεις δεν µπορεί κανείς να πει µε ϐεβαιότητα αν ο ϕασικός χώρος του Ni6 που

προκύπτει από τα κλασικά δυναµικά, µοιάζει ή όχι µε τον αντίστοιχο ϕασικό χώρο που

προκύπτει από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, µε αποτέλεσµα να µην µπορεί να είναι

κανείς σίγουρος αν τα συµπεράσµατα που εξάγει από από τα κλασικά δυναµικά για το Ni6
ϑα µπορούσαν να αντικαταστήσουν τα συµπεράσµατα που προκύπτουν µε της προσέγγιση

της ισχυρής δέσµευσης.

Ni7

Για όλα τα κλασικά δυναµικά η δοµή ισορροπίας του Ni7 είναι µια πενταγωνική διπυρα-

µίδα, µε ϐάση ένα κανονικό πεντάγωνο. Τα υπόλοιπα µήκη των ακµών της διπυραµίδας

είναι ίσα µεταξύ τους, αλλά διαφορετικά από τα µήκη των πλευρών της ϐάσης της. Ωστόσο

µε εφησυχασµό άλλων αρχικών δοµών µε την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, ϐρήκαµε

ότι υπάρχουν και άλλες δοµές µε παραπλήσιες ενέργειες µε αυτή της κατάστασης ισορρο-

πίας, που ελαχιστοποιούν την ενέργεια. Στην εικόνα 8.14 δείχνουµε επιπλέον τρεις τέτοιες

δοµές για το Ni7 των οποίων η ενέργεια διαφέρει λιγότερο από 0.05eV/atom και εποµένως

πρακτικά είναι ισοενεργειακές δοµές µε τη δοµή ισορροπίας. Αντίστοιχες τέτοιες δοµές

εµφανίζονται και στον εφησυχασµό µε τα 12 κλασικά δυναµικά. Ωστόσο η ενεργειακή δια-

ϕορά των δοµών αυτών από την κατάσταση ισορροπίας είναι πολύ µεγαλύτερη, ώστε να µην

µπορούν να χαρακτηριστούν ισοενεργειακές.

Σε ότι αφορά το Ni7 αξίζει να σηµειωθεί ότι οι Nayak et al. [277] χρησιµοποιώντας µο-

ϱιακή δυναµική µε µια αυτοσυνεπή µέθοδο γραµµικού συνδυασµού ατοµικών τροχιακών

(SCFLCAO) και την προσέγγιση τοπικής πυκνότητας (LDA) µε το ϕορµαλισµό του συναρτη-

σοειδούς της πυκνότητας (DFT), είχαν ϐρει ότι το Ni7 εµφανίζει δύο περίπου ισοενεργειακές

δοµές ισορροπίας που είναι η πενταγωνική διπυραµίδα και το capped οκτάεδρο. Για τις

δύο δοµές αυτές ϐρήκαν ότι εµφάνιζαν την ίδια µαγνητική ϱοπή, που ήταν ίση µε 1.14µB

ανά άτοµο. Παρ΄ όλα αυτά η ελαχιστοποίηση των δοµών αυτών έγινε µε τον περιορισµό των

δοµών αυτών στις συµµετρίες D5h και C3v, πράγµα που αφήνει πολλά περιθώρια σφάλ-
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µατος, αφού πιθανές παραµορφώσεις τύπου Jahn  Teller δεν λαµβάνονται υπ΄ όψη µε

την επιβολή συγκεκριµένων περιορισµών στη συµµετρία του συσσωµατώµατος. Η ενέργεια

συνοχής που ϐρήκαν για τις δύο δοµές ήταν αντίστοιχα 3.65eV και 3.7eV . Ας σηµειωθεί

ότι η τρίτη δοµή που ϐρήκαµε µε την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης ως δοµή ισορροπίας

(ϐλέπε εικόνα 8.14) µοιάζει µε µια παραµορφωµένη δοµή capped οκταέδρου, όπως ϐρήκαν

οι Nayak et al..

Ni8

Σε ότι αφορά το Ni8,τα πράγµατα είναι τελείως διαφορετικά. Για όλα τα κλασικά δυναµικά

εκτός από τα δυναµικά Lennard  Jones, Erkoç II και Uppenbrink  Wales II, η δοµή

ισορροπίας του Ni8 είναι αυτή που ϕαίνεται στην εικόνα 8.15 (I). Η δοµή αυτή έχει τέσσερα

διαφορετικά µήκη δεσµών, τα οποία ϕαίνονται στον πίνακα 8.1. Η δοµή ισορροπίας για

τα δυναµικά Lennard  Jones και Uppenbrink  Wales II είναι αυτή που ϕαίνεται στην

εικόνα 8.15 (II) και χαρακτηρίζεται από έντεκα διαφορετικά µήκη δεσµών, που ϕαίνονται

στον πίνακα 8.1. Τέλος η δοµή ισορροπίας για το δυναµικό Erkoç II ϕαίνεται στην εικόνα

8.15 (III) και χαρακτηρίζεται από δύο µόνο διαφορετικά µήκη δεσµών, τα οποία επίσης

ϕαίνονται στον πίνακα 8.1.

Ας σηµειωθεί ότι για το δυναµικό Uppenbrink  Wales I η δοµή (II) της εικόνας 8.15

ελαχιστοποιεί και αυτή την ενέργεια και µάλιστα η δοµή αυτή είναι σχεδόν ισοενεργειακή

µε τη δοµή (I) της ίδια εικόνας. Η διαφορά της ενέργειας συνοχής ανάµεσα σ΄ αυτές τις δύο

δοµές είναι ∆E = 7.89meV .

Σε ότι αφορά την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, η δοµή ισορροπίας που προβλέπεται

είναι η τέταρτη κατά σειρά δοµή, που ϕαίνεται στην εικόνα 8.15.

8.4.2 Θερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni3

Στις εικόνες 8.16 και 8.17 δείχνουµε τη µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni3 ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας. ΄Οπως ϕαίνεται στην εικόνα 8.17 η ενέργεια ως συνάρτηση της ϑερµο-

κρασίας, µέχρι τη ϑερµοκρασία των 400oK περίπου είναι σχεδόν ίδια για όλα τα δυναµικά.

Υπάρχουν όµως κάποιες διαφοροποιήσεις µετά απ΄ αυτή τη ϑερµοκρασία. Από την εικόνα

8.16 ϑα µπορούσε κανείς να πει ότι για τις µεγαλύτερες αυτές ϑερµοκρασίες, πιο κοντά

στην καµπύλη ενέργειας που δίνει η προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης ϐρίσκονται οι καµ-

πύλες της ενέργειας που προέρχονται από τα δυναµικά Sutton  Chen II, Cleri  Rosato,
Erkoç II και Uppenbrink  Wales II.

Στις εικόνες 8.18 και 8.19 δείχνουµε την ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο του Ni3 ως συ-

νάρτηση της ϑερµοκρασίας. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς από την εικόνα 8.19, δε ϕαίνεται

να υπάρχουν πολλές οµοιότητες στις προβλέψεις των διάφορων δυναµικών σε χαµηλές

ϑερµοκρασίες. Σε µεγαλύτερες όµως ϑερµοκρασίες ϕαίνεται να υπάρχει ίδια περίπου συµ-

περιφορά ανάµεσα στις προβλέψεις της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης και του δυναµικού

Sutton  Chen II (ϐλέπε εικόνα 8.18).

Στην εικόνα 8.20 παρουσιάζουµε το δείκτη Lindemann δ για το Ni3 ως συνάρτηση της

ϑερµοκρασίας T . ΄Οπως ϕαίνεται από την εικόνα αυτή, τα αποτελέσµατα της προσέγγισης



8.4. ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚ�ΕΣ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚ�ΕΣ Ι∆Ι�ΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ NIN , N = 3− 8 289

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temperature (

o
K)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

E
ne

rg
y 

(e
V

)

Lennard-Jones
Morse
Erkoc I
Sutton - Chen I
Sutton - Chen II
Sutton - Chen III
Cleri - Rosato
Erkoc II
Erkoc III
Uppenbrink - Wales I
Uppenbrink - Wales II
Johnson
TBH

Σχήµα 8.16: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni3 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.17: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni3 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για µικρές

ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.18: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni3 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.19: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni3 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για

µικρές ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.20: Ο δείκτης Lindemann δ για το Ni3 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

ισχυρής δέσµευσης σχετικά µε το δείκτη Lindemann,είναι πιο κοντά στα αποτελέσµατα των

δυναµικών Cleri  Rosato, Erkoç III, Uppenbrink  Wales I και Uppenbrink  Wales II.

8.4.3 Θερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni4

Στις εικόνες 8.21 και 8.22 δείχνουµε τη µέση ενέργεια ανά άτοµο ως συνάρτηση της ϑερ-

µοκρασίας και στις εικόνες 8.23 και 8.24 την ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας για το Ni4. Από την εικόνα 8.21 ϕαίνεται ότι σε γενικές γραµµές όλα τα

κλασικά δυναµικά ακολουθούν την ίδια περίπου εξάρτηση από τη ϑερµοκρασία , µέχρι τη

ϑερµοκρασία των 1100oK, για την οποία το Ni4 παραµένει χωρίς να διασπαστεί σε κοµµά-

τια, σύµφωνα µε την πρόβλεψη της προσέγγισης ισχυρή δέσµευσης. Σε σχέση µε αυτή την

εικόνα διαφοροποιούνται ελαφρώς οι προβλέψεις των δυναµικών Lennard  Jones, Morse
και Erkoç I. Πάντως σε µικρότερες ϑερµοκρασίες (ϐλέπε εικόνα 8.22) ϕαίνεται οι καµπύλες

της ενέργειας να ταυτίζονται για όλα τα δυναµικά µέχρι τη ϑερµοκρασία των 100 µε 150oK
περίπου, αλλά µετά διαφοροποιείται η καµπύλη που προκύπτει από την προσέγγιση ισχυ-

ϱής δέσµευσης καθώς επίσης και οι καµπύλες που προκύπτουν από τα δυναµικά Sutton 
Chen II και Uppenbrink  Wales I, για τα οποία όµως παρατηρούµε µια οµοιότητα σε ότι

αφορά την εµφάνιση µιας κορυφής για την ειδική ϑερµότητα στη ϑερµοκρασιακή περιοχή

ανάµεσα στους 400− 500oK περίπου (ϐλέπε εικόνες 8.23 και 8.24).

Η οµοιότητα αυτή αντικατοπτρίζεται και στο δείκτη Lindemann, όπως εξ άλλου ϑα

περίµενε κανείς, ο οποίος απεικονίζεται στην εικόνα 8.25.
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Σχήµα 8.21: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni4 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.22: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni4 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για µικρές

ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.23: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni4 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.24: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni4 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για

µικρές ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.25: Ο δείκτης Lindemann δ για το Ni4 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.26: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni5 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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8.4.4 Θερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni5

΄Οπως είπαµε νωρίτερα η δοµή ισορροπίας του Ni5, όπως προβλέπεται από την προσέγ-

γιση ισχυρής δέσµευσης, είναι µια τριγωνική διπυραµίδα, αλλά υπάρχει και µια σχεδόν

ισοενεργειακή δοµή για την οποία αν δεν λαµβάναµε υπ΄ όψη τον όρο Ubond, τότε αυτή η

δοµή ϑα αντιστοιχούσε στο ολικό ελάχιστο της ενέργειας και όχι η τριγωνική διπυραµίδα.

Αυτό δηµιουργεί ένα µικρό πρόβληµα στη µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων, επειδή

στα πλαίσια της µεθόδου µας, δε λαµβάνουµε υπ΄ όψη δυνάµεις προερχόµενες από τον όρο

Ubond. Υπενθυµίζουµε ότι χωρίς τον όρο Ubond οι δύο δοµές διαφέρουν ενεργειακά µόνο κατά

0.006eV ανά άτοµο και κατά συνέπεια η προσοµοίωση µοριακή δυναµικής που κάνουµε.

τις αναγνωρίζει ως πρακτικώς ισοενεργειακές δοµές. Πολύ εύκολα λοιπόν η µία δοµή ϑα

µπορούσε να µετατραπεί στην άλλη, αν δεν υπήρχε κάποιο µεγάλο ϕράγµα δυναµικού, που

να µην επέτρεπε την ῾῾επικοινωνία᾿᾿ ανάµεσα στις δοµές αυτές. Σε πρακτικό επίπεδο αυτό

που είδαµε ξεκινώντας τις προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής για χαµηλές ϑερµοκρασίες,

είναι ότι αν ξεκινήσουµε την προσοµοίωση χρησιµοποιώντας ως αρχική δοµή τη δοµή της

τριγωνικής διπυραµίδας, τότε η δοµή αυτή διατηρείται κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης

µέχρι τη ϑερµοκρασία των 50oK περίπου. Μετά όµως απ΄ αυτή τη ϑερµοκρασία η µία δοµή

µετατρέπεται στην άλλη και δεν υπάρχει καµιά διαφοροποίηση στη δυναµική ανεξάρτητα

από το αν η δυναµική ξεκινάει µε τη µία ή την άλλη δοµή. Αυτό αποτελεί µια ισχυρότα-

τη ένδειξη ότι δεν υπάρχει κάποιο ψηλό ϕράγµα δυναµικού ανάµεσα στις δύο δοµές και

δεδοµένου ότι οι δύο δοµές ελάχιστα απέχουν ενεργειακά χωρίς τον όρο Ubond, ο ϕασι-

κός χώρος των δύο δοµών είναι ο ίδιος. Κατά συνέπεια ϑα ήταν καλό να αποφύγουµε να

εµπιστευθούµε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης σε πολύ µικρές ϑερµοκρασίες, χωρίς

όµως να έχουµε πρόβληµα να τα εµπιστευθούµε σε µεγαλύτερες. Τέλος αυτό που είδαµε

να συµβαίνει κατά τη διάρκεια των προσοµοιώσεων µοριακής δυναµικής για ϑερµοκρασίες

µεγαλύτερες από περίπου 50K, είναι να µετατρέπεται η δοµή του τοπικού ελαχίστου στη

δοµή του ολικού ελαχίστου, όταν το άτοµο που συνδέεται µε τους δύο δεσµούς της κορυφή

(ϐλέπε εικόνα 8.14), ταλαντώνεται αριστερά - δεξιά, δηµιουργώντας ένα τρίτο δεσµό µε το

τρίτο άτοµο της τριγωνικής ϐάσης. Αντίστροφα η δοµή ολικού ελαχίστου µετατρέπεται στη

δοµή τοπικού ελαχίστου, µε το σπάσιµο ενός από τους δεσµούς που συνδέουν τα δύο άτοµα

των κορυφών της τριγωνικής διπυραµίδας.

Εκτός όµως από το πρόβληµα που αναφέραµε παραπάνω, υπήρχε και ένα άλλο. Επειδή

η απόσταση ανάµεσα στα άτοµα των κορυφών των πυραµίδων απέχουν περίπου 4.01 Å, η

επιλογή της απόστασης αποκοπής για την ισχύ των αλληλεπιδράσεων ίση µε Rcut = 4Å
(όπως έχουµε κάνει στις άλλες περιπτώσεις), ϑα είχε ως αποτέλεσµα να εµφανιστούν ασυ-

νεχείς διαφοροποιήσεις στην ενέργεια, όταν η ενδοατοµική απόσταση των ατόµων αυτών,

ενώ ϑα ήταν µεγαλύτερη από 4Å, στη συνέχεια ϑα γινόταν µικρότερη και αντιστρόφως κατά

τη διάρκεια της προσοµοίωσης. Επειδή η ενδοατοµική απόσταση είναι πολύ κοντά στην

απόσταση αποκοπής της ισχύος των αλληλεπιδράσεων (διαφέρει κατά µόνο 0.01Å), οι α-

συνεχείς αυτές διαφοροποιήσεις στην ενέργεια ϑα εµφανιστούν πολύ έντονα σε χαµηλές

ϑερµοκρασίες και ϑα επηρεάσουν το τελικό αποτέλεσµα, αφού ούτως ή άλλως οι µεταβολές

της ενέργειας για µικρές ϑερµοκρασίες ϑα είναι µικρές και εποµένως συγκρίσιµες µε αυτές

που ϑα προκύψουν από τις διαφοροποιήσεις λόγω αυτών των ασυνεχειών. Σε µεγαλύτερες
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Σχήµα 8.27: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni5 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για µικρές

ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.28: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni5 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.29: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni5 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για

µικρές ϑερµοκρασίες.

0 1000 2000 3000
Temperature (

o
K)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Li
nd

em
an

n 
In

de
x 

(δ
)

Lennard - Jones
Morse
Erkoc I
Sutton - Chen I
Sutton - Chen II
Sutton - Chen III
Cleri - Rosato
Erkoc II
Erkoc III
Uppenbrink - Wales I
Uppenbrink - Wales II
Johnson 
TBH

Σχήµα 8.30: Ο δείκτης Lindemann δ για το Ni5 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.31: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni6 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

ϑερµοκρασίες οι ασυνέχειες αυτές δεν επιφέρουν σηµαντικές µεταβολές στο τελικό αποτέλε-

σµα. Προκειµένου να αποφύγουµε τέτοια προβλήµατα σε µικρές ϑερµοκρασίες επιλέξαµε

µια απόσταση αποκοπής Rcut, για την ισχύ των αλληλεπιδράσεων, ίση µε Rcut = 3.8Å. ΄Ετσι

αποφεύγουµε τις ασυνεχείς διαφοροποιήσεις στην ενέργεια από τις µεταβολές αυτής της

απόστασης, που δε ϑα συνοδεύεται από ανάλογη δύναµη κατά την προσοµοίωση.

Στις εικόνες 8.26 και 8.27 δείχνουµε τη µέση ενέργεια ανά άτοµο για το Ni5. ΄Οπως

µπορούµε να δούµε σ΄ αυτές τις εικόνες, τα αποτελέσµατα για την ενέργεια από την προσέγ-

γιση της ισχυρής δέσµευσης διαφοροποιούνται πολύ γρήγορα (µετά τα 50K περίπου), κάτι

που οφείλεται στη µετάβαση στο τοπικό ελάχιστο στην οποία αναφερθήκαµε παραπάνω.

Αυτό µας δυσχεραίνει τη σύγκριση µεταξύ των καµπυλών. Αν δούµε όµως τις αντίστοιχες

καµπύλες της ειδικής ϑερµότητας ανά άτοµο, οι οποίες ϕαίνονται στις εικόνες 8.28 και

8.29, ϑα διαπιστώσουµε ότι ούτε και σε µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες υπάρχει κάποια σύµ-

πτωση των καµπυλών µε τα αποτελέσµατα της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης. Ωστόσο ο

δείκτης Lindemann που προκύπτει από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, ϕαίνεται να

είναι περίπου ίδιος µε αυτό που προκύπτει από το δυναµικό Sutton  Chen II, τουλάχι-

στον για ϑερµοκρασίες από T = 0 µέχρι και λίγο µετά τη ϑερµοκρασία τήξης. Ο δείκτης

Lindemann ϕαίνεται στην εικόνα 8.30.

8.4.5 Θερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni6

΄Οπως και στην περίπτωση της δοµής του Ni5, στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέ-

σµευσης, µελετούµε τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες της δοµής που έχει τη µικρότερη ενέρ-

γεια συνοχής χωρίς τον όρο Ubond, δηλαδή της δοµής του παραµορφωµένου πρίσµατος

(capped τριγωνική διπυραµίδα), δεδοµένου ότι η διαφοροποίηση από την πραγµατικότητα
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Σχήµα 8.32: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni6 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για µικρές

ϑερµοκρασίες.

ϑα συµβεί µόνο σε χαµηλές ϑερµοκρασίες, αφού µετά από µια ϑερµοκρασία ο ϕασικός

χώρος των δύο δοµών γίνεται ενιαίος. Μάλιστα αυτό που είδαµε είναι ότι µετά από κάποια

ϑερµοκρασία, οι δύο δοµές εναλλάσσονται κατά την προσοµοίωση. ΄Ετσι σε ότι αφορά τα

κλασικά δυναµικά το οκτάεδρο µετατρέπεται σε capped τριγωνική διπυραµίδα, όταν δύο

αντιδιαµετρικά άτοµα του οκταέδρου πλησιάσουν κοντά και κάνουν δεσµό, µε ταυτόχρονο

σπάσιµο ενός από τους δεσµούς που υπάρχουν µεταξύ των τεσσάρων άλλων ατόµων της

δοµής. Από την άλλη η capped τριγωνική διπυραµίδα µετατρέπεται σε οκτάεδρο κατά την

ακριβώς αντίστροφη πορεία.

Από τις εικόνες 8.31 και 8.32, που µας δείχνουν την ενέργεια ανά άτοµο ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας, παρατηρούµε ότι λίγο ως πολύ όλα τα κλασικά δυναµικά δίνουν την

ίδια καµπύλη για την ενέργεια ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, µε εξαίρεση τα δυναµικά

Erkoç I, Erkoç II και Uppenbrink  Wales II. Η αντίστοιχη καµπύλη, που προκύπτει από

την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, είναι επίσης διαφορετική από αυτές των κλασικών δυ-

ναµικών. Ωστόσο για ϑερµοκρασίες µέχρι και 500K περίπου οι καµπύλες της ενέργειας

από όλα τα κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, δείχνουν να έχουν

την ίδια τάση, παρ΄ όλο που για ϑερµοκρασίες µεγαλύτερες από 200K περίπου οι καµπύλες

που προκύπτουν από τα δυναµικά Sutton  Chen II και Uppenbrink  Wales I δείχνουν να

διαφοροποιούνται ελαφρώς. ΄Ολες αυτές οι διαφοροποιήσεις ϕαίνονται πολύ πιο έντονα

στις εικόνες 8.33 και 8.34 στις οποίες παρουσιάζουµε την ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο για

το Ni6 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , όπως προκύπτει µε χρήση της µεθόδου των πολ-

λαπλών ιστογραµµάτων. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς οι µοναδικές καµπύλες που ϕαίνεται

κάπως να συµφωνούν µεταξύ τους είναι αυτές που προέρχονται από τα δυναµικά Sutton 
Chen I, Sutton  Chen III, Cleri  Rosato και Johnson. Ωστόσο σε χαµηλές ϑερµοκρασίες
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Σχήµα 8.33: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni6 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.34: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni6 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για

µικρές ϑερµοκρασίες.



8.4. ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚ�ΕΣ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚ�ΕΣ Ι∆Ι�ΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ NIN , N = 3− 8 301

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temperature (

o
K)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Li
nd

em
an

n 
In

de
x 

δ
Lennard - Jones
Morse
Erkoc I
Sutton - Chen I
Sutton - Chen II
Sutton - Chen III
Cleri - Rosato
Erkoc II
Erkoc III
Uppenbrink - Wales I
Uppenbrink - Wales II
Johnson
TBH

Σχήµα 8.35: Ο δείκτης Lindemann δ για το Ni6 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

µέχρι και 100K περίπου όλες οι καµπύλες που προέρχονται από τα κλασικά δυναµικά

δείχνουν να είναι περίπου ίδιες, ενώ η καµπύλη που προέρχεται από την προσέγγιση ι-

σχυρής δέσµευσης διαφοροποιείται απ΄ αυτές µετά τους 40K περίπου. Παρ΄ όλα αυτά η

εµφάνιση των µεγίστων και των ελαχίστων αυτών των καµπυλών εµφανίζεται στην ίδια ϑέση

περίπου για όλα τα κλασικά δυναµικά και για την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης µέχρι

τη ϑερµοκρασία των 300K περίπου, µε εξαίρεση τα δυναµικά Uppenbrink  Wales I και

Sutton  Chen I. Κατά συνέπεια πιθανές αλλαγές ϕάσης, που συνδέονται µε την εµφάνι-

ση αυτών των µεγίστων στην καµπύλη της ειδικής ϑερµότητας, προβλέπονται εξ ίσου από

όλα αυτά τα δυναµικά µέχρι τη ϑερµοκρασία των 300K. Κατά τα άλλα, οι καµπύλες που

προέρχονται από τα δυναµικά Morse, Sutton  Chen I, Sutton  Chen III, Cleri  Rosato,
Erkoç III και Johnson ϕαίνεται να έχουν καλή σύµπτωση µέχρι τη ϑερµοκρασία των 620K
περίπου, αλλά όπως είδαµε, σε υψηλότερες ϑερµοκρασίες οι καµπύλες που προέρχονται

από τα δυναµικά Morse και Erkoç III διαφοροποιούνται.

Στην εικόνα 8.35 παρουσιάζουµε το δείκτη Lindemann δ για το Ni6 ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας T . ΄Οπως µπορούµε να δούµε, σε συνδυασµό µε τις καµπύλες της

ειδικής ϑερµότητας, η αλλαγή ϕάσης από τη στερεή στην υγρή ϕάση προβλέπεται από την

προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης σε πολύ χαµηλότερη ϑερµοκρασία απ΄ ότι όλα τα κλασικά

δυναµικά, των οποίων οι προβλέψεις δε συµφωνούν όλων µεταξύ τους. Παρ΄ όλα αυτά

ϕαίνεται από το γράφηµα αυτό να υπάρχει µια περίπου σύµπτωση των προβλέψεων για

τη ϑερµοκρασία αλλαγή ϕάσης από τα δυναµικά Lennard  Jones, Morse, Sutton  Chen
I, Sutton  Chen III, Cleri  Rosato, Erkoç III και Johnson. ΄Οπως ϕαίνεται από το ίδιο

γράφηµα, η πρόβλεψη της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης προσεγγίζεται καλύτερα από

τα δυναµικά Uppenbrink  Wales και Sutton  Chen II.
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Σχήµα 8.36: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni7 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

8.4.6 Θερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni7

΄Οπως µπορεί να δει κανείς, οι καµπύλες της ενέργειας ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας για

όλα τα κλασικά δυναµικά και της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης ϕαίνονται να ταυτίζονται

µέχρι τη ϑερµοκρασία των 130K περίπου. Στη συνέχεια αρχίζουν να διαφοροποιούνται.

Συνεχίζει όµως να υπάρχει µια πολύ καλή ταύτιση µεταξύ των δυναµικών Sutton  Chen
II και Uppenbrink  Wales I µέχρι τη ϑερµοκρασία των 900K περίπου, των δυναµικών

Lennard  Jones και Johnson µέχρι τη ϑερµοκρασία των 800K περίπου και των δυναµικών

Morse, Sutton  Chen I, Sutton  Chen III και Cleri  Rorato µέχρι τη ϑερµοκρασία των

900K περίπου. Σε ότι αφορά την αντίστοιχη καµπύλη της ενέργειας που προκύπτει από

την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, η καµπύλη αυτή δε ϕαίνεται να ταυτίζεται µε καµιά

καµπύλη µετά τη ϑερµοκρασία των 130K περίπου και όπως µπορεί να δει κανείς στην

εικόνα 8.36, µετά τη ϑερµοκρασία των 550K περίπου τέµνει τις αντίστοιχες καµπύλες, που

προκύπτουν από τα κλασικά δυναµικά.

΄Οπως µπορεί να δει κανείς και σε αυτές τις εικόνες, ισχύουν περίπου τα ίδια πράγµατα

όπως και µε τις καµπύλες της ενέργειας. Σε ότι αφορά την καµπύλη που προκύπτει από

την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, η καµπύλη αυτή προσεγγίζει τις αντίστοιχες καµπύλες

που προκύπτουν από τα περισσότερα κλασικά δυναµικά (εξαίρεση αποτελούν τα δυναµικά

Sutton  Chen II, Erkoç I και Erkoç II) σε χαµηλές ϑερµοκρασίες (µέχρι 130K περίπου),

αλλά µετά η καµπύλη διαφοροποιείται από τις αντίστοιχες καµπύλες των κλασικών δυνα-

µικών.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι από τον υπολογισµό της ενέργειας και του δείκτη Lindemann
δ ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας για το Ni7 µε το δυναµικό Sutton  Chen, που είχε

γίνει από τους Nayak et al. [277] µε µοριακή δυναµική στα πλαίσια της µικροκανονικής

συλλογής, προκύπτουν τα ίδια αποτελέσµατα αυτά, µε αυτά που ϐρίσκουµε κι εµείς εδώ.
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Σχήµα 8.37: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni7 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για µικρές

ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.38: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni7 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.39: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni7 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για

µικρές ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.40: Ο δείκτης Lindemann δ για το Ni7 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.41: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni8 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

8.4.7 Θερµοδυναµικές ιδιότητες του Ni8

΄Οπως µπορεί να δει κανείς στις εικόνες 8.41 και 8.42, οι καµπύλες της ενέργειας ως

συνάρτηση της ϑερµοκρασίας για όλα τα κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης ϕαίνονται να ταυτίζονται µέχρι τη ϑερµοκρασία των 100K περίπου, ενώ στη

συνέχεια αρχίζουν να διαφοροποιούνται. Υπάρχει ωστόσο µια πολύ καλή σύµπτωση ανά-

µεσα στην καµπύλη της ενέργειας που προκύπτει από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης

και αυτές που προκύπτουν από τα δυναµικά Sutton  Chen II και Uppenbrink  Wales
I µέχρι τη ϑερµοκρασία των 500K περίπου. Επίσης µέχρι περίπου 1500K υπάρχει µια

σχετική σύµπτωση µεταξύ των καµπυλών της ενέργειας για τα δυναµικά LennardJones,
Morse, Sutton  Chen I, Cleri  Rosato και Jonhson. Αυτό ϕαίνεται και από τις αντίστοιχες

καµπύλες της ειδικής ϑερµότητας, οι οποίες παρουσιάζονται στις εικόνες 8.43 και 8.44.

Τέλος στην εικόνα 8.45 παρουσιάζουµε το δείκτη Lindeman ως συνάρτηση της ϑερµο-

κρασίας. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς σ΄ αυτή την εικόνα, η ϑερµοκρασία τήξης (όπως αυτή

προσδιορίζεται από το κριτήριο Lindeman), που προβλέπεται από την προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης είναι µικρότερη απ΄ όλες τις αντίστοιχες προβλέψεις των κλασικών δυναµικών

και συµπίπτει µε τη ϑερµοκρασία τήξης που προβλέπεται από το δυναµικό Erkoç II.

8.4.8 Θερµοκρασία τήξης Tm

Στην εικόνα 8.46 ϐλέπουµε τη ϑερµοκρασία τήξης Tm των µικρών συσσωµατωµάτων Nin,
n = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 13 ως ῾῾συνάρτηση᾿᾿ των 12 κλασικών δυναµικών και της προσέγγισης

ισχυρής δέσµευσης. Οµοίως στην εικόνα 8.47 ϐλέπουµε και πάλι τη ϑερµοκρασία τήξης Tm
από µια άλλη οπτική γωνία, ως συνάρτηση του αριθµού των ατόµων κάθε συσσωµατώµατος

για τα 12 κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.
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Σχήµα 8.42: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni8 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για µικρές

ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.43: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni8 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 8.44: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni8 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για

µικρές ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 8.45: Ο δείκτης Lindemann δ για το Ni8 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Αυτό που µπορεί να δει κανείς από την εικόνα 8.46, είναι ότι σε γενικές γραµµές η συµ-

περιφορά της ϑερµοκρασία τήξης, ανεξαρτήτως του αριθµού ατόµων των συσσωµατωµάτων,

έχει άµεση εξάρτηση από την επιλογή του δυναµικού. Για παράδειγµα το δυναµικό Erkoç
I προβλέπει πάντα υψηλές ϑερµοκρασίες τήξης, ενώ το Erkoç II χαµηλές και οι ϑερµοκρα-

σίες τήξης που προβλέπονται από το δυναµικό Lennard  Jones, είναι πάντα υψηλότερες

από αυτές που προβλέπει το δυναµικό Morse. Υπάρχουν όµως και αποκλίσεις απ΄ αυτό

τον κανόνα, π.χ. η ϑερµοκρασία τήξη του Ni3, που προβλέπεται από το δυναµικό Erkoç
II, ακολουθεί διαφορετική πορεία από αυτή που ακολουθούν οι ϑερµοκρασίες τήξης που

προβλέπονται από τα άλλα δυναµικά για το ίδιο συσσωµάτωµα. Αν δεχτούµε ότι το µέγεθος

των ενδοατοµικών δυνάµεων για κάθε διαφορετικό δυναµικό είναι ανάλογο του δυναµικού,

τότε η παραπάνω παρατήρηση–κανόνας συνάδει απόλυτα µε τα συµπεράσµατα των Yur
tsever και Calvo [375], σύµφωνα µε τα οποία όσο αυξάνει το µέγεθος των ενδοατοµικών

δυνάµεων, τόσο η ϑερµοκρασία τήξης µειώνεται, αλλά και µε τα συµπεράσµατα των Longo
et al [376], σύµφωνα µε τα οποία η τιµή της ϑερµοκρασίας τήξης των συσσωµατωµάτων

εξαρτάται ισχυρά από την παραµετροποίηση του δυναµικού που χρησιµοποιείται.

Κοιτώντας επίσης την εικόνα 8.47 µπορεί να δει κανείς ότι το ανεβοκατέβασµα της τι-

µής της ϑερµοκρασίας τήξης από συσσωµάτωµα σε συσσωµάτωµα προβλέπεται σε γενικές

γραµµές από όλα τα δυναµικά µε κάποιες εξαιρέσεις. ΄Ετσι ϐλέπουµε το Ni3 να έχει υ-

ψηλότερη ϑερµοκρασία τήξης απ΄ ότι το Ni4, το οποίο έχει επίσης υψηλότερη ϑερµοκρασία

τήξης απ΄ ότι το Ni5. Στη συνέχεια υπάρχει µια ασυµφωνία µεταξύ των κλασικών δυναµικών

κατά πόσο η ϑερµοκρασία τήξης του Ni6 είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη απ΄ αυτή του Ni5,
(άλλα τη δείχνουν να αυξάνεται και άλλα να µειώνεται), ενώ η πρόβλεψη της προσέγγισης

ισχυρής δέσµευσης είναι ότι µειώνεται ελαφρά κατά 10oK περίπου. Η πορεία στη συνέχεια

για τη ϑερµοκρασία τήξης είναι αυξητική για το Ni7 και στη συνέχεια πτωτική για το Ni8,
ενώ σε σχέση µε το Ni8 η ϑερµοκρασία τήξης του Ni13, για όσα δυναµικά υπολογίστηκε

ήταν αυξητική.

Κατά συνέπεια, σε γενικές γραµµές, παρά τις διαφορές που υπάρχουν ανάµεσα στις

τιµές που προβλέπονται από τα διάφορα κλασικά δυναµικά και τη µέθοδο ισχυρής δέσµευ-

σης, για τη ϑερµοκρασία τήξης, η τάση για αυξοµείωσή της από συσσωµάτωµα σε συσσω-

µάτωµα µε διαφορετικό αριθµό ατόµων είναι λίγο ως πολύ ίδια και σχεδόν ανεξάρτητη από

το δυναµικό. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι τα κλασικά δυναµικά ϑα µπορούσαν ίσως να

αποδίδουν την ίδια τιµή για τη ϑερµοκρασία τήξης, αν είχαν κατάλληλη παραµετροποίηση,

προσαρµοσµένη σε κάθε διαφορετικό συσσωµάτωµα. Μια ισχυρή ένδειξη, που ενισχύει αυ-

τό το συµπέρασµα, είναι ότι το δυναµικό Sutton  Chen II, που όπως έχουµε πει νωρίτερα,

είναι προσαρµοσµένο σε πειραµατικά δεδοµένα του διµερούς Ni2 (δηλαδή σε δεδοµένα που

σχετίζονται µε το µικρότερο συσσωµάτωµα), δίνει σαφώς πλησιέστερα αποτελέσµατα σε αυτά

που δίνει η προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης, απ΄ ότι δίνει το δυναµικό Sutton  Chen I,
οι παράµεροι του οποίου είναι προσαρµοσµένοι σε ιδιότητες του συµπαγούς στερεού (bulk),

όπως ϕαίνεται από την εικόνα 8.47. Εξαίρεση αποτελεί η πρόβλεψη του δυναµικού Sutton
 Chen II για τη ϑερµοκρασία τήξης του Ni5, για την οποία η πρόβλεψη αυτή ακολουθεί µια

τελείως διαφορετική τάση από όλα τα άλλα κλασικά δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης. Μια άλλη επίσης ισχυρή ένδειξη που ενισχύει αυτό το συµπέρασµα, προέρ-

χεται από τα αποτελέσµατα των Rey et al [285], οι οποίοι χρησιµοποιώντας µεταξύ άλλων
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Σχήµα 8.46: Η ϑερµοκρασίας τήξης Tm των µικρών συσσωµατωµάτων Nin, n = 3, 4, 5, 6, 7, 8 από

τα 12 κλασικά δυναµικά και από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.
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Σχήµα 8.47: Η ϑερµοκρασίας τήξης Tm που προβλέπουν τα 12 κλασικά δυναµικά και η προσέγ-

γιση ισχυρής δέσµευσης ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων των µικρών συσσωµατωµάτων.
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δύο δυναµικά τύπου EAM, εκ των οποίων το ένα είχε κατασκευαστεί µε προσαρµογή των

παραµέτρων του σε ιδιότητες του συµπαγούς στερεού του Ni και το άλλο µε προσαρµογή

των παραµέτρων του σε ιδιότητες του διµερούς Ni2, είδαν ότι αυτό που είχε προσαρµοστεί

σε ιδιότητες του διµερούς Ni2 µπορούσε να αποδώσει καλύτερα την ενέργεια δέσµευσης των

µικρών συσσωµατωµάτων Ni, όπως αυτή υπολογίστηκε από µεθόδους πρώτων αρχών, απ΄

ότι το πρώτο δυναµικό, το οποίο ωστόσο περιέγραφε πολύ καλά ιδιότητες του συµπαγούς

στερεού και των επιφανειών του Ni. Τέλος στην εικόνα 8.47 µπορούµε να δούµε ότι µια

επίσης καλή προσέγγιση στις ϑερµοκρασίες τήξης που προβλέπει η προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης, παρέχεται από τις αντίστοιχες προβλέψεις του δυναµικού Uppenbrink  Wales
I.

Πάντως όπως ϕαίνεται, σε γενικές γραµµές, η τιµή της ϑερµοκρασία τήξης είναι πολύ

ευαίσθητη ως προς την επιλογή του δυναµικού και κατά συνέπεια παρά το γεγονός ότι τα

κλασικά δυναµικά πετυχαίνουν να προβλέψουν την τάση που ϑα ακολουθήσει η τιµή της

ϑερµοκρασίας τήξης ως συνάρτηση του αριθµού των ατόµων των µικρών συσσωµατωµάτων,

αποτυγχάνουν να κάνουν αξιόπιστες προβλέψεις για την τιµή της.

8.4.9 Μαγνητική ϱοπή

Στην εικόνα 8.48 παρουσιάζουµε την εξάρτηση της µαγνητικής ϱοπής από τη ϑερµοκρασία,

όπως υπολογίστηκε στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού για τα συσσωµατώµατα

Nin µε n = 3 − 8. Αυτό το οποίο µπορούµε να πούµε ως γενική παρατήρηση, είναι ότι

µέχρι κάποια ϑερµοκρασία η µαγνητική ϱοπή συνεχίζει να διατηρεί την τιµή που έχει σε

ϑερµοκρασία T = 0 (πράγµα που οφείλεται στον αργό τρόπο µε τον οποίο αλλάζει συνήθως

η µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, όπως είδαµε νωρίτερα στη µελέτη

της µαγνητικής ϱοπής του Ni13 [258]), ενώ στη συνέχεια η τιµή της πέφτει, µε εξαίρεση

τη µαγνητική ϱοπή του Ni3, η οποία ϕαίνεται να αυξάνεται. Παρ΄ όλα αυτά γνωρίζουµε

από πειραµατικά δεδοµένα, ότι η µαγνητική ϱοπή πέφτει ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας

και εποµένως η συµπεριφορά που ϕαίνεται να έχει η µαγνητική ϱοπή του Ni3 δεν είναι

η σωστή. Ας σηµειωθεί ωστόσο, ότι οι µεταβολές που καταγράφονται σ΄ αυτή την εικόνα,

οφείλονται καθαρά στα γεωµετρικά χαρακτηριστικά των συσσωµατωµάτων στα πλαίσια του

συγγραµµικού µαγνητισµού και εποµένως δεν συµπεριλαµβάνονται όροι που σχετίζονται

µε την κατεύθυνση του σπιν. Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δούµε πώς µπορεί να ϐελτιωθεί

αυτό.

8.5 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε για πρώτη ϕορά τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότη-

τες των µικρών συσσωµατωµάτων Nin, n = 3−8 και 13 στα πλαίσια της κανονικής συλλογής

(δηλ. υπό σταθερή ϑερµοκρασία) µε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση

ισχυρής δέσµευσης στο επίπεδο του συγγραµµικού µαγνητισµού. Υπολογίσαµε τη ϑερ-

µοκρασία τήξης και ϐρήκαµε την εξάρτηση της ενέργειας, της ειδικής ϑερµότητας και της

µαγνητικής ϱοπής από τη ϑερµοκρασία. Μελετήσαµε επίσης τις ϑερµοδυναµικές τους ι-
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Σχήµα 8.48: Η µαγνητική ϱοπή µ ανά άτοµο σε µB ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , όπως

προκύπτει από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης µε τη διόρθωση Hubbard για τα συσσωµατώµατα

Nin, n = 2− 8.

διότητες µε χρήση δώδεκα διαφορετικών κλασικών δυναµικών, που έχουν δηµιουργηθεί

για τα συστήµατα Ni. Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατά µας, που προέκυψαν από τα κλασικά

δυναµικά και την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχει κάποιο κλα-

σικό δυναµικό που να αποδίδει σωστά έστω µια απ΄ αυτές τις ιδιότητες για όλα τα µικρά

συσσωµατώµατα που µελετήσαµε, ή έστω όλες αυτές τις ιδιότητες για ένα συγκεκριµένο

συσσωµάτωµα. Εκτός αυτού δεν υπάρχει ούτε ταύτιση των αποτελεσµάτων µεταξύ έστω

κάποιων κλασικών δυναµικών. ∆εδοµένων αυτών των παρατηρήσεων αντιλαµβανόµαστε ότι

αυτές οι διαφοροποιήσεις είναι αποτέλεσµα των διαφορετικών ϕασικών χώρων που αντιστοι-

χούν σε κάθε κλασικό δυναµικό και στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και εποµένως αν

ϑεωρήσουµε ότι ο ϕασικός χώρος που προέρχεται από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης

είναι αυτός που προσεγγίζει µε τον καλύτερο τρόπο τον πραγµατικό ϕασικό χώρο αυτών

των συσσωµατωµάτων, τότε τα κλασικά δυναµικά δεν είναι κατάλληλα για τον υπολογισµό

ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων, τουλάχιστον στα µικρά συσσωµατώµατα.

Είδαµε ωστόσο ότι η ϑερµοκρασία τήξης εξαρτάται από το δυναµικό µέσω του οποίου

γίνεται η προσοµοίωση, ενώ η σχέση που υπάρχει ανάµεσα στη ϑερµοκρασία τήξης και

στη διάσταση του συσσωµατώµατος διατηρείται, ανεξάρτητα από το δυναµικό που χρησιµο-

ποιείται για τον υπολογισµό της. Αυτό µας οδηγεί στο να συµπεράνουµε ότι η ϑερµοκρασία

τήξης που προκύπτει από ένα συγκεκριµένο δυναµικό, ως συνάρτηση της διάστασης του

συσσωµατώµατος εξαρτάται κυρίως από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του συσσωµατώµα-

τος.

΄Οσον αφορά τη µαγνητική ϱοπή, είδαµε ότι, µε εξαίρεση την περίπτωση του Ni3, πα-

ϱατηρείται µια πτώση της µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, κάτι που
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προβλέπεται και πειραµατικά. ∆εδοµένου ότι οι υπολογισµοί της µαγνητικής ϱοπής γί-

νονται στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού, η πτώση της µαγνητικής ϱοπής ως

συνάρτηση της ϑερµοκρασίας οφείλεται σε καθαρά γεωµετρικά χαρακτηριστικά κάθε συσ-

σωµατώµατος, κατά τη διάρκεια κάθε προσοµοίωσης.



Κεφάλαιο 9

Υπολογισµός της µαγνητικής ϱοπής

µεγαλύτερων συσσωµατωµάτων Ni στα

πλαίσια του µη συγγραµµικού

µαγνητισµού

Στο κεφάλαιο αυτό µελετούµε τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες συσσωµατω-

µάτων του Ni µέχρι 201 άτοµα στα πλαίσια του µη συγγραµµικού µαγνητισµού [60, 61].

Επειδή στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, η µελέτη αυτών των ιδιοτήτων

απαιτεί υπολογιστικούς χρόνους που είναι ανάλογοι της τρίτης δύναµης της διάστασης του

συστήµατος, µια τέτοια µελέτη ϑα ήταν αρκετά χρονοβόρα για τέτοια συστήµατα στα πλαίσια

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης. Προκειµένου λοιπόν να επιταχύνουµε τον υπολογι-

σµό, αναπτύξαµε µια νέα µέθοδο, που αποτελεί ένα συνδυασµό ενός κλασικού δυναµικού

και της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή ο ϕασικός χώρος

καθορίζεται από το κλασικό δυναµικό SuttonChen I, ενώ ο υπολογισµός της µαγνητικής

ϱοπής γίνεται για τη δοµή που προκύπτει κάθε 100 ϐήµατα της προσοµοίωσης, µε χρήση

της χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης στο επίπεδο προσέγγισης του µη συγγραµµικού µα-

γνητισµού. Η µέθοδος εφαρµόστηκε και στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού για

τα µικρά συσσωµατώµατα που µελετήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, µε τα 12 κλασικά

δυναµικά που είχαµε στη διάθεσή µας. Στα πλαίσια της νέας αυτής µεθόδου ϐρήκαµε

τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες και τη µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας για

τα συσσωµατώµατα Ni43, Ni80, Ni147, Ni177 και Ni201. Υπολογίσαµε επίσης τη ϑερµοκρασία

Curie γι αυτά τα συσσωµατώµατα και είδαµε την ύπαρξη µιας γραµµικής σχέσης ανάµεσα

στη ϑερµοκρασία Curie TC και τη ϑερµοκρασία τήξης Tm, την οποία αναφέρουµε.

313
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9.1 Εισαγωγή

Οι µέχρι σήµερα ϑεωρητικές µελέτες για T = 0, που αφορούν τον υπολογισµό της µαγνητι-

κής ϱοπής, ϕαίνεται να είναι αρκετά ικανοποιητικές, στην αναπαραγωγή των πειραµατικών

αποτελεσµάτων (ϐλέπε σχετικές αναφορές στο προηγούµενο κεφάλαιο). Η ϐασική υπόθεση

στις µελέτες αυτές, αλλά και στη µελέτη που παρουσιάσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο,

είναι ότι το κάθε συσσωµάτωµα είναι ένα σύστηµα µιας µαγνητικής περιοχής (single do
main particle), όπου οι µαγνητικές ϱοπές των ατόµων είναι συγγραµµικές και εποµένως

παράλληλες σε µια συγκεκριµένη διεύθυνση. Επιπλέον όλες αυτές οι µελέτες, σχεδόν στο

σύνολό τους, αγνοούν τη συνεισφορά της τροχιακής µαγνητικής ϱοπής στη µαγνητική ϱοπή

του συσσωµατώµατος. ΄Ετσι η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο προκύπτει από τη σχέση 8.2, την

οποία είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο.

Ωστόσο νέα πειράµατα δείχνουν ότι τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται σ΄ αυτές τις

µελέτες δεν είναι ικανοποιητικά για την περιγραφή µιας σειράς ιδιοτήτων των συσσωµα-

τωµάτων, όπως π.χ. η µαγνητική αλλαγή ϕάσης, η µεταβολή της µαγνητικής ϱοπής µε

τη ϑερµοκρασία, η µεταβολή της ϑερµοκρασίας Debye ΘD ή της ϑερµοκρασίας Curie TC
µε τη διάσταση του συσσωµατώµατος, καθώς και τον τρόπο µε τον οποίο αυτές ϕτάνουν

τις αντίστοιχες τιµές τους στο συµπαγές στερεό. ∆εδοµένου λοιπόν της µη ικανοποιητικής

περιγραφής αυτών των ϕαινοµένων από τους µέχρι σήµερα υπολογισµούς και δεδοµένου

ότι όλες αυτές οι ιδιότητες εξαρτώνται από τη ϑερµοκρασία, υπάρχει ανάγκη να ενσωµατω-

ϑούν στους παραπάνω αναφερόµενους υπολογισµούς παράγοντες που σχετίζονται µε την

επίδραση της ϑερµοκρασίας σ΄ αυτές τις ιδιότητες, αλλά και παράγοντες που περιγράφουν

την αλληλεπίδραση του σπιν µε την τροχιακή στροφορµή. Θα πρέπει εποµένως (α) να αν-

τικατασταθεί η συγγραµµικότητα των µαγνητικών ϱοπών µε τυχαίες κατευθύνσεις, όπως

ϑα περίµενε κανείς να συµβαίνει υπό µη µηδενική ϑερµοκρασία, (ϐ) να ενσωµατωθεί στη

χαµιλτονιανή ένας όρος που να περιγράφει την αλληλεπίδραση µεταξύ σπιν και τροχια-

κής στροφορµής και (γ) να ληφθούν υπ΄ όψη οι καταστάσεις χαµηλής ενέργειας µε τυχαία

κατεύθυνση των σπιν για κάθε διαφορετική δοµή στην οποία µπορεί να ϐρεθεί το συσσωµά-

τωµα υπό µια συγκεκριµένη ϑερµοκρασία. Χρειάζεται δηλαδή να συµπεριληφθούν στους

υπολογισµούς τα ϕαινόµενα µη συγγραµµικού µαγνητισµού µε ότι διαφοροποιήσεις αυτά

πρόκειται να επιφέρουν στο χώρο των ϕάσεων.

9.2 Μελέτη µαγνητικών ιδιοτήτων στα πλαίσια του µη

συγγραµµικού µαγνητισµού

9.2.1 Η αναγκαιότητα εύρεσης νέας µεθόδου υπολογισµού

Στο προηγούµενο κεφάλαιο µελετήσαµε τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες των

µικρών συσσωµατωµάτων Nin, µε n = 3 − 8 και 13 στα πλαίσια του συγγραµµικού µα-

γνητισµού. ∆εδοµένης της αναγκαιότητας που περιγράψαµε παραπάνω, ϑα ήταν αρκετά

ενδιαφέρον αν µπορούσαµε να µελετήσουµε τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες

µεγαλύτερων συσσωµατωµάτων σε ϑερµοκρασίες T > 0 στα πλαίσια του µη συγγραµµικού
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µαγνητισµού. ΄Οµως µια τέτοια µελέτη ϑα ήταν αρκετά χρονοβόρα.

΄Οπως είχαµε πει και νωρίτερα, η προσοµοίωση µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση

της ισχυρής δέσµευσης, απαιτεί υπολογιστικούς χρόνους, που είναι ανάλογοι της τρίτης

δύναµης του πλήθους των συναρτήσεων ϐάσης, στην οποία αναπτύσσεται η χαµιλτονιανή.

Αυτό συµβαίνει γιατί οι διαγωνοποιήσεις του πίνακα της χαµιλτονιανής, οι οποίες πρέπει

να γίνονται σε κάθε χρονικό ϐήµα, χρειάζονται χρόνο ανάλογο της τρίτης δύναµης της

διάστασής τους. Επειδή στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, ο γραµµικός

συνδυασµός των συναρτήσεων ϐάσης που κατασκευάζει τις κυµατοσυναρτήσεις του συστή-

µατος, περιέχει συγκεκριµένο πλήθος τέτοιων συναρτήσεων από κάθε άτοµο και επειδή τα

συστήµατα που µελετούµε έχουν ίδιου τύπου άτοµα, η διάσταση του πίνακα της χαµιλ-

τονιανής ϑα είναι ανάλογη του αριθµού των ατόµων και κατά συνέπεια ο υπολογιστικός

χρόνος για µια προσοµοίωση µοριακής δυναµικής ϑα είναι ανάλογος της τρίτης δύναµης

του πλήθους των ατόµων του συστήµατος. Εκτός από αυτή την εξάρτηση του χρόνου των

υπολογισµών από τον αριθµό των ατόµων του συστήµατος, οι υπολογιστικοί χρόνοι είναι

ανάλογοι του αριθµού των χρονικών ϐηµάτων κάθε προσοµοίωσης. Επίσης αν το Ϲητούµε-

νό µας είναι ο υπολογισµός ϑερµοδυναµικών ποσοτήτων, τότε οι παραπάνω προσοµοιώσεις

πρέπει να γίνουν για κάποιο ελάχιστο πλήθος ϑερµοκρασιών. Αντιλαµβάνεται λοιπόν κα-

νείς τη δυσκολία ενός τέτοιου υπολογισµού (από πλευράς υπολογιστικού χρόνου), όταν ο

αριθµός των ατόµων του συστήµατος αυξάνεται. Για τη µελέτη του Ni13, στα πλαίσια της

προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης, χρησιµοποιήσαµε µια ϐάση έξι τροχιακών ( 1 τύπου s
και 5 τύπου d) και για κάθε προσοµοίωση µοριακής δυναµικής διαφορετικής ϑερµοκρασί-

ας, 2×106 χρονικά ϐήµατα. Για την εκτέλεση αυτών των προσοµοιώσεων χρησιµοποιήσαµε

ένα υπολογιστή µε επεξεργαστή Pentium 4 στα 2.53GHz. Ο χρόνος που απαιτούνταν για

κάθε τέτοια προσοµοίωση ήταν της τάξης των 16 µε 18 ωρών. Αν εποµένως ϑέλαµε να κάνου-

µε µια τέτοια προσοµοίωση µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης

για ένα σύστηµα 40 ατόµων Ni, που έχει περίπου τριπλάσιο αριθµό ατόµων σε σχέση µε το

Ni13, ϑα χρειαζόµασταν 33 = 27 ϕορές περισσότερο υπολογιστικό χρόνο, δηλαδή της τάξης

των 18 µε 20 µέρες για κάθε προσοµοίωση διαφορετικής ϑερµοκρασίας. Αντιλαµβάνεται

λοιπόν κανένας ότι οι χρόνοι αυτοί είναι απαγορευτικοί, ώστε να µην µπορεί να γίνει εφι-

κτή µια τέτοια µελέτη µε τους σηµερινούς ηλεκτρονικούς υπολογιστές και µε τις δικές µας

δυνατότητες, στο επίπεδο της προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης. Θα έπρεπε λοιπόν ή να

εγκαταλείψουµε την προσπάθεια, ή να επινοήσουµε µια άλλη µέθοδο, που ϑα µας έλυνε

αυτό το πρόβληµα.

9.2.2 Η νέα µέθοδος υπολογισµού της µαγνητικής ϱοπής

΄Οπως έχουµε ξαναπεί, µέθοδοι χαµηλότερου επιπέδου προσέγγισης σε σχέση µε την προ-

σέγγιση ισχυρής δέσµευσης, που συνήθως συνοδεύονται από µικρότερους υπολογιστικούς

χρόνους, όπως είναι τα κλασικά δυναµικά, δεν µπορούν να υπολογίσουν µαγνητικές ιδιό-

τητες, γιατί δεν περιλαµβάνουν όρους σπιν. Από την άλλη, κάθε άλλη ανώτερου επιπέδου

προσέγγιση από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης είναι πολύ πιο χρονοβόρα στους υπο-

λογισµούς της και εποµένως άχρηστη για τον υπολογισµό ϑερµοδυναµικών ή µαγνητικών

ιδιοτήτων σε µη µηδενικές ϑερµοκρασίες, ακόµα και για µικρότερα συστήµατα. Είτε ε-
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ποµένως ϑα πρέπει µοιρολατρικά να αποδεχθούµε τα όρια των δυνατοτήτων µας και να

περιµένουµε να ϐελτιωθούν οι δυνατότητες των ηλεκτρονικών υπολογιστών, προκειµένου

να µπορέσουµε να εκτελέσουµε τέτοιους υπολογισµούς, είτε ϑα πρέπει να ϐρούµε (αν µπο-

ϱούµε να ϐρούµε) άλλους τρόπους για να κάνουµε αυτούς τους υπολογισµούς.

Για την αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος αναπτύσσουµε µια νέα µέθοδο (εισάγον-

τας ϐεβαίως κάποιες επιπλέον προσεγγίσεις), που µας επιτρέπει να υπερβούµε την πα-

ϱαπάνω αναφερόµενη αδυναµία να κάνουµε τέτοιους υπολογισµούς µε τους σηµερινούς

ηλεκτρονικούς υπολογιστές. Η εφαρµοσιµότητα της µεθόδου, που προτείνουµε, έχει και

αυτή κάποια όρια, τα οποία όµως επεκτείνονται, όσο ϐελτιώνονται οι δυνατότητες των η-

λεκτρονικών υπολογιστών. ΄Ετσι, όταν ϑα ϐελτιωθούν οι δυνατότητες των ηλεκτρονικών

υπολογιστών (ώστε οι υπολογισµοί που σήµερα δεν είναι εφικτό να πραγµατοποιηθούν, να

µπορούν τότε), η µέθοδος που αναπτύσσουµε, ϑα εφαρµόζεται σε ακόµα µεγαλύτερα συ-

στήµατα ατόµων, που ούτε και τότε ϑα είναι εφικτοί τέτοιοι υπολογισµοί πάνω σ΄ αυτά στα

πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης ή στα πλαίσια ακριβέστερων προσεγγίσεων.

Η νέα µέθοδος που παρουσιάζουµε, συνδυάζει τα κλασικά δυναµικά µε την προσέγγιση

της ισχυρής δέσµευσης. Στηρίζεται σε δύο ϐασικές παραδοχές : Η πρώτη είναι ότι η τροχιά

(trajectory) στο χώρο των ϕάσεων ενός συσσωµατώµατος προσεγγίζεται πολύ καλά από την

τροχιά που ϑα διαγράψει το συσσωµάτωµα κατά την προσοµοίωση µοριακή δυναµικής,

που ϑα καθορίζεται από κάποιο συγκεκριµένο κλασσικό δυναµικό. Η δεύτερη ϐασική

παραδοχή είναι ότι οι µεταβολές στις συντεταγµένες των ατόµων του συσσωµατώµατος κατά

την προσοµοίωση της µοριακής δυναµικής δεν ακολουθούνται από µεγάλες µεταβολές στη

µαγνητική ϱοπή. Αυτό είδαµε να ισχύει στην περίπτωση του Ni13. ΄Ετσι ελπίζουµε ότι ακόµα

και αν δεν υπάρχει µεγάλη σύµπτωση ανάµεσα στο χώρο των ϕάσεων που αντιστοιχεί στο

κλασικό δυναµικό και στο χώρο των ϕάσεων που προκύπτει από την προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης, δε ϑα υπάρχουν πολύ µεγάλες διαφορές στον υπολογισµό της µαγνητικής

ϱοπής.

Αν λοιπόν υπάρχει ένα τέτοιο κλασικό δυναµικό, τότε προσοµοιώνουµε τη µοριακή δυ-

ναµική του συστήµατος µε το κλασικό αυτό δυναµικό. Για τις δοµές που ϑα προκύπτουν

από την προσοµοίωση µ΄ αυτό το κλασικό δυναµικό σε κάθε Ns επόµενα χρονικά ϐήµατα,

κάνουµε κάθε ϕορά ένα υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής για κάθε µια απ΄ αυτές τις

δοµές, χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης, στην οποία είτε έχουµε

απλώς ενσωµατώσει τον όρο Hubbard (αν ϑέλουµε να µελετήσουµε το σύστηµα στα πλαίσια

του συγγραµµικού µαγνητισµού (ϐλέπε σελίδα 65) ή έχουµε επιπλέον ενσωµατώσει και

τον όρο σύζευξης σπιν–τροχιάς και έχουµε δράσει µε τους αντίστοιχους τελεστές στροφής

του σπιν 1/2, (αν ϑέλουµε να µελετήσουµε το σύστηµα στα πλαίσια του µη συγγραµµικού

µαγνητισµού (ϐλέπε σελίδες 65 και 73)). Τέλος ϐρίσκουµε τη µέση τιµή της µαγνητικής

ϱοπής από το χρονικό µέσο όρο των τιµών της µαγνητικής ϱοπής, που ϑα έχουµε ήδη

υπολογίσει σε καθένα από τα προηγούµενα ϐήµατα. ΄Ετσι υποχρεωνόµαστε µεν να κάνου-

µε τη χρονοβόρα διαγωνοποίηση της χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης κάθε Ns χρονικά

ϐήµατα, αλλά για κάθε Ns χρονικά ϐήµατα αποφεύγουµε Ns − 1 διαγωνοποιήσεις καθώς

επίσης και τον υπολογισµό των αντίστοιχων δυνάµεων1, που ϑα έπρεπε να κάνουµε αν χρη-

1που είναι ένας εξίσου χρονοβόρος υπολογισµός
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σιµοποιούσαµε αποκλειστικά και µόνο την προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης. Αν π.χ.

Ns = 100 και ϑέλουµε να µελετήσουµε ένα σύστηµα 40 ατόµων, τότε µε την προτεινόµενη

µέθοδο ο υπολογιστικός χρόνος ϑα είναι ανάλογος του (40/13)3×(1/100) ≈ 1/3 του χρόνου

που ϑα απαιτούνταν για να γίνει ο πλήρης κβαντοµηχανικός υπολογισµός στην προσέγγιση

της ισχυρής δέσµευσης για το Ni13. Ο αντίστοιχος χρόνος για ένα σύστηµα 200 ατόµων µε

Ns = 1000 χρονικά ϐήµατα, ϑα ήταν απλώς περίπου τριπλάσιος ή τετραπλάσιος.

9.2.3 Επιπλέον προβλήµατα στον υπολογισµό

Στα πλαίσια του µη συγγραµµικού µαγνητισµού έχουµε δύο επιπλέον προβλήµατα. Το

πρώτο είναι ότι διπλασιάζεται η διάσταση της χαµιλτονιανής µήτρας µε την εισαγωγή του

όρου σύζευξης σπιν–τροχιάς και τη δράση των σχετικών τελεστών στροφής του σπιν 1/2,

αφού πλέον η χαµιλτονιανή µήτρα παύει να είναι µπλοκ διαγώνια ως προς το σπιν. ΄Οπως

αντιλαµβάνεται κανείς, αυτό κάνει πιο χρονοβόρο τον υπολογισµό. Το δεύτερο είναι ότι η

τυχαία κατεύθυνση των µαγνητικών ϱοπών κάθε ατόµου του συσσωµατώµατος δεν καθορί-

Ϲεται από την προσοµοίωση µοριακής δυναµικής, αφού η προσοµοίωση της κίνησης των

ατόµων δεν εµπλέκει τη µαγνητική ϱοπή. Ωστόσο η ενέργεια του συσσωµατώµατος επη-

ϱεάζεται από τις κατευθύνσεις των µαγνητικών ϱοπών, αφού πλέον τόσο µε την δράση των

τελεστών στροφής του σπιν 1/2, όσο και µε την εισαγωγή του όρου σύζευξης σπιν–τροχιάς,

έχει επίδραση στις τιµές των ιδιοενεργειών της χαµιλτονιανής. Θα πρέπει εποµένως µε

κάποιο τρόπο να εισαχθεί και η επίδραση των διαφορετικών κατευθύνσεων των ατοµικών

µαγνητικών ϱοπών στη µέση µαγνητική ϱοπή για κάθε ϑερµοκρασία. Ο τρόπος µε τον

οποίο αντιµετωπίζουµε αυτό το πρόβληµα είναι ο εξής. Κάθε ϕορά που πρόκειται να υ-

πολογιστεί η µαγνητική ϱοπή, µετά από κάθε Ns χρονικά ϐήµατα της προσοµοίωσης µε

το κλασικό δυναµικό, υπολογίζεται η µαγνητική ϱοπή και η ενέργεια του συσσωµατώµα-

τος για διάφορες τυχαίες κατευθύνσεις των ατοµικών µαγνητικών ϱοπών και στη συνέχεια

λαµβάνεται µια µέση τιµή αυτών από τη σχέση

µi =
1

ZM(i)

N
(i)
ran∑

j=1

µi,je
−(Ei,j−E

(0)
i )/kBT , (9.1)

όπου

ZM(i) =

N
(i)
ran∑

j=1

e−(Ei,j−E
(0)
i )/kBT (9.2)

όπου Ei,j και µi,j είναι η ενέργεια και η µαγνητική ϱοπή αντίστοιχα του συσσωµατώµατος,

όπως υπολογίζεται στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, για την i διάταξη των

ατόµων του, στην οποία υπολογίζουµε τη µαγνητική ϱοπή, η οποία (διάταξη) έχει τον j

τυχαίο προσανατολισµό των µαγνητικών της ϱοπών. E
(0)
i είναι η ενέργεια του συσσωµα-

τώµατος, όπως υπολογίζεται στα πλαίσια της προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης για το

σιδηροµαγνητικό προσανατολισµό των σπιν (όλες οι µαγνητικές ϱοπές παράλληλες στον

άξονα z). Τέλος N
(i)
ran είναι το πλήθος των τυχαίων διατάξεων των µαγνητικών ϱοπών των
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ατόµων στην γεωµετρική διάταξη i αυτών (N
(i)
ran ≈ 120 − 300). Θεωρούµε δηλαδή ότι η πι-

ϑανότητα εµφάνισης της τυχαίας διάταξη των σπιν j, στη γεωµετρική διάταξη i των ατόµων

του συσσωµατώµατος, η οποία προκύπτει από την προσοµοίωση της µοριακής δυναµικής

κάθε Ns χρονικά ϐήµατα, είναι ίση µε

PM(Ei,j) =
1

ZM(i)
e−(Ei,j−E

(0)
i )/kBT (9.3)

και εποµένως ανάλογη είναι και η συνεισφορά κάθε τυχαίου προσανατολισµού j του σπιν

στη µαγνητική ϱοπή της i γεωµετρικής δοµής των ατόµων. Στις παραπάνω σχέσεις η ε-

νέργεια E
(0)
i εισάγεται για καθαρά πρακτικούς λόγους, ώστε τα αθροίσµατα των παραπάνω

σχέσεων να µην εµφανίζουν ῾῾απειρισµούς᾿᾿. Θεωρητικά όµως ϑα µπορούσε να µην εµφα-

νίζεται καθόλου. ΄Εχοντας ϐρει κατ΄ αυτό τον τρόπο τη µέση µαγνητική ϱοπή ως προς τις

τυχαίες κατευθύνσεις των καταστάσεων του σπιν, µπορούµε πλέον να ϐρούµε τη µέση µα-

γνητική ϱοπή σε κάθε ϑερµοκρασία, από τον αντίστοιχο χρονικό µέσο όρο, (ϐλέπε εξίσωση

5.36), όπως κάναµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο.

9.2.4 Επιλογή του κατάλληλου κλασικού δυναµικού

Εκείνο που χρειάζεται να κάνουµε ακόµα, είναι να επιλέξουµε το κατάλληλο κλασικό δυνα-

µικό, που ϑα ικανοποιούσε την πρώτη από τις δύο παραδοχές, που αναφέραµε παραπάνω

(δηλ. να αναπαράγει τον ίδιο χώρο ϕάσεων µε αυτό της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης).

Σε γενικές γραµµές έχει ήδη δειχτεί, ότι τουλάχιστον κάποια από τα κλασικά δυναµικά

αναπαράγουν καλά αρκετές ιδιότητες του συµπαγούς στερεού και εποµένως αυτά τα κλα-

σικά δυναµικά είναι κατάλληλα για την περιγραφή µεγάλων συστηµάτων. Ωστόσο µεταξύ

των συσσωµατωµάτων µοναδική δυνατότητα τέτοιου ελέγχου µπορούµε να έχουµε µόνο στα

µικρά συσσωµατώµατα, όπου είναι εφικτός ένα υπολογισµός στο επίπεδο της προσέγγισης

ισχυρής δέσµευσης, αφού στα µεγάλα συσσωµατώµατα ένα τέτοιος υπολογισµός ϑα ήταν

πρακτικά ανέφικτος από πλευράς χρόνου και επιπλέον, αν ο υπολογισµός αυτός µπορούσε

να γίνει, δε ϑα χρειαζόµασταν τη νέα µέθοδο. Είδαµε όµως ότι δεν ϐρήκαµε κάποια ταύτιση

αποτελεσµάτων κατά ένα συστηµατικό τρόπο, µεταξύ των αποτελεσµάτων των κλασικών δυ-

ναµικών και των αποτελεσµάτων που προέκυψαν από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης,

όσον αφορά τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες, που µελετήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο.

Κατά συνέπεια δεν µπορεί να προκύψει κάποιο συµπέρασµα, που να µας οδηγήσει στην

επιλογή του κατάλληλου κλασικού δυναµικού. Κάτι ωστόσο που ϑα µπορούσαµε ακόµα

να δούµε, είναι κατά πόσο ϑα µπορούσε να εφαρµοσθεί η µέθοδος υπολογισµού των µα-

γνητικών ιδιοτήτων, που προτείνουµε σ΄ αυτό το κεφάλαιο, στα µικρά συσσωµατώµατα, τα

οποία (όπως έχουµε ξαναπεί) εκ ϕύσεως - λόγω των έντονων επιφανειακών ϕαινοµένων -

είναι τα κατ΄ εξοχήν ῾῾δύσκολα᾿᾿ συστήµατα για την εφαρµογή κλασικών δυναµικών. Για

να τα δούµε λοιπόν όλα αυτά, προσοµοιώνουµε τη µοριακή δυναµική των µικρών συσσω-

µατωµάτων Nin, n = 2 − 8 και 13 στα πλαίσια των παραπάνω κλασικών δυναµικών για

διάφορες ϑερµοκρασίες και υπολογίζουµε τη µέση µαγνητική ϱοπή για κάθε διαφορετι-

κή ϑερµοκρασία από τους χρονικούς µέσους όρους µε τη µέθοδο που περιγράψαµε, στα

πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού. Παρακάτω δείχνουµε τα αποτελέσµατα αυτών
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των υπολογισµών, µαζί µε τους αντίστοιχους υπολογισµούς, που δείξαµε στο προηγούµενο

κεφάλαιο, µε χρήση αποκλειστικά της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης στα πλαίσια του

συγγραµµικού µαγνητισµού.

9.2.5 Υπολογισµός της µαγνητικής ϱοπής των συσσωµατωµάτων Nin,

n = 2 − 8 και 13 µε τη νέα µέθοδο, στα πλαίσια του συγγραµ-

µικού µαγνητισµού

Στον πίνακα 9.1 ϐλέπουµε τις µαγνητικές ϱοπές και τις µαγνητικές ϱοπές ανά άτοµο (µέ-

σα στις παρενθέσεις), όπως υπολογίζονται από τη χαµιλτονιανή στην προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού, για τις γεωµετρικές δοµές ισορρο-

πίας των συσσωµατωµάτων Nin, n = 2− 8 και 13, όπως αυτές προκύπτουν από τα κλασικά

δυναµικά. ΄Οπως µπορούµε να δούµε, υπάρχουν ήδη από T = 0, τιµές που δε συµφωνούν

µε τις τιµές που προκύπτουν από τους αντίστοιχους υπολογισµούς για τις δοµές ισορροπίας

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης. Αυτό µας δίνει να καταλάβουµε ότι για τις περιπτώ-

σεις αυτές δε ϑα υπάρχει συµφωνία ούτε για T > 0. Αυτό οφείλεται σε πολλές περιπτώσεις

στη διαφορετική γεωµετρία των δοµών ισορροπίας, που συµπαρασύρει και τις αντίστοιχες

τιµές της µαγνητικής ϱοπής, αφού η γεωµετρία είναι ένας σηµαντικός παράγοντας που

επηρεάζει την τιµή της µαγνητικής ϱοπής [298,307].

Στις εικόνες 9.1, 9.2, 9.3, 9.4, 9.5, 9.6 και 9.7 παρουσιάζουµε, για τα συσσωµατώµατα

Ni3, Ni4, Ni5, Ni6, Ni7, Ni8 και Ni13 αντίστοιχα, τη µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας, στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού, όπως αυτή προκύπτει µε

τη νέα µέθοδο, που προτείναµε παραπάνω, µε χρήση των διάφορων κλασικών δυναµικών.

Στις ίδιες εικόνες παρουσιάζουµε και την αντίστοιχη καµπύλη της µαγνητικής ϱοπής ως

συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, όπως υπολογίζεται στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνη-

τισµού από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, την οποία έχουµε ήδη παρουσιάσει στο

προηγούµενο κεφάλαιο.

΄Οπως ϕαίνεται από την εικόνα 9.1 για το Ni3, τα αποτελέσµατα της προσέγγισης ισχυρής

δέσµευσης είναι πιο κοντά στα αποτελέσµατα των δυναµικών Sutton  Chen II, Erkoç III,
Cleri  Rosato και Uppenbrink  Wales I. Από την ίδια γραφική παράσταση ϕαίνεται ότι τα

αντίστοιχα αποτελέσµατα για τη µαγνητική ϱοπή, που προκύπτουν µε τα δυναµικά Lennard
 Jones και Morse, είναι τελείως άσχετα µε αυτά της προσέγγισης της ισχυρής δέσµευσης. Η

µαγνητική ϱοπή, που προκύπτει µε αυτά τα δύο αυτά δυναµικά, είναι ϕθίνουσα συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας, σε αντίθεση µε όλα τα υπόλοιπα δυναµικά (συµπεριλαµβανόµενης και

της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης), για τα οποία είναι αύξουσα. Επίσης η τιµή της

µαγνητικής ϱοπής ανά άτοµο γι αυτά τα δύο δυναµικά για T = 0, είναι µ = 2µB, σε

αντίθεση µε όλα τα άλλα δυναµικά, συµπεριλαµβανόµενης και της προσέγγισης της ισχυρής

δέσµευσης, για τα οποία είναι µ = 0.666µB, εκτός από το δυναµικό Uppenbrink  Wales
για το οποίο είναι µ = 1.333µB .

Από την εικόνα 9.2 ϐλέπουµε ότι για το Ni4 υπάρχει µια πολύ καλή σύµπτωση µεταξύ

των καµπυλών της µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, που προκύπτουν

από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και του δυναµικού Cleri  Rosato. Οι καµπύ-
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Ni13 Ni3 Ni4 Ni5
Lennard  Jones 6 (2) 4 (1) 8 (1.6)

Morse 6 (2) 8 (2) 10 (2)

Erkoç I 2 (0.666) 4 (1) 4 (0.8)

Sutton  Chen I 8 (0.615) 2 (0.666) 4 (1) 4 (0.8)

Sutton  Chen II 18 (1.385) 2 (0.666) 4 (1) 8 (1.6)

Sutton  Chen III 2 (0.666) 4 (1) 4 (0.8)

Cleri  Rosato 8 (0.615) 2 (0.666) 4 (1) 8 (1.6)

Erkoç II 2 (0.666) 4 (1) 6 (1.2)

Erkoç III 2 (0.666) 4 (1) 4 (0.8)

Uppenbrink  Wales I 12 (0.923) 2 (0.666) 4 (1) 6 (1.2)

Uppenbrink  Wales II 8 (0.615) 4 (1.333) 4 (1) 8 (1.6)

Johnson 2 (0.666) 4 (1) 8 (1.6)

TBH 14 (1.077) 2 (0.666) 4 (1) 8 (1.6)

TBH (τοπικό ελάχιστο) 6 (1.2)

Ni6 (a) Ni6 (b) Ni7 Ni8
Lennard  Jones 12 (2) 10 (1.666) 10 (1.429) 10 (1.25)

Morse 12 (2) - - 14 (2) 16 (2)

Erkoç I 4 (0.666) 6 (1) 6 (0.857) 8 (1)

Sutton  Chen I 8 (1.333) 6 (1) 6 (0.857) 8 (1)

Sutton  Chen II 8 (1.333) 8 (1.333) 10 (1.429) 8 (1)

Sutton  Chen III 8 (1.333) 6 (1) 6 (0.857) 8 (1)

Cleri  Rosato 8 (1.333) - - 6 (0.857) 8 (1)

Erkoç II 8 (1.333) - - 8 (1.143) 8 (1)

Erkoç III 8 (1.333) 6 (1) 6 (0.857) 8 (1)

Uppenbrink  Wales I 8 (1.333) 6 (1) 6 (0.857) 8 (1)

Uppenbrink  Wales II 10 (1.666) 8 (1.333) 10 (1.429) 10 (1.25)

Johnson 8 (1.333) 6 (1) 6 (0.857) 8 (1)

TBH 12 (2) 8 (1.333) 8 (1.143) 8 (1)

Πίνακας 9.1: Μαγνητική ϱοπή ανά άτοµο σε µB για τις δοµές ισορροπίας των µικρών συσσωµα-

τωµάτων του Νικελίου, όπως αυτή προκύπτει από τα διάφορα δυναµικά µε τη νέα µέθοδο και µε

από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.
a οκτάεδρο
b capped τριγωνική διπυραµίδα (δοµή ολικού ελαχίστου για την TBH)
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Σχήµα 9.1: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni3 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 9.2: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni4 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 9.3: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni5 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

λες αυτές σε µικρές ϑερµοκρασίες έχουν µια σταθερή τιµή. Σε µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες

παρουσιάζουν µια ελαφρά µείωση, ενώ για µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες η µαγνητική ϱοπή

ϕαίνεται να µεγαλώνει. Ας σηµειωθεί επίσης ότι και οι αντίστοιχες καµπύλες από τα δυ-

ναµικά Sutton  Chen II και Uppenbrink  Wales I, (για τα οποία είχαµε δει οµοιότητες

στις καµπύλες της ειδικής ϑερµότητας και του δείκτη Lindemann µε τα αντίστοιχα αποτε-

λέσµατα της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης) ϐρίσκονται αντίστοιχα πάνω και κάτω από

την αντίστοιχη καµπύλη που προκύπτει από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και είναι

πιο κοντά σ΄ αυτή από κάθε άλλη καµπύλη.

΄Οπως ϕαίνεται στον πίνακα 9.1 η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο της δοµής του ολικού

ελαχίστου του Ni5 σε T = 0K είναι ίση µε 1.6µB, ενώ αντιθέτως της περίπου ισοενεργειακής

δοµή του τοπικού ελαχίστου είναι ίση µε 1.2µB. Επειδή (για λόγους που εξηγήσαµε στο

προηγούµενο κεφάλαιο) στις πολύ χαµηλές ϑερµοκρασίες (T < 50K), η προσοµοίωση

λαµβάνει υπ΄ όψη της το ϕασικό χώρο του τοπικού ελαχίστου, ϐλέπουµε στην εικόνα 9.3

τη µαγνητική ϱοπή του Ni5 να ξεκινάει από 1.2µB, αντί για 1.6µB. Μάλιστα µια κορυφή,

που εµφανίζεται στους 50K περίπου, οφείλεται στην ανάµειξη των ϕασικών χώρων των δύο

δοµών. Με ϐάση λοιπόν αυτή την εικόνα, ϑα περιµέναµε η µαγνητική ϱοπή να ακολουθεί

µια πτωτική πορεία στην περιοχή από 0 ως 50K ξεκινώντας από 1.6µB και στη συνέχεια

να ακολουθεί τη γραφική παράσταση της εικόνας 9.3. Αυτή η εικόνα ϕαίνεται να ταιριάζει

αρκετά καλά µε το αποτέλεσµα για τη µαγνητική ϱοπή από το δυναµικό Johnson και για

ϑερµοκρασίες µέχρι περίπου 500K µε το δυναµικό Cleri  Rosato, ενώ το δυναµικό Sutton
 Chen II ακολουθεί την ίδια περίπου πορεία.

Για τη µαγνητική ϱοπή του Ni6 ϐλέπουµε στην εικόνα 9.4 ότι οι προβλέψεις της προ-

σέγγισης ισχυρής δέσµευσης σχεδόν ταυτίζονται µόνο µε τις προβλέψεις του δυναµικού

Uppenbrink  Wales I µε δεύτερη καλύτερη πρόβλεψη αυτή του δυναµικού Erkoç III.
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Σχήµα 9.4: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni6 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 9.5: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni7 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 9.6: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni8 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

Για τη µαγνητική ϱοπή του Ni7 ϐλέπουµε στον πίνακα 9.1 ότι εκτός από την πρόβλεψη

του δυναµικού Erkoç II, καµιά από τις προβλέψεις των κλασικών δυναµικών δεν συµφωνεί

µε την πρόβλεψη της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης για τη µαγνητική ϱοπή σε T = 0K.

΄Οµως και αυτή η ταύτιση της πρόβλεψης ανάµεσα στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης και

στο δυναµικό Erkoç II για T = 0K, διαφοροποιείται µετά τη ϑερµοκρασία των 140K περί-

που. Για ϑερµοκρασίες µεγαλύτερες των 140K περίπου, η µαγνητική ϱοπή που προκύπτει

από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης παίρνει τιµές παρόµοιες µε αυτές που προκύπτουν

από τα δυναµικά Cleri  Rosato και Uppenbrink  Wales I.

΄Οπως ϕαίνεται στην εικόνα 9.6 για τη µαγνητική ϱοπή του Ni8, υπάρχει µια ταύτιση των

καµπυλών που προκύπτουν από τα δυναµικά Sutton  Chen I, Sutton  Chen III, Cleri 
Rosato, Erkoç II, Uppenbrink  Wales I και Jonhson µε την καµπύλη που προέρχεται από

την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης µέχρι τη ϑερµοκρασία των 250K περίπου, ενώ µετά

απ΄ αυτή τη ϑερµοκρασία, η πλησιέστερη καµπύλη σ΄ αυτή που προέρχεται από την ισχυρή

δέσµευση, είναι αυτή που προέρχεται από το δυναµικό Cleri Rosato.

Σε ότι αφορά τη µαγνητική ϱοπή του Ni13, ϕαίνεται στην εικόνα 9.7, ότι καµία από τις

προβλέψεις των κλασικών δυναµικών που χρησιµοποιήσαµε για το Ni13, δε συµφωνεί µε τις

προβλέψεις της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης. Βλέπουµε όµως παράλληλα, τα αποτελέ-

σµατα που προκύπτουν από τα δυναµικά Sutton  Chen I, Cleri  Rosato και Uppenbrink
 Wales II, σχεδόν να ταυτίζονται. Θα πρέπει ϐεβαίως να λάβουµε σοβαρά υπ΄ όψη, ότι η

δοµή ισορροπίας του Ni13, που προβλέπεται από την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, είναι

τελείως διαφορετική από τη δοµή που προβλέπεται από τα κλασικά δυναµικά, η οποία συ-

νήθως είναι εικοσαεδρική. Αυτή η ασυµφωνία των συγκεκριµένων προβλέψεων οφείλεται

κυρίως στη διαφορά της γεωµετρικής δοµής.
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Σχήµα 9.7: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni13 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

9.2.6 Συµπεράσµατα από τη µελέτη της µαγνητικής ϱοπής των µι-

κρών συσσωµατωµάτων µε τη νέα µέθοδο στα πλαίσια του συγ-

γραµµικού µαγνητισµού, για την επιλογή του κλασικού δυνα-

µικού

΄Οπως αποτυπώνεται στον πίνακα 9.1, η µαγνητική ϱοπή υπολογισµένη µε τη νέα µέθοδο

στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού για τις δοµές ισορροπίας που προβλέπονται

από τα διάφορα κλασικά δυναµικά για T = 0, παίρνει διάφορες τιµές. Αυτό, όπως εί-

παµε, οφείλεται στη διαφορετική γεωµετρία κάθε τέτοιας δοµής και εποµένως καθαρά για

λόγους γεωµετρικών χαρακτηριστικών των δοµών αυτών, η µαγνητική ϱοπή ως συνάρτη-

ση της ϑερµοκρασίας ϑα έχει διαφορετικές αφετηρίες. ΄Οπως είδαµε και στη µελέτη µε

τη µέθοδο ισχυρής δέσµευσης στο προηγούµενο κεφάλαιο, η µαγνητική ϱοπή αρχικά δε

διαφοροποιείται από την τιµή που έχει για T = 0, για λόγους που ήδη εξηγήσαµε. ΄Οσο

όµως στη συνέχεια αυξάνεται η ϑερµοκρασία, η εξάρτηση της µαγνητικής ϱοπής από τη

ϑερµοκρασία εξαρτάται από τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του κάθε κλασικού δυναµικού,

που αντανακλούν στη δοµή του συσσωµατώµατος κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης.

΄Ετσι εµφανίζεται µια ποικιλία συµπεριφορών της µαγνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της

ϑερµοκρασίας, που δεν ταυτίζονται εν γένει µε αυτή της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης.

Οφείλουµε ωστόσο να παρατηρήσουµε ότι υπάρχουν µεµονωµένες κάθε ϕορά περιπτώσεις

κλασικών δυναµικών (όχι τα ίδια σε όλες τις περιπτώσεις), που προσεγγίζουν πολύ καλά τη

µαγνητική ϱοπή, όπως αυτή υπολογίζεται αποκλειστικά από τη µέθοδο ισχυρής δέσµευσης.

Καταλήγουµε λοιπόν στο ίδιο συµπέρασµα που είχαµε καταλήξει και κατά τη µελέτη στα

πλαίσια της ισχυρής δέσµευσης, ότι δηλαδή στο επίπεδο προσέγγισης του συγγραµµικού

µαγνητισµού, η τιµή της µαγνητικής ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας διαµορφώνεται
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από τη γεωµετρική δοµή που έχει το συσσωµάτωµα στην κατάσταση ισορροπίας και από

τη γεωµετρική µορφή που ϑα του επιτρέψει το δυναµικό να πάρει κατά τη διάρκεια της

προσοµοίωσης. Με δεδοµένο ότι ούτε και τα αποτελέσµατα για τη µαγνητική ϱοπή, που

προκύπτουν µε τη νέα µέθοδο µε χρήση κάποιου συγκεκριµένου κλασικού δυναµικού,

ταιριάζουν µε τα αποτελέσµατα που πήραµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, καταλήγουµε στο

συµπέρασµα ότι δεν έχουµε ϐρει από τη µέχρι τώρα µελέτη µας κάποιο τρόπο για να επιλέ-

ξουµε το κατάλληλο κλασικό δυναµικό, που ϑα µπορούσε στα πλαίσια της νέας µεθόδου, να

κάνει τις ίδιες προβλέψεις για τη µαγνητική ϱοπή όπως η προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης.

Μια επιλογή ωστόσο που ϑα µπορούσαµε να κάναµε, είναι να χρησιµοποιήσουµε κά-

ποια από τα δυναµικά Cleri  Rosato ή Sutton  Chen, ως προερχόµενα από τη µέθοδο

της ισχυρής δέσµευσης, µε την ελπίδα ότι, για τα µεγαλύτερα συσσωµατώµατα, οι δια-

ϕοροποιήσεις των προβλέψεών τους από τις προβλέψεις της µεθόδου ισχυρής δέσµευσης

που χρησιµοποιούµε, ϑα είναι η µικρότερη δυνατή, συγκρινόµενη µε τα άλλα κλασικά

δυναµικά. Εξ άλλου, όσο το υπό µελέτη σύστηµα µεγαλώνει, τόσο καλύτερα περιµένουµε

να προσεγγίζουν οι προβλέψεις αυτών των συγκεκριµένων δυναµικών, τις προβλέψεις της

µεθόδου ισχυρής δέσµευσης, που χρησιµοποιούµε. ΄Ετσι κι αλλιώς όµως κάτι καλύτερο

δεν µπορεί να γίνει. Επιλέγουµε λοιπόν εν τέλει, να χρησιµοποιήσουµε στα πλαίσια της

νέας µεθόδου υπολογισµού της µαγνητικής ϱοπής, το κλασικό δυναµικό SuttonChen I.
Παρακάτω παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα αυτής της µελέτης, ξεκινώντας αρχικά µε τι

ϑερµοδυναµικές ιδιότητες που προκύπτουν από το δυναµικό SuttonChen I και στη συνέ-

χεια παρουσιάζουµε τη µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας.

9.3 Υπολογισµός ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων µεγαλύτε-

ϱων συσσωµατωµάτων µε το δυναµικό SuttonChen I

9.3.1 Ni43

Κατ΄ αναλογία µε όσα έχουµε παρουσιάσει µέχρι τώρα για τα µικρότερα συσσωµατώµατα,

παρουσιάζουµε στις εικόνες 9.8, 9.10, 9.11 αντίστοιχα, τη µέση τιµή της ενέργεια ανά ά-

τοµο, την ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο και το δείκτη Lindemann για το Ni43 ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας T , για το δυναµικό Sutton  Chen I, που χρησιµοποιούµε στα πλαίσια

της νέας µεθόδου υπολογισµού της µαγνητικής ϱοπής. Για σύγκριση παρουσιάζουµε στις

ίδιες εικόνες τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τα δυναµικά Sutton  Chen
II και Cleri  Rosato. Τα γραφήµατα για τη µέση ενέργεια και την ειδική ϑερµότητα κα-

τασκευάστηκαν µε χρήση της µεθόδου των πολλαπλών ιστογραµµάτων, ενώ τα γραφήµατα

του δείκτη Lindemann κατασκευάστηκαν από τις αντίστοιχες χρονικές µέσες τιµές. Επίσης

στην εικόνα 9.9 δείχνουµε τρία στιγµιότυπα της δοµής, που εµφανίζονται στο τελευταίο

ϐήµα της προσοµοίωσης µε το δυναµικό SuttonChen I για ϑερµοκρασίες T = 400, 500
και 600K αντίστοιχα.

΄Οπως µπορεί να δει κανείς, µέχρι ϑερµοκρασία περίπου 150K η ενέργεια ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας για τα τρία αυτά δυναµικά δείχνει να µη διαφέρει ουσιαστικά. Μετά

όµως απ΄ αυτή τη ϑερµοκρασία η πρόβλεψη του δυναµικού Sutton  Chen II αρχίζει να
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Σχήµα 9.8: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο του Ni43 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .
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Σχήµα 9.9: Στιγµιότυπα της δοµής του Ni43 για T = 400K, 500K και 600K, όπως αυτά προ-

κύπτουν από το τελευταίο ϐήµα της προσοµοίωσης υπό σταθερή ϑερµοκρασία µε το δυναµικό

SuttonChen I.
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Σχήµα 9.10: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο του Ni43 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

διαφοροποιείται σε σχέση µε τα άλλα δύο, τα οποία συνεχίζουν να µην έχουν αισθητές

διαφορές µέχρι τη ϑερµοκρασία των 300K περίπου, ενώ σε µεγαλύτερες ϑερµοκρασίες,

αν και δεν ταυτίζονται, ακολουθούν παρόµοια πορεία. Η εικόνα που ϐλέπουµε εδώ είναι

παρόµοια µε την εικόνα που είδαµε από τα δυναµικά αυτά για το Ni13. Αυτό µας κάνει να

σκεφτούµε ότι ενδεχοµένως σε µεγαλύτερα συσσωµατώµατα οι διαφοροποιήσεις ανάµεσα

στις προβλέψεις των δυναµικών Sutton  Chen I και Cleri  Rosato να είναι ακόµα πιο

µικρές, δεδοµένου ότι τα δυναµικά αυτά έχουν κατασκευαστεί για να αποδίδουν σωστά

κάποιες ιδιότητες του συµπαγούς στερεού (bulk), ενώ το δυναµικό Sutton  Chen II είχε

προσαρµοστεί για να αποδίδει σωστά ιδιότητες του διµερούς. Κατά συνέπεια η επιλογή

ανάµεσα στο ένα ή στο άλλο, για τη νέα µέθοδο υπολογισµού της µαγνητικής ϱοπής,

ενδεχοµένως να έδινε τα ίδια αποτελέσµατα.

Η εικόνα που έχουµε για την ενέργεια ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, περίπου εµφα-

νίζεται και στην ειδική ϑερµότητα, αν και ϐλέπουµε να υπάρχουν κάποιες διαφοροποιήσεις.

Παρ΄ όλα αυτά οι τιµές της ειδική ϑερµότητας ανά άτοµο, ϐρίσκονται µέσα σε ένα εύρος

περίπου 1kb, αλλά στην περιοχή αλλαγής ϕάσης εµφανίζουν µια σειρά από ταλαντώσεις,

πράγµα που υποδεικνύει την ύπαρξη µιας σειράς από δοµικές αλλαγές ϕάσεων σ΄ εκείνη

την περιοχή. Σε ότι αφορά τις προβλέψεις των τριών αυτών δυναµικών για την αλλαγή ϕάσης

από τη στερεά στην υγρή ϕάση, µπορεί να δει κανείς στην εικόνα 9.11 ότι η ϑερµοκρασία

τήξης ϕαίνεται να διαφέρει περίπου 150K από το ένα δυναµικό στο άλλο. ΄Ετσι σύµφωνα

µε το δυναµικό Sutton  Chen II η ϑερµοκρασία τήξης είναι περίπου 200K, σύµφωνα µε το

δυναµικό Sutton  Chen I είναι περίπου 350K και σύµφωνα µε το δυναµικό Cleri  Rosato
είναι περίπου 500K.
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Σχήµα 9.11: Ο δείκτης Lindemann δ για το Ni43 ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T .

9.3.2 Ni80, Ni147, Ni177 και Ni201

Στις εικόνες 9.12, 9.13 και 9.14 δείχνουµε αντίστοιχα την ενέργεια ανά άτοµο, την ειδική

ϑερµότητα ανά άτοµο και το δείκτη Lindemann ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας T , για τα

συσσωµατώµατα Ni43, Ni80, Ni147, Ni177 και Ni201, όπως τα µεγέθη αυτά προκύπτουν από

τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής στα πλαίσια της κανονικής συλλογής µε το δυναµικό

Sutton  Chen I. ΄Οπως µπορεί να δει κανείς από τις καµπύλες της εικόνες 9.13, το ύψος

της κορυφής που εµφανίζει η ειδική ϑερµότητα ανά άτοµο, ϕαίνεται να αυξάνεται όσο

αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων, κάτι αναµενόµενο, αν σκεφτούµε ότι για το συµπαγές

στερεό η κορυφή αυτή απειρίζεται.

Στην εικόνα 9.15 ϐλέπουµε τις συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας PT (E), όπως αυτές

υπολογίζονται µε το δυναµικό Sutton  Chen I για το Ni201. Για τη ϑερµοκρασία T = 800K
εµφανίζονται δύο κορυφές στην κατανοµή, πράγµα που συµβαίνει λόγω της συνύπαρξης

(coexistance) των δύο ϕάσεων κατά την αλλαγή ϕάσης.

9.4 Θερµοκρασία Τήξης

΄Οπως µπορεί να δει κανείς από την εικόνα 9.14, η ϑερµοκρασία τήξης έχει µια γενικά

αυξητική τάση ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων. Ωστόσο ϐλέπουµε στην ίδια εικόνα, ότι

η ϑερµοκρασία τήξης του Ni147 είναι µεγαλύτερη από τη ϑερµοκρασία τήξης του Ni177. Οι

ϑερµοκρασίες τήξης, ϐρίσκονται από το κριτήριο Lindemann και δίνονται στον πίνακα 9.2.

΄Οπως είχαµε δει στη σελίδα 148 του κεφαλαίου 5, η ϑερµοκρασία τήξης εµφανίζει µια
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Σχήµα 9.12: Η µέση ενέργεια ανά άτοµο των Ni43, Ni80, Ni147, Ni177 και Ni201 ως συνάρτηση της

ϑερµοκρασίας T µε το δυναµικό Sutton  Chen I.
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Σχήµα 9.13: Η ειδική ϑερµότητα cV ανά άτοµο των Ni43, Ni80, Ni147, Ni177 και Ni201 ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας T µε το δυναµικό Sutton  Chen I.



332 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 9. ΜΑΓΝΗΤΙΚ�Η ΡΟΠ�Η ΣΤΟ ΜΗ ΣΥΓΓΡΑΜΜΙΚ�Ο ΜΑΓΝΗΤΙΣΜ�Ο

0 200 400 600 800 1000

Temperature (
o
K)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Li
nd

em
an

n 
In

de
x 

Ni
43

Ni
80

Ni
147

Ni
177

Ni
201

Σχήµα 9.14: Ο δείκτης Lindemann δ για τα Ni43, Ni80, Ni147, Ni177 και Ni201 ως συνάρτηση της

ϑερµοκρασίας T µε το δυναµικό Sutton  Chen I.
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Σχήµα 9.15: Οι συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας PT (E) = nT (E)/NT ως συνάρτηση της

ενέργειας για το Ni201 µε το δυναµικό Sutton  Chen I, για ϑερµοκρασίες γύρω από την ϑερµοκρασία

τήξης.
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Πίνακας 9.2: Θερµοκρασία τήξης Tmelt ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων N , όπως προκύπτουν

από το δυναµικό Sutton  Chen I, για τα µεγάλα συσσωµατώµατα.
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Σχήµα 9.16: Η ϑερµοκρασία τήξης Tmelt ως συνάρτηση του N1/3 για το δυναµικό Sutton  Chen
I.

σχέση ως προς τον αριθµό των ατόµων N του συσσωµατώµατος, της µορφής

Tmelt(N) = T bulk
melt − δN−1/3, (9.4)

όπου T
(N)
melt η ϑερµοκρασία τήξης του συσσωµατώµατος N ατόµων, T bulk

melt η ϑερµοκρασία

τήξης του συµπαγούς στερεού (bulk) και δ µια σταθερά, (ϐλέπε εξίσωση 5.38). ΄Οπως

εύκολα µπορούµε να δούµε στην εικόνα 9.16, η γενική αυτή τάση επαληθεύεται και στην

περίπτωση των συσσωµατωµάτων που µελετούµε. Η ευθεία που ϕαίνεται σ΄ αυτή την εικόνα

είναι η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων η οποία έχει τη µορφή

Tmelt(N) = 1282.9− 3095.2N−1/3. (9.5)

Η πρόβλεψη εποµένως από αυτή την ευθεία για τη ϑερµοκρασία τήξης του συµπαγούς

στερεού είναι T
(bulk)
melt = 1283K, ενώ η πειραµατική τιµή είναι 1726K. Φυσικά τα σηµεία της
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Σχήµα 9.17: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο, όπως υπολογίζεται µε τη νέα µέθοδο στα πλαίσια

του µη συγγραµµικού µαγνητισµού, ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας και πειραµατικά δεδοµένα

από τις µετρήσεις των Billas et al [260,273], των Gerion et al [269] και των Apsel et al [261]. (Η

αβεβαιότητα των ϑερµοκρασιών στις µετρήσεις των Apsel et al [261] είναι ίδια για όλες τις µετρήσεις

τους, µε αυτή που δείχνει η ϱάβδος σφάλµατος για την περίπτωση του Ni43.)

γραφικής παράστασης είναι πάρα πολύ λίγα για να περιµένουµε να έχουµε ένα ακριβές

αποτέλεσµα και επιπλέον δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι το αποτέλεσµα αυτό προέκυψε από

ένα κλασικό δυναµικό. Ας σηµειωθεί ότι η τιµή της ϑερµοκρασίας τήξης για το συµπαγές

στερεό όπως αυτή υπολογίζεται µε το δυναµικό Cleri  Rosato είναι Tmelt = 1880K [113].

9.5 Μαγνητική Ροπή

Σε ότι αφορά τη µαγνητική ϱοπή, όπως αυτή υπολογίζεται από τη νέα µέθοδο που εφαρ-

µόσαµε στο επίπεδο του µη συγγραµµικού µαγνητισµού, η µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση

της ϑερµοκρασίας εµφανίζεται στην εικόνα 9.17 για τα συσσωµατώµατα Ni43, Ni80, Ni147,
Ni177 και Ni201. Στην εικόνα αυτή δείχνουµε επίσης για σύγκριση κάποια πειραµατικά

αποτελέσµατα από τις έρευνες των Billas et al [273] για διάφορες διαστάσεις n των συσσω-

µατωµάτων Ni (n = 40 − 50, 140 − 160 και 200 − 240 άτοµα), των Gerion et al [269] για

n = 200− 240 άτοµα και των Apsel et al [261] για n = 43, 80, 147, 177 και 200 άτοµα.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη αυτή την αβεβαιότητα που εµφανίζεται στα πειραµατικά δεδοµένα

(η οποία ϕαίνεται µε τις ϱάβδους σφάλµατος (error bars)), αντιλαµβάνεται κανείς ότι οι τιµές

που ϐρήκαµε σε ϑεωρητικό επίπεδο, ϐρίσκονται σε πολύ καλή συµφωνία µε τα πειραµατικά

δεδοµένα.



9.6. ΣΥΣΧ�ΕΤΙΣΗ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣ�ΙΑΣ CURIE TC ΜΕ ΤΗ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣ�ΙΑ Τ�ΗΞΗΣ TM335

Σχήµα 9.18: Η ϑερµοκρασία Curie, όπως υπολογίζεται µε τη νέα µέθοδο στα πλαίσια του µη

συγγραµµικού µαγνητισµού, ως συνάρτηση του αριθµού των ατόµων κάθε συσσωµατώµατος και

πειραµατικά δεδοµένα από τις µετρήσεις της ϑερµοκρασίας Curie από τους Gerion et al [269] και

τους Apsel et al [261]. Στο ένθετο δείχνουµε αντίστοιχη γραφική παράσταση για τη ϑερµοκρασία

τήξης. Η µαύρη γραµµή δείχνει τις προβλέψεις της εξίσωσης 9.4 για τις ϑερµοκρασίες τήξης που

ϐρέθηκαν σύµφωνα µε τις αναφορές [109] και [348], ενώ η κόκκινη σύµφωνα µε την αναφορά [147].

9.6 Συσχέτιση της ϑερµοκρασίας Curie TC µε τη ϑερµο-

κρασία τήξης Tm

Από τη σχέση της µαγνητικής ϱοπής ως προς τη ϑερµοκρασία µπορούµε να ϐρούµε τη

συνεισφορά της µαγνητικής ϱοπής στην ειδική ϑερµότητα, δεδοµένου ότι η συνεισφορά

αυτή στην ειδική ϑερµότητα είναι ανάλογη µε την παράγωγο του τετραγώνου της µαγνητικής

ϱοπής ως προς τη ϑερµοκρασία . ΄Εχοντας ϐρει την καµπύλη της µαγνητικής ϱοπής,

µπορούµε να υπολογίσουµε τη ϑερµοκρασία Curie TC από τη ϑερµοκρασία στην οποία

εµφανίζεται το µέγιστο της καµπύλης αυτής. Προσαρµόζοντας τα σηµεία που ϐρίσκουµε

για τη µαγνητική ϱοπή σε ένα πολυώνυµο, µπορούµε να έχουµε µια αναλυτική έκφραση

για τη µαγνητική ϱοπή, την οποία στη συνέχεια µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για να

ϐρούµε τη ϑερµοκρασία Curie.

Στην εικόνα 9.18 δείχνουµε τη ϑερµοκρασία Curie, όπως υπολογίστηκε µε τον τρόπο

που µόλις περιγράψαµε, ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων των συσσωµατωµάτων. Στο

ένθετο της ίδιας εικόνας δείχνουµε και τη ϑερµοκρασία τήξης ως συνάρτηση του αριθµού

ατόµων των συσσωµατωµάτων. Και σε αυτή την εικόνα παρουσιάζουµε κάποια πειραµατικά

αποτελέσµατα από τις µετρήσεις της ϑερµοκρασίας Curie από τους Gerion et al [269] και

τους Apsel et al [261]. Ωστόσο για την περίπτωση της ϑερµοκρασίας Curie τα πειραµατικά
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Σχήµα 9.19: Η ϑερµοκρασία τήξης ως συνάρτηση της ϑερµοκρασία Curie. Στην ένθετη εικόνα

είναι ο δείκτης Lindemann ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας για το Ni43.

δεδοµένα είναι πολύ λιγότερα απ΄ αυτά για τη µαγνητική ϱοπή. Αξίζει να σηµειωθεί ότι

τα διαθέσιµα αυτά πειραµατικά δεδοµένα έχουν µεταξύ τους µεγάλες διαφορές, που στην

περίπτωση του Ni200 είναι της τάξης του 25%. Σε ότι αφορά την ένθετη εικόνα, δείχνουµε

επίσης (εκτός από τα δικά µας αποτελέσµατα) και τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από

άλλες έρευνες, και την προσαρµογή σε αυτά της καµπύλης που περιγράφει η εξίσωση 9.4.

Αυτό που µπορούµε να δούµε από την εικόνα 9.18 είναι ότι η ϑερµοκρασία Curie
αυξάνεται, όσο αυξάνεται ο αριθµός των ατόµων και είναι µικρότερη από τη ϑερµοκρασία

τήξης του συσσωµατώµατος και τη ϑερµοκρασία Curie που αντιστοιχεί στο συµπαγές στερεό.

Πλησιάζει δε πολύ κοντά στη ϑερµοκρασία Curie που αντιστοιχεί στο συµπαγές στερεό,

κοντά στα n = 200 άτοµα. Επίσης τόσο η ϑερµοκρασία Curie, όσο και η ϑερµοκρασία

τήξης, ακολουθούν µια αυξητική πορεία ως προς τον αριθµό ατόµων των συσσωµατωµάτων,

που από τη γραφική αυτή παράσταση ϕαίνεται να είναι παρόµοια. Αυτό µας αφήνει το

περιθώριο να σκεφτούµε το ενδεχόµενο ύπαρξης κάποιας σχέσης ανάµεσα σ΄ αυτές τις δύο

ϑερµοκρασίες.

Στην εικόνα 9.19 παρουσιάζουµε τη ϑερµοκρασία τήξης ως συνάρτηση της ϑερµοκρα-

σίας Curie. Στην εικόνα αυτή ϕαίνεται (µε εξαίρεση την περίπτωση Ni43) να υπάρχει µια

γραµµική εξάρτηση ανάµεσα στις δύο ϑερµοκρασίες Με προσαρµογή των σηµείων αυτών
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σε µια ευθεία, µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ϐρίσκουµε την ευθεία

Tm(N) = 0.54TC(N) + 443.82. (9.6)

΄Ενας λόγος για τον οποίο το Ni43 δεν ακολουθεί αυτή την ευθεία, ενδεχοµένως να είναι το

µεγάλο εύρος ϑερµοκρασιών µέσα στο οποίο λαµβάνει χώρα η τήξη, όπως ϕαίνεται και από

την ένθετη εικόνα, που δείχνει το δείκτη Lindemann. ΄Ετσι η τήξη για το Ni43 λαµβάνει

χώρα σε χαµηλότερη ϑερµοκρασία απ΄ ότι ϑα ελάµβανε αν το εύρος αυτό των ϑερµοκρασιών

δεν ήταν τόσο µεγάλο. Ωστόσο αν ϑεωρούσαµε ότι η τήξη λαµβάνει χώρα στο µισό περίπου

της απότοµης αύξησης του δείκτη Lindemann, τότε η ϑερµοκρασία τήξης ϑα ήταν κοντά

στους 600K, και τότε και το Ni43 ϑα ακολουθούσε τη γραµµική σχέση που εµφανίζεται

ανάµεσα στις Tm και TC .

Αν εποµένως ισχύει αυτή η γραµµική συσχέτιση ανάµεσα στην Tm και την TC , τότε

ϑα πρέπει να υπάρχει µια εξάρτηση της TC από τον αριθµό ατόµων του συσσωµατώµατος,

ανάλογη µε τη σχέση 9.4, αφού αυτή τη σχέση ακολουθεί και η ϑερµοκρασία τήξης.

9.7 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό αναπτύξαµε µια νέα µέθοδο για τον υπολογισµό των µαγνητικών ιδιοτή-

των µεγάλων συσσωµατωµάτων, στα πλαίσια του µη συγγραµµικού µαγνητισµού. Σύµφωνα

µε τη νέα αυτή µέθοδο το συσσωµάτωµα κινείται στο χώρο των ϕάσεων, υπό συνθήκες στα-

ϑερής ϑερµοκρασίας, κάτω από την επίδραση ενός κλασικού δυναµικού, (στην περίπτωσή

µας το δυναµικό Sutton  Chen). Η προσοµοίωση της κίνησης αυτής γίνεται µε τη µέθοδο

της µοριακής δυναµικής στα πλαίσια των εξισώσεων Nóse  Hoover. Ο υπολογισµός της

µαγνητικής ϱοπής γίνεται µε τη χρήση της χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης, στην οποί-

α ενσωµατώνονται ο όρος Hubbard και ο όρος αλληλεπίδρασης σπιν - τροχιάς και έχουν

δράσει οι σχετικοί τελεστές στροφής του σπιν 1/2. Ο υπολογισµός αυτός γίνεται µόνο για

τις δοµές που προκύπτουν µετά από συγκεκριµένα τακτά χρονικά διαστήµατα της προ-

σοµοίωσης, τα οποία είναι πολλαπλάσια του χρονικού ϐήµατος αριθµητικής επίλυσης των

εξισώσεων κίνησης. Με τον τρόπο αυτό αποφεύγουµε τις χρονοβόρες διαγωνοποιήσεις της

χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης, οι οποίες ϑα καθιστούσαν ακατόρθωτο τον υπολογισµό

σε κάποιο λογικό χρόνο.

Στα πλαίσια της νέας µεθόδου, υπολογίσαµε κατ΄ αρχήν τη µαγνητική ϱοπή των µικρών

συσσωµατωµάτων NiN , N = 3 − 8 και 13 στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού µε

χρήση των δώδεκα κλασικών δυναµικών, που χρησιµοποιήσαµε στο προηγούµενο κεφά-

λαιο. Αυτό που είδαµε ήταν ότι εν γένει υπήρχε ασυµφωνία µεταξύ των αποτελεσµάτων

που προέκυπταν από τα κλασικά δυναµικά και από τα αποτελέσµατα που προέκυπταν µε

χρήση της χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης. Είδαµε µάλιστα και συµπεριφορές που α-

ποκλίνουν από τα πειραµατικά δεδοµένα, αφού υπήρξαν υπολογισµοί όπου η µαγνητική

ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας ήταν αύξουσα συνάρτηση. Αυτοί όλοι οι υπολογι-

σµοί της µαγνητικής ϱοπής, που έγιναν στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού, δεν

ενσωµάτωναν τη δυνατότητα των σπιν να αλλάζουν κατεύθυνση κι έτσι τα αποτελέσµατα

που ϐρήκαµε ήταν απλώς η συνιστώσα της µαγνητικής ϱοπής που προέρχεται µόνο από τις
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δοµικές αλλαγές των συσσωµατωµάτων ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, οι οποίες, όπως

προκύπτει από αυτά τα αποτελέσµατα, δεν είναι ικανές από µόνες τους να περιγράψουν

σωστά τη µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας.

Στη συνέχεια εφαρµόσαµε τη νέα µέθοδο στα πλαίσια του µη συγγραµµικού µαγνητι-

σµού στα µεγαλύτερα συσσωµατώµατα NiN , N = 43, 80, 147, 177 και 201 και υπολογίσαµε

γι΄ αυτά τη µαγνητική ϱοπή ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας, τη ϑερµοκρασία τήξης και

τη ϑερµοκρασία Curie. Παρατηρήσαµε την ύπαρξη µιας γραµµικής εξάρτησης της ϑερµο-

κρασίας Curie από τη ϑερµοκρασία τήξης, πράγµα που µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι

πρέπει να υπάρχει µια γραµµική σχέση ανάµεσα στη ϑερµοκρασία Curie και το N−1/3,

όπως συµβαίνει και µε τη ϑερµοκρασία τήξης.
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Κεφάλαιο 10

Σύνοψη συµπερασµάτων - Μελλοντικές

προοπτικές

10.1 Σύνοψη συµπερασµάτων

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή χρησιµοποιήσαµε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής

στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης για τη µελέτη δοµικών, ηλεκτρονιακών, ϑερµοδυ-

ναµικών και µαγνητικών ιδιοτήτων συσσωµατωµάτων, και συγκεκριµένα µελετήσαµε:

• Τις δοµικές και ηλεκτρονιακές ιδιότητες όλων των ισοµερών των ϕουλλερινών CN του

άνθρακα (α) µε N ≤ 42 και (ϐ) αυτών που ακολουθούν τον κανόνα των αποµονωµένων

πενταγώνων, µε 60 ≤ N ≤ 80, τα οποία (ισοµερή) προκύπτουν µε µεταθέσεις µετα-

ξύ των πενταγώνων και των εξαγώνων τους (συνολικά 155 δοµές). Υπολογίσαµε τη

γεωµετρική δοµή των ισοµερών αυτών στην κατάσταση ισορροπίας και την ενέργεια

συνοχής τους.

• Τις δοµικές και ηλεκτρονιακές ιδιότητες των αντίστοιχων ισοµερών της ϕουλλερίνης

Si38 (17 συνολικά δοµές) και τη ϕουλλερίνη Si20. Υπολογίσαµε και για αυτές τις

ϕουλλερίνες τη γεωµετρική δοµή τους και την ενέργεια συνοχής τους.

• Τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες των µικρών συσσωµατωµάτων NiN ,

N = 3 − 8 και 13 στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού. Για τη µελέτη

αυτή εισαγάγαµε στη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης ένα όρο Hubbard και η προ-

σοµοίωση έγινε υπό συνθήκες σταθερής ϑερµοκρασίας.

• Τις ϑερµοδυναµικές και µαγνητικές ιδιότητες µεγαλύτερων συσσωµατωµάτων NiN ,

N = 43, 80, 147, 177 και 201 στα πλαίσια του µη συγγραµµικού µαγνητισµού µε

µια νέα µέθοδο που συνδυάζει τα κλασικά δυναµικά µε την προσέγγιση της ισχυ-

ϱής δέσµευσης. Στα πλαίσια αυτής της νέας µεθόδου, υπολογίζονται οι δοµές του

συσσωµατώµατος µε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής µε χρήση ενός κλασικού

δυναµικού και η µαγνητική ϱοπή υπολογίζεται από ένα µέρος µόνο αυτών των δοµών

341
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(οι οποίες λαµβάνονται σε ισαπέχοντα τακτά χρονικά διαστήµατα) µε τη χρήση της

χαµιλτονιανής στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης.

Επίσης µελετήσαµε (για σύγκριση) µε τη µέθοδο της µοριακής δυναµικής υπό σταθερή

ϑερµοκρασία

• τις ϑερµοδυναµικές ιδιότητες των µικρών συσσωµατωµάτων NiN , N = 3− 8 και 13 µε

δώδεκα διαφορετικά κλασικά δυναµικά και

• τις µαγνητικές ιδιότητες των µικρών συσσωµατωµάτων NiN , N = 3 − 8 και 13 στα

πλαίσια της νέας µεθόδου, µε τη χρήση των δώδεκα παραπάνω κλασικών δυναµικών

στο επίπεδο του συγγραµµικού µαγνητισµού.

Αυτά τα οποία ϐρήκαµε από την παραπάνω µελέτη και τα συµπεράσµατα στα οποία

καταλήξαµε είναι τα ακόλουθα:

• Σε ότι αφορά τις ϕουλλερίνες του ΄Ανθρακα:

* Επιβεβαιώσαµε τη γραµµική σχέση που υπάρχει ανάµεσα στον αριθµό Np των

κοινών πλευρών πενταγώνων κάθε δοµής και την ενέργεια δέσµευσης, που είχαν

ϐρει οι Albertazzi et al [167] και προχωρήσαµε ένα ϐήµα πιο πέρα, δείχνοντας

ότι η ενέργεια συνοχής Ecoh των ισοµερών των ϕουλλερινών του ακολουθεί µια

σχέση της µορφής

Ecoh = aNp + bN−1 + c

ή της µορφής

Ecoh = aNp + bN−5/6 + c,

όπου N ο αριθµός των ατόµων της και τα a, b και c ελεύθερες παράµετροι που

προσδιορίζονται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

* Υπολογίσαµε τις γωνίες των δεσµών και το άθροισµα των τριών γωνιών που κα-

τασκευάζουν οι δεσµοί γύρω από κάθε άτοµο και ϐρήκαµε τις κατανοµές τους.

Από το άθροισµα των τριών αυτών γωνιών υπολογίσαµε τη γωνία παραµόρφω-

σης, που αντιστοιχεί σε κάθε άτοµο των ισοµερών και δείξαµε ότι η µέση γωνία

παραµόρφωσης έχει µια γραµµική σχέση µε την ενέργεια συνοχής των ισοµε-

ϱών, κάτι που είναι ανάλογο της σχέσης, που έχει ϐρεθεί, ανάµεσα στη γωνία

πυραµιδαλοποίησης και τη ϑερµότητα σχηµατισµού ανά άτοµο [182]. Συνδυά-

Ϲοντας τη σχέση αυτή αυτή που ϐρήκαµε, µε τη σχέση Ecoh = aNp + bN−1 + c,
συναγάγαµε το συµπέρασµα ότι υπάρχει µια συσχέτιση ανάµεσα στη µέση γωνία

παραµόρφωσης και στον αριθµό των κοινών πλευρών πενταγώνων. Αυτό σηµαί-

νει ότι η εξάρτηση της ενέργειας συνοχής από τον αριθµόNp των κοινών πλευρών

πενταγώνων, ϕαίνεται να είναι αποτέλεσµα της παραµόρφωσης της επίπεδης γε-

ωµετρίας κάθε ϕουλλερινικής δοµής.

* Μελετήσαµε τέλος τις αποκλίσεις του επανυβριδισµού των τροχιακών κάθε α-

τόµου των ισοµερών από την ιδανική κατάσταση, που ϑα υπήρχε αν το κάθε

ισοµερές αποτελούνταν από κανονικά πεντάγωνα και εξάγωνα.
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• Σε ότι αφορά τις ϕουλλερίνες του Πυριτίου :

* Για πρώτη ϕορά µελετήσαµε τα αντίστοιχα ισοµερή των ϕουλλερινών πυριτίου µε

ένα συστηµατικό τρόπο για την περίπτωση της ϕουλλερίνης Si38 (17 συνολικά ι-

σοµερή), χρησιµοποιώντας τρεις διαφορετικούς υπολογισµούς. Αρχικά ϐρήκαµε

τις δοµές εφησυχασµού των ισοµερών αυτών µε τη µέθοδο της µοριακής δυναµι-

κής στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης µε χρήση ορθογώνιων τροχιακών

και στη συνέχεια ϐελτιστοποιήσαµε τις δοµές αυτές µε χρήση της µεθόδου της

µοριακής δυναµικής στην προσέγγιση της γενικευµένης χαµιλτονιανής ισχυ-

ϱής δέσµευσης και µε τη µέθοδο DFT στο επίπεδο GGA µε το συναρτησοειδές

B3LYP. Για σύγκριση κάναµε τους ίδιους υπολογισµούς στο µοναδικό αντίστοιχο

ισοµερές της ϕουλλερίνης Si20.

* Βρήκαµε ότι όλα τα ισοµερή καταλήγουν σε παραµορφωµένες δοµές που µοιά-

Ϲουν µε Ϲαρωµένη µπάλα και στην κατάσταση ισορροπίας τους έχουν συµµετρία

C1.

* Βρήκαµε ότι όλα τα ισοµερή είναι µετασταθείς δοµές, σχεδόν ισοενεργειακές

µεταξύ τους.

* Βρήκαµε ότι τα µισά εκ των ατόµων κάθε δοµής κινούνται ακτινικά προς τα έξω

σχηµατίζοντας οξείες ακµές, ενώ τα υπόλοιπα κινούνται ακτινικά προς τα µέσα

και είναι µε ελάχιστη απόκλιση συνεπίπεδα µε τα διπλανά τους.

* Με ϐάση το παραπάνω, αλλά και µε τη µελέτη του επανυβριδισµού των τροχια-

κών κάθε ατόµου αυτών των δοµών, δείξαµε ότι η τάση των δοµών αυτών για

παραµόρφωση, η οποία τα οδηγεί να πάρουν το σχήµα Ϲαρωµένης µπάλας, δεν

οφείλεται στην τάση του Si να κάνει υβριδισµό sp3, όπως πιστευόταν. Αυτό που

δείξαµε είναι ότι τα τροχιακά των σχεδόν συνεπίπεδων µε τα διπλανά τους α-

τόµων επανυβριδίζονται µε υβριδισµό περίπου sp2, ενώ αυτά που σχηµατίζουν

οξείες ακµές µε τα διπλανά τους, προτιµούν να µένουν σχεδόν ανυβρίδιστα.

* ∆είξαµε επίσης ότι η κατανοµή των γωνιών των δεσµών έχει δύο κορυφές (bimodal)
και αυτό το αποδώσαµε στον επανυβριδισµό των τροχιακών των ατόµων τους.

* ∆είξαµε τέλος ότι οι εικασίες των Marsen και Satller, ότι οι σταθερότερες δοµές

των ϕουλλερίνων του πυριτίου είναι οι µικρότερες και ότι ένας κανόνας ενωµένων

πενταγώνων ϑα µπορούσε να αποτελέσει ένα κανόνα για τη σταθερότητα των

ϕουλλερινών του πυριτίου, δεν ευσταθούν.

• Σε ότι αφορά τα µικρά συσσωµατώµατα του Νικελίου:

* Μελετήσαµε, για πρώτη ϕορά, τη µαγνητική ϱοπή των συσσωµατωµάτων αυτών

στο επίπεδο του συγγραµµικού µαγνητισµού ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας

και υπολογίσαµε διάφορες ϑερµοδυναµικές ποσότητες ως συνάρτηση της ϑερ-

µοκρασίας, όπως την ενέργεια και την ειδική ϑερµότητα. Επίσης µε χρήση του

κριτηρίου Lindeman υπολογίσαµε τη ϑερµοκρασία τήξης τους. Μέχρι πρότινος,
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τέτοιες µελέτες είχαν γίνει µόνο µε χρήση κλασικών δυναµικών, εκτός ϐεβαίως

τον υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής.

* Για σύγκριση κάναµε τους ίδιους ϑερµοδυναµικούς υπολογισµούς µε χρήση

δώδεκα διαφορετικών κλασικών δυναµικών και καταλήξαµε στο συµπέρασµα

ότι για τέτοια µικρά συστήµατα, η χρήση κλασικών δυναµικών γι΄ αυτούς τους

υπολογισµούς, είναι απολύτως ανασφαλής.

* ∆είξαµε ωστόσο ότι προσαρµόζοντας τις παραµέτρους του δυναµικού Sutton 
Chen σε δεδοµένα του διµερούς, το δυναµικό αυτό δίνει αποτελέσµατα που

ταιριάζουν περισσότερο στα αποτελέσµατα της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης

για τα µικρά συσσωµατώµατα. Αυτό µας οδηγεί να σκεφτούµε ότι ενδεχοµένως

µε κατάλληλη προσαρµογή παραµέτρων, ένα κλασικό δυναµικό να µπορεί να

αποδώσει µε ικανοποιητική προσέγγιση κάποιες ιδιότητες των µικρών συσσωµα-

τωµάτων, που όπως δείξαµε, υπό τη σηµερινή τους µορφή, δεν το κάνουν.

* Από την παραπάνω σύγκριση µεταξύ των ϑερµοκρασιών τήξης είδαµε ότι η ϑερ-

µοκρασία τήξης εξαρτάται ισχυρά από το δυναµικό που κάθε ϕορά χρησιµο-

ποιούµε, µε την έννοια ότι η τάση της ϑερµοκρασίας τήξης να παίρνει ψηλές ή

χαµηλές τιµές εξαρτάται από το δυναµικό, ανεξάρτητα από τον αριθµό ατόµων

του συσσωµατώµατος. Από την άλλη, η τάση να αυξάνεται ή να µειώνεται η τιµή

της ϑερµοκρασίας τήξης ως συνάρτηση του αριθµού ατόµων, είναι σε γενικές

γραµµές η ίδια για όλα τα κλασικά δυναµικά και για τη χαµιλτονιανή ισχυρής

δέσµευσης.

* ∆είξαµε ότι στο επίπεδο του συγγραµµικού µαγνητισµού, οι µεταβολές της µα-

γνητικής ϱοπής ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας οφείλονται µόνο στην αλλαγή

της γεωµετρικών χαρακτηριστικών του συσσωµατώµατος, οι οποίες δεν είναι ι-

κανές να περιγράψουν την αλλαγή στην κατεύθυνση του σπιν ως συνάρτηση της

ϑερµοκρασίας. ΄Ετσι στα πλαίσια του συγγραµµικού µαγνητισµού δεν λαµβά-

νεται υπ΄ όψη στον υπολογισµό της µαγνητικής ϱοπής και αυτή η συνιστώσα, η

οποία, όπως δείξαµε, είναι απαραίτητη για τη σωστή περιγραφή του ϕαινοµένου.

• Σε ότι αφορά τα µεγαλύτερα συσσωµατώµατα Νικελίου:

* Αναπτύξαµε µια νέα µέθοδο για τον υπολογισµό των µαγνητικών ιδιοτήτων τους

στα πλαίσια του µη συγγραµµικού µαγνητισµού, η οποία συνδυάζει τα κλασικά

δυναµικά (µέσω των οποίων γίνεται ο υπολογισµός του ϕασικού χώρου) και της

προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης (µέσω της οποίας γίνεται ο υπολογισµός της

µαγνητικής ϱοπής).

* Χρησιµοποιώντας το κλασικό δυναµικό Sutton  Chen υπολογίσαµε την ενέργεια

συνοχής και την ειδική ϑερµότητα ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας και µέσω του

κριτηρίου Lindeman υπολογίσαµε τη ϑερµοκρασία τήξης των συσσωµατωµάτων

NiN , µε N = 43, 80, 147, 177 και 201.

* Από την καµπύλη της µαγνητική ϱοπής υπολογίσαµε τη ϑερµοκρασία Curie και
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δείξαµε ότι υπάρχει µια γραµµική σχέση ανάµεσα στη ϑερµοκρασία τήξης και

στη ϑερµοκρασία Curie.

10.2 Μελλοντικές προοπτικές

Από την έρευνα που αναπτύχθηκε στην παρούσα διδακτορική διατριβή, δίνεται το έναυσµα

να συνεχιστεί η µελέτη των ϑερµοδυναµικών και µαγνητικών ιδιοτήτων και σε συσσωµατώ-

µατα άλλων µεταβατικών µετάλλων, όπως το Co και ο Fe. ∆ίνεται επίσης το έναυσµα να

ϐελτιωθεί η µέθοδος που αναπτύχθηκε στα πλαίσια του µη συγγραµµικού µαγνητισµού,

ώστε να µπορεί να εφαρµοστεί και για ακόµα µεγαλύτερα συσσωµατώµατα. ΄Ενα ενδια-

ϕέρον ϑέµα ϑα ήταν, µε ϐάση τα αποτελέσµατα που ϐρήκαµε, η ϐελτίωση των κλασικών

δυναµικών, προκειµένου να αποδίδουν µε µεγαλύτερη ακρίβεια τις ιδιότητες των µικρών

συστηµάτων. Σε ότι αφορά τις ϕουλλερίνες του άνθρακα, το επόµενο ερώτηµα που ϑα µπο-

ϱούσε να ϑέσει κανείς είναι η µελέτη των ϑερµοδυναµικών ιδιοτήτων τους και ειδικότερα η

εύρεση της ϑερµοκρασίας τήξης ως συνάρτηση της γεωµετρίας τους, ενώ σε ότι αφορά τις

ϕουλλερίνες του πυριτίου, το επόµενο ερώτηµα ϑα µπορούσε να ήταν : ποια είναι η ϑερ-

µοκρασία τήξης τους ή ποιο είναι το ϑερµοκρασιακό όριο σταθερότητας αυτών των δοµών,

πριν καταρρεύσουν σε µια πιο συµπαγή - σταθερότερη δοµή.

Τα ερωτήµατα αυτά, ως ϕυσική συνέχεια αυτής της διδακτορικής διατριβής και ως

συνέπεια των αποτελεσµάτων της, είναι αυτά που ϑα µας απασχολήσουν στο άµεσο µέλλον.-
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Παράρτηµα Α΄

Στροφή σφαιρικών αρµονικών

Α΄.1 Κατασκευή σφαιρικών αρµονικών

Οι σφαιρικές αρµονικές Y m
l (θ, φ) είναι ιδιολύσεις της εξίσωσης ιδιοτιµών [377]

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
Y (θ, φ) = −λY (θ, φ). (Α΄.1)

Γράφοντας τις συναρτήσεις Y (θ, φ) υπό τη µορφή χωριζόµενων µεταβλητών ως

Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ), (Α΄.2)

η παραπάνω εξίσωση ιδιοτιµών χωρίζεται σε δύο εξισώσεις, οι οποίες είναι οι

−d
2Φ(φ)

dφ2
= µ2Φ(φ) (Α΄.3)

και
1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ(θ)

dθ

)
− µ2

sin2 θ
Θ(θ) = −λΘ(θ). (Α΄.4)

∆εδοµένου ότι

L2 =
~2

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

~2

sin2 θ

∂2

∂φ2
(Α΄.5)

και

lz = −i~ ∂

∂φ
=⇒ l2z = −~2

∂2

∂φ2
, (Α΄.6)

όπου L2 ο τελεστής της στροφορµής στο τετράγωνο και lz ο τελεστής της συνιστώσας της

στροφορµής στον άξονα z, οι σφαιρικές αρµονικές είναι συγχρόνως ιδιοκαταστάσεις των δύο

αυτών τελεστών. Οι ιδιοτιµές τους είναι αντίστοιχα ~2l(l+1) και ~m (δηλαδή λ = −l(l+1)
και µ = m), όπου µπορεί να δείξει κανείς [10], ότι οι επιτρεπτές τιµές των l και m είναι

l = 0, 1, 2, . . . και m = −l, . . . , l. (Α΄.7)
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Οι σφαιρικές αρµονικές έχουν τη µορφή

Y m
l (θ, φ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimφ, (Α΄.8)

όπου τα Pm
l (x) είναι τα γνωστά πολυώνυµα Legendre, που αποτελούν λύσεις της λεγόµενης

῾῾προσαρτηµένης εξίσωσης Legendre᾿᾿

d

dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0. (Α΄.9)

και µπορούν να κατασκευαστούν από τη σχέση

Pm
l (x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2d

l+m(x2 − 1)l

dxl+m
. (Α΄.10)

Οι σφαιρικές αρµονικές µπορούν να γραφούν στη µορφή

Y m
l (θ, φ) = Θm

l (θ)Φm(φ), (Α΄.11)

όπου

Θm
l (θ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

2(l +m)!
Pm
l (cos θ) και Φm(φ) =

1√
2π
eimφ. (Α΄.12)

Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι τόσο οι συναρτήσεις Θm
l (θ) όσο και οι συναρτήσεις

Φm(φ) είναι ορθοκανονικές. Ισχύει δηλαδή ότι

∫ π

0

Θm
l (θ)Θ

m
l′ (θ) sin θdθ = δll′ και

∫ 2π

0

Φ∗
m(φ)Φm′(φ)dφ = δmm′ . (Α΄.13)

Αυτό έχει σα συνέπεια και οι σφαιρικές αρµονικές να είναι ορθοκανονικές και µάλιστα να

αποτελούν µια πλήρης ϐάση του χώρου των καταστάσεων της στροφορµής. Θα είναι δηλαδή

∫ π

0

∫ 2π

0

Y ∗
lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) sin θdθdφ = δll′δmm′ . (Α΄.14)

Οι σφαιρικές αρµονικές είναι µιγαδικές συναρτήσεις. Θα ήταν ϐολικό, αν µπορούσα-

µε να κατασκευάσουµε κάποιες άλλες συναρτήσεις µε γραµµικούς συνδυασµούς αυτών,

οι οποίες να διαθέτουν την ορθοκανονικότητα των σφαιρικών αρµονικών, αλλά να είναι

πραγµατικές. Οι πραγµατικές αυτές συναρτήσεις µπορούν να κατασκευαστούν µέσω των

σχέσεων:

Ỹ m
l (θ, φ) =

(−1)mY m
l (θ, φ) + Y −m

l (θ, φ)√
2

, m > 0, (Α΄.15)

Ỹ −m
l (θ, φ) =

(−1)mY m
l (θ, φ)− Y −m

l (θ, φ)√
2i

, m > 0 και (Α΄.16)
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Ỹ 0
l (θ, φ) = Y 0

l (θ, φ) = Θ0
l (θ)

1√
2π
. (Α΄.17)

Τα πολυώνυµα Legendre µπορεί κανείς να δείξει ότι έχουν την ιδιότητα

P−m
l (x) = (−1)m

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x). (Α΄.18)

Αυτό έχει σα συνέπεια να µπορούµε να γράψουµε για τις συναρτήσεις Θm
l

Θ−m
l (θ) =

√
(2l + 1)(l +m)!

2(l −m)!
P−m
l (cos θ) (Α΄.19)

=

√
(2l + 1)(l +m)!

2(l −m)!
(−1)m

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)

= (−1)m

√
(2l + 1)(l −m)!

2(l +m)!
Pm
l (cos θ)

= (−1)mΘm
l (θ).

Μέσω αυτής της ιδιότητας οι παραπάνω συναρτήσεις Ỹ m
l παίρνουν τη µορφή:

Ỹ m
l (θ, φ) = Θm

l (θ)Φ̃m(φ) =
(−1)m√

π
Θm

l (θ) cos(mφ), m > 0 και (Α΄.20)

Ỹ −m
l (θ, φ) = Θm

l (θ)Φ̃−m(φ) =
(−1)m√

π
Θm

l (θ) sin(mφ), m > 0, (Α΄.21)

όπου ϐεβαίως

Φ̃m(φ) =
Φm(φ) + Φ−m(φ)√

2
=

cos(mφ)√
π

, m > 0 και (Α΄.22)

Φ̃−m(φ) =
Φm(φ)− Φ−m(φ)√

2i
=

sin(mφ)√
π

, m > 0. (Α΄.23)

Με τον τρόπο αυτό η εξάρτηση των σφαιρικών αρµονικών από τα eimφ και e−imφ, µετατρέ-

πεται σε εξάρτηση από τα cos(mφ) και sin(mφ), απαλείφοντας έτσι το µιγαδικό µέρος των

σφαιρικών αρµονικών.

Κάνοντας χρήση της ορθοκανονικότητας των σφαιρικών αρµονικών, εύκολα µπορεί να

δείξει κανείς ότι και οι συναρτήσεις Ỹ m
l (θ, φ) είναι ορθοκανονικές. ∆ηλαδή

〈Ỹ m
l (θ, φ)|Ỹ m′

l′ (θ, φ)〉 = δl,l′δm,m′ . (Α΄.24)

Μάλιστα, επειδή οι σφαιρικές αρµονικές είναι πλήρης ϐάση του χώρου του τελεστή της

στροφορµής, και οι Ỹ m
l (θ, φ) είναι πλήρης ϐάση του ίδιου χώρου.

Για l = 0, 1, 2, οι Ỹ m
l (θ, φ) έχουν τη µορφή:



352 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Α΄. ΣΤΡΟΦ�Η ΣΦΑΙΡΙΚ�ΩΝ ΑΡΜΟΝΙΚ�ΩΝ

l = 0, m = 0, Ỹ 0
0 =

√
1

4π

l = 1, m = −1, Ỹ −1
1 =

√
3

4π
sin θ sinφ =

√
3

4π

y

r

l = 1, m = 0, Ỹ 0
1 =

√
3

4π
cos θ =

√
3

4π

z

r

l = 1, m = 1, Ỹ 1
1 =

√
3

4π
sin θ cosφ =

√
3

4π

x

r

l = 2, m = −2, Ỹ −2
2 =

√
15

16π
sin2 θ sin 2φ =

√
15

4π

xy

r2

l = 2, m = −1, Ỹ −1
2 =

√
15

4π
sin θ cos θ sinφ =

√
15

4π

yz

r2

l = 2, m = 0, Ỹ 0
2 =

√
15

16π
(3 cos2 θ − 1) =

√
5

16π

3z2 − r2

r2

l = 2, m = 1, Ỹ 1
2 =

√
15

4π
sin θ cos θ cosφ =

√
15

4π

zx

r2

l = 2, m = 2, Ỹ 2
2 =

√
15

16π
sin2 θ cos 2φ =

√
15

16π

x2 − y2

r2

Α΄.2 Στροφή των Ỹ m
l

Ας ϑεωρήσουµε µια συνάρτηση |Ỹ m
l 〉 η οποία στρέφεται αρχικά κατά γωνία φ0 γύρω από τον

άξονα z και εν συνεχεία κατά γωνία θ0 γύρω από τον άξονα y του συστήµατος συντεταγµένων

που προέκυψε από την προηγούµενη στροφή. Ας συµβολίσουµε τη στραµµένη συνάρτηση

ως |Ỹ rot
lm 〉. Η νέα αυτή συνάρτηση |Ỹ rot

lm 〉 µπορεί να προκύψει από τη συνάρτηση |Ỹ m
l 〉 αν

δράσουµε πάνω σ΄ αυτή µε τον τελεστή στροφής [31] Rz(φ0)Ry(θ0) = e(−ilzφ/~)e(−ilyθ)/~. Θα

είναι δηλαδή

|Ỹ rot
lm 〉 = e(−ilzφ)e(−ilyθ)|Ỹ m

l 〉. (Α΄.25)

Στην τελευταία εξίσωση έχουµε ϑεωρήσει ότι ~ = 1. Σε αντίθετη περίπτωση ϑα έπρεπε να

είχαµε γράψει e(−ilzφ)/~ και e(−ilyθ/~).

Πριν προχωρήσουµε παρακάτω για την εύρεση των |Ỹ rot
lm 〉, ϑα ήταν χρήσιµο να δούµε

ποία είναι η δράση των τελεστών ly και lz πάνω στις συναρτήσεις |Ỹ rot
lm 〉. Χρησιµοποιώντας
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τελεστές δηµιουργίας και καταστροφής, ο τελεστής ly γράφεται ως

ly =
l+ − l−

2i
. (Α΄.26)

Υπενθυµίζουµε ότι η δράση των τελεστών l+, l− και lz πάνω στις σφαιρικές αρµονικές |Y m
l 〉

είναι [10]:

l+|Y m
l 〉 =

√
l(l + 1)−m(m+ 1)|Y m+1

l 〉 (Α΄.27)

l−|Y m
l 〉 =

√
l(l + 1)−m(m− 1)|Y m−1

l 〉 και (Α΄.28)

lz|Y m
l 〉 = m|Y m

l 〉. (Α΄.29)

Αξίζει να σηµειωθεί στο σηµείο αυτό, ότι αν στη σχέση Α΄.10 δεν υπήρχε ο παράγοντας

(−1)m, ο οποίος δεν προσφέρει τίποτα περισσότερο από µια ϕάση στα πολυώνυµα Pm
l (x)

και κατ΄ επέκταση στις σφαιρικές αρµονικές Y m
l , τότε η δράση των τελεστών l+ και l− πάνω

στις σφαιρικές αρµονικές ϑα ήταν τελείως διαφορετική, µε αποτέλεσµα να παίρναµε τελείως

λάθος συµπεράσµατα.

Α΄.3 ∆ράση του τελεστή Ry(θ0) = e−iθ0ly πάνω στις συναρ-

τήσεις |Ỹ m
l 〉

Με ϐάση τις σχέσεις Α΄.27 και Α΄.28, η δράση του τελεστή ly πάνω στις συναρτήσεις |Ỹ ±m
l 〉

για m > 0 γίνεται :

ly|Ỹ m
l 〉 =

l+ − l−
2i

(
(−1)m|Y m

l 〉+ |Y −m
l 〉√

2

)
(Α΄.30)

=
1

2i

[
√
l(l + 1)−m(m− 1)

(−1)m−1|Y m−1
l 〉+ |Y −(m−1)

l 〉√
2

−
√
l(l + 1)−m(m+ 1)

(−1)m+1|Y m+1
l 〉+ |Y −(m+1)

l 〉√
2

]
,

ly|Ỹ −m
l 〉 =

l+ − l−
2i

(
(−1)m|Y m

l 〉 − |Y −m
l 〉√

2i

)
(Α΄.31)

=
i

2

[
√
l(l + 1)−m(m+ 1)

(−1)m+1|Y m+1
l 〉 − |Y −(m+1)

l 〉√
2i

−
√
l(l + 1)−m(m− 1)

(−1)m−1|Y m−1
l 〉 − |Y −(m−1)

l 〉√
2i

]

και για m = 0

ly|Ỹ 0
l 〉 =

l+ − l−
2i

|Y 0
l 〉 = i

√
l(l + 1)√

2

(−1)1|Y 1
l 〉+ |Y −1

l 〉√
2

= i

√
l(l + 1)

2
Ỹ 1
l . (Α΄.32)
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Για m = 1 οι σχέσεις Α΄.30 και Α΄.31 γίνονται

ly|Ỹ 1
l 〉 =

1

2i

(√
2l(l + 1)|Ỹ 0

l 〉 −
√
l(l + 1)− 2|Ỹ 2

l 〉
)

(Α΄.33)

και

ly|Ỹ −1
l 〉 = i

2

√
l(l + 1)− 2|Ỹ −2

l 〉. (Α΄.34)

Για m ≥ 2 οι σχέσεις Α΄.30 και Α΄.31 γίνονται

ly|Ỹ ±m
l 〉 = 1

2i

[√
l(l + 1)−m(m− 1)|Ỹ ±(m−1)

l 〉 −
√
l(l + 1)−m(m+ 1)|Ỹ ±(m+1)

l 〉
]
.

(Α΄.35)

Γνωρίζοντας τη δράση του τελεστή ly πάνω στις συναρτήσεις |Ỹ m
l 〉 µπορούµε να ϐρούµε

τη δράση του τελεστή στροφής γύρω από τον άξονα y πάνω στις ίδιες συναρτήσεις, δεδοµένου

ότι

Ry(θ0) = e−iθ0ly =
∞∑

k=0

(−iθ0)k
k!

lky . (Α΄.36)

Ας ξεκινήσουµε λοιπόν να δράσουµε διαδοχικά µε τους τελεστές lky πάνω στις συναρτήσεις

|Ỹ m
l 〉.

Α΄.3.1 ∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ 0
0 〉

΄Οπως είναι εύκολο να δει κανείς από την εξίσωση Α΄.32 για l = 0: ly|Ỹ 0
0 〉 = 0. Κατά

συνέπεια lky |Ỹ 0
0 〉 = 0 και εποµένως

Ry(θ0)|Ỹ 0
0 〉 = |Ỹ 0

0 〉. (Α΄.37)

Α΄.3.2 ∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στις συναρτήσεις |Ỹ m
1 〉

Για l = 1 οι σχέσεις Α΄.32, Α΄.33 και Α΄.34 γίνονται

ly|Ỹ −1
1 〉 = 0, ly|Ỹ 0

1 〉 = i|Ỹ 1
1 〉 και ly|Ỹ 1

1 〉 = −i|Ỹ 0
1 〉 (Α΄.38)

΄Ετσι ϑα έχουµε:

∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ −1
1 〉

΄Οπως είναι εύκολο να δει κανείς από την πρώτη από τις εξισώσεις Α΄.38: ly|Ỹ −1
1 〉 = 0. Κατά

συνέπεια lky |Ỹ −1
1 〉 = 0 και εποµένως

Ry(θ0)|Ỹ −1
1 〉 = |Ỹ −1

1 〉. (Α΄.39)
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∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ 0
1 〉

Από τη δεύτερη και τρίτη από τις εξισώσεις Α΄.38 εύκολα µπορεί να δει κανείς ότι ly|Ỹ 0
1 〉 =

i|Ỹ 1
1 〉 και l2y|Ỹ 0

1 〉 = ily|Ỹ 1
1 〉 = |Ỹ 0

1 〉. Χρησιµοποιώντας αυτές τις δύο σχέσεις, µπορούµε πολύ

εύκολα να δείξουµε ότι l2k+1
y |Ỹ 0

1 〉 = i|Ỹ 1
1 〉 και l2ky |Ỹ 0

1 〉 = |Ỹ 0
1 〉. ΄Ετσι

Ry(θ0)|Ỹ 0
1 〉 = e−iθ0ly |Ỹ 0

1 〉 =
∞∑

k=0

(−iθ0)2k
(2k)!

|Ỹ 0
1 〉+ i

∞∑

k=0

(−iθ0)2k+1

(2k + 1)!
|Ỹ 1

1 〉 (Α΄.40)

=
∞∑

k=0

(−1)kθ2k0
(2k)!

|Ỹ 0
1 〉+

∞∑

k=0

(−1)kθ2k+1
0

(2k + 1)!
|Ỹ 1

1 〉

= cos θ0|Ỹ 0
1 〉+ sin θ0|Ỹ 1

1 〉

∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ 1
1 〉

Με παραγώγιση ως προς θ0 της προηγούµενης σχέσης Α΄.40 που ϐρήκαµε, παίρνουµε:

∂e−iθ0ly |Ỹ 0
1 〉

∂θ0
= − sin θ0|Ỹ 0

1 〉+ cos θ0|Ỹ 1
1 〉 (Α΄.41)

Για το πρώτο µέλος της εξίσωσης, µε χρήση της δεύτερης από τις εξισώσεις Α΄.38, παίρνουµε:

∂e−iθ0ly |Ỹ 0
1 〉

∂θ0
= e−iθ0ly(−ily)|Ỹ 0

1 〉 = e−iθ0ly |Ỹ 1
1 〉. (Α΄.42)

Κατά συνέπεια

Ry(θ0)|Ỹ 1
1 〉 = e−iθ0ly |Ỹ 1

1 〉 = cos θ0|Ỹ 1
1 〉 − sin θ0|Ỹ 0

1 〉. (Α΄.43)

Α΄.3.3 ∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στις συναρτήσεις |Ỹ m
2 〉

Για l = 2 οι σχέσεις Α΄.32, Α΄.33, Α΄.34 και Α΄.35 δίνουν :

ly|Ỹ −2
2 〉 = −i|Ỹ −1

2 〉, ly|Ỹ −1
2 〉 = i|Ỹ −2

2 〉 (Α΄.44)

και

ly|Ỹ 0
2 〉 =

√
3i|Ỹ 1

2 〉 ly|Ỹ 1
2 〉 = i(|Ỹ 2

2 〉 −
√
3|Ỹ 0

2 〉) ly|Ỹ 2
2 〉 = −i|Ỹ 1

2 〉 (Α΄.45)

∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στις συναρτήσεις |Ỹ −1
2 〉 και |Ỹ −2

2 〉
Οι σχέσεις Α΄.44 ϑα ήταν ακριβώς οι ίδιες µε τη δεύτερη και τρίτη των εξισώσεων Α΄.38,

αν στις ϑέσεις των |Ỹ −2
2 〉 και |Ỹ −1

2 〉 των σχέσεων Α΄.44 τοποθετούνταν τα |Ỹ 1
1 〉 και |Ỹ 0

1 〉
αντίστοιχα. Κατά συνέπεια µε αντικατάσταση των |Ỹ 0

1 〉 και |Ỹ 1
1 〉 στις σχέσεις Α΄.40 και Α΄.43

από τα |Ỹ −1
2 〉 και |Ỹ −2

2 〉 αντίστοιχα, παίρνουµε αµέσως τη δράση του τελεστή e−iθ0ly πάνω

στις καταστάσεις |Ỹ −1
2 〉 και |Ỹ −2

2 〉. Θα έχουµε λοιπόν :

Ry(θ0)|Ỹ −2
2 〉 = e−iθ0ly |Ỹ −2

2 〉 = cos θ0|Ỹ −2
2 〉 − sin θ0|Ỹ −1

2 〉. (Α΄.46)
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και

Ry(θ0)|Ỹ −1
2 〉 = e−iθ0ly |Ỹ −1

2 〉 = cos θ0|Ỹ −1
2 〉+ sin θ0|Ỹ −2

2 〉 (Α΄.47)

∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ 0
2 〉

Από τις σχέσεις Α΄.45 είδαµε ότι ly|Ỹ 0
2 〉 =

√
3i|Ỹ 1

2 〉. Κατά συνέπεια και µε χρήση των

σχέσεων Α΄.45 ϐρίσκουµε:

l2y|Ỹ 0
2 〉 =

√
3ily|Ỹ 1

2 〉 = 3|Ỹ 0
2 〉 −

√
3|Ỹ 2

2 〉 (Α΄.48)

l3y|Ỹ 0
2 〉 = 3ly|Ỹ 0

2 〉 −
√
3ly|Ỹ 2

2 〉 = 4
√
3i|Ỹ 1

2 〉 = 22ly|Ỹ 0
2 〉 (Α΄.49)

l4y|Ỹ 0
2 〉 = 22l2y|Ỹ 0

2 〉 = 22
(
3|Ỹ 0

2 〉 −
√
3|Ỹ 2

2 〉
)

(Α΄.50)

Από τις σχέσεις αυτές εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι

l2k+1
y |Ỹ 0

2 〉 = 22kly|Ỹ 0
2 〉 = 22k+1

√
3i

2
|Ỹ 1

2 〉, k ≥ 1 (Α΄.51)

και

l2ky |Ỹ 0
2 〉 = 22k

1

4
l2y|Ỹ 0

2 〉 = 22k

(
3

4
|Ỹ 0

2 〉 −
√
3

4
|Ỹ 2

2 〉
)
, k ≥ 1. (Α΄.52)

΄Ετσι η δράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ 0
2 〉 ϑα είναι :

Ry(θ0)|Ỹ 0
2 〉 = e−iθ0ly |Ỹ 0

2 〉 (Α΄.53)

= |Ỹ 0
2 〉+

∞∑

k=1

(−i2θ0)2k
(2k)!

(
3

4
|Ỹ 0

2 〉 −
√
3

4
|Ỹ 2

2 〉
)

+
∞∑

k=0

(−i2θ0)2k+1

(2k + 1)!

i
√
3

2
|Ỹ 1

2 〉

= |Ỹ 0
2 〉+

(
3

4
|Ỹ 0

2 〉 −
√
3

4
|Ỹ 2

2 〉
)
(cos 2θ0 − 1) + sin 2θ0

√
3

2
|Ỹ 1

2 〉

=
1

4
(1 + 3 cos 2θ0) |Ỹ 0

2 〉+
√
3

2
sin 2θ0|Ỹ 1

2 〉+
√
3

4
(1− cos 2θ0) |Ỹ 2

2 〉

∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ 2
2 〉

Με δεδοµένο ότι από τις σχέσεις Α΄.45 έχουµε: ly|Ỹ 2
2 〉 = −i|Ỹ 1

2 〉 και ly|Ỹ 0
2 〉 = i

√
3|Ỹ 1

2 〉,
προκύπτει ότι

ly|Ỹ 2
2 〉 = − 1√

3
ly|Ỹ 0

2 〉, (Α΄.54)

και εποµένως

lky |Ỹ 2
2 〉 = − 1√

3
lky |Ỹ 0

2 〉, k ≥ 1. (Α΄.55)
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Μπορούµε εποµένως να γράψουµε:

Ry(θ0)|Ỹ 2
2 〉 = e−iθ0ly |Ỹ 2

2 〉 (Α΄.56)

= |Ỹ 2
2 〉+

∞∑

k=1

(−iθ0)k
k!

lky |Ỹ 2
2 〉

= |Ỹ 2
2 〉 −

1√
3

∞∑

k=1

(−iθ0)k
k!

lky |Ỹ 0
2 〉

= |Ỹ 2
2 〉+

1√
3
|Ỹ 0

2 〉 −
1√
3

∞∑

k=0

(−iθ0)k
k!

lky |Ỹ 0
2 〉

= |Ỹ 2
2 〉+

1√
3
|Ỹ 0

2 〉 −
1√
3
e−iθ0ly |Ỹ 0

2 〉

= |Ỹ 2
2 〉+

1√
3
|Ỹ 0

2 〉

− 1√
3

(
1

4
(1 + 3 cos 2θ0)|Ỹ 0

2 〉+
√
3

2
sin 2θ0|Ỹ 1

2 〉+
√
3

4
(1− cos 2θ0)|Ỹ 2

2 〉
)

=
1

4
(3 + cos 2θ0)|Ỹ 2

2 〉+
√
3

4
(1− cos 2θ0)|Ỹ 0

2 〉 −
1

2
sin 2θ0|Ỹ 1

2 〉

∆ράση του τελεστή Ry(θ0) πάνω στη συνάρτηση |Ỹ 1
2 〉

Με παραγώγιση κατά µέλη της σχέσης Α΄.56 ως προς θ0 προκύπτει :

∂e−iθ0ly

∂θ0
|Ỹ 2

2 〉 = −1

2
sin 2θ0|Ỹ 2

2 〉+
√
3

2
sin 2θ0)|Ỹ 0

2 〉 − cos 2θ0|Ỹ 1
2 〉 (Α΄.57)

΄Οµως

∂e−iθ0ly

∂θ0
|Ỹ 2

2 〉 = e−iθ0ly(−ily)|Ỹ 2
2 〉 = −e−iθ0ly |Ỹ 1

2 〉. (Α΄.58)

Εποµένως

Ry(θ0)|Ỹ 1
2 〉 = e−iθ0ly |Ỹ 1

2 〉 = cos 2θ0|Ỹ 1
2 〉 −

1

2
sin 2θ0(

√
3|Ỹ 0

2 〉 − |Ỹ 2
2 〉) (Α΄.59)

Α΄.4 ∆ράση του τελεστή Rz(φ0) = e−iφ0lz πάνω στις |Ỹ m
l 〉

΄Οπως ήδη έχουµε αναφέρει στη σχέση Α΄.29, lz|Ỹ m
l 〉 = m|Ỹ m

l 〉. Με ϐάση αυτή τη σχέση ϑα

πρέπει να ϐρούµε τη δράση του lz πάνω στις |Ỹ m
l 〉. Για m = 0 ϑα έχουµε

lz|Ỹ 0
l 〉 = lz|Y 0

l 〉 = 0 (Α΄.60)
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Για m > 0 ϑα έχουµε

lz|Ỹ m
l 〉 = lz

(−1)mY m
l (θ, φ) + Y −m

l (θ, φ)√
2

= m
(−1)mY m

l (θ, φ)− Y −m
l (θ, φ)√

2

= mi|Ỹ −m
l 〉 (Α΄.61)

και

lz|Ỹ −m
l 〉 = lz

(−1)mY m
l (θ, φ)− Y −m

l (θ, φ)√
2i

= m
(−1)mY m

l (θ, φ) + Y −m
l (θ, φ)√

2i

= −mi|Ỹ m
l 〉 (Α΄.62)

Θα µπορούσαµε εποµένως να γράψουµε σε ένα πιο συµπυκνωµένο συµβολισµό:

lz|Ỹ ±m
l 〉 = ±im|Ỹ ∓m

l 〉. (Α΄.63)

Κατά συνέπεια

l2z |Ỹ ±m
l 〉 = ±imlz|Ỹ ∓m

l 〉 = m2|Ỹ ±m
l 〉. (Α΄.64)

Εποµένως εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι

l2k+1
z |Ỹ ±m

l 〉 = ±im2k+1|Ỹ ∓m
l 〉 (Α΄.65)

και

l2kz |Ỹ ±m
l 〉 = m2k|Ỹ ±m

l 〉. (Α΄.66)

΄Ετσι η δράση του τελεστή Rz(φ0) = e−iφ0lz πάνω στις |Ỹ m
l 〉 ϑα δώσει :

Rz(φ0)|Ỹ ±m
l 〉 = e−iφ0lz |Ỹ ±m

l 〉 (Α΄.67)

=
∞∑

k=0

(−imφ0)
2k

(2k)!
|Ỹ ±m

l 〉 ± i
∞∑

k=0

(−imφ0)
2k+1

(2k + 1)!
|Ỹ ∓m

l 〉

= cos(mφ0)|Ỹ ±m
l 〉 ± sin(mφ0)|Ỹ ∓m

l 〉



Παράρτηµα Β΄

Προσδιορισµός των παραµέτρων της

χαµιλτονιανής ισχυρής δέσµευσης

Β΄.1 Εισαγωγή

΄Οπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 2, προκειµένου να ϐρεθεί η ενέργεια ενός συστήµατος

ατόµων, που περιγράφεται από µια χαµιλτονιανή στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης,

χρειάζεται να προσδιοριστούν οι παράµετροι α και Φ0, όπως επίσης και οι παράµετροι a, b
και c που εµφανίζονται στον όρο Ubond.

Υπενθυµίζουµε ότι ο παράγοντας α καθορίζει την κλιµάκωση (scaling) των παραµέτρων

Slater  Koster [30] Vll′µ (όπου l, l′ = s, p, d και µ = σ, π, δ), µέσω της σχέσης

Vll′µ = Vll′µ(r) = Vll′µ(d)e
−α(r−d), (Β΄.1)

όπου Vll′µ(d) είναι οι τιµές των παραµέτρων Slater  Koster για r = d, όπου r η ενδοατοµική

απόσταση και d η απόσταση πρώτων γειτόνων στο συµπαγές στερεό (bulk) (ϐλέπε σελίδα 80).

Η τιµή των παραµέτρων Slater  Koster για r = d δίνονται από το σχήµα του Harrison [32],

που έχει ήδη περιγραφεί στη σελίδα 63.

Η παράµετρος Φ0 λειτουργεί ως πολλαπλασιαστικός παράγοντας στον απωστικό όρο της

χαµιλτονιανής, ο οποίος, όπως έχουµε πει (ϐλέπε σελίδα 82), έχει τη µορφή:

Urep =
∑

i>j

Φ0e
−4α(rij−d) (Β΄.2)

Τέλος, όπως έχουµε ξαναπεί, ο όρος Ubond δρα διορθωτικά στην ενέργεια και εισήχθη

επιτυχώς, για πρώτη ϕορά από τους Tomańek και Schlüter [27,28], προκειµένου να µπο-

ϱέσουν να προσδιορίσουν σωστά την ενέργεια συνοχής µικρών συσσωµατωµάτων Si και

τελικώς να αποφανθούν για τις δοµές των συσσωµατωµάτων Si µε την ελάχιστη ενέργεια.

Υπενθυµίζουµε ότι η µαθηµατική έκφραση του όρου Ubond είναι :

Ubond = N

[
a
(nb

N

)2
+ b
(nb

N

)
+ c

]
, (Β΄.3)
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(ϐλέπε σελίδα 82), όπου nb ο αριθµός των δεσµών και N ο αριθµός των ατόµων του συσσω-

µατώµατος.

Ο υπολογισµός των παραµέτρων α και Φ0 γίνεται προσαρµόζοντας την ενδοατοµική α-

πόσταση ισορροπίας και τη συχνότητα ταλάντωσης (vibrational frequency) του διµερούς

στις αντίστοιχες τιµές που προκύπτουν από πειραµατικά δεδοµένα ή από ακριβείς ϑεω-

ϱητικούς υπολογισµούς. Μετά από τον υπολογισµό των παραµέτρων α και Φ0, γίνεται ο

υπολογισµός των παραµέτρων a, b και c του όρου Ubond, έτσι ώστε η χαµιλτονιανή, στην

προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης, να αποδίδει σωστά τις ενέργειες : (α) του διµερούς και

(ϐ) των δύο συνηθέστερα απαντώµενων στη ϕύση δοµών του συµπαγούς υπό εξέταση στερε-

ού [27,28]. Εναλλακτικά ϑα µπορούσε να προσαρµόζεται στην ενέργεια συνοχής κάποιων

συγκεκριµένων συσσωµατωµάτων.

Ας σηµειωθεί ότι στην κατάσταση ισορροπίας του διµερούς, ο όρος Ubond δρα απλώς ως

µια προσθετική σταθερά στην ενέργεια. Κατά συνέπεια η τιµή της δύναµης ανάµεσα στα

άτοµα του διµερούς, όπως επίσης και της συχνότητας ταλάντωσής του, (οι οποίες προκύ-

πτουν από την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο της ενέργειας ως προς την ενδοατοµική

απόσταση r αντίστοιχα), δεν επηρεάζονται από την τιµή του όρου Ubond, ο οποίος ϕεύγει

κατά την παραγώγιση. Γι αυτό ο όρος Ubond δεν εµπλέκεται πουθενά κατά τον προσδιορισµό

των παραµέτρων α και Φ0, πράγµα που επιτρέπει να γίνει κατ΄ αρχή ο προσδιορισµός των

α και Φ0, χωριστά και ανεξάρτητα από τον προσδιορισµό των a, b και c και στη συνέχεια

(αφού έχουν προσδιοριστεί τα α και Φ0) να γίνει ο προσδιορισµός των a, b και c. Το ίδιο

συµβαίνει και για τους διορθωτικούς όρους Hubbard και σύζευξης σπιν–τροχιάς, για τους

οποίους η µοναδική διαφοροποίηση στη δύναµη έρχεται µέσω των (ενδεχοµένως) διαφο-

ϱετικών κυµατοσυναρτήσεων (ιδιοκαταστάσεων) µέσω των οποίων υπολογίζεται η δύναµη,

όπως άλλωστε έχουµε αναφέρει στη σελίδα 125.

Για να ϐρεθούν λοιπόν τα α και Φ0 πρέπει :

• να κατασκευαστεί η χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης που να περιγράφει το διµερές

στην κατάσταση ισορροπίας του,

• να ϐρεθεί η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της χαµιλτονιανής,

• από την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της χαµιλτονιανής, να ϐρεθεί µια έκφραση

για τη δύναµη και τη συχνότητα ταλάντωσης χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Hellman
Feynman [102] και

• ϑέτοντας τη δύναµη στη ϑέση ισορροπίας του διµερούς ίση µε µηδέν και τη συχνότητα

ταλάντωσης ίση µε την τιµή που προκύπτει από πειραµατικά δεδοµένα, να δηµιουρ-

γηθεί ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους (τα α και Φ0), η λύση του οποίου

ϑα δώσει τα α και Φ0.

Εν συνεχεία, (έχοντας ήδη προσδιοριστεί οι παράµετροι α και Φ0), οι παράγοντες a, b και c
του όρου Ubond, προσδιορίζονται, όπως είπαµε, προσαρµόζοντας τις τιµές των ενεργειών : (α)

του διµερούς και (ϐ) των δύο συνηθέστερα απαντώµενων στη ϕύση δοµών του συµπαγούς

(bulk) υπό εξέταση υλικού. [27, 28], όπως προκύπτουν από την προσέγγιση ισχυρής δέ-

σµευσης, στις αντίστοιχες τιµές που προκύπτουν είτε από πειραµατικά δεδοµένα, είτε από



Β΄.2. ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜ�ΟΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜ�ΕΤΡΩΝ α ΚΑΙ Φ0 361

ακριβείς ϑεωρητικούς υπολογισµούς. ∆ηµιουργείτε έτσι ένα σύστηµα τριών εξισώσεων µε

τρεις αγνώστους (τα a, b και c), η λύση του οποίου δίνει τα a, b και c.

Β΄.2 Προσδιορισµός των παραµέτρων α και Φ0

΄Οπως είπαµε, για τον προσδιορισµό των παραµέτρων α και Φ0, πρέπει κατ΄ αρχήν να κατα-

σκευαστεί η χαµιλτονιανή που ϑα περιγράφει την αλληλεπίδραση µεταξύ των ηλεκτρονίων

του διµερούς µε τους πυρήνες των ατόµων. Στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, ο πίνακας

της χαµιλτονιανής αυτής έχει τη γενική µορφή:

H =

[
H11 H12

H21 H22

]
,

όπου οι υποπίνακες Hij περιγράφουν την αλληλεπίδραση µεταξύ των ηλεκτρονίων σθένους

των ατόµων i και j µε τους πυρήνες (ϐλέπε σελίδα 30). Η περιγραφή της αλληλεπίδρασης

αυτής γίνεται µε την ανάπτυξη της χαµιλτονιανής σε µια ϐάση ατοµοειδών (atomiclike)

τροχιακών |lk〉 εντοπισµένων στις ϑέσεις των ατόµων1 (ϐλέπε Κεφ. 2). Η ϐάση αυτή είναι η

ελάχιστη δυνατή που απαιτείται για µια ῾῾αξιόπιστη᾿᾿ περιγραφή της αλληλεπίδρασης αυτής

και εξαρτάται από το είδος των υπό µελέτη ατόµων. ΄Ετσι για τον ΄Ανθρακα και το Πυρίτιο,

για τα οποία η ηλεκτρονική διάταξη των ελευθέρων ατόµων τους είναι αντίστοιχα [He]2s22p2

και [Ne]3s23p2, µια κατάλληλη ϐάση για την ανάπτυξη των κυµατοσυναρτήσεων των διµε-

ϱών τους και γενικότερα των ατοµικών συσσωµατωµάτων τους είναι η ϐάση των τεσσάρων

ατοµοειδών τροχιακών s, px, py και pz, εντοπισµένων στις ϑέσεις των πυρήνων τους. Κατ΄

αναλογία, για το διµερές του Νικελίου, για το οποίο η ηλεκτρονική διάταξη των ελευθέρων

ατόµων του είναι [Ar]3d94s1, η αντίστοιχη κατάλληλη ϐάση είναι η ϐάση των έξι ατοµοειδών

τροχιακών s, dxy, dyz, dzx, dx2−y2 και d3z2−r2 επίσης εντοπισµένων στις ϑέσεις των πυρήνων

τους. Στην περίπτωση λοιπόν των διµερών ΄Ανθρακα και Πυριτίου ϑα έχουµε την ανάπτυξη

σε µια ϐάση τροχιακών s − p, ενώ στην περίπτωση του Νικελίου, σε µια ϐάση τροχιακών

s− d.
Για την κατασκευή των στοιχείων µήτρας Hk′k

l′l = 〈l′k′|H|lk〉 των παραπάνω χαµιλτονια-

νών (ϐλέπε σελίδες 62 και 63) χρησιµοποιούµε τις παραµέτρους Slater  Koster [30], όπως

περιγράφονται από το σχήµα του Harrison [32] και τα συνηµίτονα κατεύθυνσης (l,m, n)
των διανυσµάτων που ορίζονται από τις ενδοατοµικές αποστάσεις. Στην περίπτωση του δι-

µερούς, και προκειµένου να απλουστεύσουµε τη µορφή του πίνακα της χαµιλτονιανής,

ϑεωρούµε ότι το ένα άτοµο ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων (ϑέση (0, 0, 0)) και το άλλο στη

ϑέση (r, 0, 0). (ϐλέπε Εικόνα Β΄.1). ΄Ετσι τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του δευτέρου ατόµου

ως προς το πρώτο παίρνουν τις τιµές (l,m, n) = (1, 0, 0), ενώ του πρώτου ως προς το δεύτερο

τις τιµές (l,m, n) = (−1, 0, 0).
Ας ξεκινήσουµε λοιπόν να εξετάσουµε τις δύο περιπτώσεις (s − p και s − d) διµερών

χωριστά.

1Ο συµβολισµός |lk〉 υποδηλώνει ατοµοειδές τροχιακό τύπου l, (l = s, px, py, pz, dxy, dyz, dzx, dx2
−y2 ή

d3z2
−r2 ) εντοπισµένο στη ϑέση του ατόµου k (Rk). Εποµένως η αναπαράστασή τους το χώρο των ϑέσεων 〈r|

ϑα είναι 〈r|lk〉 = Ψlk(r−Rk) = Φ
(0)
lk (r) (ϐλέπε σελίδα 47).
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Σχήµα Β΄.1: ∆ιµερές µε τα άτοµα στις ϑέσεις (0, 0, 0) και (r, 0, 0).

Β΄.2.1 s− p διµερή. (Περιπτώσεις C2 και Si2)

Η χαµιλτονιανή

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη όσα αναφέραµε παραπάνω, η χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης δι-

µερούς που αναπτύσσεται σε µια ϐάση s−p (όπως το διµερές C2 και Si2) ϑα έχει τη µορφή:

Hij =




〈si|H|sj〉 〈si|H|pjx〉 〈si|H|pjy〉 〈si|H|pjz〉

〈pix|H|sj〉 〈pix|H|pjx〉 〈pix|H|pjy〉 〈pix|H|pjz〉

〈piy|H|sj〉 〈piy|H|pjx〉 〈piy|H|pjy〉 〈piy|H|pjz〉

〈piz|H|sj〉 〈piz|H|pjx〉 〈piz|H|pjy〉 〈piz|H|pjz〉




.

Χρησιµοποιώντας τις παραµέτρους Slater  Koster, η παραπάνω χαµιλτονιανή γράφε-

ται :

H =




Es 0 0 0 Vssσ Vspσ 0 0
0 Ep 0 0 −Vspσ Vppσ 0 0
0 0 Ep 0 0 0 Vppπ 0
0 0 0 Ep 0 0 0 Vppπ
Vssσ −Vspσ 0 0 Es 0 0 0
Vspσ Vppσ 0 0 0 Ep 0 0
0 0 Vppπ 0 0 0 Ep 0
0 0 0 Vppπ 0 0 0 Ep




Η εξίσωση ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής αυτής,

det(H − ǫiI) = 0, (Β΄.4)
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ανάγεται στις εξισώσεις

((ǫi − Ep)
2 − V 2

ppπ)
2 = 0 και

(ǫi − Es)
2(ǫi − Ep)

2 − (ǫi − Es)
2V 2

ppσ − (ǫi − Ep)
2V 2

ssσ + (VssσVppσ + Vspσ)
2 = 0

Η πρώτη εκ των δύο εξισώσεων δίνει τις αναλυτικές λύσεις :

ǫi = Ep ± Vppπ (διπλά εκφυλισµένες),

η δε δεύτερη, αν και µπορεί να λυθεί αναλυτικά ως πολυωνυµική 4ου ϐαθµού, είναι προ-

τιµότερο να λυθεί αριθµητικά, επειδή η αναλυτική λύση ϑα έχει πολύπλοκη µορφή και δε

ϑα προσφέρει πολλά πράγµατα ούτε στην κατανόηση της εξάρτησης των ιδιοτιµών αυτών

από την απόσταση, ούτε στην περαιτέρω επεξεργασία για την εύρεση των α και Φ0, µέσω

των επικείµενων παραγωγίσεων. ΄Ετσι η ενέργεια U του διµερούς ϑα έχει τη µορφή:

U(r) =
8∑

i=1

ǫi(r)nocc(i) + Φ0e
−4α(r−d) + Ubond, (Β΄.5)

όπου nocc(i) είναι ο αριθµός κατάληψης κάθε ενεργειακής κατάστασης, δηλαδή ο αριθµός

των ηλεκτρονίων που καταλαµβάνουν την κατάσταση αυτή.

Το γεγονός ότι τα ηλεκτρόνια σθένους, τόσο στο C2 όσο και στο Si2, είναι 8, έχει σα

συνέπεια να είναι πλήρως κατειληµµένες µόνο οι 4 κατώτερες ενεργειακές στάθµες2, που

ϑα προκύψουν από τη διαγωνοποίηση της παραπάνω χαµιλτονιανής. (∆ηλαδή nocc(i) = 2
για i = 1, 2, 3, 4 και nocc(i) = 0 για i = 5, 6, 7, 8). Η ενέργεια του διµερούς C2 και Si2 ϑα

έχει τη µορφή:

U(r) = 2
4∑

i=1

ǫi(r) + Φ0e
−4α(r−d) + Ubond. (Β΄.6)

Θέση ισορροπίας

Ως γνωστό η ϑέση ισορροπίας του διµερούς προκύπτει από το µηδενισµό της ενδοατοµικής

δύναµης. Η δύναµη ανάµεσα στα δύο άτοµα του διµερούς προκύπτει από την παραγώγιση

της ενέργειας ως προς την ενδοατοµική απόσταση r. Θα είναι λοιπόν :

F = −∂U(r)
∂r

= −
8∑

i=1

∂ǫi(r)

∂r
nocc(i) + 4αΦ0e

−4α(r−d). (Β΄.7)

Ο υπολογισµός της παραγώγου ∂ǫi(r)/∂r της ιδιοενέργειας ǫi(r) προκύπτει από το ϑεώρηµα

Hellman  Feynman [10,102], σύµφωνα µε το οποίο :

∂ǫi(r)

∂r
= 〈i|∂H

∂r
|i〉, (Β΄.8)

όπου |i〉 είναι οι ιδιοκαταστάσεις της χαµιλτονιανής.

2κάθε µια µε δύο ηλεκτρόνια
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∆ε µένει λοιπόν παρά να προσδιοριστεί η παράγωγος των στοιχείων µήτρας του πίνα-

κα της χαµιλτονιανής. ∆εδοµένου ότι τα διαγώνια στοιχεία µήτρας Es και Ep δεν έχουν

εξάρτηση από την ενδοατοµική απόσταση, η παράγωγός τους ως προς αυτή ϑα είναι µη-

δέν. Αντιθέτως στα µη διαγώνια στοιχεία εµφανίζονται οι όροι Vl′lm(r) = Vl′lm(d)e
−α(r−d), η

παραγώγιση των οποίων δίνει :

∂Vl′lm(r)

∂r
= −αVl′lm(r) (Β΄.9)

΄Ετσι η παράγωγος της χαµιλτονιανής ϑα γράφεται σαν :

∂H

∂r
= −α




0 0 0 0 Vssσ Vspσ 0 0
0 0 0 0 −Vspσ Vppσ 0 0
0 0 0 0 0 0 Vppπ 0
0 0 0 0 0 0 0 Vppπ
Vssσ −Vspσ 0 0 0 0 0 0
Vspσ Vppσ 0 0 0 0 0 0
0 0 Vppπ 0 0 0 0 0
0 0 0 Vppπ 0 0 0 0




Αν ονοµάσουµε HND (ND = Non Diagonal) και HD (D = Diagonal) τους πίνακες που

κατασκευάζονται µόνο µε τα µη διαγώνια και µόνο µε τα διαγώνια στοιχεία µήτρας της

χαµιλτονιανής H αντίστοιχα, τότε :

HND =




0 0 0 0 Vssσ Vspσ 0 0
0 0 0 0 −Vspσ Vppσ 0 0
0 0 0 0 0 0 Vppπ 0
0 0 0 0 0 0 0 Vppπ
Vssσ −Vspσ 0 0 0 0 0 0
Vspσ Vppσ 0 0 0 0 0 0
0 0 Vppπ 0 0 0 0 0
0 0 0 Vppπ 0 0 0 0




και

HD =




Es 0 0 0 0 0 0 0
0 Ep 0 0 0 0 0 0
0 0 Ep 0 0 0 0 0
0 0 0 Ep 0 0 0 0
0 0 0 0 Es 0 0 0
0 0 0 0 0 Ep 0 0
0 0 0 0 0 0 Ep 0
0 0 0 0 0 0 0 Ep
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Χρησιµοποιώντας αυτούς τους συµβολισµούς µπορούµε να γράψουµε

∂ǫi
∂r

= 〈i|∂H
∂r

|i〉 = −α〈i|HND|i〉 = −α(〈i|H|i〉 − 〈i|HD|i〉) = (Β΄.10)

= −α
(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)
, (Β΄.11)

όπου zij είναι η συνιστώσα j του ιδιοανύσµατος i του πίνακα της χαµιλτονιανής και

Ej =

{
Es, j = 1, 5
Ep, j = 2, 3, 4, 6, 7, 8

Εποµένως στη ϑέση ισορροπίας r = re του διµερούς, στην οποία F = 0, ϑα έχουµε:

8∑

i=1

(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)
nocc(i)

∣∣∣∣∣
r=re

= −4Φ0e
−4α(re−d). (Β΄.12)

Ειδικά για την περίπτωση των C2 και Si2, για την οποία, όπως είπαµε, το άθροισµα∑8
i=1

∂ǫi(r)
∂r

nocc(i) εκτείνεται στις 4 πρώτες ιδιοτιµές ǫi, η παραπάνω εξίσωση για τη ϑέση

ισορροπίας γίνεται :

4∑

i=1

(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)∣∣∣∣∣
r=re

= −2Φ0e
−4α(re−d). (Β΄.13)

Συχνότητα ταλάντωσης

Στη ϑέση ισορροπίας (r = re)

∂2U

∂r2
= k (Β΄.14)

όπου k είναι η ῾῾σταθερά ελατηρίου᾿᾿ που ϑα αντιστοιχούσε στην ταλάντωση του διµερούς.

Αυτή η ῾῾σταθερά του ελατηρίου᾿᾿ αντιστοιχεί σε µια συχνότητα ταλάντωσης ωe, η οποία

προκύπτει από τη σχέση:

ω =
√

k
µ

ω = 2πν = 2π c
λ
= 2πcωe

}
=⇒ k = 4π2c2µω2

e ,

όπου µ είναι η ανηγµένη µάζα (στην περίπτωση του διµερούς µ = m/2, όπου m η µάζα του

ατόµου) και c η ταχύτητα του ϕωτός3.

3Επειδή στην περίπτωση µας είναι ϐολική η χρήση των µονάδων eV , Å και mp (όπου mp είναι η µάζα του

πρωτονίου), η ταχύτητα του ϕωτός σ΄ αυτές τις µονάδες είναι c = 3.065× 104
√

eV/mp.
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Για να προσαρµοστούν λοιπόν τα α και Φ0 στην πειραµατική ή τη ϑεωρητική τιµή

της συχνότητας ταλάντωσης του διµερούς, ϑα πρέπει να ϐρεθεί η δεύτερη παράγωγος της

ενέργειας ως προς την ενδοατοµική απόσταση. Η παράγωγος αυτή ϑα είναι :

∂2U

∂r2
= 2

8∑

i=1

∂2ǫi
∂r2

nocc(i)

∣∣∣∣
r=re

+ 16α2Φ0e
−4α(re−d). (Β΄.15)

Για να ϐρούµε µια µαθηµατική έκφραση για τη δεύτερη παράγωγο των ιδιοενεργειών ως

προς την ενδοατοµική απόσταση ∂2U/∂r2, µπορούµε και πάλι να χρησιµοποιήσουµε το

ϑεώρηµα Hellman  Feynman, όπως κάναµε και στην περίπτωση της δύναµης. Σύµφωνα

µε το ϑεώρηµα Hellman  Feynman για τη δεύτερη παράγωγο ∂2U/∂r2, ϑα έχουµε

∂2ǫi(r)

∂r2
= 〈i|∂

2H

∂r2
|i〉. (Β΄.16)

Η δεύτερη παράγωγος της χαµιλτονιανής ϑα είναι

∂2H

∂r2
=

∂

∂r

(∂H
∂r

)
= −α ∂

∂r
(H −HD) = −α∂H

∂r
= α2(H −HD) (Β΄.17)

Κατά συνέπεια

∂2ǫi(r)

∂r2
= α2

(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)
(Β΄.18)

΄Ετσι

k = α2

8∑

i=1

(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)
nocc(i)

∣∣∣∣∣
r=re

+ 16α2Φ0e
−4α(re−d) (Β΄.19)

Ειδικά για την περίπτωση των διµερών C2 και Si2, όπου όπως είπαµε είναι πλήρως

κατειληµµένες µόνο οι τέσσερις κατώτατες ενεργειακές στάθµες, η εξίσωση Β΄.19 γίνεται

k = 2α2

4∑

i=1

(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)∣∣∣∣∣
r=re

+ 16α2Φ0e
−4α(re−d) (Β΄.20)

Προσδιορισµός των α και Φ0

Χρησιµοποιώντας τη σχέση Β΄.12, η εξίσωση Β΄.19 γράφεται

k = 12α2Φ0e
−4α(re−d), (Β΄.21)

από την οποία προκύπτει η σχέση

Φ0 =
k

12α2
e4α(re−d). (Β΄.22)
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Αντικαθιστώντας το Φ0, που ϐρίσκουµε απ΄ αυτή την τελευταία σχέση, στη σχέση Β΄.12,

ϐρίσκουµε
8∑

i=1

(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)
nocc(i)

∣∣∣∣∣
r=re

= − k

3α2
(Β΄.23)

Στην τελευταία εξίσωση εµφανίζονται οι ιδιοτιµές και τα ιδιοανύσµατα της χαµιλτονιανής

µαζί µε την παράµετρο α. Επειδή τα ιδιοανύσµατα αυτά και οι ιδιοτιµές αυτές εξαρτώνται

µόνο από την παράµετρο α (και όχι από την παράµετρο Φ0), η εξίσωση αυτή έχει ως

µοναδικό άγνωστο το α. Λύνοντας λοιπόν αυτή την εξίσωση αριθµητικά4, ϐρίσκουµε το

α, το οποίο όταν το αντικαταστήσουµε στην εξίσωση Β΄.22, ϐρίσκουµε και το Φ0. ΄Ετσι

ϐρίσκουµε τα κατάλληλα α και Φ0 που δίνουν τη σωστή συχνότητα ταλάντωσης του διµερούς

και µηδενίζουν τη δύναµη µεταξύ των ατόµων στη ϑέση ισορροπίας.

Ειδικά για την περίπτωση των C2 και Si2 η εξίσωση Β΄.23 γράφεται

4∑

i=1

(
ǫi −

8∑

j=1

z2ijEj

)∣∣∣∣∣
r=re

= − k

6α2
(Β΄.24)

Για τον διµερές C2 η ϑέση ισορροπίας είναι re = 1.2378Å [378], η συχνότητα ταλάντωσης

είναι ωe = 1829, 57cm−1 [378] και η ανηγµένη του µάζα είναι µ = m/2 = 12.01/2mp =
6.005mp. Από τις τιµές αυτές προκύπτει µια ῾῾σταθερά ελατηρίου᾿᾿ k = 74.547eV/Å2 Προσαρ-

µόζοντας τα α και Φ0 σ΄ αυτές τις τιµές ϐρίσκουµε α = 0.77746Å−1 και Φ0 = 4.015576eV .

Οµοίως για τον διµερές Si2 η ϑέση ισορροπίας είναι re = 2.246Å [378], η συχνότη-

τα ταλάντωσης είναι ωe = 511cm−1 [378] και η ανηγµένη του µάζα είναι µ = m/2 =
28.09/2mp = 14.045mp. Από τις τιµές αυτές προκύπτει µια ῾῾σταθερά ελατηρίου᾿᾿ k =
13.604867eV/Å2 Προσαρµόζοντας τα α και Φ0 σ΄ αυτές τις τιµές ϐρίσκουµε α = 0.56657Å−1

και Φ0 = 2.790224eV .

Β΄.2.2 s− d διµερή. (Περίπτωση Ni2)

Η χαµιλτονιανή

Η χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης διµερούς που αναπτύσσεται σε µια ϐάση s − d (όπως

το διµερές Ni2) δηµιουργείται από τους υποπίνακες Hij, που ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.2.

Χρησιµοποιώντας τις παραµέτρους Slater  Koster, η χαµιλτονιανή αυτή γράφεται µε τη

µορφή που ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.3.

Στο πλαίσιο του σχήµατος του Harrison, όπου

Es = Ed και Vddδ = 0, (Β΄.25)

η εξίσωση ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής,

det(H − ǫiI) = 0, (Β΄.26)

4αναλυτικά δεν µπορεί να λυθεί
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λύνεται αναλυτικά. Οι ιδιοτιµές, που προκύπτουν από τη λύση της, είναι οι παρακάτω:

ǫ1,2,3,4 = E0 = Es = Ed

ǫ5,6 = E0 − Vddπ
ǫ7,8 = E0 + Vddπ και

ǫ9,10,11,12 = E0 ±
[
1
2

(
V 2
ssσ + 2V 2

sdσ + V 2
ddσ

±
√

(V 2
ssσ − V 2

ddσ)
2 + 4V 2

sdσ(Vssσ + Vddσ)2
)]1/2

΄Οπως εύκολα µπορεί να δει κανείς, οι ιδιοτιµές αυτές περιλαµβάνουν ως προσθετική

σταθερά τον όρο E0. Για ευκολία ϑα µπορούσαµε να πάρουµε τον όρο αυτό ίσο µε µηδέν,

αφού ούτως ή άλλως µια προσθετική σταθερά που δρα µε τον ίδιο τρόπο, υπάρχει και στον

όρο Ubond. Για τον υπολογισµό λοιπόν των παραπάνω ιδιοτιµών, για ενδοατοµική απόσταση

r = d, το µόνο που χρειάζεται να γνωρίζουµε είναι η απόσταση d των πλησιέστερων γειτόνων

στο συµπαγές στερεό. Η απόσταση αυτή για την περίπτωση του Ni στη δοµή FCC είναι :

d = 2.49Å [379]. Στα πλαίσια λοιπόν του σχήµατος του Harrison5, και ϑεωρώντας ότι

E0 = 0, οι ιδιοτιµές της χαµιλτονιανής του Ni2, για ενδοατοµική απόσταση r = d, είναι :

ǫ1,2,3,4 = 0
ǫ5,6 = −0.2493109eV
ǫ7,8 = 0.2493109eV
ǫ9 = 0.07456431eV
ǫ10 = −0.07456431eV
ǫ11 = 1.1137815eV
ǫ12 = −1.1137815eV

Οι ιδιοενέργειες αυτές, καθώς και η κατάληψή τους από τα 20 ηλεκτρόνια του Ni2, ϕαίνονται

παραστατικά στο σχήµα Β΄.4.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη µας ότι η κλιµάκωση των παραµέτρων Slater  Koster έχει την

εκθετική µορφή Vnml = Vnml(r) = Vnml(d)e
−α(r−d), είναι εύκολο να καταλάβει κανείς, (τόσο

από τη µορφή των ιδιοτιµών ǫi, που προκύπτουν από τη διαγωνοποίηση της χαµιλτονιανής,

όσο και από τη µορφή της ίδιας της χαµιλτονιανής του διµερούς6), ότι οι ιδιοτιµές της ϑα

έχουν την ίδια κλιµάκωση. Λαµβάνοντας επίσης υπ΄ όψη ότι η ενέργεια των ελευθέρων

ατόµων είναι ίση µε NnelE0,
7 όπου nel ο αριθµός των ηλεκτρονίων σθένους κάθε ατόµου -

η οποία µπορεί να ληφθεί ίση µε µηδέν, αν ϑεωρήσουµε ότι E0 = 0 - η ενέργεια δέσµευσης

5έχοντας πάρει ως ηssσ = −0.47
6τα διαγώνια στοιχεία είναι ίδια και τα µη διαγώνια έχουν όλα ως κοινό παράγοντα το e−α(r−d) της κλιµά-

κωσης
7οι ιδιοτιµές του ελευθέρου ατόµου είναι ǫi = Es = Ed = E0
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Σχήµα Β΄.4: Ενεργειακές καταστάσεις του Ni2 για r = d.

(binding energy) του διµερούς ϑα έχει τη µορφή:

U =
12∑

i=1

ǫinocc(i) + Φ0e
−4α(r−d) + Ubond −NnelE0 (Β΄.27)

=
[ 12∑

i=1

ǫi(d)nocc(i)
]
e−α(r−d) + Φ0e

−4α(r−d) + Ubond, (Β΄.28)

Επειδή το ίχνος (trace) της χαµιλτονιανής διατηρείται, και επειδή αν υποθέσουµε ότι

E0 = 0, το ίχνος της είναι µηδέν· το άθροισµα των ιδιοτιµών των κατειληµµένων ιδιο-

καταστάσεων είναι ίσο µε το αρνητικό άθροισµα των µη κατειληµµένων ιδιοκαταστάσεων.

Την παρατήρηση αυτή τη χρησιµοποιούµε για ϐολικότητα, επειδή στην περίπτωση του Ni,
οι µη κατειληµµένες καταστάσεις είναι µόνο 2, ενώ οι κατειληµµένες 10, όπως ϕαίνεται και

από το σχήµα Β΄.4. Κατά συνέπεια, για r = d:

12∑

i=1

ǫi(d)nocc(i) = 2
10∑

i=1

ǫi(d) = −2
12∑

i=11

ǫid = (Β΄.29)

= −(1.1137815 + 0.2493109)× 2eV = (Β΄.30)

= −2.7261848eV, (Β΄.31)

Για οικονοµία συµβόλων, ας συµβολίσουµε αυτή τη σταθερή τιµή του αθροίσµατος ως A.

Θα έχουµε δηλαδή: A = −2.7261848eV . ΄Ετσι η παραπάνω εξίσωση για την ενέργεια U
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του διµερούς ϑα γράφεται :

U = Ae−α(r−d) + Φ0e
−4α(r−d) + Ubond, (Β΄.32)

Θέση ισορροπίας και συχνότητα ταλάντωσης

΄Οπως είναι ϕυσικό, µε µια τέτοια απλοποιηµένη έκφραση για την ενέργεια, εύκολα µπο-

ϱούµε να ϐρούµε αναλυτικές εκφράσεις για την πρώτη και δεύτερη παράγωγό της, τις οποίες

(όπως είδαµε και στις περιπτώσεις των C και Si), τις χρειαζόµαστε για τον υπολογισµό των

παραµέτρων α και Φ0. Για την πρώτη παράγωγο ϑα έχουµε:

∂U

∂r
= −α(Ae−α(r−d) + 4Φ0e

−4α(r−d)) (Β΄.33)

Στη ϑέση ισορροπίας του διµερούς (r = re) η πρώτη παράγωγος (που εκφράζει το αντίθετο

της δύναµης µεταξύ των ατόµων του διµερούς) ϑα είναι µηδέν. Εποµένως:

Ae−α(re−d) = −4Φ0e
−4α(re−d)) (Β΄.34)

Η εξίσωση αυτή µπορεί να δώσει το Φ0 αν είναι γνωστό το α. Το Φ0 τότε ϑα είναι :

Φ0 = −A
4
e3α(re−d). (Β΄.35)

Η δεύτερη παράγωγος στη ϑέση ισορροπίας ϑα είναι ίση µε την αντίστοιχη ῾῾σταθερά του

ελατηρίου᾿᾿ k και εποµένως ϑα είναι :

k =
∂2U

∂r2
|r=re = α2(Ae−α(re−d) + 16Φ0e

−4α(re−d)) (Β΄.36)

Προσδιορισµός των α και Φ0

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις Β΄.34 και Β΄.36 παίρνουµε:

k = −3α2Ae−α(re−d) (Β΄.37)

Η εξίσωση αυτή, έχει ως µοναδικό άγνωστο το α και µπορεί να λυθεί αριθµητικά. Αντικα-

ϑιστώντας το α, που ϐρίσκουµε απ΄ αυτή την εξίσωση, στην εξίσωση Β΄.35, ϐρίσκουµε και

το Φ0.

Για το Ni2 η τιµή των re και ωe είναι re = 2.20Å και ωe = 330cm−1 [309], ενώ το µ
που χρειάζεται για να ϐρεθεί το k = 4π2c2µω2

e είναι µ = m/2 = 58.70mp/2 = 29.35mp.

Βρίσκουµε έτσι το k να είναι k = 11.853755eV/Å2. Με αυτά τα δεδοµένα προκύπτει :

α = 1.0378965Å−1 και Φ0 = 0.2639145eV −1.

Χρησιµοποιώντας αυτή την τιµή για το α, η κλιµάκωση των ιδιοτιµών του Ni2 ως συνάρ-

τηση της ενδοατοµικής απόστασης r ϕαίνεται στο σχήµα Β΄.5.
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Σχήµα Β΄.5: Ιδιοενέργειες του Ni2 ως συνάρτηση της ενδοατοµικής απόστασης.

Εισαγωγή του όρου UHub

Λόγω του ότι έχουµε ϑεωρήσει ότι ο όρος UHub είναι απλώς µια προσθετική σταθερά ±s0
στα διαγώνια στοιχεία, οι ιδιοτιµές ǫi, όπως ϐρέθηκαν χωρίς την παρουσία του όρου UHub,

γίνονται ǫi ± s0, µε το πρόσηµο ῾῾+᾿᾿ να εµφανίζεται όταν έχουµε σπιν πάνω και το πρόσηµο

῾῾-᾿᾿ όταν έχουµε σπιν κάτω (ϐλέπε σελίδα 65).

΄Εχοντας ήδη ϑεωρήσει ότι Es = Ed = E0 = 0, οι ιδιοενέργειες των µονοηλεκτρονιακών

καταστάσεων του ελευθέρου ατόµου ϑα παίρνουν τις τιµές ǫ
(0)
i = ±s0. ΄Ετσι µε την παρουσία

του όρου UHub οι ιδιοτιµές του Ni2, που ϐρήκαµε προηγουµένως χωρίς την παρουσία αυτού

του όρου, µετακινούνται προς τα πάνω και προς τα κάτω κατά s0. Οι ιδιοτιµές αυτές ως

συνάρτηση της ενδοατοµικής απόστασης r, ϕαίνονται στη γραφική παράσταση Β΄.6.

Η τιµή s0 είναι κι αυτή µια παράµετρος, η οποία προσδιορίζεται µε προσαρµογή της

µαγνητικής ϱοπής στη µαγνητική ϱοπή των µικρών συσσωµατωµάτων [45] και παίρνει την

τιµή s0 = 0.5eV .

Ο εποικισµός των µονοηλεκτρονιακών αυτών καταστάσεων µε τα 20 ηλεκτρόνια σθένους

του Ni2 για r = d, ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.7. Από την εικόνα αυτή ϕαίνεται καθαρά ότι

από τα 20 αυτά ηλεκτρόνια, τα 9 έχουν σπιν πάνω, (n↑ = 9) ενώ τα υπόλοιπα 11 έχουν

σπιν κάτω (n↓ = 11). Προκύπτει λοιπόν ότι το Ni2 έχει µια µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο

ίση µε (n↓ − n↑)/N = (11 − 9)/2 = 1µB, όπως ακριβώς προκύπτει και από πειραµατικά

δεδοµένα [380]. Εκείνο το οποίο επίσης µπορεί να δει κανείς απ΄ αυτή την εικόνα σε
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Σχήµα Β΄.6: Ιδιοενέργειες του Ni2, µετά την εισαγωγή του όρου UHub, ως συνάρτηση της ενδοατο-

µικής απόστασης.
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Σχήµα Β΄.7: Ενεργειακές καταστάσεις του Ni2, µετά την εισαγωγή του όρου UHub, για r = d
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συνδυασµό µε την εικόνα Β΄.6 είναι ότι στη ϑέση ισορροπίας του διµερούς (r = re), οι

ιδιοενέργειες που συµµετέχουν στην ενέργεια του διµερούς, (µε εξαίρεση τον αθροιστικό

όρο UHub που εισάγεται στις ιδιοενέργειες), είναι οι ίδιες µε αυτές που συµµετείχαν, όταν

δε λαµβάναµε υπ΄ όψη τον όρο UHub στη χαµιλτονιανή. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα οι τιµές

των Φ0 και α να µην αλλάζουν µε την εισαγωγή του συγκεκριµένου όρου UHub, µιας και οι

εκφράσεις των παραγώγων της ενέργειας ως προς την ενδοατοµική απόσταση παραµένουν

οι ίδιες8.

Με την εισαγωγή λοιπόν του όρου UHub, η ενέργεια δέσµευσης του διµερούς παίρνει τη

µορφή

U = (n↑ − n↓)s0 + Ae−α(r−d) + Φ0e
−4α(r−d) + Ubond − 2Ufree. (Β΄.38)

η οποία, για αποστάσεις r γύρω από τη ϑέση ισορροπίας, γίνεται

U = −1eV + Ae−α(r−d) + Φ0e
−4α(r−d) + Ubond − 2Ufree, (Β΄.39)

όπου

Ufree =
10∑

i=1

ǫ
(0)
i = 6× (−0.5eV ) + 4× 0.5eV = −2× 0.5eV = −1eV, (Β΄.40)

είναι η ενέργεια των ελευθέρων ατόµων. Ας σηµειωθεί ότι µακρυά από τη ϑέση ισορροπίας

δε ϑα ισχύει n↑ = 11 και n↓ = 9 και εποµένως δε ϑα είναι (n↑ − n↓)s0 = −1eV .

Β΄.3 Υπολογισµός των παραµέτρων a, b και c του όρου

Ubond

΄Οπως έχουµε πει, ο προσδιορισµός των παραγόντων a, b και c του όρου Ubond γίνεται µε

την προσαρµογή τους σε πειραµατικά δεδοµένα ή σε ακριβείς ϑεωρητικούς υπολογισµούς,

έτσι ώστε οι ενέργειες συνοχής (α) του διµερούς και (ϐ) των δύο συνηθέστερα απαντώµενων

στη ϕύση δοµών του συµπαγούς στερεού, όπως υπολογίζονται µε την προσέγγιση ισχυρής

δέσµευσης, να είναι ίσες µε τις αντίστοιχες τιµές της ενέργειας συνοχής που προκύπτουν

είτε πειραµατικά, είτε από ακριβείς ϑεωρητικούς υπολογισµούς [27,28]. Σε κάθε περίπτω-

ση λοιπόν ϑα πρέπει : (α) να κατασκευαστεί η κατάλληλη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης

που να περιγράφει τη συγκεκριµένη δοµή στην κατάσταση ισορροπίας της, (ϐ) να διαγω-

νοποιηθεί η εν λόγω χαµιλτονιανή και (γ) από τις ιδιοενέργειες, που ϑα προκύψουν από

τη διαγωνοποίηση, να ϐρεθεί η τιµή της ενέργειας που ϑα πρέπει να προσαρµοστεί στα

πειραµατικά ή στα ϑεωρητικά δεδοµένα.

8Ο όρος UHub είναι σταθερός γύρω από τη ϑέση ισορροπίας re, και κατά συνέπεια η παράγωγός του είναι

µηδέν.
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Β΄.3.1 Αναπαράσταση της χαµιλτονιανής στη ϐάση των τροχιακών

Bloch

Τις χαµιλτονιανές που περιγράφουν τα διµερή, τις έχουµε ήδη δει στην προηγούµενη

παράγραφο. Για την περιγραφή όµως του συµπαγούς στερεού, η χαµιλτονιανή είναι ϐολικό

να εκφραστεί στο χώρο των ορµών (χώρος - k) εκµεταλλευόµενοι το ϑεώρηµα Bloch για τα

περιοδικά στερεά [9], και όχι στο χώρο των ϑέσεων, όπως κάναµε στην περίπτωση των

διµερών. Η ϐάση, στην οποία αναπτύσσονται οι κυµατοσυναρτήσεις στο χώρο των ορµών,

είναι µια ϐάση από συναρτήσεις Bloch (τροχιακά Bloch), οι οποίες κατασκευάζονται από

ατοµοειδή τροχιακά, η µορφή των οποίων είναι :

|n, βm,k〉 =
1√
N

∑

R

eikR|n, βm,R〉, (Β΄.41)

όπου |n, βm,R〉 είναι ατοµοειδή τροχιακά τύπου n, (n = s, px, py, pz, dxy, dyz, ...), εντοπι-

σµένα γύρω από τη ϑέση που ορίζει το διάνυσµα ϐάσης βm, η αρχή του οποίου είναι η

πλεγµατική ϑέση R του κρυσταλλικού πλέγµατος 9.

Η χαµιλτονιανή εποµένως αναπτύσσεται σε µια ϐάση τροχιακών Bloch, τα οποία προκύ-

πτουν από τα αντίστοιχα ατοµοειδή τροχιακά των ηλεκτρονίων σθένους κάθε ατόµου, που

είναι εντοπισµένα γύρω από τις ϑέσεις των ατόµων της ϐάσης. ΄Ετσι η διάσταση της χαµιλ-

τονιανής, από N ·norb ·nb που ϑα ήταν στη ϐάση των ατοµοειδών τροχιακών, περιορίζεται σε

norb ·nb, όπου N ο αριθµός των ατόµων (πρακτικά άπειρος για το συµπαγές στερεό), norb ο

αριθµός των τροχιακών σθένους ανά πλεγµατική ϑέση και nb ο αριθµός ατόµων της ϐάσης

του κρυσταλλικού πλέγµατος.

Για να κατασκευαστεί η χαµιλτονιανή αυτή, χρειάζεται να υπολογιστούν τα αντίστοιχα

στοιχεία µήτρας της, όταν αυτή αναπτύσσεται στη ϐάση των τροχιακών Bloch, χρησιµο-

ποιώντας τα αντίστοιχα στοιχεία µήτρας στη ϐάση των ατοµοειδών τροχιακών. Θέλουµε

δηλαδή να υπολογίσουµε τα στοιχεία µήτρας 〈n′, βm′ ,k′|H|n, βm,k〉. Θα είναι

H
βm′ ,βm

n′,n (k′,k) = 〈n′, βm′ ,k′|H|n, βm,k〉
=

1

N

∑

R

∑

R′

ei(kR−k′R′)〈n′, βm′ ,R′|H|n, βm,R〉

=
1

N

∑

R

∑

R′

eik(R−R′)eiR
′(k−k′)〈n′, βm′ ,R′|H|n, βm,R〉

=
[ 1
N

∑

R′

eiR
′(k−k′)

][ ∑

R−R′

eik(R−R′)〈n′, βm′ , 0|H|n, βm,R−R′〉
]

= δk−k′,G

∑

R

eikR〈n′, βm′ , 0|H|n, βm,R〉,

όπου G άνυσµα του αντιστρόφου πλέγµατος. Στο τέταρτο ϐήµα των παραπάνω πράξεων

µετατρέψαµε το άθροισµα ως προς τα διανύσµατα R του κρυσταλλικού πλέγµατος σε ά-

ϑροισµα ως προς R−R′. Αυτό µπορεί να γίνει επειδή τα R και R′ είναι ανεξάρτητα µεταξύ

9στο χώρο των ϑέσεων r 〈r|n, β,R〉 = Φn(r−R− β)
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τους. Καταφέρνουµε έτσι να δηµιουργήσουµε δύο ανεξάρτητα µεταξύ τους αθροίσµατα.

Στο πέµπτο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε την ισότητα

1

N

∑

R

eiR
′(k−k′) = δk−k′,G (Β΄.42)

Η ισότητα αυτή µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ως εξής : Αν k− k′ = G, τότε εξ ορισµού του

αντιστρόφου πλέγµατος ϑα είχαµε

∀R άνυσµα του ευθέως πλέγµατος, GR = 2πn, (n = 0,±1,±2, · · · )

οπότε
1

N

∑

R

eiR(k−k′) =
1

N

∑

R

eiRG =
1

N

∑

R

ei2nπ =
1

N

∑

R

1 =
1

N
N = 1

Ας υποθέσουµε τώρα ότι k − k′ 6= G. Λόγω της περιοδικότητας του πλέγµατος, άλλα και

επειδή η άθροιση είναι πάνω σε όλα τα ανύσµατα R του πλέγµατος, µια µετατόπιση της

αρχής των αξόνων κατά ένα σταθερό διάνυσµα R0 του πλέγµατος, δε ϑα επηρεάσει την

άθροιση. ΄Ετσι ϑα έχουµε:

1

N

∑

R

eiR(k−k′) =
1

N

∑

R−R0

ei(R−R0)(k−k′) =

=
1

N

∑

R

ei(R−R0)(k−k′) = e−iR0(k−k′) 1

N

∑

R

eiR(k−k′)

και εποµένως (
1− e−iR0(k−k′)

) 1

N

∑

R

eiR(k−k′) = 0

Ο παράγοντας 1− e−iR0(k−k′) δεν µπορεί να γίνει µηδέν αν k− k′ 6= G. ΄Αρα

όταν k− k′ 6= G τότε
1

N

∑

R

eiR(k−k′) = 0. (Β΄.43)

Ο. Ε. ∆.

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι

H
βm′ ,βm

n′,n (k′,k) = δk′−k,GH
βm′ ,βm

n′,n (k), (Β΄.44)

όπου

H
βm′ ,βm

n′,n (k) =
∑

R

eikR〈n′, βm′ , 0|H|n, βm,R〉. (Β΄.45)

Αυτό σηµαίνει ότι η χαµιλτονιανή στη ϐάση των τροχιακών Bloch είναι µπλοκ–διαγώνια

(block diagonal) ως προς το k, µε συνέπεια να απλοποιούνται αρκετά τα πράγµατα, αφού

είναι αρκετό να διαγωνοποιηθεί η χαµιλτονιανή στον υπόχωρο κάθε διαφορετικού k, για
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κάθε k χωριστά, αντί να πρέπει να διαγωνοποιηθεί µια απειροδιάστατη πρακτικά χαµιλ-

τονιανή για όλα τα k µαζί, όπως ακριβώς ϑα συνέβαινε αν αναπτύσσαµε τη χαµιλτονιανή

στη ϐάση των εντοπισµένων ατοµοειδών τροχιακών. Αυτή τη ϐολικότητα και την ευκολία

παρέχει ουσιαστικά η ανάπτυξη της χαµιλτονιανής στη ϐάση των τροχιακών Bloch. Επι-

πλέον λόγω της ύπαρξης του παράγοντα δk′−k,G οι µπλοκ–διαγώνιες χαµιλτονιανές στους

υποχώρους των k και k+G, ∀G, είναι οι ίδιες. Κατά συνέπεια δε χρειάζεται να διαγωνο-

ποιήσει κανείς τη χαµιλτονιανή στον υπόχωρο του κάθε διαφορετικού k, αλλά µόνο για τα

διανύσµατα k της πρώτης Ϲώνης Brillouin του αντιστρόφου χώρου [9]. Επιπροσθέτως λόγω

της συµµετρίας του πλέγµατος, η χαµιλτονιανή µπορεί να είναι η ίδια για διαφορετικά

ανύσµατα k της πρώτης Ϲώνης Brillouin. Αυτό οδηγεί στο να µειωθεί ακόµα περισσότερο

ο αριθµός των διανυσµάτων k της πρώτης Ϲώνης Brillouin, που απαιτείται για έχουµε µια

διαφορετική µορφή της χαµιλτονιανής. Π.χ. για κυβικά πλέγµατα, η περιοχή άντλησης

διανυσµάτων k περιορίζεται στο 1/48 της πρώτης Ϲώνης Brillouin [32].

Στους υπολογισµούς που κάνουµε στη συνέχεια, το παραπάνω άθροισµα περιορίζεται

µόνο πάνω στους πρώτους γείτονες και τα στοιχεία µήτρας 〈n′, βm′ , 0|H|n, βm,R〉 είναι τα

ίδια µε τα Ha,b που είδαµε στα κεφάλαια 1 και 2, τα οποία προκύπτουν µέσω των παραµέ-

τρων Slater  Koster και των συνηµιτόνων κατεύθυνσης. Τέλος η εξάρτηση των παραµέτρων

Slater  Koster από την απόσταση (και κατ΄ επέκταση η εξάρτηση των 〈n′, βm′ , 0|H|n, βm,R〉)
δίνεται από τη σχέση Β΄.1 και είναι η ίδια που χρησιµοποιούµε για την κατασκευή της χα-

µιλτονιανής των συσσωµατωµάτων (ϐλέπε κεφάλαιο 2).

Επιτρεπτές τιµές των ανυσµάτων k

΄Ενα εύλογο ερώτηµα, που µπορεί να ϑέσει κανείς, είναι, ποιες τιµές µπορεί να παίρνουν

τα ανύσµατα k. Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό έρχεται από το ϑεώρηµα Bloch και τις

γενικευµένες περιοδικές συνθήκες Born  von Karman [9,29].

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα Bloch, [9,10,29] αν Ψ(r) είναι οι ιδιοκαταστάσεις της χαµιλ-

τονιανής ενός περιοδικού συστήµατος, τότε για κάθε άνυσµα R του ευθέως πλέγµατος ϑα

ισχύει

Ψn,k(r) = eikrun,k(r), (Β΄.46)

όπου

un,k(r) = un,k(r+R) ∀R ∈ πλέγµα Bravais, (Β΄.47)

ή ισοδύναµα

Ψn,k(r+R) = eikRΨn,k(r) ∀R ∈ πλέγµα Bravais. (Β΄.48)

Ας υποθέσουµε ότι ο υπό µελέτη κρύσταλλος αποτελείται από Ncell πλεγµατικές ϑέσεις

κατανεµηµένες στις 3 διαστάσεις. Αν N1, N2 και N3 είναι το πλήθος των πλεγµατικών

ϑέσεων σε καθεµιά από τις 3 διαστάσεις του κρυστάλλου, τότε

Ncell = N1N2N3. (Β΄.49)

Αν το πλέγµα Bravais της συγκεκριµένης κρυσταλλικής δοµής περιγράφεται από τα ϑεµε-

λιώδη ανύσµατα a1, a2 και a3 του ευθέως πλέγµατος, τότε τα µήκη των τριών διαστάσεων

του κρυστάλλου ϑα είναι ίσα µε τα µέτρα των ανυσµάτων N1a1, N2a2 και N3a3.



Β΄.3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜ�ΟΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜ�ΕΤΡΩΝ A, B ΚΑΙ C ΤΟΥ �ΟΡΟΥ UBOND 379

Οι περιοδικές συνοριακές συνθήκες Born  von Karman περιγράφουν το γεγονός ότι

στα όρια αυτών των διαστάσεων του κρυστάλλου, η κυµατοσυνάρτηση πρέπει να έχει την

ίδια τιµή. Αυτό περιγράφεται µε την εξίσωση

Ψ(r+Niai) = Ψ(r) i = 1, 2, 3 (Συνοριακές συνθήκες Born  von Karman), (Β΄.50)

Χρησιµοποιώντας τη δεύτερη διατύπωση του ϑεωρήµατος Bloch (εξίσωση Β΄.48) και τις

συνοριακές συνθήκες Born  von Karman, έχουµε

Ψ(r+Niai) = eik ·NiaiΨ(r)
Ψ(r+Niai) = Ψ(r) i = 1, 2, 3

}
=⇒ eik ·Niai = 1 i = 1, 2, 3.

Επειδή τα ϑεµελιώδη ανύσµατα bi, i = 1, 2, 3 του αντιστρόφου πλέγµατος αποτελούν ϐάση

πάνω στην οποία µπορούν να αναπτυχθούν όλα τα ανύσµατα του τρισδιάστατου χώρου, ϑα

γράψουµε το διάνυσµα k µε τη µορφή k = x1b1 + x2b2 + x3b3, όπου προς στιγµήν ϑα

ϑεωρήσουµε ότι x1, x2, x3 ∈ R. ΄Ετσι ϑα έχουµε eik ·Niai = ei(x1b1+x2b2+x3b3) ·Niai = ei2πxiNi,

οπότε η τελευταία εξίσωση γίνεται ei2πxiNi = 1, η οποία περιορίζει τις τιµές των xiNi σε

ακέραιες τιµές, οπότε xi = mi/Ni, όπου mi ακέραιος αριθµός. Κατά συνέπεια οι επιτρεπτές

τιµές των ανυσµάτων k περιορίζονται στις τιµές

k =
m1

N1

b1 +
m2

N2

b2 +
m3

N3

b3, m1,m2,m3 ∈ Z. (Β΄.51)

΄Οπως εύκολα µπορεί να δει κανείς, όταν όλα τα mi είναι πολλαπλάσια των αντίστοιχων

Ni, τότε τα ανύσµατα k είναι ανύσµατα του αντιστρόφου πλέγµατος. Προκειµένου να πε-

ϱιοριστούν τα ανύσµατα k µέσα στην πρώτη Ϲώνη Brillouin, ϑα πρέπει 0 ≤ mi ≤ Ni − 1,

i = 1, 2, 3. Κατά συνέπεια εντός της πρώτης Ϲώνης Brillouin ϐρίσκονται N1N2N3 ανύσµα-

τα k, δηλαδή όσες ακριβώς είναι και οι πλεγµατικές ϑέσεις Ncell του κρυστάλλου (ϐλέπε

εξίσωση Β΄.49). Καταλήγουµε εποµένως σε ένα ϐασικό συµπέρασµα, ότι ο αριθµός nk των

ανυσµάτων k εντός της πρώτης Ϲώνης Brillouin, είναι ίσος µε τον αριθµό των πλεγµατικών

ϑέσεων Ncell του κρυστάλλου.

nk = Ncell (Β΄.52)

Β΄.3.2 Ενέργεια συνοχής

Εξ ορισµού η ενέργεια συνοχής (cohesive energy) είναι η ενέργεια δέσµευσης (binding
energy) ανά άτοµο. Θα είναι λοιπόν

Ucoh =
U

N
=
UBS

N
+
Urep

N
+
Ubond

N
, (Β΄.53)

όπου
UBS

N
=

1

N

nocc∑

i

ǫi − Ufree, (Β΄.54)

Urep

N
=

1

N
·

1

2

∑

i,j
j 6=i

Φ0e
−4α(Rij−d), (Β΄.55)
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και
Ubond

N
= a
(nb

N

)2
+ b
(nb

N

)
+ c, (Β΄.56)

όπου Ufree είναι η ενέργεια του ελευθέρου ατόµου.

Για τον όρο UBS αξίζει να σηµειώσουµε τρεις παρατηρήσεις :

1. ΄Οπως είναι εύκολο να αντιληφθεί κανείς, οι ιδιοτιµές ǫi (και κατ΄ επέκταση ο όρος UBS)

έχουν εξάρτηση από την απόσταση πρώτων γειτόνωνR, τόσο µέσω της κλιµάκωσης των

παραµέτρων Slater  Koster (ϐλέπε εξίσωση Β΄.1), όσο και µέσω του παράγοντα eikR,

που εµφανίζεται στα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής, όταν αυτή αναπτύσσεται στη

ϐάση των τροχιακών Bloch (ϐλέπε εξίσωση Β΄.45).

2. Επειδή ο αριθµός nk των ανυσµάτων k της πρώτης Ϲώνης Brillouin είναι ίσος µε τον

αριθµό των πλεγµατικών ϑέσεων Ncell του κρυστάλλου (ϐλέπε εξίσωση Β΄.52), αν ο

κρύσταλλος έχει ϐάση nB ατόµων, τότε ο αριθµός N των ατόµων του κρυστάλλου

είναι N = Ncellnb = nknb.

3. Αν ο υπό µελέτη κρύσταλλος αποτελείται από άτοµα του ίδιου στοιχείου, καθένα εκ

των οποίων έχει ne ηλεκτρόνια σθένους, τότε τα συνολικά ηλεκτρόνια σθένους του

κρυστάλλου είναι neN = nenknB και εποµένως ο αριθµός των κατειληµµένων κατα-

στάσεων από δύο ηλεκτρόνια είναι nenknB/2. Στην περίπτωση ϐεβαίως που χρησιµο-

ποιούµε το µοντέλο Hubbard, κάθε µονοηλεκτρονιακή σπιν–κατάσταση καταλαµβά-

νεται από ένα ηλεκτρόνιο, οπότε ο αριθµός των κατειληµµένων µονοηλεκτρονιακών

καταστάσεων παραµένει nenknB.

Επίσης ο όρος Urep µπορεί να απλοποιηθεί, αν λάβει κανείς υπ΄ όψη την περιοδικότητα

του πλέγµατος, και το γεγονός ότι η ύπαρξη της συνάρτησης αποκοπής (cutoff ), που

πολλαπλασιάζει τους όρους του απωστικού δυναµικού, περιορίζει το άθροισµα µόνο στους

πρώτους γείτονες. ΄Ετσι ο όρος Urep γίνεται

Urep

N
=

1

2N
N
∑

i=n.n.

Φ0e
−4α(Ri0−d) =

nn.n.

2
Φ0e

−4α(R−d), (Β΄.57)

όπου nn.n. είναι ο αριθµός πρώτων γειτόνων (n.n. = neaerest neighbours). Αν λάβουµε υπ΄

όψη µας ότι ο αριθµός πρώτων γειτόνων είναι ίσος µε το διπλάσιο του αριθµού των δεσµών

ανά άτοµο ( nn.n. = 2nb/N ), η τελευταία εξίσωση γίνεται

Urep

N
=
nb

N
Φ0e

−4α(R−d). (Β΄.58)

΄Ετσι η εξίσωση Β΄.53 γίνεται

Ucoh(R) =
2

nknB

nenknB
2∑

i

ǫi(R)− Ufree +
nb

N
Φ0e

−4α(R−d) + a
(nb

N

)2
+ b
(nb

N

)
+ c. (Β΄.59)
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΄Οταν η απόσταση πρώτων γειτόνων R είναι ίση µε εκείνη στην κατάσταση ισορροπίας,

(δηλαδή R = d), η τελευταία εξίσωση γράφεται

Ucoh(d) =
2

nknB

nenknB
2∑

i

ǫi(d)− Ufree +
nb

N
Φ0 + a

(nb

N

)2
+ b
(nb

N

)
+ c, (Β΄.60)

και ϐεβαίως όταν στον όρο UBS αθροίζονται καταστάσεις σπιν, τότε η εξίσωση γίνεται

Ucoh(d) =
1

nknB

nenknB∑

i

ǫi(d)− Ufree +
nb

N
Φ0 + a

(nb

N

)2
+ b
(nb

N

)
+ c, (Β΄.61)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση αυτή την πειραµατική τιµή της ενέργειας συνοχής Ucoh

στην κατάσταση ισορροπίας και υπολογίζοντας το άθροισµα
∑nocc

i ǫi(d), προκύπτει µια

εξίσωση µε αγνώστους τα a, b και c, η οποία είναι µια από τις 3 εξισώσεις, που ϑα τα

προσδιορίσει.

Β΄.3.3 Υπολογισµός των a, b και c για το Si.

∆οµή διαµαντιού

Η δοµή διαµαντιού είναι µια κρυσταλλική δοµή FCC µε ϐάση δύο σηµείων. Το κρυσταλλικό

πλέγµα FCC ορίζεται από τα διανύσµατα:

a = (1, 1, 0)a b = (1, 0, 1)a c = (0, 1, 1)a (Β΄.62)

και η ϐάση από τα διανύσµατα:

β1 = (0, 0, 0) β2 = (1/4, 1/4, 1/4)a (Β΄.63)

όπου a είναι η πλεγµατική σταθερά. Στην περίπτωση της δοµής διαµαντιού η πλεγµατική

σταθερά a συνδέεται µε την απόσταση πρώτων γειτόνων d µε τη σχέση d =
√
3/4a.

Στο σχήµα Β΄.8 ϕαίνεται η συµβατική κυψελίδα της δοµής του διαµαντιού, µε τα σηµεία

της ϐάσης να ξεχωρίζουν µεταξύ τους από το χρώµα. (Το ένα σηµείο της ϐάσης ϕαίνεται µε

πιο σκούρο χρώµα, ενώ το άλλο µε πιο ανοικτό.) Οποιοδήποτε άτοµο της δοµής διαµαντιού

ϑα έχει 4 πρώτους γείτονες, οι οποίοι ϑα είναι διατεταγµένοι σε δοµή τετραέδρου, όπως

ϕαίνεται στο σχήµα Β΄.9.

Για κάθε άτοµο της δοµής διαµαντιού που ϐρίσκεται σε ϑέση που καθορίζεται από το

πρώτο διάνυσµα της ϐάσης, οι 4 πρώτοι γείτονές του ϐρίσκονται σε ϑέσεις που καθορίζονται

από το δεύτερο διάνυσµα της ϐάσης και αντιστρόφως. ΄Ετσι για το άτοµο που ϐρίσκεται στην

αρχή των αξόνων οι πρώτοι γείτονές του µαζί µε τα αντίστοιχα διανύσµατα κατεύθυνσής

τους, δίνονται στον πίνακα Β΄.1. Τα διανύσµατα αυτά των πρώτων γειτόνων του ατόµου,

που ϐρίσκεται στη ϑέση (0, 0, 0), ανήκουν κατά σειρά στις πλεγµατικές ϑέσεις (0, 0, 0),
(0,−1/2,−1/2)a, (−1/2, 0,−1/2)a και (−1/2,−1/2, 0)a του πλέγµατος FCC.

Στην προσέγγιση της ισχυρής δέσµευσης η χαµιλτονιανή ϑα έχει τη µορφή που ϕαίνεται

στην εικόνα Β΄.10, στην οποία δεν εµφανίζεται η εξάρτηση των στοιχείων µήτρας από το k
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Σχήµα Β΄.8: ∆οµή διαµαντιού

Σχήµα Β΄.9: Πρώτοι γείτονες στη δοµή διαµαντιού
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〈s, β1|H |s, β1〉 〈s, β1|H |px, β1〉 〈s, β1|H |py, β1〉 〈s, β1|H |pz, β1〉 〈s, β1|H |s, β2〉 〈s, β1|H |px, β2〉 〈s, β1|H |py, β2〉 〈s, β1|H |pz, β2〉

〈px, β1|H |s, β1〉 〈px, β1|H |px, β1〉 〈px, β1|H |py, β1〉 〈px, β1|H |pz, β1〉 〈px, β1|H |s, β2〉 〈px, β1|H |px, β2〉 〈px, β1|H |py, β2〉 〈px, β1|H |pz, β2〉

〈py, β1|H |s, β1〉 〈py, β1|H |px, β1〉 〈py, β1|H |py, β1〉 〈py, β1|H |pz, β1〉 〈py, β1|H |s, β2〉 〈py, β1|H |px, β2〉 〈py, β1|H |py, β2〉 〈py, β1|H |pz, β2〉

〈pz, β1|H |s, β1〉 〈pz, β1|H |px, β1〉 〈pz, β1|H |py, β1〉 〈pz, β1|H |pz, β1〉 〈pz, β1|H |s, β2〉 〈pz, β1|H |px, β2〉 〈pz, β1|H |py, β2〉 〈pz, β1|H |pz, β2〉

〈s, β2|H |s, β1〉 〈s, β2|H |px, β1〉 〈s, β2|H |py, β1〉 〈s, β2|H |pz, β1〉 〈s, β2|H |s, β2〉 〈s, β2|H |px, β2〉 〈s, β2|H |py, β2〉 〈s, β2|H |pz, β2〉

〈px, β2|H |s, β1〉 〈px, β2|H |px, β1〉 〈px, β2|H |py, β1〉 〈px, β2|H |pz, β1〉 〈px, β2|H |s, β2〉 〈px, β2|H |px, β2〉 〈px, β2|H |py, β2〉 〈px, β2|H |pz, β2〉

〈py, β2|H |s, β1〉 〈py, β2|H |px, β1〉 〈py, β2|H |py, β1〉 〈py, β2|H |pz, β1〉 〈py, β2|H |s, β2〉 〈py, β2|H |px, β2〉 〈py, β2|H |py, β2〉 〈py, β2|H |pz, β2〉

〈pz, β2|H |s, β1〉 〈pz, β2|H |px, β1〉 〈pz, β2|H |py, β1〉 〈pz, β2|H |pz, β1〉 〈pz, β2|H |s, β2〉 〈pz, β2|H |px, β2〉 〈pz, β2|H |py, β2〉 〈pz, β2|H |pz, β2〉
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Α/Α ri (a/4) l m n

1 (1,1,1) 1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3

2 (1,-1,-1) 1/
√
3 −1/

√
3 −1/

√
3

3 (-1,1,-1) −1/
√
3 1/

√
3 −1/

√
3

4 (-1,-1,1) −1/
√
3 −1/

√
3 1/

√
3

Πίνακας Β΄.1: Τα διανύσµατα των πρώτων γειτόνων του ατόµου που ϐρίσκεται στην πλεγµατική

ϑέση (0, 0, 0) στη δοµή διαµαντιού, µαζί µε τα συνηµίτονα κατεύθυνσής τους (l,m, n).

για οικονοµία χώρου και για απλοποίηση. Χρησιµοποιώντας τις παραµέτρους Slater 
Koster (ολοκληρώµατα δύο κέντρων) και αθροίζοντας µόνο πάνω στους πρώτους γείτονες,

προκύπτει η χαµιλτονιανή που ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.11.

΄Οπως είναι εύκολο κανείς να δείξει, τα αθροίσµατα της µορφής
∑
eikR〈n′, β′

m, 0|H|n, βm,R〉,
που αποτελούν τα στοιχεία µήτρας της χαµιλτονιανής, είναι τα παρακάτω, τα οποία ανά-

γονται στα αθροίσµατα S1, S2, S3 και S4, που εµφανίζονται στην εικόνα Β΄.11.

∑

i=n.n.

l2i e
ikRi =

∑

i=n.n.

m2
i e

ikRi =
∑

i=n.n.

n2
i e

ikRi =
1

3
S1

∑

i=n.n.

limie
ikRi =

1√
3
S4

∑

i=n.n.

minie
ikRi =

1√
3
S2

∑

i=n.n.

nilie
ikRi =

1√
3
S3.

Για να ϐρούµε την τιµή του όρου UBS, διαγωνοποιούµε αυτή τη χαµιλτονιανή και αθροίζου-

µε τις ιδιοτιµές της µέχρι τη µέγιστη κατειληµµένη, όπως έχουµε ήδη περιγράψει. Λόγω

της συµµετρίας του πλέγµατος περιορίσαµε την άθροιση αυτή σε nk = 89726 διανύσµατα k

στο µη ανηγµένο (irreducible) κοµµάτι της πρώτης Ϲώνης Brillouin, που αποτελεί το 1/48
της συνολικής [32].

Η πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων (density of states  DOS) του Si στη δοµή

διαµαντιού, όπως υπολογίζεται από τις ιδιοτιµές που προκύπτουν από τη διαγωνοποίηση

της παραπάνω χαµιλτονιανής για τα nk αυτά σηµεία, ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.12. Στην ίδια

εικόνα ϕαίνεται και η ϑέση του επιπέδου Fermi.
Λαµβάνοντας υπ΄ όψη ότι ένα αποµονωµένο άτοµο Si έχει ενέργεια10 Ufree = 2(Es+Ep)

και ότι το Si στη δοµή διαµαντιού έχει nB = 2, ne = 4, nb/N = 2 και d = 2.35Å [379], η

ενέργεια συνοχής Ucoh στη δοµή διαµαντιού, όπως προκύπτει από την εξίσωση Β΄.59, είναι :

Ucoh(R) =
1

nk

4nk∑

i

ǫi(R)− 2(Es + Ep) + 2Φ0e
−4α(r−d) + 4a+ 2b+ c. (Β΄.64)

10δύο από τα 4 ηλεκτρόνια σθένους του ϑα καταλάµβαναν πλήρως την κατάσταση s και τα άλλα δύο ϑα

καταλάµβαναν κάποιες καταστάσεις p
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Es 0 0 0 VssσS1 VspσS2 VspσS3 VspσS4

0 Ep 0 0 −VspσS2
Vppσ+2Vppπ

3 S1
Vppσ−Vppπ√

3
S4

Vppσ−Vppπ√
3

S3

0 0 Ep 0 −VspσS3
Vppσ−Vppπ√

3
S4

Vppσ+2Vppπ

3 S1
Vppσ−Vppπ√

3
S2

0 0 0 Ep −VspσS4
Vppσ−Vppπ√

3
S3

Vppσ−Vppπ√
3

S2
Vppσ+2Vppπ

3 S1

VssσS∗
1 −VspσS∗

2 −VspσS∗
3 −VspσS∗

4 Es 0 0 0

VspσS∗
2

Vppσ+2Vppπ

3 S∗
1

Vppσ−Vppπ√
3

S∗
4

Vppσ−Vppπ√
3

S∗
3 0 Ep 0 0

VspσS∗
3

Vppσ−Vppπ√
3

S∗
4

Vppσ+2Vppπ

3 S∗
1

Vppσ−Vppπ√
3

S∗
2 0 0 Ep 0

VspσS∗
4

Vppσ−Vppπ√
3

S∗
3

Vppσ−Vppπ√
3

S∗
2

Vppσ+2Vppπ

3 S∗
1 0 0 0 Ep

























































ìpou

S1 =
∑

i=n.n.

eikRi = ei(kx+ky+kz) a
4 + ei(−kx+ky−kz) a

4 + ei(kx−ky−kz) a
4 + ei(−kx−ky+kz) a

4

S2 =
∑

i=n.n.

lie
ikRi =

1√
3

[

ei(kx+ky+kz) a
4 − ei(−kx+ky−kz) a

4 + ei(kx−ky−kz) a
4 − ei(−kx−ky+kz) a

4

]

S3 =
∑

i=n.n.

mie
ikRi =

1√
3

[

ei(kx+ky+kz) a
4 + ei(−kx+ky−kz) a

4 − ei(kx−ky−kz) a
4 − ei(−kx−ky+kz) a

4

]

S4 =
∑

i=n.n.

nie
ikRi =

1√
3

[

ei(kx+ky+kz) a
4 − ei(−kx+ky−kz) a

4 − ei(kx−ky−kz) a
4 + ei(−kx−ky+kz) a

4

]
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Σχήµα Β΄.12: Η DOS του Si στη δοµή διαµαντιού

Για R = d, η εξίσωση αυτή γίνεται :

Ucoh(d) =
1

nk

4nk∑

i

ǫi(d)− 2(Es + Ep) + 2Φ0 + 4a+ 2b+ c. (Β΄.65)

Αθροίζοντας πάνω στα σηµεία του χώρου k που περιγράψαµε παραπάνω, τις ιδιοτιµές των

κατειληµµένων ιδιοενεργειών της χαµιλτονιανής, ϐρίσκουµε 1/nk

∑
4nk

ǫi(d)−2(Es+Ep) =
−18.970590eV . ∆εδοµένου ότι η ενέργεια συνοχής του Si στην κατάσταση ισορροπίας

του είναι Ucoh(d) = −4.63eV [379], και ότι Φ0 = 2.790224eV (όπως ϐρήκαµε νωρίτερα),

καταλήγουµε στην εξίσωση

4a+ 2b+ c = 8.760024eV. (Β΄.66)

∆οµή BCC

Κατά τον ίδιο τρόπο µπορεί να κατασκευαστεί η χαµιλτονιανή για τη δοµή BCC του άνθρακα

και του πυριτίου. Η δοµή BCC, η συµβατική κυψελίδα της οποίας ϕαίνεται στο σχήµα

Β΄.13, έχει ως ϐάση ένα µόνο σηµείο, το οποίο προφανώς ϐολεύει να τοποθετηθεί στην

αρχή των αξόνων 11. Το κρυσταλλικό πλέγµα BCC ορίζεται από τα διανύσµατα

a = (−1, 1, 1)
a

2
b = (1,−1, 1)

a

2
c = (1, 1,−1)

a

2
, (Β΄.67)

11δηλαδή β = (0, 0, 0)
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Σχήµα Β΄.13: Συµβατική κυψελίδα της δοµής BCC

όπου a η πλεγµατική σταθερά. Η απόσταση d των πλησιέστερων γειτόνων στο πλέγµα BCC
σχετίζεται µε την πλεγµατική σταθερά a µέσω της σχέσης d =

√
3/2a. Οι πρώτοι γείτονες του

πλεγµατικού σηµείου (0, 0, 0) είναι οκτώ, τα διανύσµατα και τα συνηµίτονα κατεύθυνσης

των οποίων ϕαίνονται στον πίνακα Β΄.2.

Κατά συνέπεια η χαµιλτονιανή στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης ϑα έχει τη µορφή

H(k) =




〈s|H|s〉 〈s|H|px〉 〈s|H|py〉 〈s|H|pz〉

〈px|H|s〉 〈px|H|px〉 〈px|H|py〉 〈px|H|pz〉

〈py|H|s〉 〈py|H|px〉 〈py|H|py〉 〈py|H|pz〉

〈pz|H|s〉 〈pz|H|px〉 〈pz|H|py〉 〈pz|H|pz〉




,

όπου για λόγους οικονοµίας δεν εµφανίζονται οι δείκτες k και β στα στοιχεία µήτρας.

Εννοείται δηλαδή ότι κάθε στοιχείο µήτρας της παραπάνω χαµιλτονιανής, που συµβολί-

Ϲεται µε 〈n′|Hk|n〉, είναι το στοιχείο µήτρας 〈n′, β, k|H|n, β, k〉 εκφρασµένο στο χώρο k.

Χρησιµοποιώντας τις παραµέτρους Slater  Koster και αθροίζοντας µόνο πάνω στους πρώ-

τους γείτονες, όπως και στην περίπτωση που εξετάσαµε νωρίτερα για τη δοµή διαµαντιού,

προκύπτει η χαµιλτονιανή που ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.15.

Η πυκνότητα ηλεκτρονικών καταστάσεων (DOS) ανά άτοµο, για την δοµή BCC του Si
παρουσιάζεται στην εικόνα Β΄.14.
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Α/Α Ri (a/2) l m n

1 (1,1,1) 1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3

2 -(1,1,1) −1/
√
3 −1/

√
3 −1/

√
3

3 (-1,1,1) −1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3

4 -(-1,1,1) 1/
√
3 −1/

√
3 −1/

√
3

5 (1,-1,1) 1/
√
3 −1/

√
3 1/

√
3

6 -(1,-1,1) −1/
√
3 1/

√
3 −1/

√
3

7 (1,1,-1) 1/
√
3 1/

√
3 −1/

√
3

8 -(1,1,-1) −1/
√
3 −1/

√
3 1/

√
3

Πίνακας Β΄.2: Οι πρώτοι γείτονες του ατόµου που ϐρίσκεται στην πλεγµατική ϑέση (0, 0, 0) στο

πλέγµα BCC, µαζί µε τα συνηµίτονα κατεύθυνσής τους (l,m, n).
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Σχήµα Β΄.14: Η DOS ανά άτοµο του Si στη δοµή BCC.
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Για να ϐρούµε την ενέργεια και σ΄ αυτή την περίπτωση, ϑα πρέπει να αθροίσουµε τις

ιδιοενέργειες, που ϑα προκύψουν από τη διαγωνοποίηση της παραπάνω χαµιλτονιανής, για

όλα τα διανύσµατα k του µη ανηγµένου τµήµατος της πρώτης Ϲώνης Brillouin, (το οποίο και

πάλι αντιστοιχεί στο 1/48 της συνολικής Ϲώνης), για όλες τις κατειληµµένες καταστάσεις.

Στην περίπτωση του πυριτίου χρησιµοποιήσαµε nk = 149226 ανύσµατα k , οµοιόµορφα

κατανεµηµένα στο µη ανηγµένο τµήµα της πρώτης Ϲώνης Brillouin. Για τη δοµή BCC
έχουµε nB = 1, ne = 4, nb/N = 4, οπότε σύµφωνα µε την εξίσωση Β΄.59 η ενέργεια

συνοχής Ucoh στη δοµή BCC ϑα είναι

Ucoh(R) =
2

nk

2nk∑

i

ǫi(R)− 2(Es + Ep) + 4Φ0e
−4α(R−d) + 16a+ 4b+ c (Β΄.68)

Σύµφωνα µε τους υπολογισµούς LDA των Yin και Cohen [381], η πλεγµατική σταθερά

της δοµής BCC του Si στην κατάσταση ισορροπίας είναι a = 4.42Å και η ενέργεια συνοχής

του κρυστάλλου ίση µε Ucoh = −4.24eV . ∆εδοµένου ότι για τη δοµή BCC η απόσταση

πρώτων γειτόνων d είναι ίση µε d = 2/
√
3a, εύκολα ϐρίσκουµε ότι στη ϑέση ισορροπίας

d = 2.702Å. Για αυτή την τιµή της απόστασης πρώτων γειτόνων οι όροι UBS και Urep

παίρνουν τις τιµές UBS = −18.972554eV και Urep = 4Φ0 = 5.026308eV . ΄Ετσι η εξίσωση

Β΄.68 γίνεται :

16a+ 4b+ c = −9.706246eV (Β΄.69)

∆ιµερές Si2

΄Οπως έχουµε πει, η τρίτη εξίσωση για τον προσδιορισµό των a, b και c του όρου Ubond,

προκύπτει µε την προσαρµογή τους στην ενέργεια συνοχής του διµερούς στη ϑέση ισορ-

ϱοπίας του. Η ενέργεια συνοχής του διµερούς στην κατάσταση ισορροπίας προκύπτει από

την εξίσωση Β΄.6, που ήδη έχουµε καταλήξει νωρίτερα. Ο όρος Ubond της εξίσωσης αυτής,

γίνεται Ubond/N στην έκφραση για την ενέργεια συνοχής Ucoh, όπου N = 2. ∆εδοµένου ότι

στα διµερή nb/N = 1/2, ο όρος Ubond/N ϑα γράφεται :

Ubond

N
=
a

4
+
b

2
+ c. (Β΄.70)

΄Ετσι η έκφραση για την ενέργεια συνοχής του διµερούς στη ϑέση ισορροπίας re ϑα είναι :

Ucoh(r = re) =
U(r = re)

2
=

4∑

i=1

ǫi(r = re) + Φ0e
−4α(re−d) +

a

4
+
b

2
+ c. (Β΄.71)

Χρησιµοποιώντας τις τιµές για τα α και Φ0 που προσδιορίσαµε για το Si και λαµβάνοντας

υπ΄ όψη ότι η ενέργεια συνοχής του διµερούς Si2 είναι Ucoh = −3.12/2 = −1.56eV [378],

καταλήγουµε στην τρίτη εξίσωση για τα a, b και c, που είναι η :

a

4
+
b

2
+ c = −3.2975205eV (Β΄.72)
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Παράµετροι a, b και c για το Si

Οι εξισώσεις Β΄.66, Β΄.69 και Β΄.72, οδηγούν στο γραµµικό σύστηµα εξισώσεων

4a+ 2b+ c = 8.760025eV
16a+ 4b+ c = 9.706246eV

0.25a+ 0.5b+ c = 3.2975205eV

η λύση του οποίου δίνει τα a, b και c για το Si. ΄Ετσι οι τιµές των a, b και c για το Si είναι

οι παρακάτω

a = −0.90530228eV, b = 5.9049247eV και c = 0.57138377eV. (Β΄.73)

Προβλέψεις του µοντέλου ισχυρής δέσµευσης σε δοµές του συµπαγούς στερεού

Από τη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης είναι εφικτό να προσδιοριστεί ικανοποιητικά η

δοµή Ϲώνης των στερεών και η αντίστοιχη DOS. Αυτό συµβαίνει γιατί οι παράµετροι Slater
 Koster έχουν κατασκευαστεί έτσι ώστε να αποδίδουν σωστά τη δοµή Ϲώνης σε κάποια συγ-

κεκριµένα σηµεία συµµετρίας του χώρου k. Ωστόσο µόνο µε τη γνώση της χαµιλτονιανής

δεν είναι εφικτή η πρόβλεψη της γεωµετρίας των δοµών, στην κατάσταση ισορροπίας. Για

να γίνει κάτι τέτοιο εφικτό, χρειάζεται να εισαχθεί στην ενέργεια ο απωστικός όρος Urep.

΄Οπως ήδη έχουµε δει, ο όρος αυτός προσδιορίζεται από τις παραµέτρους α και Φ0, οι τιµές

των οποίων προσδιορίζονται µε την προσαρµογή της ϑέσης ισορροπίας και της συχνότητας

ταλάντωσης του διµερούς - που προκύπτουν από τη χαµιλτονιανή ισχυρής δέσµευσης - σε

πειραµατικά δεδοµένα. ΄Οπως είναι λοιπόν προφανές, το συγκεκριµένο µοντέλο ισχυρής

δέσµευσης που χρησιµοποιούµε, εκ κατασκευής αποδίδει σωστά τη ϑέση ισορροπία και

τη συχνότητα ταλάντωσης του διµερούς. Αυτό ωστόσο δεν εξασφαλίζει ότι το µοντέλο προ-

ϐλέπει σωστά τα αντίστοιχα µεγέθη του συµπαγούς στερεού, δηλαδή την απόσταση πρώτων

γειτόνων και το µέτρο ελαστικότητας όγκου (bulk modulus).

Εκείνο λοιπόν που ϑα αποπειραθούµε να κάνουµε στη συνέχεια, είναι να ελέγξουµε αν

οι προβλέψεις του µοντέλου της ισχυρής δέσµευσης, σχετικά µε τις τιµές της απόστασης

πρώτων γειτόνων και του µέτρου ελαστικότητας όγκου στη ϑέση ισορροπίας, είναι αυτές που

έχουν ϐρεθεί πειραµατικά, ή έχουν προβλεφθεί από ακριβείς υπολογιστικές µεθόδους. Θα

περιοριστούµε στις δοµές διαµαντιού και BCC, µε τις οποίες άλλωστε ήδη ασχοληθήκαµε

για τον προσδιορισµό των παραµέτρων a, b και c του όρου Ubond. ΄Οπως ϑα δούµε οι

προβλέψεις του µοντέλου είναι αρκετά καλές, πράγµα που ενισχύει την πεποίθηση ότι

το µοντέλο µπορεί να εφαρµοστεί µε επιτυχία και σε άλλες δοµές, τόσο του συµπαγούς

στερεού, όσο και των συσσωµατωµάτων, χωρίς ϐεβαίως να αγνοούµε πιθανά προβλήµατα

µεταφερσιµότητας (transferability) των παραµέτρων, που ενδέχεται να υπάρχουν σε ένα

τόσο απλό µοντέλο.

Υπενθυµίζουµε ότι η τιµή της απόστασης πρώτων γειτόνων d στην κατάσταση ισορροπίας

είναι εκείνη που ελαχιστοποιεί την ενέργεια συνοχής. Με άλλα λόγια, η απόσταση πρώτων

γειτόνων στην κατάσταση ισορροπίας είναι εκείνη για την οποία η παράγωγος της ενέργειας

συνοχής ως προς αυτή την απόσταση είναι µηδέν [379]. Επειδή Ucoh = (UBS + Urep +
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d(Å) UBS/N (eV ) Urep/N (eV ) (UBS + Urep)/N (eV )

1.95 -24.92713209093861 13.81565272672246 -11.11147936421615

2.05 -23.29667613831740 11.01407725357535 -12.28259888474205

2.15 -21.76367457968715 8.780612841627555 -12.98306173805959

2.25 -20.32319440375171 7.000056391426437 -13.32313801232528

2.30 -19.63618744282112 6.250142134070001 -13.38604530875112

2.31 -19.5013726981625 6.110089400691897 -13.39128329747067

2.32 -19.36740993276464 5.973174958844764 -13.39423497391987

2.33 -19.23429481136897 5.839328485918700 -13.39496632545027

2.34 -19.10202302428449 5.708481235087789 -13.39354178919670

2.35 -18.97059028722617 5.580566000000000 -13.39002428722617

2.36 -18.83999234108666 5.455517080258406 -13.38447526082826

2.37 -18.71022495177137 5.333270247675804 -13.37695470409556

2.38 -18.58128390998959 5.213762713285592 -13.36752119670399

2.39 -18.45316503105900 5.096933095091775 -13.35623193596723

2.40 -18.32586415472827 4.982721386541709 -13.34314276818656

2.45 -17.70148588737673 4.448923714171664 -13.25256217320507

2.55 -16.51175474774134 3.546758915586522 -12.96499583215482

2.65 -15.39750036228143 2.827537537949135 -12.56996282433229

2.75 -14.35503478222923 2.254161818943181 -12.10087296328604

Πίνακας Β΄.3: Οι όροι UBS/N , Urep/N της ενέργειας συνοχής και το άθροισµά τους (UBS +
Urep)/N ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων γειτόνων d για το Si στη δοµή διαµαντιού.

Ubond)/N και επειδή ο όρος Ubond εξαρτάται µόνο από τον αριθµό των δεσµών ανά άτοµο12,

η ϑέση ισορροπίας µπορεί να προσδιοριστεί από το ελάχιστο του αθροίσµατος (UBS +
Urep)/N , αντί για το ελάχιστο της ενέργειας συνοχής. Στη ϑέση αυτή υπολογίζεται το

µέτρο ελαστικότητας όγκου B, από τη δεύτερη παράγωγο της ενέργειας του κρυστάλλου

ως προς τον όγκο του, B = V d2U/dV 2, ή της ενέργειας συνοχής ως προς τον όγκο Vat που

καταλαµβάνει ένα άτοµο, B = Vatd
2Ucoh/dV

2
at [379].

Για τη δοµή διαµαντιού Στον πίνακα Β΄.3 µπορεί κανείς να δει τις τιµές των όρων UBS/N ,

Urep/N καθώς και το άθροισµά τους (UBS +Urep)/N σα συνάρτηση της απόστασης πρώτων

γειτόνων. Στη δοµή διαµαντιού η ενέργεια Fermi πέφτει πάντα µέσα στο χάσµα που έχει η

DOS και κατά συνέπεια η τιµή της δεν αλλάζει µε την αλλαγή της απόστασης d. Η γραφική

παράσταση της ενέργειας συνοχής ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων γειτόνων (συνεχής

µαύρη γραµµή) ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.16. ΄Οπως µπορεί κανείς να δει, η απόσταση

πρώτων γειτόνων στη ϑέση ισορροπίας είναι ίση µε 2.33Å, η οποία ελάχιστα διαφέρει από

την πειραµατική τιµή d = 2.35Å, που ήδη χρησιµοποιήσαµε παραπάνω. Το σφάλµα της

υπολογισθείσας τιµής σε σχέση µε την πειραµατική είναι 0.85%. Η δε διαφορά της ενέργειας

συνοχής ανάµεσα στις ϑέσεις d = 2.33Å και d = 2.35Å, (όπως ϕαίνεται από τον πίνακα Β΄.3)

12ο οποίος είναι σταθερός γύρω από τη ϑέση ισορροπίας του κρυστάλλου
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Σχήµα Β΄.16: Ενέργεια συνοχής Ucoh ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων γειτόνων d για το Si
στις δοµές (α) διαµαντιού (συνεχής µαύρη γραµµή) και (ϐ) BCC (διακεκοµµένη κόκκινη γραµµή).

είναι µικρότερη από δU = 0.05eV και εποµένως η υπολογισθείσα τιµή σε σχέση µε την

πειραµατική έχει σφάλµα 1%.

Το µέτρο ελαστικότητας όγκου, που υπολογίζεται στις δύο αυτές ϑέσεις µε αριθµητική

παραγώγιση, προκύπτει να είναι B(d = 2.35Å)= 0.9801 × 1011Nt/m3 και B(d = 2.33
Å)= 1.068 × 1011Nt/m3. Η πειραµατική τιµή είναι B = 0.988 × 1011Nt/m3 [379]. Το

σφάλµα εποµένως της πρώτης τιµής σε σχέση µε την πειραµατική είναι 0.8%, ενώ της

δεύτερης 9%.

Για τη δοµή BCC Στον πίνακα Β΄.4 ϐλέπουµε τους αντίστοιχους όρους UBS/N , Urep/N
και το άθροισµά τους (UBS +Urep)/N ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων γειτόνων r για

την περίπτωση της δοµής BCC. Στον πίνακα αυτό ϕαίνεται και η τιµή EF της ενέργειας

Fermi, η οποία στην περίπτωση της δοµής BCC δεν πέφτει µέσα σε χάσµα, (όπως στη δοµή

διαµαντιού) και κατά συνέπεια αλλάζει και αυτή ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων

γειτόνων r. Στη γραφική παράσταση Β΄.16 ϕαίνεται η ενέργεια συνοχής Ucoh ως συνάρτηση

της απόστασης πρώτων γειτόνων d (διακεκοµµένη κόκκινη γραµµή). ΄Οπως µπορεί κανείς

να δει, τόσο από τον πίνακα Β΄.4, όσο και από τη γραφική παράσταση Β΄.16, η απόσταση

πρώτων γειτόνων στη ϑέση ισορροπίας είναι ίση µε 2.67Å, ενώ η αντίστοιχη πειραµατική

τιµή είναι 2.702Å. Εποµένως και στην περίπτωση της δοµής BCC το σφάλµα υπολογισµού

της απόστασης πρώτων γειτόνων σε σχέση µε την πειραµατική τιµή είναι µικρό. Το σφάλµα
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d(Å) EF (eV ) UBS/N (eV ) Urep/N (eV ) (UBS + Urep)/N (eV )

2.5 -8.6705 -21.551609 7.944455 -13.607154

2.6 -8.5955 -20.234260 6.333457 -13.900803

2.66 -8.5523 -19.482974 5.528240 -13.954734

2.67 -8.5453 -19.360262 5.404363 -13.955899

2.68 -8.5383 -19.238293 5.283263 -13.955030

2.69 -8.5310 -19.117405 5.164876 -13.952529

2.702 -8.5220 -18.971869 5.026308 -13.945561

2.7 -8.5235 -18.996451 5.049142 -13.947310

2.8 -8.4515 -17.830601 4.025263 -13.805338

2.9 -8.3810 -16.734418 3.209009 -13.525408

3.0 -8.3110 -15.702876 2.558278 -13.144599

Πίνακας Β΄.4: Οι όροι UBS/N , Urep/N της ενέργειας συνοχής και το άθροισµά τους (UBS +
Urep)/N ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων γειτόνων d για το Si στη δοµή BCC.

αυτό είναι ίσο µε 1.2%. Η δε διαφορά της ενέργειας συνοχής ανάµεσα στις ϑέσεις d = 2.67Å
και d = 2.702Å, (όπως ϕαίνεται από τον πίνακα Β΄.4) είναι µικρότερη από δU = 0.01eV και

εποµένως η υπολογισθείσα τιµή σε σχέση µε την πειραµατική έχει σφάλµα 0.2%.

Υπολογίζοντας τώρα αριθµητικά το µέτρο ελαστικότητας όγκου για τη ϑέση ισορροπίας,

που προβλέπει το µοντέλο της ισχυρής δέσµευσης, ϐρίσκουµε ότι η τιµή του είναι B =
1.77 × 1011Nt/m2. Για τον έλεγχο της ορθότητας αυτής της τιµής που προέκυψε για

το B, τη συγκρίνουµε µε τις τιµές που προκύπτουν από την εργασία των McMahan et.
al [382]. Στην εργασία αυτή παρουσιάζονται γραφικές παραστάσεις της ενέργειας συνοχής

ως συνάρτηση του όγκου του κρυστάλλου, για τις δοµές BCC, FCC και HCP του Si, οι οποίες

έχουν υπολογιστεί µε τρεις µεθόδους, µεταξύ των οποίων και µε µια µέθοδο ab initio. Η ab
initio µέθοδος αυτή, είναι µια µέθοδος DFT, η οποία χρησιµοποιεί το ψευδοδυναµικό των

Yin και Cohen [383]. Σε ότι αφορά το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης χρησιµοποιεί

αυτό του Wigner [384] και αυτό των von Barth και Hedin [385].

Από τις γραφικές παραστάσεις αυτές, οι οποίες ϕαίνονται στην εικόνα Β΄.17, µπορεί

κανείς να υπολογίσει µε αριθµητική παραγώγιση την τιµή του µέτρου ελαστικότητας όγκου

B. Η τιµή, που υπολογίζεται αριθµητικά για το B από την DFT µε χρήση του ψευδο-

δυναµικού και µε χρήση του δυναµικού ανταλλαγής και συσχέτισης του Wigner, είναι

B = 0.535 × 1011Nt/m2, ενώ οι τιµές του B που υπολογίζονται µε τις υπόλοιπες µε-

ϑόδους, που αναφέρονται στη µελέτη, κυµαίνονται από B = 0.363 × 1011Nt/m2 µέχρι

B = 0.548 × 1011Nt/m2. Η ποσοστιαία απόκλιση µεταξύ των τιµών αυτών και της τιµής

που προβλέπει το µοντέλο της ισχυρής δέσµευσης, δεν είναι µικρή. Ωστόσο το αποτέλεσµα

είναι ικανοποιητικό, αν αναλογιστεί κανείς ότι το εύρος των τιµών του B, που προκύπτουν

από τις διαφορετικές µεθόδους στη µελέτη των McMahan et. al, επίσης δεν είναι µικρό,

παρά το γεγονός ότι οι µέθοδοι που χρησιµοποίησαν, ϑα περίµενε κανείς να δίνουν ακρι-

ϐέστερα αποτελέσµατα.

∆εδοµένης λοιπόν της απλότητας του πρότυπου της ισχυρής δέσµευσης, αντιλαµβάνεται

κανείς ότι η προσέγγιση είναι αρκετά ικανοποιητική, αφού οι προβλέψεις της είναι πολύ
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Σχήµα Β΄.17: Οι γραφικές παραστάσεις της ενέργειας συνοχής ως συνάρτηση του όγκου, όπως

παρουσιάζονται στην εργασία των McMahan et. al [382].
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κοντά στις ακριβείς τιµές.

Β΄.3.4 Υπολογισµός των a, b και c για το Ni.

Ο προσδιορισµός των παραµέτρων a,b και c του όρου Ubond γίνεται µε προσαρµογή της

ενέργειας του διµερούς και του συµπαγούς στερεού στις αντίστοιχες ενέργειες που προκύ-

πτουν από πειραµατικά δεδοµένα και µε προσαρµογή της ενέργειας N ελευθέρων ατόµων

στην τιµή µηδέν. Η ενέργεια που προκύπτει µε αυτή την προσαρµογή είναι η ενέργεια

δέσµευσης (binding energy) του συσσωµατώµατος.

Παρακάτω εξετάζουµε χωριστά τις δύο περιπτώσεις : (α) s0 = 0 και (ϐ) s0 = 0.5eV .

΄Οπως είπαµε, οι δύο αυτές επιλογές για το UHub δεν επηρεάζουν τις τιµές των Φ0 και α.

N ελεύθερα άτοµα

΄Ενα σύστηµα N ατόµων Ni έχει 10N ηλεκτρόνια, τα οποία εποικίζουν 10N µονοηλεκτρο-

νιακές καταστάσεις (στην περίπτωση που s0 6= 0) ή 5N καταστάσεις µε 2 ηλεκτρόνια η κάθε

µία (στην περίπτωση που s0 = 0).

Για να προκύψει ένα σύστηµα N ελευθέρων ατόµων, ϑα πρέπει οι ενδοατοµικές απο-

στάσεις µεταξύ των ατόµων να είναι άπειρες 13. Στην κατάσταση αυτή οι µη διαγώνιοι όροι

της χαµιλτονιανής µηδενίζονται, αφού έχουν µια εκθετικά αποσβενούµενη εξάρτηση µε την

ενδοατοµική απόσταση. ΄Ετσι η χαµιλτονιανή γίνεται διαγώνια µε στοιχεία µήτρας ίσα µε

Es ± s0 ή Ed ± s0, όπου (όπως έχουµε πει) έχουµε ϑέσει για ϐολικότητα Es = Ed = 0.

΄Ετσι οι ιδιοενέργειες του συστήµατος είναι οι ǫi = ±s0 και κατά συνέπεια ο όρος της ενέρ-

γειας, που προκύπτει από το άθροισµα των εποικισµένων ιδιοκαταστάσεων του συστήµατος,

γίνεται ίσο µε
10N∑

i=1

ǫi = (n↑ − n↓)s0 = (4N − 6N)× s0 = −2N × s0, (Β΄.74)

όπου n↑ και n↓ είναι ο αριθµός των ηλεκτρονίων µε σπιν πάνω και κάτω αντίστοιχα.

Επίσης λόγω της εκθετικά αποσβενούµενης εξάρτησης µε την ενδοατοµική απόσταση

του όρου Urep, ο όρος αυτός µηδενίζεται στο σύστηµα των ελευθέρων ατόµων. Οµοίως,

επειδή στο σύστηµα των ελευθέρων ατόµων δεν υπάρχουν δεσµοί µεταξύ των ατόµων του

συστήµατος, ϑα έχουµε nb = 0 και κατά συνέπεια ο όρος Ubond γίνεται Ubond = Nc. ΄Ετσι η

ενέργεια Ufree των N ελευθέρων ατόµων γίνεται :

Ufree = −2Ns0 +Nc. (Β΄.75)

Θέτοντας την ενέργεια αυτή ίση µε µηδέν (Ufree = 0), ϐρίσκουµε

c = 2s0. (Β΄.76)

Οπότε για UHub 6= 0 και s0 = 0.5eV παίρνουµε c = 1eV και για UHub = 0, (s0 = 0)

παίρνουµε c = 0.

13στην πράξη, µέσα στα πλαίσια της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, αρκεί όλες οι ενδοατοµικές αποστά-

σεις να είναι µεγαλύτερες από την απόσταση αποκοπής rcut
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∆ιµερές Ni2

Είδαµε ήδη ότι στα διµερή nb/N = 1/2. ΄Ετσι η ενέργεια συνοχής (ϐλέπε εξίσωση Β΄.32)

για το διµερές Ni2 στη ϑέση ισορροπίας (r = re), όταν UHub = 0, ϑα γράφεται :

U = Ae−α(re−d) + Φ0e
−4α(re−d) + 2

(
a

4
+
b

2
+ 0

)
. (Β΄.77)

Στην περίπτωση που UHub 6= 0 και s0 = 0.5eV η παραπάνω εξίσωση ϑα γράφεται (ϐλέπε

εξίσωση Β΄.39):

U = −1eV + Ae−α(re−d) + Φ0e
−4α(re−d) + 2

(
a

4
+
b

2
+ 1

)
. (Β΄.78)

Χρησιµοποιώντας τις τιµές που ϐρήκαµε για τα A και Φ0 και λαµβάνοντας υπ΄ όψη ότι

η ενέργεια συνοχής του διµερούς Ni2 είναι Ucoh = −0.93eV [309], καταλήγουµε αντίστοιχα

στις εξισώσεις :
a

2
+ b = 0.94505 για UHub = 0 (Β΄.79)

και
a

2
+ b = −0.054953 για UHub 6= 0 (Β΄.80)

∆οµή FCC

Στη µορφή του συµπαγούς στερεού το Ni έχει την κρυσταλλική δοµή FCC. Η δοµή αυτή

ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.18. Το κρυσταλλικό πλέγµα FCC ορίζεται από τα διανύσµατα

a = (1, 1, 0)a b = (1, 0, 1)a c = (0, 1, 1)a, (Β΄.81)

όπου a είναι η πλεγµατική σταθερά. Εποµένως κάθε άτοµο του Ni έχει 12 πρώτους γείτονες.

Οι 12 πρώτοι γείτονες του ατόµου που ϐρίσκεται στη ϑέση (0, 0, 0) παρουσιάζονται στον

πίνακα Β΄.5. Η απόσταση πρώτων γειτόνων d στην περίπτωση του πλέγµατος FCC συνδέεται

µε τη σταθερά πλέγµατος a µέσω της σχέσης d = a/
√
2.

Η χαµιλτονιανή στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης ϑα αναπτύσσεται στη ϐάση των s
και d κυµατοσυναρτήσεων Bloch του Ni και η µορφή της ϑα είναι ίδια µε αυτή του υποπί-

νακα Hij της χαµιλτονιανής του διµερούς, που ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.2, µε τη διαφορά

ότι οι τα στοιχεία µήτρας 〈n′
i|H|nj〉 του υποπίνακα Hij της χαµιλτονιανής του διµερούς, ϑα

πρέπει να αντικατασταθούν από τα αντίστοιχα στοιχεία µήτρας 〈n′, 0,k|H|n, 0,k〉 14.

Χρησιµοποιώντας τις παραµέτρους Slater  Koster η χαµιλτονιανή γιαHHub = 0 παίρνει

τη µορφή που ϕαίνεται στην εικόνα Β΄.19. Χρησιµοποιήσαµε nk = 89726 διανύσµατα k

του αντιστρόφου χώρου στο µη ανηγµένο κοµµάτι της πρώτης Ϲώνης Brillouin και διαγωνο-

ποιώντας τη χαµιλτονιανή χωρίς τον όρο UHub γι αυτά τα k, ϐρήκαµε τις ιδιοτιµές της. Από

14το 0 που εµφανίζεται στο συµβολισµό του στοιχείου µήτρας της χαµιλτονιανής, αντιστοιχεί στο διάνυσµα

ϐάσης β της κρυσταλλικής δοµής, το οποίο στην περίπτωσή µας είναι το β = (0, 0, 0), το οποίο για συντοµία

συµβολίσαµε ως 0.
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Σχήµα Β΄.18: Συµβατική κυψελίδα της δοµής FCC. Για ευκρίνεια δεν εµφανίζονται οι δεσµοί µεταξύ

των ατόµων στις κορυφές µε τα άτοµα στα κέντρα των πλευρών.

Α/Α ri (a/2) l m n

1 ( 1, 1, 0) 1/
√
2 1/

√
2 0

2 ( 1,-1, 0) 1/
√
2 -1/

√
2 0

3 (-1, 1, 0) −1/
√
2 1/

√
2 0

4 (-1,-1, 0) −1/
√
2 −1/

√
2 0

5 ( 1, 0, 1) 1/
√
2 0 1/

√
2

6 ( 1, 0,-1) 1/
√
2 0 −1/

√
2

7 (-1, 0, 1) −1/
√
2 0 1/

√
2

8 (-1, 0,-1) −1/
√
2 0 −1/

√
2

9 ( 0, 1, 1) 0 1/
√
2 1/

√
2

10 ( 0, 1,-1) 0 1/
√
2 −1/

√
2

11 ( 0,-1, 1) 0 −1/
√
2 1/

√
2

12 ( 0,-1,-1) 0 −1/
√
2 −1/

√
2

Πίνακας Β΄.5: Τα διανύσµατα των πρώτων γειτόνων του ατόµου που ϐρίσκεται στην πλεγµατική

ϑέση (0, 0, 0) στη δοµή FCC, µαζί µε τα συνηµίτονα κατεύθυνσής τους (l,m, n).
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Σχήµα Β΄.20: Η DOS του Ni στη δοµή FCC χωρίς τον όρο UHub. (Es = Ed = 0, s0 = 0, EF =
1.2742eV )

τις ιδιοτιµές αυτές ϐρίσκουµε την πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων ανά άτοµο, η οποί-

α παρουσιάζεται στην εικόνα Β΄.20. Στην εικόνα αυτή έχουµε ϑεωρήσει ότι Es = Ed = 0.

Εποικίζοντας τις καταστάσεις αυτές µε 2 ηλεκτρόνια την κάθε µία, για όλα τα 10nk ηλεκτρό-

νια της δοµής15, εντοπίζουµε την ενέργεια Fermi, η οποία παίρνει την τιµή EF = 1.2742eV .

Η ϑέση της ενέργειας Fermi ϕαίνεται στην παραπάνω αναφερόµενη γραφική παράσταση.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη ότι το Ni στη δοµή FCC έχει nB = 1, ne = 10, nb/N = 6 και

d = 2.49Å [379], η ενέργεια συνοχής Ucoh για το Ni στη δοµή FCC, όπως προκύπτει από

την εξίσωση Β΄.59 είναι :

Ucoh =
2

nk

5nk∑

i

ǫi(R) + 6Φ0e
−4α(R−d) + 36a+ 6b (Β΄.82)

Για R = d η παραπάνω εξίσωση γίνεται

Ucoh =
2

nk

5nk∑

i

ǫi(d) + 6Φ0 + 36a+ 6b. (Β΄.83)

15το κάθε άτοµο συνεισφέρει 10 ηλεκτρόνια σθένους
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Σχήµα Β΄.21: Η DOS του Ni στη δοµή FCC µε τον όρο UHub. (Es = Ed = 0,EF = 1.6522eV ,s0 =
0.5eV )

Το άθροισµα των ιδιοτιµών 2/nk

∑5nk

i ǫi(d) παίρνει την τιµή −4.6357547eV . ∆εδοµένου ότι

η ενέργεια συνοχής του Ni στην κατάσταση ισορροπίας είναι Ucoh = −4.44eV [379], και ότι

Φ0 = 0.2639145eV (όπως ϐρήκαµε νωρίτερα), η εξίσωση Β΄.83 γίνεται

36a+ 6b = −1.38773eV (Β΄.84)

Στην περίπτωση που UHub 6= 0 και s0 = 0.5eV , τότε οι ιδιοτιµές των µονοηλεκτρονιακών

καταστάσεων µε σπιν πάνω µετατοπίζονται κατά 0.5eV , ενώ οι ιδιοτιµές των µονοηλεκτρο-

νιακών καταστάσεων µε σπιν κάτω µετατοπίζονται κατά −0.5eV . Κάνοντας την ίδια διαδι-

κασία όπως και πριν, για τον ίδιο αριθµό k σηµείων, παίρνουµε τις πυκνότητες ενεργειακών

καταστάσεων µε σπιν πάνω και κάτω αντίστοιχα, που ϕαίνονται στη γραφική παράσταση

Β΄.21. Η ενέργεια Fermi ϐρίσκεται να είναι EF = 1.6522eV . Από τις 2× nk × 6 = 1076712
µονοηλεκτρονιακές καταστάσεις που δηµιουργούνται, οι nk × ne = 897260 είναι κατειληµ-

µένες. Απ΄ αυτές, οι 417828 έχουν σπιν πάνω και οι υπόλοιπες 479432 έχουν σπιν κάτω,

όπως προκύπτει από την άθροιση των κατειληµµένων µονοηλεκτρονιακών καταστάσεων.

Κατά συνέπεια η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο για το Ni στη δοµή FCC είναι µ = 0.6866µB.

Η άθροιση των ιδιοενεργειών των κατειληµµένων αυτών µονοηλεκτρονιακών καταστάσεων

ανά άτοµο δίνει 1/nk

∑10nk

i ǫi(d) = −4.86193966eV . Στην προκειµένη περίπτωση λοιπόν,
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Σχήµα Β΄.22: Ο όρος Ubond ως συνάρτηση του αριθµού nb των δεσµών, για τις δύο περιπτώσεις

UHub = 0 και UHub 6= 0.

η εξίσωση Β΄.60, που δίνει την ενέργεια συνοχής στη ϑέση ισορροπίας, ϑα γράφεται :

Ucoh =
1

nk

10nk∑

i

ǫi(d)− Ufree + 6Φ0 + 36a+ 6b+ 1eV, (Β΄.85)

όπου τώρα Ufree = −1eV . Προκύπτει έτσι η εξίσωση

36a+ 6b = −2.16155eV (Β΄.86)

Εύρεση των b και c

Οι εξισώσεις Β΄.79 και Β΄.84 δηµιουργούν το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων, που αντιστοιχεί

στην περίπτωση UHub = 0,

0.5a+ b = 0.94505eV

36a+ 6b = −1.3877eV,

από το οποίο προκύπτουν οι τιµές

a = −0.213880eV, b = 1.05199eV και c = 0. (Β΄.87)

Αντίστοιχα οι εξισώσεις Β΄.80 και Β΄.86 που αντιστοιχούν στην περίπτωση UHub 6= 0 µε

s0 = 0.5eV , δηµιουργούν το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων

0.5a+ b = −0.054953eV
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d(Å) EF (eV ) UBS/N (eV ) Urep/N (eV ) (UBS + Urep)/N (eV )

2.40 1.398921 -5.089653 2.300835 -2.788818

2.49 1.2741645 -4.635755 1.583487 -3.052268

2.50 1.2610083 -4.587889 1.519093 -3.068796

2.57 1.1726415 -4.266387 1.135988 -3.130399

2.58 1.1605335 -4.222335 1.089792 -3.132543

2.59 1.1485508 -4.178738 1.045474 -3.133264

2.60 1.1366915 -4.135592 1.002959 -3.132632

2.61 1.124955 -4.092890 0.962173 -3.130717

2.70 1.0246307 -3.727884 0.662189 -3.065695

2.80 0.9236175 -3.360370 0.437201 -2.923169

Πίνακας Β΄.6: Οι όροι UBS/N , Urep/N της ενέργειας συνοχής και το άθροισµά τους (UBS +
Urep)/N ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων γειτόνων d για το Ni στη δοµή FCC. (s0 = 0)

36a+ 6b = −2.16155eV,

από το οποίο προκύπτουν οι τιµές

a = −0.055510eV, b = −0.027198eV και c = 1eV. (Β΄.88)

Η γραφική παράσταση του όρου Ubond ως συνάρτηση του αριθµού των δεσµών ϕαίνεται

στην εικόνα Β΄.22.

Β΄.3.5 Προβλέψεις του µοντέλου ισχυρής δέσµευσης στη δοµή FCC

του Ni

Χωρίς τον όρο UHub

Κατ΄ αναλογία µε αυτό που κάναµε για τις δοµές του συµπαγούς στερεού του Si, ϑα ϐρούµε

την απόσταση πρώτων γειτόνων που προβλέπει το µοντέλο ισχυρής δέσµευσης καθώς επίσης

και το αντίστοιχο µέτρο ελαστικότητας όγκου, στη ϑέση ισορροπίας. Εκείνο λοιπόν που ϑα

κάνουµε, είναι να ϐρούµε τις τιµές των όρων UBS/N και Urep/N για διάφορες τιµές της

απόστασης d των πρώτων γειτόνων. Οι τιµές αυτές παρουσιάζονται στον πίνακα Β΄.6.

΄Οπως µπορεί κανείς να δει απ΄ αυτό τον πίνακα, το ελάχιστο της ενέργειας εµφανίζεται

στη ϑέση d = 2.59Å, το οποίο ελάχιστα διαφέρει από την πειραµατική τιµή των 2.49Å. Το

σχετικό σφάλµα είναι 4%. Η δε ενεργειακή διαφορά ανάµεσα στις τιµές της ενέργειας συ-

νοχής για τις ϑέσεις 2.49 και 2.59Å, είναι 0.08eV , η οποία αντιστοιχεί σε σχετικό σφάλµα

της τάξης του 1.8%. Από την ενεργειακή καµπύλη σα συνάρτηση της απόστασης πρώτων

γειτόνων, η οποία ϕαίνεται στη γραφική παράσταση Β΄.23, µπορεί κανείς µε αριθµητι-

κό τρόπο να υπολογίσει το µέτρο ελαστικότητας όγκου B. Η τιµή που προκύπτει είναι

B = 1.367× 1011Nt/m2, ενώ η πειραµατική τιµή είναι [379] B = 1.86× 1011Nt/m2. Βλέ-

πουµε λοιπόν µια αρκετά καλή σύµπτωση της προβλεπόµενης τιµής του B µε αυτή της

πειραµατικής. Το σχετικό σφάλµα στο B είναι 26.5%.
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Σχήµα Β΄.23: Η ενέργεια συνοχής του Ni στη δοµή FCC ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων

γειτόνων d, για s0 = 0 (µαύρη γραµµή) και s0 = 0.5eV (κόκκινη γραµµή). (∆εν περιλαµβάνεται ο

όρος Ubond.)

d(Å) EF (eV ) UBS/N (eV ) Urep/N (eV ) (UBS + Urep)/N (eV ) µ (µB)

2.40 1.774315 -5.305507 2.300835 -3.004672 0.6410

2.49 1.652145 -4.861940 1.583487 -3.278453 0.6866

2.50 1.639085 -4.815299 1.519093 -3.296205 0.6923

2.55 1.576287 -4.589666 1.234337 -3.355329 0.7224

2.59 1.527890 -4.417989 1.045474 -3.372515 0.7499

2.60 1.515900 -4.376263 1.002959 -3.373303 0.7571

2.61 1.504167 -4.335005 0.962173 -3.372832 0.7645

2.65 1.457930 -4.174586 0.814953 -3.359633 0.7967

2.70 1.402480 -3.984192 0.662189 -3.322003 0.8430

2.80 1.296887 -3.635746 0.437201 -3.198545 0.9601

Πίνακας Β΄.7: Οι όροι UBS/N , Urep/N της ενέργειας συνοχής και το άθροισµά τους (UBS +
Urep)/N ως συνάρτηση της απόστασης πρώτων γειτόνων d για το Ni στη δοµή FCC. (s0 = 0.5eV ).

Στην τελευταία στήλη εµφανίζεται η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο.
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Σχήµα Β΄.24: Η µαγνητική ϱοπή ανά άτοµο του Ni στη δοµή FCC, ως συνάρτηση της απόστασης

πρώτων γειτόνων d.

Με τον όρο UHub

Ο αντίστοιχος πίνακας µε τους όρους UBS/N και Urep/N , για την περίπτωση που εισάγουµε

και τον όρο UHub στη χαµιλτονιανή, είναι ο πίνακας Β΄.7. Σ΄ αυτή την περίπτωση το ελάχιστο

της ενέργειας συνοχής εµφανίζεται στη ϑέση d = 2.60Å, που ελάχιστα διαφέρει από την

προηγούµενη τιµή. Επίσης η ενεργειακή διαφορά ανάµεσα στις ενέργειες συνοχής για τις

ϑέσεις 2.49 και 2.60Å, είναι 0.095eV , η οποία αντιστοιχεί σε σχετικό σφάλµα της τάξης του

2.1%. Η καµπύλη της ενέργειας συνοχής ως συνάρτηση της απόστασης, ϕαίνεται στην

εικόνα Β΄.23. Από την καµπύλη αυτή υπολογίζουµε µε αριθµητικό τρόπο το το µέτρο

ελαστικότητας όγκου B το οποίο το ϐρίσκουµε να είναι B = 1.22 × 1011Nt/m2. Και σ΄

αυτή την περίπτωση το αποτέλεσµα για το B προσεγγίζει καλά την πειραµατική τιµή µε ένα

σχετικό σφάλµα της τάξης του 34%.

Ακόµα µια πρόβλεψη του µοντέλου ισχυρής δέσµευσης για το συµπαγές στερεό Ni στη

δοµή FCC, προκύπτει από τα στοιχεία του πίνακα Β΄.7. Η πρόβλεψη αυτή σχετίζεται µε την

τιµή της µαγνητικής ϱοπής ανά άτοµο στο συµπαγές στερεό ως συνάρτηση της απόστασης

πρώτων γειτόνων. Η σχετική γραφική παράσταση ϕαίνεται στο σχήµα Β΄.24.
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Παράρτηµα Γ΄

Επανυβριδισµός

Γ΄.1 Υβριδισµός - Υβριδισµένα τροχιακά

Προκειµένου να ελαχιστοποιηθεί η ενέργεια σε µια χηµική ένωση, τα άτοµα, που µετέχουν

σ΄ αυτή, ϑα πρέπει να διαταχθούν έτσι ώστε τα τροχιακά τους να έχουν τη µέγιστη δυνατή

αλληλεπικάλυψη. Σε πρώτη προσέγγιση, ϑα περίµενε κανείς η κατεύθυνση των δεσµών να

καθορίζεται από την κατεύθυνση των ατοµικών τροχιακών p, τα οποία είναι εκείνα που έ-

χουν κάποια συγκεκριµένη ῾῾προεπιλεγµένη᾿᾿ κατευθυντικότητα, σε αντίθεση µε τα τροχιακά

s, που είναι σφαιρικά και κατά συνέπεια όλες οι κατευθύνσεις είναι το ίδιο προτιµητέες γι

αυτά. Αν όµως έτσι είχαν τα πράγµατα, τότε σε κάθε περίπτωση που ένα άτοµο µε τροχιακά

σθένους p ενωνόταν µε δύο άλλα άτοµα, οι γωνίες µεταξύ των δεσµών του ϑα έπρεπε να είναι

ίσες µε 90o, αφού οι κατευθύνσεις των τροχιακών p είναι µεταξύ τους κάθετες. Αυτό όµως

δε συµβαίνει πάντα και οφείλεται στο ότι υπάρχουν περιπτώσεις όπου όταν κάποια άτοµα

σχηµατίζουν χηµικές ενώσεις, οι ατοµικές τους κυµατοσυναρτήσεις s και p προτιµούν να

αναµιγνύονται µεταξύ τους, παρά να παραµένουν στη µορφή των ατοµικών κυµατοσυναρ-

τήσεων των ελευθέρων ατόµων. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται χαµηλότερη ενέργεια για

το µόριο 1, απ΄ αυτή που ϑα πετυχαινόταν αν δεν αναµιγνυόταν, παράλληλα όµως αλλά-

Ϲει και η κατευθυντικότητα των αναµεµιγµένων πλέον τροχιακών κι έτσι οι γωνίες µεταξύ

των δεσµών δεν είναι πλέον σ΄ αυτές τις περιπτώσεις 90o . Αυτή ακριβώς είναι η ιδέα του

υβριδισµού.

Τα λεγόµενα υβριδισµένα (ή υβριδικά) τροχιακά είναι εποµένως αναµίξεις των s και p
τροχιακών σθένους. Είναι δηλαδή γραµµικοί συνδυασµοί ενός |s〉 τροχιακού και ενός |p〉
τροχιακού µε συγκεκριµένη κάθε ϕορά κατεύθυνση στο χώρο, η οποία καθορίζεται από ένα

επίσης γραµµικό συνδυασµό των τροχιακών |px〉, |py〉, και |pz〉 [10]. Μοναδική απαίτηση

για τα νέα υβριδισµένα τροχιακά είναι, να είναι ορθοκανονικοποιηµένα µεταξύ τους.

Η ϑεωρία του υβριδισµού των s και p τροχιακών ϐρήκε εφαρµογή, κυρίως, στην ερµη-

νεία της κατευθυντικότητας των απλών, διπλών και τριπλών δεσµών των οργανικών ενώσεων.

Τα τρία είδη υβριδισµού (sp1, sp2 και sp3) ερµηνεύουν ουσιαστικά την κατευθυντικότητα

των τριπλών, διπλών και απλών δεσµών του άνθρακα αντίστοιχα. Η εναλλαγή απλών και

1που αποτελεί παράγοντα σταθερότητας

407
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διπλών δεσµών σε µια οργανική ένωση (π.χ. συζυγείς υδρογονάνθρακες 2, γραφίτης, ϐεν-

Ϲόλιο, κ.τ.λ.) ισοδυναµεί µε την εµφάνιση sp2 υβριδισµού στα άτοµα του C. Η παρουσία

συνεχόµενων διπλών δεσµών (π.χ. αλκένια), ή η εναλλαγή απλών και τριπλών δεσµών (π.χ.

ορισµένα αλκίνια) ισοδυναµεί αντίστοιχα µε την εµφάνιση sp1 υβριδισµού, ενώ η παρουσία

µόνο απλών δεσµών σε ένα άτοµο C (π.χ. δοµή διαµαντιού, αλκάνια κ.τ.λ.) οδηγεί σε

τετραεδρική διάταξη που ερµηνεύεται µε τον υβριδισµό sp3.

Τα υβριδισµένα τροχιακά στις τρεις περιπτώσεις υβριδισµού (sp1, sp2 και sp3) είναι τα

παρακάτω:

• Υβριδισµός sp3. Στον υβριδισµό sp3 τα υβριδισµένα τροχιακά έχουν κατευθύνσεις από

το κέντρο προς τις ακµές ενός τετραέδρου και κατά συνέπεια η µεταξύ τους γωνία είναι

109.47o (= arccos(−1/3)). Τα τροχιακά αυτά µπορούν να γραφούν ως:

|h1〉 =
1

2
|s〉+ 1

2
(|px〉+ |py〉+ |pz〉) , (Γ΄.1)

|h2〉 =
1

2
|s〉+ 1

2
(|px〉 − |py〉 − |pz〉) , (Γ΄.2)

|h3〉 =
1

2
|s〉+ 1

2
(−|px〉+ |py〉 − |pz〉) και (Γ΄.3)

|h4〉 =
1

2
|s〉+ 1

2
(−|px〉 − |py〉+ |pz〉) . (Γ΄.4)

• Υβριδισµός sp2. Στον υβριδισµό sp2 τα τρία εκ των τεσσάρων υβριδισµένων τροχιακών

είναι συνεπίπεδα και σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία 120o.Το τέταρτο είναι ανυβρίδι-

στο |p〉 τροχιακό, κάθετο στο επίπεδο που σχηµατίζουν τα τρία πρώτα. Τα τροχιακά

αυτά µπορούν να γραφούν ως:

|h1〉 =
1√
3
|s〉+

√
2

3
|px〉, (Γ΄.5)

|h2〉 =
1√
3
|s〉+

√
2

3

(
− 1

2
|px〉+

√
3

2
|py〉
)
, (Γ΄.6)

|h3〉 =
1√
3
|s〉+

√
2

3

(
− 1

2
|px〉 −

√
3

2
|py〉
)

και (Γ΄.7)

|h4〉 = |pz〉 (Γ΄.8)

• Υβριδισµός sp1. Στον υβριδισµό sp1 τα δύο εκ των τεσσάρων υβριδισµένων τροχιακών

έχουν αντίθετες κατευθύνσεις και τα δύο άλλα είναι ανυβρίδιστα |p〉 τροχιακά, µε

κατευθύνσεις κάθετες µεταξύ τους και κάθετες στα δύο πρώτα. Η γωνία εποµένως των

2συζυγείς είναι οι υδρογονάνθρακες στους οποίους εµφανίζονται εναλλάξ απλοί και διπλοί δεσµοί
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δύο υβριδισµένων τροχιακών είναι 180o. Τα τροχιακά αυτά µπορούν να γραφούν ως:

|h1〉 =
1√
2
|s〉+ 1√

2
|px〉, (Γ΄.9)

|h2〉 =
1√
2
|s〉 − 1√

2
|px〉, (Γ΄.10)

|h3〉 = |py〉 και (Γ΄.11)

|h4〉 = |pz〉 (Γ΄.12)

Χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία του υβριδισµού, µπορεί να δείξει κανείς, ότι στους συζυ-

γείς υδρογονάνθρακες (κυκλικούς ή γραµµικούς), εµφανίζεται ο υβριδισµός sp2. Τα τρία

υβριδισµένα τροχιακά sp2 κάθε ατόµου άνθρακα σχηµατίζουν ισχυρούς δεσµούς σ µε τα

γειτονικά τους άτοµα άνθρακα και µε ένα άτοµο υδρογόνου, ενώ το τέταρτο ανυβρίδιστο

p τροχιακό σχηµατίζει δεσµούς π µε τα επίσης ανυβρίδιστα p τροχιακά των γειτονικών α-

τόµων άνθρακα. Προκειµένου να επιτευχθεί η µέγιστη δυνατή αλληλεπικάλυψη ανάµεσα

στο ανυβρίδιστο τροχιακό p ενός ατόµου και στο ανυβρίδιστο τροχιακό p ενός γειτονικού

του ατόµου C, επιβάλλεται τα δύο αυτά τροχιακά p να είναι παράλληλα µεταξύ τους. Επί-

σης προκειµένου να επιτευχθεί στο µέγιστο ϐαθµό η αλληλεπικάλυψη των ανυβρίδιστων p
τροχιακών όλων των ατόµων C του συγκεκριµένου µορίου, µπορεί να δείξει κανείς ότι είναι

προτιµότερο ενεργειακά για το µόριο, όλα τα p τροχιακά να είναι παράλληλα µεταξύ τους.

Αυτό επιβάλει στο µόριο να είναι επίπεδο, αφού κάθε ανυβρίδιστο τροχιακό p είναι κάθετο

στα υπόλοιπα τρία υβριδισµένα τροχιακά του συγκεκριµένου ατόµου. Εκείνο το οποίο ε-

πίσης επιτυγχάνεται µε αυτή τη διάταξη είναι ο απεντοπισµός των ηλεκτρονίων p πάνω στα

ανυβρίδιστα αυτά τροχιακά, αιτία του οποίου είναι η ελαχιστοποίηση της ενέργειας αυτών

των µορίων και η ξεχωριστή σταθερότητα που εµφανίζουν [10].

Γ΄.2 Αποκλίσεις από την επίπεδη δοµή στον υβριδισµό

sp2.

Παρά την τεράστια επιτυχία της ϑεωρίας του υβριδισµού στην ερµηνεία της κατευθυντικό-

τητας των δεσµών, στις προβλέψεις της για τη σταθερότητα, τη γεωµετρική δοµή κ.τ.λ. για

ένα µεγάλο µέρος (κυρίως οργανικών) χηµικών ενώσεων, υπήρξαν περιπτώσεις όπου εµφα-

νίστηκαν αποκλίσεις από τα προβλεπόµενα. Εκ κατασκευής τα sp1, sp2 και sp3 τροχιακά

προβλέπουν τρεις συγκεκριµένες διατάξεις των δεσµών, τις οποίες ήδη αναφέραµε παραπά-

νω. Κατά συνέπεια δεν έχουν τη δυνατότητα να ερµηνεύσουν µικρές ή µεγάλες αποκλίσεις

από αυτές τις τρεις συγκεκριµένες διατάξεις. Χαρακτηριστικό παράδειγµα τέτοιων δοµών

είναι τα αννουλένια, τα οποία είναι κυκλικοί υδρογονάνθρακες µε εναλλάξ διπλούς και

απλούς δεσµούς και γενικό τύπο CnHn (όταν n είναι άρτιος) και CnHn+1 (όταν n είναι

περιττός). Με εξαίρεση: (α) το κυκλοβουταδιένιο (ή [4]-αννουλένιο) (C4H4) (στο οποίο δεν

εµφανίζεται υβριδισµός), και (ϐ) το ϐενζόλιο (C6H6), το [14]- και το [18]-αννουλένιο (που α-

κολουθούν τον κανόνα του Hückel), κανένα από τα υπόλοιπα αννουλένια δεν είναι επίπεδο

µόριο. Είναι εποµένως ϕυσικό να συµπεράνει κανείς ότι οι δοµές αυτές δεν ακολουθούν
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κάποιο από τα τρία υβριδικά µοντέλα των sp1, sp2 και sp3 υβριδισµών, αλλά ενδεχοµένως

ένα άλλο υβριδικό µοντέλο µε ένα άλλου τύπου ενδιάµεσο υβριδισµό, ο οποίος να µπορεί

να καλύψει και αυτές τις περιπτώσεις.

Γ΄.3 Ανάλυση διανύσµατος άξονα τροχιακού p (POAV1)

Στην εργασία των Haddon και Scott [386] γίνεται για πρώτη ϕορά προσπάθεια παρουσί-

ασης ενός ενδιάµεσου µοντέλου υβριδισµού το οποίο καλείται να χρησιµοποιηθεί για τη

µελέτη µικρών αποκλίσεων συζυγών οργανικών µορίων από την επίπεδη διάταξη, όπως

τα γεφυρωµένα αννουλένια (bridged annulenes). Το Ϲητούµενο ήταν, δοθέντων των τριών

υβριδισµένων τροχιακών σ κατά την κατεύθυνση των δεσµών ενός ατόµου µε τρισθενή δεσµι-

κότητα (3fold coordinated atom), να ϐρεθεί το τέταρτο τροχιακό, που ϑα είναι το τροχιακό

π. Σε απάντηση αυτού του ερωτήµατος, ϑεώρησαν ότι το π τροχιακό είναι εκείνο, η κατεύ-

ϑυνση του οποίου σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τα τροχιακά σ, (προσέγγιση POAV1 (πOrbital
Axis Vector)). Πριν κάνουν αυτή τη ϑεώρηση και προκειµένου να δείξουν ότι αυτή ϑα

µπορούσε να είναι µια ϐολική επιλογή για το τροχιακό π, έδειξαν ότι : (α) οι κατευθύνσεις

που ορίζονται από τη δίεδρη γωνία, που δηµιουργούν οι δεσµοί, δεν αποτελεί κατ΄ ανάγκη

σωστή επιλογή για την κατεύθυνση των τροχιακών π, (ϐ) ο επανυβριδισµός µπορεί να έχει

σηµαντική επίδραση στην κατευθυντικότητα των τροχιακών π και (γ) η κατευθυντικότητα

των τροχιακών π, που προβλέπεται από τη ϑεωρία του επανυβριδισµού, σε µόρια όπως τα

γεφυρωµένα αννουλένια, ήταν πολύ καλύτερη από τις µέχρι εκείνη τη στιγµή ϑεωρήσεις.

Γ΄.4 POAV2

Μια ϐελτίωση του προηγούµενου µοντέλου υβριδισµού POAV1 αποτελεί η προσέγγιση

POAV2. Ας δούµε τι επιπλέον εισάγει.

Ας υποθέσουµε ότι σε ένα µόριο έχουµε ένα άτοµο µε τρισθενή δεσµικότητα (3fold
coordinated). Σύµφωνα µε τη ϑεώρηση POAV2, τα τρία από τα τέσσερα υβριδισµένα τρο-

χιακά κατευθύνονται κατά µήκος των τριών δεσµών, ενώ η µορφή και η κατεύθυνση του

τέταρτου υβριδισµένου τροχιακού καθορίζεται από τις συνθήκες ορθοκανονικότητας µεταξύ

των τεσσάρων υβριδισµένων τροχιακών.

Ας χρησιµοποιήσουµε τους δείκτες 1,2,3 για τα υβριδισµένα τροχιακά που κατευθύνον-

ται κατά µήκος των τριών δεσµών και ας ονοµάζουµε αυτά τα τροχιακά ῾῾δεσµικά τροχιακά᾿᾿

για ϐολικότητα. Τα τέσσερα υβριδισµένα τροχιακά µπορούν να γραφούν µε τη γενική

µορφή

|hi〉 = si|s〉+ pi|pi〉 i = 1, 2, 3, 4, (Γ΄.13)

όπου si και pi είναι δύο συντελεστές, |s〉 είναι το τροχιακό s και |pi〉 είναι ένα τροχιακό

p, του οποίου η κατεύθυνση ορίζεται από κάποιο µοναδιαίο διάνυσµα n̂i = (n
(i)
x , n

(i)
y , n

(i)
z ).

Προφανώς για τα τροχιακά 1,2,3 (εξ ορισµού) τα µοναδιαία διανύσµατα n̂i, έχουν την

κατεύθυνση των αντιστοίχων δεσµών.



Γ΄.4. POAV2 411

Ο συντελεστής si µπορεί εκ των προτέρων να ληφθεί ως ϑετικός αριθµός, µιας και το

πρόσηµο του τροχιακού |hi〉 δεν έχει καµιά σηµασία. Αν επιπλέον ϑεωρήσουµε ότι το τρο-

χιακό |s〉 είναι ϑετικό και η κατεύθυνση του ϑετικού λοβού του τροχιακού |pi〉 είναι αυτή

του διανύσµατος n̂i, τότε και ο συντελεστής pi πρέπει να είναι ϑετικός, ώστε η κατεύθυνση

του υβριδισµένου τροχιακού να συµπίπτει µε την κατεύθυνση του διανύσµατος n̂i. Σε αν-

τίθετη περίπτωση, το αρνητικό πρόσηµο του pi πολλαπλασιαζόµενο µε τον αρνητικό λοβό

του τροχιακού |pi〉 ϑα δώσει ϑετικό πρόσηµο στη συνεισφορά του αρνητικού λοβού, µε απο-

τέλεσµα η κατεύθυνση του υβριδισµένου τροχιακού να είναι αντίθετη από την κατεύθυνση

του ανύσµατος n̂i και εποµένως του δεσµού.

Το τυχαίο τροχιακό |pi〉 που η κατεύθυνσή του ορίζεται από το µοναδιαίο άνυσµα n̂i =

(n
(i)
x , n

(i)
y , n

(i)
z ), µπορεί να γραφεί ως |pi〉 = n

(i)
x |px〉 + n

(i)
y |py〉 + n

(i)
z |pz〉 [10]. Εποµένως τα

υβριδισµένα τροχιακά |hi〉 της εξίσωσης Γ΄.13 µπορούν να γραφούν ως:

|hi〉 = si|s〉+ pi(n
(i)
x |px〉+ n(i)

y |py〉+ n(i)
z |pz〉) i = 1, 2, 3, 4. (Γ΄.14)

Η απαίτηση, τα υβριδισµένα τροχιακά |hi〉 να είναι ορθοκανονικά µεταξύ τους, είναι ισοδύ-

ναµη µε τις σχέσεις

〈hi|hj〉 = δij, i, j = 1, 2, 3, 4. (Γ΄.15)

Αναλυτικότερα αυτές γράφονται ως :

•

〈hi|hi〉 = 1 =⇒ s2i + p2i = 1, i = 1, 2, 3, 4 για i = j (Γ΄.16)

•

〈hi|hj〉 = 0 =⇒ sisj + pipjn̂in̂j = 0, i, j = 1, 2, 3, 4 για i 6= j (Γ΄.17)

Το εσωτερικό γινόµενο δύο οποιωνδήποτε µοναδιαίων διανυσµάτων είναι ίσο µε το συνηµί-

τονο της γωνίας που σχηµατίζουν. Κατά συνέπεια αν συµβολίσουµε µε φij τη γωνία ανάµεσα

στα µοναδιαία ανύσµατα n̂i και n̂j, οι παραπάνω σχέσεις ορθογωνιότητας (σχέσεις Γ΄.17)

µεταξύ των τριών δεσµικών τροχιακών γράφονται :

s1s2 = −p1p2 cosφ12, (Γ΄.18)

s2s3 = −p2p3 cosφ23 (Γ΄.19)

s3s1 = −p3p1 cosφ31, (Γ΄.20)

ενώ οι σχέσεις ορθογωνιότητας µεταξύ των τριών δεσµικών και του τέταρτου υβριδισµένου

τροχιακού γράφονται :

s1s4 = −p1p4 cosφ14 (Γ΄.21)

s2s4 = −p2p4 cosφ24 (Γ΄.22)

s3s4 = −p3p4 cosφ34. (Γ΄.23)
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Αντιλαµβάνεται κανείς ότι αν si ≥ 0 και pi ≥ 0, (i = 1, 2, 3, 4), όπως είπαµε νωρίτερα,

τότε από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι

cosφij ≤ 0 =⇒ π

2
≤ φij ≤ π, i, j = 1, 2, 3, 4. (Γ΄.24)

Ο περιορισµός αυτός δεν επιτρέπει στις γωνίες των δεσµών να γίνουν µικρότερες από 90o.
Αυτό ωστόσο δεν απαγορεύει στους δεσµούς να δηµιουργούν τέτοιες ῾῾απαγορευµένες᾿᾿ γωνί-

ες. Απλά εφ΄ όσον εµφανιστούν τέτοιες, δεν ϑα µπορούµε να τις χειριστούµε µε την παρούσα

ϑεωρία του επανυβριδισµού.

Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι επειδή ο υβριδισµός (ή ο επανυβριδισµός γενικότερα)

οδηγεί ουσιαστικά σε µια άλλη ϐάση της χαµιλτονιανής του συστήµατος και µάλιστα ορ-

ϑοκανονικής, (διαφορετική εν γένει από τη ϐάση των τροχιακών |s〉, |px〉, |py〉 και |pz〉), το

ίχνος της χαµιλτονιανής διατηρείται. ΄Ετσι αν 〈s|H|s〉 = Es και 〈pi|H|pi〉 = Ep, i = x, y, z,
τότε το ίχνος Tr(H) της χαµιλτονιανής ϑα είναι

Tr(H) = Es + 3Ep. (Γ΄.25)

Στη ϐάση των επανυβριδισµένων τροχιακών |hi〉 ϑα έχουµε 〈hi|H|hi〉 = s2iEs + p2iEp και

κατά συνέπεια το ίχνος ϑα είναι

Tr(H) =

(
4∑

i=1

s2i

)
Es +

(
4∑

i=1

p2i

)
Ep. (Γ΄.26)

Κάνοντας χρήση των σχέσεων Γ΄.16 ϑα έχουµε

Tr(H) =

(
4∑

i=1

s2i

)
Es +

(
4∑

i=1

(1− s2i )

)
Ep =

(
4∑

i=1

s2i

)
(Es − Ep) + 4Ep. (Γ΄.27)

Εξισώνοντας τις σχέσεις Γ΄.25 και Γ΄.27, παίρνουµε

(
4∑

i=1

s2i

)
(Es − Ep) + 4Ep = Es + 3Ep =⇒

(
4∑

i=1

s2i − 1

)
(Es − Ep) = 0 =⇒

4∑

i=1

s2i = 1. (Γ΄.28)

Τέλος ο συνδυασµός της τελευταίας σχέσης µε τις σχέσεις Γ΄.16 δίνει

4∑

i=1

p2i = 3. (Γ΄.29)

Ας υπολογίσουµε τώρα τις τιµές των συντελεστών si και pi, καθώς και την κατεύθυνση

του τέταρτου επανυβριδισµένου τροχιακού.
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Γ΄.4.1 ΄Ολες οι γωνίες των δεσµών είναι διαφορετικές από π/2

Ας ϑεωρήσουµε κατ΄ αρχάς ότι οι γωνίες που σχηµατίζουν οι κατευθύνσεις των τριών δεσµών

είναι όλες διαφορετικές από π/2, δηλαδή

∀i, j = 1, 2, 3 cosφij 6= 0. (Γ΄.30)

Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να δείξουµε ότι κανένα από τα pi, i = 1, 2, 3 δεν µπορεί να

παίρνει την τιµή µηδέν. Η απόδειξη είναι πολύ απλή:

Ας υποθέσουµε ότι κάποιο από τα pi (έστω το p1) είναι µηδέν (p1 = 0). Τότε από την

αντίστοιχη εξίσωση Γ΄.16 της κανονικοποίησης ϑα έχουµε s1 = 1, µε συνέπεια οι εξισώσεις

Γ΄.18, Γ΄.20 και Γ΄.21 να δίνουν s2 = 0, s3 = 0 και s4 = 0 αντίστοιχα, οπότε οι εξισώσεις

Γ΄.16 της κανονικοποίησης δίνουν p2 = 1, p3 = 1 και p4 = 1. Αυτό έχει σα συνέπεια οι

εξισώσεις Γ΄.19, Γ΄.22 και Γ΄.23 να δίνουν cosφ23 = 0, cosφ24 = 0 και cosφ34 = 0. Πολύ

απλά αυτό σηµαίνει ότι αν κάποιο από τα pi είναι µηδέν, τότε τα υποτιθέµενα υβριδισµένα

τροχιακά |hi〉 είναι όλα ανυβρίδιστα, και εποµένως οι µεταξύ τους γωνίες είναι ίσες µε π/2.

΄Εχοντας υποθέσει όµως ότι οι γωνίες φij µεταξύ των δεσµών είναι διαφορετικές από π/2,

καταλήγουµε σε άτοπο. Εποµένως αν οι γωνίες φij µεταξύ των δεσµών είναι διαφορετικές

από π/2, τότε τα pi, i = 1, 2, 3, 4, δεν µπορούν να είναι µηδέν.

Εκτός από αυτό το συµπέρασµα καταλήγουµε επίσης και στο συµπέρασµα ότι αν έστω

ένα από τα pi είναι µηδέν, τότε το σύστηµα των εξισώσεων για τα si και pi οδηγεί στην

τετριµµένη λύση των ανυβρίδιστων τροχιακών, που µόλις δείξαµε. Εξαιρώντας αυτή την

τετριµµένη λύση, ϑα ϑεωρήσουµε στη συνέχεια ότι κανένα από τα pi δεν είναι µηδέν.

Το συµπέρασµα αυτό, σε συνδυασµό µε την υπόθεση ότι καµιά γωνία ανάµεσα στους

δεσµούς δεν είναι µηδέν, οδηγεί µέσω των εξισώσεων Γ΄.18 - Γ΄.23 στο συµπέρασµα ότι

ούτε και κανένα από τα si, i = 1, 2, 3 είναι µηδέν. Υπ΄ αυτές τις συνθήκες µπορούµε να

διαιρέσουµε κατά µέλη δύο από τις εξισώσεις Γ΄.18 - Γ΄.20 και να πάρουµε

si
sk

=
pi
pk

cosφij

cosφjk

, (Γ΄.31)

η οποία µπορεί να γραφεί ως
si
pi

=
sk
pk

cosφij

cosφjk

. (Γ΄.32)

Η τρίτη από τις εξισώσεις Γ΄.18 - Γ΄.20 µπορεί να γραφεί ως

si
pi

= −pk
sk

cosφki. (Γ΄.33)

΄Οπως µπορεί να δει κανείς, το πρώτο µέλος των εξισώσεων Γ΄.32 και Γ΄.33 είναι το ίδιο, κατά

συνέπεια από την ισότητα των δεύτερων µελών ϑα έχουµε

sk
pk

cosφij

cosφjk

= −pk
sk

cosφki (Γ΄.34)

και εποµένως
s2k
p2k

= −cosφjk cosφki

cosφij

. (Γ΄.35)
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Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις Γ΄.16, η εξίσωση Γ΄.35 γράφεται

1− p2k
p2k

= −cosφjk cosφki

cosφij

, (Γ΄.36)

η οποία οδηγεί στην εξίσωση

p2k =
1

1− cosφjk cosφki

cosφij

, (Γ΄.37)

όπου τα i, j και k παίρνουν οποιεσδήποτε από τις τιµές 1, 2 ή 3. Θα είναι δηλαδή:

p21 =
1

1− cosφ31 cosφ12

cosφ23

, p22 =
1

1− cosφ12 cosφ23

cosφ31

και p23 =
1

1− cosφ23 cosφ31

cosφ12

(Γ΄.38)

και ϐεβαίως

si =
√
1− p2i . (Γ΄.39)

Στους παραπάνω συµβολισµούς χρησιµοποιήσαµε τους δείκτες i, j και k για να συµ-

ϐολίσουµε ένα οποιοδήποτε από τους δείκτες 1, 2 ή 3, µε την προϋπόθεση ϐεβαίως ότι

κάθε ϕορά οι δείκτες i, j και k είναι διαφορετικοί µεταξύ τους. Θα κρατήσουµε αυτό το

συµβολισµό και στη συνέχεια.

Το µόνο που µένει λοιπόν ακόµα, είναι να υπολογίσουµε το τέταρτο υβριδισµένο τρο-

χιακό. Για τον υπολογισµό αυτού του τροχιακού, ας γράψουµε τις εξισώσεις Γ΄.21, Γ΄.22

και Γ΄.23 ως:
p4p1
s4s1

n̂1n̂4 = −1 (Γ΄.40)

p4p2
s4s2

n̂2n̂4 = −1 (Γ΄.41)

p4p3
s4s3

n̂3n̂4 = −1 (Γ΄.42)

Εξισώνοντας τα πρώτα µέλη των παραπάνω σχέσεων ανά δύο, προκύπτουν οι εξισώσεις :

(p1
s1
n̂1 −

p2
s2
n̂2

)
n̂4 = 0 (Γ΄.43)

(p2
s2
n̂2 −

p3
s3
n̂3

)
n̂4 = 0 (Γ΄.44)

Αυτό που ϐλέπει κανείς απ΄ αυτές τις εξισώσεις είναι ότι τα διανύσµατα A = p1/s1n̂1 −
p2/s2n̂2 και B = p2/s2n̂2 − p3/s3n̂3 είναι και τα δύο κάθετα στο n̂4. Κατά συνέπεια η

διεύθυνση του n̂4 καθορίζεται από το εξωτερικό γινόµενο A×B. Θα είναι λοιπόν

A×B =

(
p1
s1
n̂1 −

p2
s2
n̂2

)
×
(
p2
s2
n̂2 −

p3
s3
n̂3

)
= (Γ΄.45)

=
p1p2
s1s2

n̂1 × n̂2 ++
p2p3
s2s3

n̂2 × n̂3
p3p1
s3s1

n̂3 × n̂1 (Γ΄.46)
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Χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις για τα (pisi)/(pjsj) που προκύπτουν από τις εξισώσεις

Γ΄.18, Γ΄.19 και Γ΄.20 η παραπάνω εξίσωση γίνεται

A×B = − n̂1 × n̂2

cosφ12

− n̂2 × n̂3

cosφ23

− n̂3 × n̂1

cosφ31

(Γ΄.47)

∆εδοµένου ότι cosφij < 0 και ότι |n̂i · n̂j| = − cosφij, η παραπάνω εξίσωση µπορεί να

γραφεί πιο κοµψά

A×B =
n̂1 × n̂2

|n̂1 · n̂2|
+

n̂2 × n̂3

|n̂2 · n̂3|
+

n̂3 × n̂1

|n̂3 · n̂1|
(Γ΄.48)

και

n̂4 =
A×B

|A×B| (Γ΄.49)

Βρήκαµε έτσι τη διεύθυνση του τροχιακού |h4〉. Το µόνο που µένει ακόµα να προσδιοριστεί

είναι οι συντελεστές s4 και p4.

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις σχέσεις Γ΄.21 και Γ΄.22 παίρνουµε

s1s2
p1p2

=
p24
s24

cosφ14 cosφ24 (Γ΄.50)

Από τη σχέση Γ΄.18 προκύπτει ότι

s1s2
p1p2

= − cosφ12. (Γ΄.51)

Εποµένως η εξίσωση Γ΄.50 γίνεται

− cosφ12 =
p24
s24

cosφ14 cosφ24. (Γ΄.52)

Ανακαλώντας στη µνήµη µας ότι από την κανονικοποίηση του |h4〉, προκύπτει ότι s24 =
1− p24, ϐρίσκουµε

p4 =

√
1

1− cosφ14 cosφ24

cosφ12

(Γ΄.53)

και

s4 =
√
1− p24. (Γ΄.54)

Για τον υπολογισµό των p4 και s4 ϑα µπορούσαµε ϐεβαίως να χρησιµοποιήσουµε τις

σχέσεις Γ΄.28 και Γ΄.29, οπότε ϑα ϐρίσκαµε

p4 =
√
3− p21 − p22 − p23 και s4 =

√
1− s21 − s22 − s23. (Γ΄.55)
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Γ΄.4.2 Αν κάποια γωνία µεταξύ των δεσµών είναι ίση µε π/2

Ας δούµε τώρα πώς ϑα υπολογίσουµε τα υβριδισµένα τροχιακά, αν κάποια γωνία από τις

γωνίες των δεσµών είναι ίση µε π/2. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να πάρουµε

ως τέτοια γωνία µια οποιαδήποτε από τις τρεις γωνίες των δεσµών. Αν λοιπόν φij = π/2,

τότε cosφij = 0 και η εξίσωση Γ΄.17 δίνει sisj = 0, δηλαδή si = 0 ή sj = 0. Αν όµως

si = 0, τότε από την κανονικοποίηση προκύπτει pi = 1 και εποµένως το τροχιακό |hi〉 είναι

ένα ανυβρίδιστο τροχιακό p. Επίσης η δεύτερη από τις εξισώσεις Γ΄.18, Γ΄.19 και Γ΄.20 που

περιέχει το si, ϑα γίνει pk cosφik = 0, πράγµα που σηµαίνει ότι pk = 0 ή cosφik = 0. Αν

pk = 0, τότε οδηγούµαστε στην τετριµµένη λύση των ανυβρίδιστων τροχιακών, την οποία

είδαµε νωρίτερα. Αν pk 6= 0, τότε cosφik = 0. Αυτό σε πρακτικό επίπεδο, σηµαίνει ότι

η ϑεωρία του επανυβριδισµού δεν µπορεί να εφαρµοστεί αν µία µόνο γωνία των δεσµών

είναι ίση µε π/2, αλλά χρειάζεται τουλάχιστον δύο τέτοιες γωνίες. Κατά τον ίδιο τρόπο,

από τη σχέση sis4 = −pip4 cosφi4 ϑα προκύψει cosφi4 = 0. Εποµένως η κατεύθυνση του

ανυβρίδιστου τροχιακού |hi〉 ϑα είναι κάθετη στις κατευθύνσεις των τροχιακών |hj〉, |hk〉 και

|h4〉. Μοναδικός τρόπος για να µπορεί να συµβεί αυτό, είναι τα τροχιακά |hj〉, |hk〉 και |h4〉
να είναι συνεπίπεδα. Καταλήγουµε έτσι στις σχέσεις

cosφij = cosφik = cosφi4 = 0, si = 0, pi = 1 (Γ΄.56)

και

φjk + φj4 + φk4 = 2π. (Γ΄.57)

Ας ϐρούµε λοιπόν την κατεύθυνση του τροχιακού |h4〉.
Στην περίπτωσή µας, οι εξισώσεις Γ΄.21, Γ΄.22 και Γ΄.23 µπορούν να γραφούν ως:

n̂in̂4 = 0 (Γ΄.58)

p4pj
s4sj

n̂jn̂4 = −1 (Γ΄.59)

p4pk
s4sk

n̂kn̂4 = −1 (Γ΄.60)

Εξισώνοντας τα πρώτα µέλη των δύο τελευταίων σχέσεων προκύπτει

(
pj
sj
n̂j −

pk
sk

n̂k

)
n̂4 = 0. (Γ΄.61)

Εποµένως τα διανύσµατα A = n̂i και B =
pj
sj
n̂j − pk

sk
n̂k είναι και τα δύο κάθετα στο n̂4 και

κατά συνέπεια η κατεύθυνση του n̂4 καθορίζεται από το εξωτερικό γινόµενο των δύο αυτών

διανυσµάτων. Θα είναι δηλαδή

n̂4 =
A×B

|A×B| , (Γ΄.62)

όπου

n4 = A×B = n̂i ×
(
pj
sj
n̂j −

pk
sk

n̂k

)
=
pj
sj
n̂i × n̂j −

pk
sk

n̂i × n̂k. (Γ΄.63)



Γ΄.4. POAV2 417

Οι γωνίες που σχηµατίζει η κατεύθυνση του τροχιακού |h4〉 µε τις κατευθύνσεις των

τροχιακών |hj〉 και |hk〉 είναι

cosφj4 = n̂j · n̂4 = n̂j ·
n4

|n4|
=

1

|n4|

(
pj
sj
n̂j · (n̂i × n̂j)−

pk
sk

n̂j · (n̂i × n̂k)

)

= − 1

|n4|

(
pk
sk

n̂j · (n̂i × n̂k)

)
(Γ΄.64)

και

cosφk4 = n̂k · n̂4 = n̂k ·
n4

|n4|
=

1

|n4|

(
pj
sj
n̂k · (n̂i × n̂j)−

pk
sk

n̂k · (n̂i × n̂k)

)

=
1

|n4|

(
pj
sj
n̂k · (n̂i × n̂j)

)
. (Γ΄.65)

Κατά συνέπεια, αν τα διανύσµατα n̂j και n̂k δεν είναι κάθετα µεταξύ τους, τότε οι γωνίες

φj4 και φk4 δεν είναι ίσες µε π/2. Στην περίπτωση εποµένως αυτή, κανένα από τα cosφjk,

cosφj4 και cosφk4 δεν είναι µηδέν. ΄Ετσι από τις εξισώσεις Γ΄.18 - Γ΄.23 προκύπτει το

συµπέρασµα ότι κανένα από τα sj, sk και s4, (j, k 6= i) δεν είναι µηδέν και οι εξισώσεις

αυτές καταλήγουν στις εξισώσεις

sjsk = −pjpk cosφjk,

sjs4 = −pjp4 cosφj4,

sks4 = −pkp4 cosφk4 (Γ΄.66)

και

cosφij = cosφik = cosφi4 = 0 pi = 1 si = 0. (Γ΄.67)

Οι εξισώσεις Γ΄.66 ϑα ήταν ακριβώς οι ίδιες µε τις εξισώσεις Γ΄.18, Γ΄.19 και Γ΄.20, αν

στη ϑέση του δείκτη 4 ήταν ο δείκτης i. Η λύση αυτών των εξισώσεων έχει ήδη δοθεί στις

σχέσεις Γ΄.38 και Γ΄.39 και εποµένως αρκεί να αντικαταστήσουµε σ΄ αυτές τις εξισώσεις το

δείκτη i µε το δείκτη 4, για να έχουµε τη λύση του συστήµατος των εξισώσεων Γ΄.66. Στην

περίπτωση αυτή ωστόσο δεν είναι γνωστές οι γωνίες φj4 και φk4 και εποµένως η λύση του

συστήµατος των εξισώσεων Γ΄.66 ϑα προσδιορίζεται µε απροσδιοριστία ως προς αυτές τις

γωνίες. Λόγω ωστόσο της σχέσης Γ΄.57, η απροσδιοριστία περιορίζεται µόνο ως προς µία

από τις δύο αυτές γωνίες.

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις Γ΄.66 η κατεύθυνση του υβριδισµένου τροχιακού |h4〉 µπο-

ϱεί να καθοριστεί από το διάνυσµα

n∗
4 =

p4
s4
n4 =

p4pj
s4sj

n̂i × n̂j −
p4pk
s4sk

n̂i × n̂k = − n̂i × n̂j

cosφ4j

+
n̂i × n̂k

cosφ4k

= − n̂i × n̂j

cosφ4j

+
n̂i × n̂k

cos(2π − φjk − φ4j)
. (Γ΄.68)

Εποµένως εκτός από την απροσδιοριστία µε την οποία υπολογίζονται οι συντελεστές pj, pk
και p4 από τη γωνία φ4j, και η κατεύθυνση του τροχιακού |h4〉 έχει απροσδιοριστία η οποία

εξαρτάται από την ίδια γωνία φ4j.



418 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Γ΄. ΕΠΑΝΥΒΡΙ∆ΙΣΜ�ΟΣ

Γ΄.4.3 Οι γωνίες των δεσµών είναι όλες ίσες µε π/2

Στην περίπτωση που όλες οι γωνίες των δεσµών είναι ίσες µε π/2 ϑα έχουµε

cosφij = cosφjk = cosφki = 0 (Γ΄.69)

και εποµένως από τις σχέσεις Γ΄.18, Γ΄.19 και Γ΄.20 ϑα έχουµε (εκτός από την τετριµµένη

λύση που ϑα προέκυπτε αν κάποιο από τα pi, i = 1, 2, 3 ήταν ίσο µε µηδέν)

sisj = sjsk = sksi = 0, (Γ΄.70)

η οποία καταλήγει στο ότι δύο τουλάχιστον από τα si, sj, sk είναι ίσα µε µηδέν. Ας

υποθέσουµε ότι αυτά είναι τα si και sj, δηλαδή si = sj = 0. Τότε οι αντίστοιχες εξισώσεις

κανονικοποίησης δίνουν pi = pj = 1 και από τις εξισώσεις Γ΄.21, Γ΄.22 και Γ΄.23 προκύπτει

cosφi4 = cosφj4 =
π

2
(Γ΄.71)

και

sks4 = −pkp4 cosφk4. (Γ΄.72)

΄Οπως µπορεί να δει κανείς, η κατεύθυνση των τροχιακών |hk〉 και |h4〉 είναι συγχρόνως

κάθετη στην κατεύθυνση των ανυβρίδιστων τροχιακών |hi〉 και |hj〉, τα οποία είναι επίσης

κάθετα µεταξύ τους. Αυτό µπορεί να συµβεί µόνο αν η κατεύθυνση των τροχιακών |hk〉 και

|h4〉 είναι παράλληλη ή αντιπαράλληλη. Επειδή όµως, όπως είπαµε νωρίτερα, π/2 ≤ φij ≤
π, (i, j = 1, 2, 3, 4), ϑα είναι φk4 = π και εποµένως η κατεύθυνση των τροχιακών |hk〉 και

|h4〉 ϑα είναι αντιπαράλληλη. ΄Ετσι η σχέση Γ΄.72 ϑα γίνει

sks4 = pkp4 =⇒ s2ks
2
4 = (1− s2k)(1− s24) =⇒ s2k + s24 = 1. (Γ΄.73)

Η εξίσωση αυτή ϑα µπορούσε ϐεβαίως να προκύψει αµέσως από την εξίσωση Γ΄.28, αν

ϑέταµε si = sj = 0. Η τελευταία αυτή σχέση, σε συνδυασµό µε τις σχέσεις κανονικοποίησης

s2k + p2k = 1 και s24 + p24 = 1, δίνει

s4 = pk, p4 =
√

1− p2k και sk =
√

1− p2k. (Γ΄.74)

΄Ετσι στην περίπτωση αυτή τα δύο υβριδισµένα τροχιακά έχουν µια απροσδιοριστία µιας

ελεύθερης παραµέτρου και µπορούν να γραφούν ως

|hk〉 =
√
1− λ2|s〉+ λ|p〉, (Γ΄.75)

|h4〉 = λ|s〉 −
√
1− λ2|p〉 (Γ΄.76)

όπου το τροχιακό |p〉 έχει την κατεύθυνση του δεσµού και λ είναι µια ϑετική αυθαίρετη

παράµετρος.

Ας σηµειωθεί ότι εκτός από την απροσδιοριστία ως προς την παράµετρο λ, υπάρχει α-

προσδιοριστία και ως προς την επιλογή του τροχιακού k που ϑα είναι υβριδισµένο, αφού
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κάλλιστα ϑα µπορούσαν να εναλλαχθούν οι ϱόλοι ανάµεσα στο τροχιακό |hk〉 µε οποιοδή-

ποτε από τα δύο τροχιακά |hi〉 και |hj〉.
΄Οπως µπορεί να δει κανείς, ο υβριδισµός sp1 είναι µια υποπερίπτωση αυτής της πε-

ϱίπτωσης, όταν λ = 1/
√
2. Ωστόσο η παράµετρος λ µπορεί να πάρει και άλλες ϑετικές

τιµές διαφορετικές από 1/
√
2. Αυτό δε ϑα επηρεάσει την κατευθυντικότητα των δεσµών, ϑα

αλλάξει όµως την αναλογία µεταξύ των τροχιακών |s〉 και |p〉 στα δύο υβριδισµένα τροχιακά.

΄Οταν η παράµετρος λ πάρει την τιµή 1 ή 0, τότε η περίπτωση αυτή ανάγεται στην

τετριµµένη λύση µε όλα τα τροχιακά ανυβρίδιστα.

Συµπερασµατικά, εξ όσων είδαµε µέχρι τώρα, τα υβριδισµένα τροχιακά στην προσέγγιση

POAV2 κατασκευάζονται κατά µοναδικό τρόπο µόνο όταν οι δεσµοί δεν είναι κάθετοι µεταξύ

τους.

Γ΄.5 Σύνοψη

Στη ϑεώρηση POAV2, τα τρία υβριδισµένα τροχιακά |hi〉 = si|s〉+pi|pi〉, i = 1, 2, 3 έχουν τις

κατευθύνσεις των δεσµών, δηλαδή |pi〉 = nx|px〉+ny|py〉+nz|pz〉, όπου n̂i = (n
(i)
x , n

(i)
y , n

(i)
z )

είναι το µοναδιαίο διάνυσµα που έχει την κατεύθυνση του δεσµού. Το τέταρτο υβριδισµένο

τροχιακό |h4〉 = s4|s〉 + p4|p4〉 κατασκευάζεται έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι σχέσεις

ορθοκανονικότητας µεταξύ των τεσσάρων υβριδισµένων τροχιακών.

Ξεχωρίζουµε τρεις περιπτώσεις :

(α) ΄Οταν οι τρεις γωνίες ανάµεσα στους δεσµούς είναι όλες διαφορετικές από π/2, τότε

οι συντελεστές των τριών πρώτων υβριδισµένων τροχιακών δίνονται από τις σχέσεις

p2i =
1

1− cosφki cosφij

cosφjk

, i 6= j 6= k 6= i, (Γ΄.77)

και

si =
√
1− p2i , i = 1, 2, 3. (Γ΄.78)

Η κατεύθυνση του τέταρτου υβριδισµένου τροχιακού καθορίζεται από το διάνυσµα

n4 = A×B = − n̂1 × n̂2

cosφ12

− n̂2 × n̂3

cosφ23

− n̂3 × n̂1

cosφ31

(Γ΄.79)

και οι συντελεστές p4 και s4 δίνονται από τις σχέσεις

p4 =
√
3− p21 − p22 − p23 και s4 =

√
1− p24. (Γ΄.80)

(ϐ) ΄Οταν δύο µόνο από τις τρεις γωνίες των δεσµών είναι ίσες µε π/2, (έστω ότι αυτές είναι

οι φij και φik), τότε το τροχιακό |hi〉 είναι ανυβρίδιστο τροχιακό |p〉 και οι κατευθύν-

σεις των τριών υπολοίπων τροχιακών είναι συνεπίπεδες µεταξύ τους και κάθετες στην

κατεύθυνση αυτού του τροχιακού. Θα είναι δηλαδή

φij = φik = φi4 =
π

2
και pi = 1, si = 0 (Γ΄.81)
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και

φjk + φk4 + φj4 = 2π. (Γ΄.82)

Το τέταρτο τροχιακό ϑα έχει µια απροσδιοριστία ως προς την κατεύθυνσή του, η οποία

ϑα προσδιορίζεται ως συνάρτηση µιας από τις γωνίες φj4 ή φk4 και ϑα καθορίζεται από

το διάνυσµα

n4 = − n̂i × n̂j

cosφj4

+
n̂i × n̂k

cos (2π − φj4 − φjk)
, (Γ΄.83)

ενώ οι συντελεστές pj, pk, p4 ϑα δίνονται από την παραπάνω σχέση Γ΄.77, όπου τις

ϑέσεις των i, j, k παίρνουν τώρα τα j, k και 4 και προσδιορίζονται και αυτά µε µια

απροσδιοριστία ως προς την γωνία φj4.

(γ) ΄Οταν και οι τρεις γωνίες των δεσµών είναι ίσες µε π/2, τότε τουλάχιστον δύο από τα

τρία τροχιακά που έχουν τις κατευθύνσεις των δεσµών είναι ανυβρίδιστα τροχιακά |p〉,
µε κατευθύνσεις κάθετες µεταξύ τους και κάθετες στις κατευθύνσεις των υπόλοιπων

δύο τροχιακών. Αν ϑεωρήσουµε ότι αυτά τα ανυβρίδιστα τροχιακά είναι τα τροχιακά

|hi〉 και |hj〉, τότε τα τροχιακά |hk〉 και |h4〉 ϑα γράφονται µε τη µορφή

|hk〉 =
√
1− λ2|s〉+ λ|p〉, (Γ΄.84)

|h4〉 = λ|s〉 −
√
1− λ2|p〉, (Γ΄.85)

όπου λ µια αυθαίρετη παράµετρος. Στην περίπτωση αυτή υπάρχει µια ακόµα α-

προσδιοριστία ως προς την επιλογή των δύο εκ των τριών τροχιακών τα οποία είναι

ανυβρίδιστα, αφού κάθε Ϲευγάρι από τα τρία τροχιακά των δεσµών µπορεί να επιλεχθεί

µε αυτή την ιδιότητα. Τα τροχιακά |hk〉 και |h4〉 είτε ϑα έχουν αντίθετες µεταξύ τους

κατευθύνσεις (όταν λ 6= 1 και λ 6= 0), είτε το ένα απ΄ αυτά ϑα είναι ένα ανυβρίδιστο

τροχιακό |p〉 και το άλλο ένα ανυβρίδιστο τροχιακό |s〉 (όταν λ = 1 ή λ = 0).

Στην περίπτωση που µία µόνο από τις τρεις γωνίες των δεσµών να είναι ίση µε π/2, δεν

είναι εφικτό να κατασκευαστούν υβριδισµένα τροχιακά στα πλαίσια της ϑεώρησης POAV2.
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and John Wiley & Sons, France, 1977.

[32] W. A. Harrison. Electronic Structure and the Properties of Solids. 1989.

[33] K. Lendi. Phys. Rev. B, 9:2433, 1974.

[34] K. Lendi. Phys. Rev. B, 10:1768, 1974.

[35] W. Andreoni and F. Casula. J. Phys. C: Solid State Phys., 8:1371, 1975.

[36] A. K. McMahan. Phys. Rev. B, 58:4293, 1998.

[37] S. Froyen and W. A. Harrison. Phys. Rev. B, 20:2420, 1979.

[38] D. A. Papaconstantopoulos. Handbook of the Band Structure of Elemental Solids.
Springer, , 1986.

[39] W. A. Harrison. Phys. Rev. B, 24:5835, 1981.

[40] S. Louie. Phys. Rev. B, 22:1933, 1980.



BIBLIOGRAPHY 423

[41] J. Hubbard. Proc. R. Soc. London Ser. A, 276:238, 1963.

[42] J. Hubbard. Proc. R. Soc. London Ser. A, 281:401, 1964.

[43] J. Kanamori. Prog. Theor. Phys., 30:275, 1963.

[44] M. C. Gutzwiller. Phys. Rev. Lett., 10:159, 1963.

[45] A. N. Andriotis and M. Menon. Phys. Rev. B, 57:10069, 1998.

[46] R. J. Elliott. Phys. Rev., 96:266, 1954.

[47] Στέφανος Τραχανάς. Κβαντοµηχανική ΙΙΙ. Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης,
Ηράκλειο, 1988.
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[214] F. Brunet, P. Mélinon, A. SanMiguel, P. Kéghélian, A. Perez, A. M. Flank, E. Reny,
C. Cros and M. Pouchard. Phys. Rev. B, 61:16550, 2000.

[215] M. Menon and N. N. Lathiotakis and A. N. Andriotis. Phys. Rev. B, 56:1412, 1997.
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[295] L. Garcı́a González and J. M. MontejanoCarrizales. phys. stat. sol. a, 220:357,
2000.

[296] C. L. Cleveland and U. Landman. J. Chem. Phys., 94:7376, 1991.

[297] K. Michaelian, N. Rendón and I. L. Garzón. Phys. Rev. B, 60:2000, 1999.



BIBLIOGRAPHY 435

[298] S. Bouarab, A. Vega, M. J. López, M. P. Iñiguez and J. A. Alonso. Phys. Rev. B,
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