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–ÂÒflÎÁ¯Á

¡ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÁÚ ·Ì‹ ˜ÂflÒ·Ú ÂÒ„·Ûfl·Ú ·ÔÙÂÎÂfl Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì Û˜ÁÏ‹�
Ù˘Ì „È· ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌ�
ËÁÍ˛Ì „È· ·Ò·‚ÔÎÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ� „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Sobolev�Galpern Í·È „È· ÂÓÈÛ˛�
ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Schr�odinger� ”Â Í‹ËÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ� ÂÌ‰È·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ „È· ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ

ÏÂ Í·Î›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·È ÒÔÛ·ËÔ˝ÏÂ Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ�
‘Ô  Âˆ‹Î·ÈÔ ¡ ÂflÌ·È ÂÈÛ·„˘„ÈÍ¸� –ÂÒÈ›˜ÂÈ ÏÈ‹ Û˝ÌÙÔÏÁ ·Ì·‰ÒÔÏfi ÛÙÁÌ ËÂ˘Òfl· ÏÂ�

Ë¸‰˘Ì Runge�Kutta� Í·Ë˛Ú Í·È ‰È‹ˆÔÒ· ËÂ˘ÒÁÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·� Ù· ÔÔfl· ˜ÒÁÛÈÏÔ�
ÔÈÔ˝ÌÙ·È Ûı˜Ì‹ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·�

”ÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ ¬ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÔÏÔ„ÂÌ˛Ì� ·ÌÂÓ·ÒÙfiÙ˘Ì

·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann� „È· ÏÈ‹ ·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�tu � r����x� t�ru�� ��x� t�ru� ���x� t�u	 f�x� t��

ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Galerkin
ÂÂÒ·�
ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Í·È ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÈ‹ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô Runge�Kutta ÏÂ ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ

� Í·È Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı p� Á ÔÔfl· ›˜ÂÈ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·È ÛıÌ›ÂÈ·Ú�
√È· „ÂÌÈÍ‹ ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·� ¸Ù·Ì Á Î˝ÛÁ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi� ›˜ÂÈ ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl�
�Cr�� ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr 	 kp��� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� ˜˘ÒflÚ Ì· ›˜ÂÈ Í·Ù·„Ò·ˆÂfl

Í‹ÔÈ· ÂÈÒÒÔfi ÙÔı Âfl‰ÔıÚ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì� ≈‰˛� h ÂflÌ·È Á ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ

‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� k ÂflÌ·È Á ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ Í·È r Á

‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ˘Ú ÒÔÚ h ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì

ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì� –ÒÔÛ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÛıÌ›ÂÈ·Ú Ôı ÂÈÛ‹„ÂÙ·È ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �KAD
Í·È ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ ÔÈ ˜˛ÒÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÏÈ‹ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ

·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁÌ Í·Î˝ÙÂÒÁ� ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘� ÂÍÙfl�

ÏÁÛÁ O�hr 	 kp��h�
�

� �� „È· ÙÈÚ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı ı¸ ÏÂÎ›ÙÁ

ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ� ¡ıÙ¸ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ‰ÂÌ ÂÂÍÙÂflÌÂÙ·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet� ∏ÙÛÈ� „È· ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neu-

mann� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Í·Î˝ÙÂÒÁ� ÂÒflÔı Í·Ù‹ �
� � ·� ¸ÙÈ „È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú

ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet� ≈ÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú Âfl Î›ÔÌ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÙÁ ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr 	 k��� ÂÌ˛ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet ·flÒÌÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ O�hr 	 kp��� „È· ÂÈ‰ÈÍ‹ ÒÔ‚Îfi�
Ï·Ù·� √ÂÌÈÍ˛ÙÂÒ·� ¸Ù·Ì Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÛÙÔ

Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı ˜˘ÒflÔı� Ù¸ÙÂ Á ·Ì‹ÎıÛÁ Ôı „flÌÂÙ·È Ô‰Á„Âfl ÛÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ� ‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ÈÛ˜˝ÔıÌ Í·È „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı

Schr�odinger�
”ÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ √ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì

Dirichlet� „È· ÏÈ‹ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev�Galpern ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

��� �M�x� t� ����tu � �i�M�x� t� ��u	 f�x� t��

¸Ôı M ›Ì·Ú ÈÛ˜ıÒ‹ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÁÚ� œÈ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔ�
ÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÂ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Galerkin
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÛÙÔ
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˜˛ÒÔ Í·È ÛÂ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Runge�Kutta ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ÙÁÚ fl‰È·Ú Í·ÙÁ„ÔÒfl·Ú Ï� ÂÍÂflÌÂÚ Ôı

ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ¬� ”ÙÁÌ ÂÈ‰ÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı f � � Í·È Á ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı

ÙÂÎÂÛÙfi M ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t ÔˆÂflÎÂÙ·È Ï¸ÌÔ Û� ÂÍÂflÌÁ ÙÔı ÛıÌÙÂÎÂÛÙfi ÙÔı ¸ÒÔı

ÏÁ‰ÂÌÈÍfiÚ Ù‹ÓÁÚ� ›˜ÂÈ ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl� �AvDK�� ÏÈ‹ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr	kminf�q�q��g�
ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L� ¸Ù·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÂflÌ·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Gauss�Legendre ÏÂ q

ÛÙ‹‰È·� ≈ÂÍÙÂflÌÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÙÈÚ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ¬� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ� ÛÙÁ

„ÂÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ� ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr 	 k�� ÛÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L� Í·È

O�hr�� 	 k�� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı H�� ≈ÈÒ¸ÛËÂÙ·� ÛÙÁ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ� ¸Ù·Ì ÔÈ ˜˛ÒÔÈ

ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ·ÔÙÂÎÔ˝ÌÙ·È ·¸ ÛıÌÂ˜ÂflÚ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÔÎı˘ÌıÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� Î·Ï�
‚‹ÌÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr 	 k�� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÏÂ„flÛÙÔı� ‘· ·ÔÙÂÎ›�
ÛÏ·Ù· ·ıÙ‹ ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÓ·Ûˆ‹ÎÈÛÁ ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì È‰È¸ÙÁÙ˘Ì „È· ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı ÁÏÈ‰È·�
ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ� Ôı ÛıÌfiË˘Ú ‰ÂÌ ›˜ÔıÌ ÔÈ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ·Ò·‚ÔÎÈÍ˛Ì

ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì� ”ÙÈÚ ÛÙ·ËÂÒ›Ú Ù˘Ì ‰È·ˆ¸Ò˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì ‰flÌÂÙ·È ›Ïˆ·ÛÁ ÛÙÁÌ ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ

·¸ ÙÔ t� ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÂÍÂflÌÁ Ôı ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÔıÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ� Í·È ·ÔˆÂ˝�
„ÂÙ·È Á Û˝Ì‰ÂÛfi ÙÔıÚ ÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ Í·È ÙÈÚ ·Ò·„˛„ÔıÚ ÙÁÚ�

‘›ÎÔÚ� ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ ƒ� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÏÈ‹ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Schr�odinger ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

ut � i�uxx 	 i��x� t�u	 f�x� t��

ÛÂ ›Ì· ÏÁ ÍıÎÈÌ‰ÒÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ Dt� �� f�x� t� � t � ��� t� Í·È x � I�t� �� �s��t�� s��t��g�
¸Ôı s� Í·È s� ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È ÏÈ‹ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ·

ÏÂË¸‰˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂflÌ·È ÂıÛÙ·ËÂflÚ� ˜˘ÒflÚ ÛıÌËfiÍÂÚ „È· ÙÈÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ� Í·È Âfl Î›ÔÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ

Û˜›ÛÁÚ ku��� t�kL��I�t�� � ku��� ��kL��I����� Ôı ÈÛ˜˝ÂÈ ¸Ù·Ì f � � Í·È Im � � �� √È� ·ıÙ›Ú

ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔÌÙ·È ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�k�	h�� ÛÂ ÏÈ‹ ‰È·ÍÒÈÙfi

L� ÛÙ‹ËÏÁ� œÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ·ıÙ›Ú ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Í·Ù‹ÎÎÁÎ˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì

Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì s� Í·È s�� ÏÂ ÙÈÚ ÔÔflÂÚ Í·ËÔÒflÊÔÌÙ·È Ù· ÛÁÏÂfl· ÙÔı

Dt� ÛÙ· ÔÔfl· ÒÔÛÂ„„flÊÔıÏÂ ÙÔıÚ ¸ÒÔıÚ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ� –ÒÔÍÂÈÏ›ÌÔı Ì·

ÂÓ·Ûˆ·ÎÈÛÙÂfl ¸ÙÈ Ù· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È Ò·„Ï·ÙÈÍ‹ Ï›Û· ÛÙÔ Dt� � ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È

ÛıÌËfiÍÂÚ „È· Ù· k Í·È h� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ú Ù˘Ì s��
s�� Í·È ÂflÌ·È ·ÛËÂÌ›ÛÙÂÒÂÚ ·¸ ÂÍÂflÌÂÚ Ôı ··ÈÙÔ˝ÌÙ·È ÛÂ ‹ÎÎ· Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì

‰È·ˆÔÒ˛Ì Ù· ÔÔfl· ÒÔÙÂflÌÔÌÙ·È „È· ·Ì‹ÎÔ„· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÛÂ ÏÁ ÍıÎÈÌ‰ÒÈÍ‹ ˜˘Òfl·� �Ja�
�AvD��
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Abstract

We analyze fully discrete approximations to the solution of a given initial and boundary value

problem for a parabolic, Sobolev�Galpern or Schr�odinger type equation. For these three classes

of equations, we are interested in numerical methods with good stability properties, and try to

establish optimal order error estimates.

Chapter ¡ is introductory. There, we recall some basic facts of the theory of Runge�Kutta

methods and include several theoretical results frequently used in the following chapters.

In Chapter ¬ we consider an initial and boundary value problem for a parabolic equation of the

form

�tu � r����x� t�ru�� ��x� t�ru� ���x� t�u	 f�x� t��

with homogeneous and time independent Neumann boundary conditions. We discretize the

problem in space using a Galerkin/finite element method, and in time an implicit B�stable

Runge�Kutta method which has classical order � and stage order p, and satisfies the simplifying

assumptions. For parabolic problems with a sufficiently smooth solution, an L� apriori error

estimate of the form O�hr 	 kp��� has been proven in �Cr�, independently of the type of the

boundary conditions. Here h is the space discretization parameter, k the time discretization

parameter, and r is the optimal order, with respect to h, of approximation in the L� norm, of the

finite element spaces. Following a consistency technique introduced in �KAD, and assuming that

the finite element spaces satisfy an appropriate inverse inequality, we obtain an improved error

estimate O�hr 	 kp��h�
�

� � for the fully discrete approximations of the solution. This result can

not be easily extended to the case of Dirichlet boundary conditions. Hence, for time independent

Neumann boundary conditions we obtain an order of convergence, better by �
� , than in the case

of Dirichlet boundary conditions. Investigating, also, the case of periodic boundary conditions we

obtain the optimal order error estimate O�hr 	 k��, while for Dirichlet boundary conditions we

prove error estimates of the form O�hr	kp��� for some particular problems. In general, when the

solution satisfies some conditions on the boundary of the domain, the analysis leads to an optimal

order error estimate. The results of this chapter hold for Schr�odinger type equations as well.

In Chapter √ we consider an initial and Dirichlet boundary value problem for a linear complex

Sobolev�Galpern type equation of the form

��� �M�x� t� ����tu � �i�M�x� t� ��u	 f�x� t��

where M is a linear strongly elliptic second order operator. The fully discrete approximations

of the solutions are based on a Galerkin/finite element method for the space discretization and

on a Runge�Kutta method for the discretization in time, as in Chapter ¬� In the case f � �
and if only the zeroth order coefficient of the operator M may depend on t, an error estimate

O�hr 	 kminf�q�q��g�, in the L� norm, is proven in �AvDK� when the Runge�Kutta method is

the Gauss�Legendre method with q stages. Extending properly the analysis of Chapter ¬� we

prove for our more general problem an optimal order error estimate O�hr 	 k�� in the L� norm

and O�hr�� 	 k�� in the H� norm. In addition, in the one dimensional case, when the finite

element spaces consist of continuous and piecewise polynomial functions, we obtain an optimal

order error estimate O�hr	k�� in the maximum norm. These results are based on some properties

of the semidiscrete approximations of the solution that, usually, are not valid for the semidiscrete
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approximations of parabolic problems. The constants arising in several estimates are independent

of the solution, the inhomogeneous term and the initial condition, while we account separately any

dependence from t except the one due to the coefficients of the equation.

Finally� in Chapter ƒ� we consider a linear Schr�odinger type equation

ut � i�uxx 	 i��x� t�u	 f�x� t��

in a noncylindrical domain Dt� �� f�x� t� � t � ��� t� and x � I�t� �� �s��t�� s��t��g�
where s� and s� are given functions. Subsequently, we construct a family of finite difference

methods that are unconditionally stable and, in addition, satisfy a discrete analogue of the relation

ku��� t�kL��I�t�� � ku��� ��kL��I����� valid for f � � and Im � � �. For these methods we

establish optimal order error estimates O�k� 	 h�� in a discrete L� norm. The proposed methods

are based on the construction of appropriate approximations for the boundary functions s� and

s�, which specify the points in Dt� where we approximate the differential equation. In order to

ensure that these points really belong to the domainDt� , we may need some conditions on k and h,

depending on the approximations of s� , s�, which are weaker than other known in the bibliography

for finite difference schemes proposed for analogous problems in noncylindrical domains, �Ja,
�AvD�.
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¡� –ÒÔÍ·Ù·ÒÍÙÈÍ‹

¡�� ◊˛ÒÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì � ”ıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸Ú �
¡�� ‘Ô ÀfiÏÏ· Lax�Milgram �
¡�� œÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍ›Ú ·ÌÈÛ¸ÙÁÙÂÚ Í·È ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ›Ú Û˜›ÛÂÈÚ �
¡�� Ã›ËÔ‰ÔÈ Runge�Kutta �

¬� ∏Ì· ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·
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f�t� � g�t� �

Z t

�

K���f���d�� �t � 	� t���

‘¸ÙÂ� Á f ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ Û˜›ÛÁ

f�t� � g�t� �

Z t

�

exp
�Z t

�

K�s�ds
�
K���g���d�� �t � 	� t��� �

ÃÈ‹ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·ÙÔÚ� ÙÔ ÔÔflÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Ûı˜Ì‹ Í·Ù‹

ÙÁ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì� ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ ÙÔı Corduneanu Cor�� ”ÙÁ

ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ÔÙÈÍfi ÙÔı fl‰ÈÔı ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·ÙÔÚ�

–¸ÒÈÛÏ· ¡���� ∏ÛÙ˘ t� � 	 Í·È f� w � 	� t���	R ÛıÌÂ˜ÂflÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

f�t� � w�t� �

Z t

�

	���f���d�� �t � 	� t���

¸Ôı 	 � 	� t���	R Í‹ÔÈ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍfi Í·È ÛıÌÂ˜fiÚ� ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ

f�t� � exp
�Z t

�

	���d�
�
max
s����t�

w�s�� �t � 	� t���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ g�t� � w�t� Í·È K�t� � 	�t� „È· Í‹ËÂ t � 	� t��� ‘¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ

f�t� � max
s����t�

w�s�
�
��

Z t

�

�
exp�

Z t

�

	�s�ds�
��
d�
�
� exp�

Z t

�

	���d�� max
s����t�

w�s��

„È· Í‹ËÂ t � 	� t��� �
–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ∏ÛÙ˘ t� � 	� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÛıÌÂ˜ÂflÚ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ›Ú Ûı�

Ì·ÒÙfiÛÂÈÚ f� g � 	� t���	R� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì Ù· ·Í¸ÎÔıË·

f� � C��	� t���R��¡���a�

Í·È

d

dt
�f���t� � f�t�g�t�� �t � 	� t����¡���b�

�



‘¸ÙÂ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¡���� f�t� � f�	� �

Z t

�

g���d�� �t � 	� t���

¡¸‰ÂÈÓÁ� œÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �¡���b�� Î¸„˘ ÙÁÚ �¡���a�� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ

�¡���� f��t� � f��	� �

Z t

�

f���g���d�� �t � 	� t���

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ �¡����� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�max
���t�

f�� � max
���t�

f� �f��	� �
Z t

�

f���g���d�

��max
���t�

f�
h
f�	� �

Z t

�

g���d�
i
� �t � 	� t���

∂Ò·

f�t� � max
���t�

f � f�	� �

Z t

�

g���d�� �t � 	� t��� �

ÀfiÏÏ· ¡���� ∏ÛÙ˘ � � 	 Í·È fang�n�� ÏÈ· ·ÍÔÎÔıËfl· ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì�

Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

an	� � an � �� �n � N� �

‘¸ÙÂ� ÈÛ˜˝ÂÈ

�¡���� an � a� � n�� �n � N� � �

ÀfiÏÏ· ¡���� ∏ÛÙ˘ � � 	� � � 	 Í·È fang�n�� ÏÈ· ·ÍÔÎÔıËfl· ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ˛Ì ·ÒÈ�

ËÏ˛Ì� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

an	� � �� � ��an � �� �n � N� �

‘¸ÙÂ� ÈÛ˜˝ÂÈ

�¡���� an � exp�n��
�
a� �

�

�

�
� �n � N� �

¡¸‰ÂÈÓÁ� …Û˜ıÒÈÊ¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ

�¡���� an � �� � ��na� � �
n��X
���

�� � ���� �n � N� �

�



« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �¡���� Ë· „flÌÂÈ Â·„˘„ÈÍ‹� ≈flÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ ·ÎÁËÂ˝ÂÈ „È· n � 	�
’ÔË›ÙÔıÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n � 	� � � � � n�� ¸Ôı n� � N� � ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ Ù·

·Í¸ÎÔıË·

an�	� � �� � ��an� � � � �� � ��n�	�a� � �
n���X
���

�� � ���	� � �

��� � ��n�	�a� � �

n�X
���

�� � ��� � � � �� � ��n�	�a� � �

n�X
���

�� � ����

≈ÔÏ›Ì˘Ú Á �¡���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n � n� � ��
”ıÌÂ˜flÊÔÌÙ·Ú� ·¸ ÙÁÌ �¡���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

an ��� � ��na� � �
�� � ��n � �
�� � ��� �

��� � ��n
�
a� �

�

�

�
� exp�n��

�
a� �

�

�

�
�

„È· Í‹ËÂ n � N� � �

x¡�� Ã›ËÔ‰ÔÈ Runge�Kutta�
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· ÏÈ‹ ÛıÌfiËÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ y � 	� t���	R Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�E�
y��t� � f�t� y�t��� t � �	� t���
y�	� � y��

¸Ôı f � 	� t��� R�	R ÏÈ‹ ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ Lipschitz

jf�t� x��� f�t� x��j � Ljx� � x�j� �x�� x� � R� t � 	� t���

�√È· ÙÁ ËÂ˘Òfl· ˝·ÒÓÁÚ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ·Ú ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ� ‚Î��
�˜� CodL�� Cor���

∏ÛÙ˘ q � N� ÃÈ‹ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÏÂ q ÛÙ‹‰È· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÂÙ·È ÎfiÒ˘Ú ·¸ ›Ì·

Û˝ÌÔÎÔ Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì� faijgqi�j��� fbjgqj��� f�jgqj��� Ôı ÛıÌfiË˘Ú ·ÒÈÛÙ‹


ÌÔÌÙ·È ÛÂ ÏÔÒˆfi ÏÁÙÒ˛Ôı �tableau�

A �

bT

�



¸Ôı A �� �aij�
q
i�j�� ÂflÌ·È ›Ì·Ú q � q flÌ·Í·Ú� b �� �b�� ���� bq�

T Í·È � �� ���� ���� �q�
T �

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· T �� diag���� � � � � �q� Í·È e �� ��� � � � � ��T � Rq �

∏ÛÙ˘ N � N � k � t�

N Í·È tn �� nk „È· n � 	� � � � � N � « Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta Ô‰Á„Âfl

ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì fyngNn�� ÙÁÚ y ÛÙ· ftngNn��� ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·

y� �� y���¡���a�

„È· n � 	� � � � � N � �� ÒÔÛ‰È¸ÒÈÛÂ fyn�jgqj�� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

yn�j � yn � k

qX
s��

ajsf�t
n�s� yn�s�� j � �� � � � � q��¡���b�

Í·È ¸ÒÈÛÂ

yn	� �� yn � k

qX
j��

bjf�t
n�j� yn�j���¡���c�

¸Ôı tn�j �� tn � �jk „È· n � 	� � � � � N � � Í·È j � �� � � � � q� ¬Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú

Ù˘Ì ÂÌ‰È·Ï›Û˘Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì fyn�jgqj�� ··ÈÙÂfl� ÂÌ „›ÌÂÈ� ÙÁ Î˝ÛÁ ÂÌ¸Ú ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfi


Ï·ÙÔÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì� ≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ �‚Î� Cr��� Th�eor�eme ���� p� �� ¸ÙÈ

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ¡Ì jAj � �jajsj�qj�s�� Í·È 	 � k� �
�

L��jAj� �¸Ôı ��jAj� Á ˆ·ÛÏ·ÙÈ�

Ífi ·ÍÙflÌ· ÙÔı jAj�� Ù¸ÙÂ „È· Í‹ËÂ k � �	� k�� ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· �¡���b� ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ�

�

≈ÔÏ›Ì˘Ú� „È· ÏÈÍÒ¸ k� Á Ï›ËÔ‰ÔÚ �¡���� ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ� ≈fl Î›ÔÌ �‚Î� Dg��
x���� ¡¸‰ÂÈÓÁ –Ò¸Ù·ÛÁÚ �� ÈÛ˜˝ÂÈ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ’‹Ò˜ÔıÌ ÛÙ·ËÂÒ›Ú C� Í·È C� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ� „È· ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ k �
�	� k��� f�sgqs�� � 	� t��� f�sgds��� f�j�gdj��� ��� �

�� fzsgds��� fzj�gdj��� z
�� z� Í·È � Ôı

ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�j � �j� � k

qX
s��

ajsf��
s� �s�� j � �� � � � � q�

�� � �� � k

qX
j��

bjf��
j� �j��

Í·È

zj � zj� � k

qX
s��

ajsf��
s� zs�� j � �� � � � � q�

z� � z� � k

qX
j��

bjf��
j� zj� � ��

�



Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

max
��j�q

j�j � zj j � C� max
��j�q

j�j� � zj�j�

Í·È

j�� � z�j � �� � C�k�j�� � z�j� j�j�
¸Ù·Ì �j� � �� Í·È zj� � z� „È· j � �� � � � � q� �

« ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Runge�Kutta ÛıÌ‰›ÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ÙÁÚ

ÛıÌ›ÂÈ·Ú Í·È ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú �‚Î� Cr��� Definitions �������� p� ���

œÒÈÛÏ¸Ú ¡���� ∏ÛÙ˘ k � �	� k��� √È· n � 	� � � � � N � �� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ f�n�jgqj��

ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

�¡���a� �n�j � y�tn� � k

qX
s��

ajsf�t
n�s� �n�s�� j � �� � � � � q�

Í·È ÔÒflÊÔıÏÂ

�¡���b� �n �� y�tn	��� y�tn�� k

qX
j��

bjf�t
n�j� �n�j��

« Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta� Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� Î›ÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú

p�� ¸Ù·Ì ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C
 ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı k� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�¡���� max
��n�N��

j�nj � C
k
p�	��

ºÙ·Ì p� � �� Î›ÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ÛıÌÂfiÚ� ”ı˜Ì‹ Á Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú Í·ÎÂflÙ·È Í·È

ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ�

¡Í¸Ï·� Î›ÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta� Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ

ÛÙ·‰flÔı m�� ¸Ù·Ì ÔÈ ÔÛ¸ÙÁÙÂÚ

�nj �� y�tn�j�� y�tn�� k

qX
s��

ajsf�t
n�s� y�tn�s��� j � �� � � � � q� n � 	� � � � � N � ��

ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ

max
��j�q

max
��n�N��

j�nj j � C�k
m�	�

„È· Í‹ÔÈ· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ·¸ ÙÔ k� �

« ÛıÌ›ÂÈ· Í·È Á ÂıÛÙ‹ËÂÈ· Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ�

�



–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ �¡���� ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú p�� ‘¸ÙÂ

�¡���� max
��n�N

jy�tn�� ynj � Ckp� �

¡¸‰ÂÈÓÁ� œÈ Û˜›ÛÂÈÚ �¡����� �¡����� �¡���� Í·È Á –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ‰flÌÔıÌ ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ

jyn	� � y�tn	��j � �� � C�k�jyn � y�tn�j� Ckp�	�� n � 	� � � � � N � ��

‘¸ÙÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡��� Í·È Á �¡���a� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁÌ �¡����� �

≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ �‚Î� Bu�� Í·È Cr��� Th�eor�eme ���� p� �� ¸ÙÈ�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ºÙ·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ

�„Ì˘ÛÙ›Ú ˘Ú simplifying assumptions��

�¡���a� bTT �e �
�

��� ��
� � � 	� � � � � � � ��

�¡���b� AT �e �
�

��� ��
T �	�e� � � 	� � � � � p� ��

�¡���c� bTT �A �
�

��� ��
bT �I � T �	��� � � 	� � � � � �� ��

„È· ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍÔ˝Ú ·ÍÂÒ·flÔıÚ p� � Í·È � � �� Ù›ÙÔÈÔıÚ ˛ÛÙÂ

�¡���d� � � p� �� ��

�¡���e� � � �p� ��

Ù¸ÙÂ ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú � �Í·È p ÂflÌ·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı�� �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍfi ˘Ú ÒÔÚ y� ‰ÁÎ�

�¡���� f�t� y� � ��t�y � ��t��

‘¸ÙÂ Á ÛıÌËfiÍÁ �¡���e� ÏÔÒÂfl Ì· ·Ò·ÎÂÈˆËÂfl� ¡ıÙ¸ ˆ·flÌÂÙ·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÍÔÎÔı

Ë˛ÌÙ·Ú ‚fiÏ· ÒÔÚ ‚fiÏ· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ Ò¸Ù·ÛÁÚ ·¸ ÙÔÌ Crouzeix �‚Î�
ÂflÛÁÚ Dg�� x���� »Â˛ÒÁÏ· ���

	



–Ò¸Ù·ÛÁ ¡��	� ºÙ·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ �¡���a���¡���d�� Ù¸ÙÂ

Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� ÏÂ ÙÁÌ f Ì· ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ �¡����� ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ

·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú ��

¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· Í‹ËÂ � � N� Í·È n � f	� � � � � N � �g� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÔÛ¸ÙÁÙÂÚ�

Sn�� ��
Xq

j��
bj�t

n�j � tn����tn�j��y�tn�j�� �n�j��

�n �� y�tn	��� y�tn�� k
Xq

j��
bjf�t

n�j� �n�j��

¸Ôı Ù· f�n�jgqj�� ‰flÌÔÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ �¡���a�� ≈˝ÍÔÎ· ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�n � k
�Z �

�

y��tn � tk�dt�
Xq

j��
bjy

��tn � �jk�
�
� kSn���

« ÛıÌËfiÍÁ �¡���a� ÂÍˆÒ‹ÊÂÈ ›Ì·Ì Ù˝Ô ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÙÔ 	� ��� Ô ÔÔflÔÚ

ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚fiÚ „È· ÔÎı˛ÌıÏ· ‚·ËÏÔ˝ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔı fi flÛÔı ÏÂ ���� ∏ÙÛÈ
R �

�
y��tn� tk�dt�Pq

j�� bjy
��tn � �jk� � O�k�� Í·È �n � kSn�� � O�k�	��� ¡ÒÍÂfl� ÂÔÏ›Ì˘Ú� Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ
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� � h ÂflÌ·È Á ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� r ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L���� �‚Î� x¬��� k �� t�

N
ÂflÌ·È ÙÔ ‚fiÏ· ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ�

tn �� nk „È· n � 	� � � � � N � Í·È unh ÂflÌ·È Á ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u��� tn� �‚Î�
x¬��� ≈È‰ÈÍ˛ÙÂÒ·� ¸Ù·Ì � � p� �� ¸Ôı p ÂflÌ·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı Í·È � ÂflÌ·È Á ÍÎ·ÛÈÍfi

Ù‹ÓÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Runge�Kutta� Ù¸ÙÂ �� � � Í·È �� � 	� ºÙ·Ì � � p��� ˜˘ÒflÚ Ò¸ÛËÂÙÂÚ

ıÔË›ÛÂÈÚ „È· Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ� ›˜ÔıÏÂ �� � p�� Í·È �� �
�
� ÛÙÁÌ �¬�����

√È� ·ıÙ¸� ¸Ù·Ì � � p� �� ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú Âfl Î›ÔÌ ¸ÙÈ

�¬���� k � C�h�

Á ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �¬���� ‰flÌÂÈ

�¬���� max
��n�N

ku��� tn�� unhkL��� � C�hr � kp	
�
� ��

¡Í¸Ï·� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÔ ‚›ÎÙÈÛÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· �� � �� �� � 	� „È· ÂÈ‰ÈÍ›Ú Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ

‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬����� ≈fl Î›ÔÌ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ÙÈÏfi ÙÔı �� ÏÔÒÂfl Ì·

ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ·¸ p��� ¸Ù·Ì Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ›˜ÔıÌ ÂÈ‰ÈÍfi ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÛÙ¸ Û˝ÌÔÒÔ �‚Î�
–Ò¸Ù·ÛÁ ¬����� Í·Ë˛Ú Í·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ÙÔ ˜˘ÒflÔ � ÂflÌ·È Í·ÒÙÂÛÈ·Ì¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ

·ÌÔÈÍÙ˛Ì ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ L ›˜ÂÈ ÏÈ· ÂÈ‰ÈÍfi ÏÔÒˆfi �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬�����
≈ÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ fl‰È· ÂÓflÛ˘ÛÁ ·ÎÎ‹ ÏÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Î·Ï‚‹


ÌÔıÏÂ �‚Î� x¬���� ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ‰ÁÎ� �� � �� �� � 	� „È· ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú

ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ� ÂÌ˛ „È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet �‚Î� x¬���� ›˜ÔıÏÂ� „ÂÌÈÍ‹�

��



�� � p�� Í·È �� � 	 �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� „È· ›Ì· ÈÔ ÂÈ‰ÈÍ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ¸Ôı �� � p��
Í·È �� � 	��

œÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ x¬� ‰flÌÔÌÙ·Ú ÏÈ· „ÂÌÈÍfi ÂÈÍ¸Ì· ÙÔı ıÔÎÔflÔı ÙÔı  Âˆ·Î·flÔı

¬� ”ÙÁÌ x¬� ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸� ‰È·Ùı˛ÌÔıÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÔıÚ ıÔ˜˛ÒÔıÚ

ÙÁÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Galerkin� ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÒÔ‚ÔÎfi Í·È ÂÓÂÙ‹ÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÒÔÛÂ„

„ÈÛÙÈÍ›Ú ÙÁÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ� ¡Í¸Ï· ÔÒflÊÔıÏÂ Í·È ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÏÈ‹Ú ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfiÚ

ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ „È· ÙÁ Î˝ÛÁ� ”ÙÁÌ x¬� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ

Runge�Kutta� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ� Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ È‰È¸ÙÁÙÂÚ

ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú� ”ÙÁÌ x¬� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛıÌ›ÂÈ·Ú Í·È ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ¬�
·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È Á ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �¬����� ”ÙÁÌ x¬� ÛıÊÁÙÔ˝ÏÂ ÙÁÌ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� „È· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ� Í·È ÂÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ÂÈ‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·�
‘›ÎÔÚ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ¬� Û˜ÔÎÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÁ Û˜ÂÙÈÍfi ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�

”Â ¸ÙÈ ·ÍÔÎÔıËÂfl� Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ C �Ûı˜Ì‹ ÛıÌÔ‰Âı¸ÏÂÌÔ ·¸ ‰ÂflÍÙÁ ÂÒÈ›

˜ÔÌÙ· ·ÒÈËÏÔ˝Ú fi „Ò‹ÏÏ·Ù·� ÏÈ‹ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì

‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ h Í·È k� Á ÔÔfl·� ¸Ï˘Ú� ÏÔÒÂfl Ì· ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÁ Î˝ÛÁ� Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì·

ÙÔı �¬���� Í·È ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô� ¡Í¸Ï· ·Ì·ˆÂÒ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁ Î˝ÛÁ u Ë· „Ò‹ˆÔıÏÂ

u�t� ·ÌÙfl u��� t��

x¬�� ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ�«ÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·�
∏ÛÙ˘ ·Í›Ò·ÈÔÚ r � � Í·È fShgh���h�� Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ·ÔÙÂÎÔ˝ÏÂÌÁ ·¸ ÂÂÒ·ÛÏ›


ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ıÔ˜˛ÒÔıÚ ÙÔı H���� Í·È ›˜ÔıÛ· ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·�
ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ‹ Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ CF Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�H�� inf
��Sh

�kw��k�hkw��k�	 � CFh
skwks� �w � Hs���� s � �� � � � � r� �h � �	� h��

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ”ÙÁ ÛıÌfiËÁ �standard� Ï›ËÔ‰Ô Galerkin� Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann� ‰ÂÌ ··ÈÙÂflÙ·È Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ

Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì Í‹ÔÈ· ÛıÌÔÒÈ·Ífi ÛıÌËfiÍÁ� ¸˘Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ �˜� ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet �‚Î� x¬����� –·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· ˜˛Ò˘Ì Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ

�H�� ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÙÈÚ ÂÒ„·ÛflÂÚ Ù˘Ì Ciarlet � Raviart CiR�� Bramble � Hilbert BaH� Í·Ë˛Ú

Í·È ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ ÙÔı Ciarlet Ci��
”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ ‰ıÛÍÔÎfl· ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Ù›ÙÔÈ˘Ì ˜˛Ò˘Ì ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ

¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È ›Ì· ‰È‹ÛÙÁÏ· fi ›Ì· ·Ò·ÎÎÁÎÂflÂ‰Ô� ºÙ·Ì ÙÔ � ›˜ÂÈ Í·Ï˝ÎÔ

Û˝ÌÔÒÔ� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· ·Ò·ÎÎÁÎÂflÂ‰Ô e� � Rd ÙÔ ÔÔflÔ Ì·

ÂÒÈ›˜ÂÈ ÛÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÙÔı ÙÔ �� ∏ÂÈÙ· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÏÈ‹ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ˜˛Ò˘Ì

ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ffShgh���fh�� � H��e�� Á ÔÔfl· Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ �H�� ÛÙÔ e� ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹

C eF � ‰ÁÎ�

inf
��fSh

�kw � �kL�e�� � hkw � �kH�e��
	 � C eFhskwkHse��� �w � Hs�e��� �h � �	�fh��

¸Ôı s � �� � � � � r� ≈ÈÎ›ÔÌ� „È· Í‹ËÂ � � N� � ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· Â›ÍÙ·ÛÁÚ ÙÔı Calder�on �‚Î��
�˜� Theorem ������ ÛÂÎ� ���� Ag��� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ Í‹ËÂ w � H���� ›˜ÂÈ Â›ÍÙ·ÛÁ

��



ew � H��Rd� ÏÂ ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· k ewkH�Rd� � C�kwkH���� ≈ÔÏ›Ì˘Ú ›˜ÔıÏÂ

inf
��fSh

�kw � �kL����hkw � �kH���

	
� inf

��fSh
�k ew � �kL��� � hk ew � �kH���

	
� inf

��fSh
�k ew � �kL�e�� � hk ew � �kH�e��

	
�C eFhsk ewkHse�� � C eFhsk ewkHsRd�

�C eFCshskwkHs��� �w � Hs���� �h � �	�fh�� s � �� � � � � r�

¡ÒÍÂfl� ÎÔÈ¸Ì Ì· ‹ÒÔıÏÂ Sh �� f� j� � � � fShg „È· Í‹ËÂ h � �	�fh�� �
’ÔË›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· ¸ÙÈ Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÁÚ fShgh���h�� ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ·ÌÙfl


ÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·�

�H�� j�j�� � CIp
h
k�k� �� � Sh� 	 � h � h�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ∏ÛÙ˘� ¸ÙÈ ÔÈ ˜˛ÒÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì fShgh���h�� ÈÍ·ÌÔ

ÔÈÔ˝Ì ÏÈ‹ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�H��� k�k� � CII
h
k�k� �� � Sh� 	 � h � h�

Í‹ÙÈ Ôı ÛıÏ‚·flÌÂÈ ¸Ù·Ì Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔıÚ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÂ Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ ÙÔı

� �quasi�uniform subdivisions� ‰ÂÚ �˜� Ci�� BeS��� »›ÙÔÌÙ·Ú 
 �
p
h Í·È w � � ÛÙÁÌ

�¡����� ·flÒÌÔıÏÂ

j�j�� �
p
hk�k� � C�p

h
k�k � C� � CIIp

h
k�k� �� � Sh� 	 � h � h�

≈ÔÏ›Ì˘Ú Á �H��� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ÙÁÌ �H��� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· XN Ë· ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ ÛıÌÔÒÈ

·Ífi ÛıÌËfiÍÁ Neumann ÙÔı �¬����� ‰ÁÎ�

XN ��
�
w � H���� � n�rw � 	 ÛÙÔ ��� 	� t��	�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���g�� Â˝ÍÔÎ· ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

XN �
�
w � H���� � n��rw � 	 ÛÙÔ ��

	
�

ºÙ·Ì ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ � ÂflÌ·È Í·ÒÙÂÛÈ·Ì¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ·ÌÔÈÍÙ˛Ì ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È Ô flÌ·Í·Ú �
ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ� Ù¸ÙÂ

XN �
�
w � H���� �

�w

�n
� 	 ÛÙÔ ��

	
�

��



”Â Í‹ËÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ� Ô ˜˛ÒÔÚ XN ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ �Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·� ·Ì ›˜ÔıÏÂ

w � C��	� t���H����� ÏÂ w�t� � XN „È· Í‹ËÂ t � 	� t��� Ù¸ÙÂ �tw�t� � XN „È· Í‹ËÂ

t � 	� t���� �
√È· t � 	� t�� Í·È h � �	� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Lh�t� � Sh�	Sh� Ï›Û˘ ÙÁÚ

··flÙÁÛÁÚ

�¬���a� �Lh�t��� �� � ������ t�r��r��� ����� t�r�� ��� ������ t��� ��� ��� � � Sh�

Í·È Ë›ÙÔıÏÂ

�¬���b� Fh�t� �� Ph�f��� t���

¸Ôı Ph ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÙÁÚ L��ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ Sh� √È· t � 	� t��� ÔÒflÊÔıÏÂ� ·Í¸Ï·� ÙÈÚ

‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t�� �B�t� � H�����H�����	R� ˘Ú ÂÓfiÚ�

�¬���a� B�t� v� w� �� ����� t�rv�rw� � ����� t�rv� w� �M��v� w��

�¬���b� B��t� v� w� �� ����� t�rv�rw�� ����� t�rv� w� � ��M� �
dX

���

�x������ t��v� w��

�¬���c� �B�t� v� w� �� ��t���� t�rv�rw� � ��t���� t�rv� w��

¸Ôı

�¬���d� M� �� � �
dX
���

sup
�����t��

j�x���j�
�
� �

�

�C�

dX
���

sup
�����t��

j��j
�

dX
���

sup
�����t��

j��j�

ÀfiÏÏ· ¬���� « ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi B ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÁ Í·È H�����ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÔÏÔÈ�

¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ t� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÔıÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú CB Í·È CE � 	� Ù›ÙÔÈÂÚ

˛ÛÙÂ

�¬���� jB�t� v� w�j � CBkvk�kwk�� �v� w � H����� �t � 	� t���

�¬���� B�t�w�w� � CEkwk��� �w � H����� �t � 	� t���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ t � 	� t�� Í·È v� w � H����� ‘¸ÙÂ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

Cauchy�Schwarz ›˜ÔıÏÂ

jB�t� v� w�j �
Z
�

dX
i��

j�xiwj
n dP
j��

j�ij��� t�jj�xjvj
o
dx

��



�

Z
�

jwj
n dP
���

j����� t�jj�x�vj
o
dx�M�kvkkwk

�
Z
�

n dP
j��

j�xjvj�
o �
�

dX
i��

j�xiwj
n dP
j��

j�ij��� t�j�
o �
�

dx

�

Z
�

jwj
n dP
���

j����� t�j�
o �
�
n dP
���

j�x�vj�
o �
�

dx�M�kvkkwk

� sup
�����t��

n
max
��i�d

� dP
j��

j�ijj�
�o �

�
p
d

Z
�

n dP
i��

j�xiwj�
o �
�
n dP
j��

j�xjvj�
o �
�

dx

� sup
�����t��

n dP
���

j��j�
o �

�

Z
�

jwj
n dP
���

j�x�vj�
o �
�

dx�M�kvkkwk

�C
�
krwkkrvk� kwkkrvk� kvkkwk

�
� CBkwk�kvk��

¡Í¸Ï·� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���e� Í·È ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy�Schwarz� ›˜ÔıÏÂ�

B�t�w�w� � ����� t�rw�rw� � ����� t�rw�w� �M��w�w�

� C�krwk� �M�kwk� �
dX

���

������ t��x�w�w�

� C�krwk� �M�kwk� �
dX

���

h
�
kwk� � �

�

k�x�wk�� sup

�����t��
j��j

i

� krwk�
�
C� � �

�


dX
���

sup
�����t��

j��j
�
� kwk�

�
M� � 


dX
���

sup
�����t��

j��j
�
� �
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≈ÈÎ›„ÔÌÙ·Ú 
 � ��
�

�C�

dP
���

sup
�����t��

j��j� Á �¬���d� Í·È Á ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ‰flÌÔıÌ�

B�t�w�w� � C�

�
krwk� � kwk� � min

n
��
C�

�

o
kwk��� �

ÀfiÏÏ· ¬���� œÈ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú �B� B� ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÂÚ Í·È Á B� ÂÈÌ·È H�����

ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ t� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÔıÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú �CB Í·È �CE �
	� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ�

�¬���� jB��t� v� w�j � �CBkvk�kwk�� �v� w � H����� �t � 	� t���

�¬���� j �B�t� v� w�j � �CBkvk�kwk�� �v� w � H����� �t � 	� t���

�	



�¬���� B��t�w�w� � �CEkwk��� �w � H����� �t � 	� t���

¡¸‰ÂÈÓÁ� œÈ �¬���� Í·È �¬���� ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ¸˘Ú Á �¬����� ‘˛Ò· ›ÛÙ˘ w � H����
Í·È t � 	� t��� ‘¸ÙÂ� ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ �¬���e� Í·È ÛÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy�Schwarz�
›˜ÔıÏÂ�

B��t�w�w� ������ t�rw�rw�� ����� t�rw�w� � ��M� �
dX

���

�x������ t��w�w�
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�M� �
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≈ÈÎ›„ÔÌÙ·Ú 
 � ��
�

�C�

dP
���

sup
�����t��

j��j� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���d�� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ

ÛÙÁÌ �¬���� ¸Ôı �CE � minf�� C�� g� �
ÀfiÏÏ· ¬���� œÈ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B� �B Í·È B� ›˜ÔıÌ� Âfl Î›ÔÌ� ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ

È‰È¸ÙÁÙÂÚ�

�¬���� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v� w � H����� �t � 	� t���

�¬���� j �B�t� v� w�j � C �Bkvkkwk�� �v � H����� �w � XN � �t � 	� t���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ t � 	� t�� Í·È v� w � H����� ¡¸ ÙÁÌ �¬���b�� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ

ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı flÌ·Í· �� ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÁÌ �¬���f�� ·flÒÌÔıÏÂ�

B��t� v� w� � ����� t�rv�rw�� ����� t�rv� w� � ��M� �
dX

���

�x������ t��v� w�

� ����� t�rw�rv��
Z
��

n���� t�vwdS �
Z
�

���� t�rwvdx�M��v� w�

� B�t�w� v��
Z
��

n���� t�vwdS � B�t�w� v��

�




∏ÛÙ˘ Âfl Î›ÔÌ ¸ÙÈ w � XN � ¡¸ ÙÁÌ �¬���c�� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı �t�
Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green� ›˜ÔıÏÂ

�¬���	�

�B�t� v� w� ���t���� t�rv�rw� � ��t���� t�rv� w�
���t���� t�rw�rv� � ��t���� t�rv� w�

�

Z
��

n�t���� t�rwvdx�
Z
��

n�t���� t�vwdS
� �r���t���� t�rw�� v�� ��t���� t�rw� v�

�
dX

���

��x��t����� t�w� v��

¡¸ ÙÁÌ �¬���f� ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�¬����a� n�t� � 	 ÛÙÔ ��� 	� t���
ÂÌ˛ Á �¬���g� Í·È Á –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬��� ‰flÌÔıÌ

�¬����b� n�t�rw � 	 ÛÙÔ ��� 	� t���
œÈ �¬���	�� �¬����� Í·È Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy�Schwarz Ô‰Á„Ô˝Ì Â˝ÍÔÎ· ÛÙÁÌ �¬����� �

√È· Í‹ËÂ h � �	� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ‹ H� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � 	� t
���	L�H�����Sh�� Ï›Û˘ ÙÁÚ

ÛıÌËfiÍÁÚ�

�¬����� B�t�Rh�t�w� �� � B�t�w� ��� �� � Sh� �w � H����� �t � 	� t���
–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ‘Ô ÀfiÏÏ· ¬��� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· Lax�Milgram ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ Á

Rh ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ� ≈flÛÁÚ� ·¸ ÙÁÌ �¬����� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬���� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ

¸ÙÈ

kRh�t�wk�� �
�

CE
B�t�Rh�t�w�Rh�t�w�

�
�

CE
B�t�w�Rh�t�w� � CB

CE
kwk�kRh�t�wk��

∂Ò·

kRh�t�wk� � CB
CE

kwk�� �w � H����� �t � 	� t��� �h � �	� h��

∏ÛÙ˘ w � C��	� t��� H����� Í·È wh � 	� t
���	Sh ÔÒÈÊ¸ÏÂÌÁ ˘Ú ÂÓfiÚ wh�t� �� Rh�t�w�t��

ºÙ·Ì ÔÈ fB���w� ��g��Sh ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔÌ C��	� t���R�� Ù¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ wh � C��	� t��� Sh�� �

”ÙÈÚ –ÒÔÙ‹ÛÂÈÚ ¬��� Í·È ¬���� Ôı ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È

‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ Rh� œÈ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ� Û� ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÒÔÙ‹ÛÂÈÚ� ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„ÂÚ Ï�
ÂÍÂflÌÂÚ Ù˘Ì Huang & Thom�ee ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· HuT�� „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÔÏÔ„ÂÌ˛Ì ÛıÌÔÒÈ·

Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet �‚Î� ÂflÛÁÚ Th�� Chapter ���

��



–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� ∏ÛÙ˘ � � f	� �g� ‘¸ÙÂ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C��H � Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ�

�¬����� k��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� � C��Hh
s��

�X
m��

k�mt w�t�ks�

„È· Í‹ËÂ w � C��	� t��� Hs����� s � f�� � � � � rg� t � 	� t�� Í·È h � �	� h��
¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ s � f�� � � � � rg� h � �	� h� Í·È w � C�	� t��� Hs����� ‘¸ÙÂ ÔÒflÊÔıÏÂ

e � 	� t���	H����� ˘Ú ÂÓfiÚ e�t� �� w�t�� Rh�t�w�t� „È· Í‹ËÂ t � 	� t��� ¡¸ ÙÈÚ �¬�����
�¬����� Í·È �¬���� ›˜ÔıÏÂ

�¬�����
CEke�t�k�� � B�t� e�t�� e�t�� �B�t� e�t�� w�t�� ��

�CBke�t�k�kw�t�� �k�� �� � Sh� �t � 	� t���
« �¬����� Í·È Á ı¸ËÂÛÁ �H�� ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ‰flÌÔıÌ

�¬����� ke�t�k� � C inf
��Sh

kw�t�� �k� � Chs��kw�t�ks� �t � 	� t���

’ÔË›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ w � C��	� t��� Hs����� ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Rhw � C��	� t��� Sh�
Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú e � C��	� t��� H������ ¡¸ ÙÁÌ �¬������ ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ B�t� e�t�� �� � 	 „È·

Í‹ËÂ � � Sh Í·È t � 	� t��� –·Ò·„˘„flÊÔÌÙ·Ú ÏÈ‹ ˆÔÒ‹ ˘Ú ÒÔÚ t� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ

Û˜›ÛÁ

�¬����� B�t� �te�t�� �� � �B�t� e�t�� �� � 	 �� � Sh �t � 	� t���
∏ÙÛÈ ÔÈ �¬����� �¬������ �¬���� Í·È �¬���� ‰flÌÔıÌ

CEk�te�t�k�� �B�t� �te�t�� �te�t��
�B�t� �te�t�� �te�t� � ��� B�t� �te�t�� ��

�B�t� �te�t�� �te�t� � �� � �B�t� e�t�� ��

�C
h
k�te�t�k�k�te�t� � �k� � ke�t�k�k�k�

i
�C

h
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h�k�te�t�k� � ke�t�k��k�te�t� � �k� � ke�t�k�k�te�t�k�

i
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„È· Í‹ËÂ � � Sh Í·È t � 	� t��� ≈ÔÏ›Ì˘Ú
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i
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h
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¡¸ ÙÁÌ ÙÂÎÂıÙ·fl· Û˜›ÛÁ� ÙÁÌ �H�� Í·È ÙÁÌ �¬����� ›˜ÔıÏÂ ÙÂÎÈÍ‹ ¸ÙÈ

k�te�t�k� � Chs��
h
kw�t�ks � k�tw�t�ks

i
�t � 	� t��� �
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–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� ∏ÛÙ˘ � � f	� �g� ‘¸ÙÂ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C��L� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ�

�¬����� k��tw�t�� ��t �Rhw��t�k � C��Lh
s

�X
m��

k�mt w�t�ks�

„È· Í‹ËÂ w � C��	� t��� Hs����� s � f�� � � � � rg� t � 	� t�� Í·È h � �	� h��
¡¸‰ÂÈÓÁ�  ·Ù� ·Ò˜fiÌ� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÂÎÂÛÙfi T

� � 	� t���	L�H�����L������ ˘Ú ÂÓfiÚ

T
��t� �w � �r������ t�r �w�� ���� t�r �w � �M� �

dX
j��

�xj�j��� t�
�
�w� �w � H����� t � 	� t���

Í·È Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ T�N �t� ÙÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı T
��t� ÛÙÔÌ XN �

∏ÛÙ˘ t � 	� t��� œÈ �¬����� �¬���� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· Lax�Milgram ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ

ı‹Ò˜ÂÈ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ Z�t� � L�����	H���� Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ

�¬����� B��t�Z�t�	� �� � �	� ��� �	 � L����� �� � H�����

�√È· ‰ÔË›Ì 	 � L����� Á Z�t�	 ÂflÌ·È Á ·ÛËÂÌfiÚ Î˝ÛÁ ÙÔı ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Neumann� ÊÁÙÔ˝ÏÂ �w � XN Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ T
��t� �w � 	�� ¡¸ ÙÁ

ËÂ˘Òfl· Ù˘Ì ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì �·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú� ›˜ÔıÏÂ

¸ÙÈ Z�t� � L�����	H����� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÁÌ

�¬������ ·flÒÌÔıÏÂ

�T��t�Z�t�	 � 	� �� � 	� �	 � L����� �� � H�
� ����

≈ÂÈ‰fi Ô H�
� ��� ÂflÌ·È ıÍÌ¸Ú ÛÙÔÌ L����� Á ÙÂÎÂıÙ·fl· Û˜›ÛÁ ‰flÌÂÈ

�¬����� T
��t�Z�t�	 � 	� �	 � L�����

∏ÛÙ˘ 	 � L����� ¡¸ ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬������ ›˜ÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ¸ÙÈ

�¬���	�

	 � �T��t�Z�t�	�	� �� � B��t�Z�t�	� ��� �	� ���
Z
��

n���� t�rZ�t�	�dS

��
Z
��

n���� t�rZ�t�	�dS� �� � H�����

≈ÂÈ‰fi Ô H
�
� ���� ÂflÌ·È ıÍÌ¸Ú ÛÙÔÌ L����� �‚Î� �˜� GiR�� Theorem ���� ·¸ ÙÁÌ

�¬���	� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ n���� t�rZ�t�	 � 	 ÛÙÔ ��� ‰ÁÎ� Z�t�	 � XN �„È· ÙÔ fl‰ÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

‰ÂÚ BeS�� Proposition ��������� ƒÂflÓ·ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ¸ÙÈ Z�t� � L�����	XN Í·È ›ÙÛÈ Á �¬�����
ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ Ô T

�
N ÂflÌ·È Âfl� ≈flÌ·È Â˝ÍÔÎÔ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ

�¬����� �T��t� �w� �v� � B��t� �w� �v�� � �w � XN � ��v � H�����

��



≈ÂÈ‰fi Ô T
�
N �t� ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú� ·¸ ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ ÂflÌ·È ›Ì· Ò¸Ú

›Ì·� ∏ÙÛÈ Ô T
�
N �t� ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ Í·È �T�N �

���t� � Z�t��
ÃÈ‹ ·Í¸Ï· ÛıÌ›ÂÈ· ÙÔı ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·ÙÔÚ ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú �‚Î� �˜� GiT��

Chapter �� Í·È LoM�� Chapter �� Lemma ���� ÂflÌ·È ¸ÙÈ

�¬����� k�T�N ����t�	k� � Ck	k� �	 � L����� �t � 	� t���
∏ÛÙ˘ s � f�� � � � � rg� h � �	� h� Í·È w � C�	� t��� Hs����� œÒflÊÔıÏÂ� ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� ÙÁ

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ e � 	� t���	H���� ˘Ú ÂÓfiÚ� e�t� � w�t� � Rh�t�w�t�� �t � 	� t���
‘¸ÙÂ ·¸ ÙÈÚ �¬������ �¬����� �¬������ �¬����� �¬����� �„È· � � 	� Í·È �¬����� ›˜ÔıÏÂ
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·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· ›ÂÙ·È ÒÔˆ·Ì˛Ú Á �¬����� „È· � � 	�
’ÔË›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ w � C��	� t��� Hs����� ¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ �¬������ �¬�����

�¬������ �¬����� �¬����� �¬���� Í·È �¬������ ÛıÌ‹„ÔıÏÂ Ù· ·Í¸ÎÔıË·
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„È· Í‹ËÂ � � Sh Í·È t � 	� t��� ¡¸ ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ Í·È ÙÈÚ �¬������ �H�� Í·È

�¬����� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ
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h
�ke�t�k� � k�te�t�k�� inf

��Sh
k�T�N ����t��te�t�� �k� � ke�t�kk�te�t�k

i
�C

h
hs���kw�t�ks � k�tw�t�ks�hk�T�N ����t��te�t�k� � hskw�t�ksk�te�t�k

i
�Chsk�te�t�k

h
kw�t�ks � k�tw�t�ks

i
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ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ·ıÙ¸ ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ uh� Á ÔÔfl· �Î¸„˘ ÙÁÚ
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Z t

�

�k����k� k�t����k�d�
�CDhrg�t�� �t � 	� t���

¸Ôı g�t� � kv�kr �
tR
�

ku���kr � k�tu���kr�d� � ≈ÔÏ›Ì˘Ú� ÔÈ �¬����� Í·È �¬����� ‰flÌÔıÌ
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x¬�� –ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ�≈ıÛÙ‹ËÂÈ·�
∏ÛÙ˘ q � N � ÃÈ‹ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta q ÛÙ·‰fl˘Ì ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÎfiÒ˘Ú ·¸ Ù·

ÛÙÔÈ˜Âfl· ÂÌ¸Ú flÌ·Í· A � �ajs�
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Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌfiË˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÙÔ
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n�s��� j � �� � � � � q�

��
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Í·È ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì·Ú ‰È·„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú D ÏÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹
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� � 	� ��� ’‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ÂÈÎÔ„›Ú� « Ò˛ÙÁ ÂflÌ·È Ì· ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ ÔÏ·Î‹ ÙÔıÚ ¸ÒÔıÚ

ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ �ÙÔıÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú Í·È ÙÔÌ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ¸ÒÔ� ÛÙÔ t�� t� � ���
„È· Í‹ÔÈÔ �� � 	� ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ÏÁÌ ÏÂÙ·‚‹ÎÔÌÙ·È ÔÈ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ôı ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ

ÛÙÁÌ x¬� �Í‹ÙÈ Ôı „flÌÂÙ·È ÙÂÙÒÈÏÏ›Ì· ¸Ù·Ì ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ�� ”ÙÁÌ

�	
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≈˝ÍÔÎ· Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ

�¬����a� kwn�j
� k � Ck�	�� j � �� � � � � q�

ÂÌ˛ ÔÈ �¬����� Í·È �¬���� ‰flÌÔıÌ

�¬����b� en�j� � wn�j
� � j � �� � � � � q�

« �¬����a� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Ï›Û˘Ú ·¸ ÙÈÚ �¬����a� Í·È �¬����b��

œÒflÊÔıÏÂ Ù˛Ò· �n ��
�
L�tn���un��� � f��� tn���� � � � � L�tn�q�un�q� � f��� tn�q��T Í·È en� ��

�en��� � � � � � en�q� �
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¡¸ ÙÈÚ �¬����b�� �¬����a� Í·È �¬����b� ›˜ÔıÏÂ
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« �¬����b� ›ÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÁÌ �¬����b�� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬����a�
�ÙÁÌ ÔÔfl· fi‰Á ·Ô‰ÂflÓ·ÏÂ�� �

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� « ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı en	�
� ‰ÂÌ ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ� ¸Ï˘Ú ‰ÈÂıÍÔÎ˝ÌÂÈ ÏÈ‹ ·ÌÙÈ


·Ò·‚ÔÎfi ÏÂ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ÙÁÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú „È· ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta ¸Ù·Ì Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·È ÛÂ

ÏÈ‹ ÛıÌfiËÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ �‚Î� x¡��� �
≈ÈÛ‹„ÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ �N � �� Í·È ��� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ�
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¸Ôı � ÂflÌ·È ÙÔ ‰›ÎÙ· ÙÔı Kronecker� ‘¸ÙÂ� ·¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� Í·È ÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ

¬��� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ

�¬���	c�

�
�N � � ¸Ù·Ì � � p� �

�N � p� � ¸Ù·Ì � � p� �
�

¡¸ ÙÁÌ �¬���	a� ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ � ÂflÌ·È Á ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÙÈÏfi Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ‹ÒÂÈ Á

·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ �N � Í·È ›˜ÂÈ ·ıÙfi ÙÁÌ ÙÈÏfi ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı � � p� �� ºÙ·Ì � � p� ��
ÂÌ „›ÌÂÈ ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ �N � p�� Í·È Ï¸ÌÔ ÛÂ ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ �‚Î� x¬�� Á �N Î·Ï‚‹ÌÂÈ

ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ ÙÈÏ›Ú�
‘˛Ò·� ÂflÏ·ÛÙÂ ›ÙÔÈÏÔÈ Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ›Ì· ÂÌ‰È‹ÏÂÛÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� √È· Í‹ËÂ h � �	� h� Í·È n � f	� � � � � N � �g ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfi�

ÛÂÈÚ fHn�j
h gqj�� Í·È Hn	�

h ÙÔı Sh ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ�
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‘¸ÙÂ� ‰Â˜¸ÏÂÌÔÈ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ¬���� ›˜ÔıÏÂ
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¡¸‰ÂÈÓÁ� ¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬����a�� �¬����� �¬���a� Í·È �¬������ „È· Í‹ËÂ � � Sh�
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–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ L���� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �¬����a� ÏÂ Í‹ÔÈÔ � � Sh Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔ
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ˆ·ÈÒÔ˝ÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÈÚ ‰˝Ô ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÂÈÚ Í·È Ë›ÙÔıÏÂ � � Hn�j
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‘¸ÙÂ Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy�Schwarz ‰flÌÂÈ
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ Í‹ËÂ ¸ÒÔ ÂıÒÈÛÍ¸ÏÂÌÔ ÂÈÚ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �¬������
–Ò˛Ù·� ËıÏflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ ���t� � �XN �q „È· Í‹ËÂ t � 	� t�� � Í·È � � f	� � � � � �N g� ≈ÔÏ›Ì˘Ú�
Á �¬����a� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ Un�N � �XN �q� ºÙ·Ì �N � �� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ �j���N	��t�� � XN
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¡¸ ÙÁÌ �¬���	b� ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ
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◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬����� Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÙÔı Taylor ›˜ÔıÏÂ
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∏ÛÙ˘ � � �N � œÈ �¬����� Í·È �H�� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ
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« �¬����a� ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �¬������ �¬����� Í·È �¬����a��
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¡¸ ÙÈÚ �¬����b�� �¬����� Í·È �¬����b� ›˜ÔıÏÂ
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≈fl Î›ÔÌ� ·¸ ÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬��� Í·È ÙÁÌ �¬������ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ
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« �¬����b� ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ �¬������ �¬����� Í·È �¬����a�� �

‘Ô Í˝ÒÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ Ò¸Ù·ÛÁ�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� √È· Í‹ËÂ k � �	� k��� h � �	� h� Í·È n � f	� � � � � N � �g� ı‹Ò˜ÔıÌ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ fvn�jh gqj�� ÙÔı Sh Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ
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h
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œÒflÊÔıÏÂ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ En
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‘¸ÙÂ� ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ¬���� ›˜ÔıÏÂ
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¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· ‰ÔË›Ì h � �	� h�� k � �	� k�� Í·È n � f	� � � � � N � �g� Á ˝·ÒÓÁ Ù˘Ì

fvn�jh gqj�� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ·¸ ÙÔ –¸ÒÈÛÏ· ¬����
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‘¸ÙÂ ·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �¬����� ·¸ ÙÁÌ �¬������ ›˜ÔıÏÂ

zn�jh �Hn�j
h � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s�zn�sh � j � �� � � � � q�

En
h �Hn	�

h � k

qX
j��

bjLh�t
n�j�zn�jh �

≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬��� �‚Î� �¬���b��� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����� kEn
hk � kHn	�

h k� C�

qX
j��

kHn�j
h k�

« �¬���	� ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ·¸ ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬������ �

��



x¬	� ”˝„ÍÎÈÛÁ�
« ÛıÌ›ÂÈ· �–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� Í·È Á ÂıÛÙ‹ËÂÈ· �ÀfiÏÏ· ¬���� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ�

»Â˛ÒÁÏ· ¬	��� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV� �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬����� ‘¸ÙÂ� ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ

ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ¬���� ›˜ÔıÏÂ

�¬���a� kunh � u�tn�k � C�hr � k��h����� n � 	� � � � � N�

¡Ì Âfl Î›ÔÌ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �¬����� Ù¸ÙÂ

�¬���b� max
��n�N

kunh � u�tn�k � C
h
hr � kminf���N	 �

�
g
i
�

¡¸‰ÂÈÓÁ� –Ò˛Ù· ÔÒflÊÔıÏÂ �nh �� unh �Rh�t
n�u�tn� „È· n � 	� � � � � N � ‘¸ÙÂ Á �¬�����

‰flÌÂÈ

�¬����

kunh � u�tn�k �kRh�t
n�u�tn�� u�tn�k� k�nhk

�Chrku�tn�kr � k�nhk
�Chr sup

t����t��
ku�t�kr � k�nhk� n � 	� � � � � N�

∏ÛÙ˘ �n�jh �� un�jh � vn�jh „È· j � �� � � � � q Í·È n � 	� � � � � N � �� ‘¸ÙÂ ·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹

Ï›ÎÁ ÙÁÌ �¬����� ·¸ ÙÁÌ �¬����� ›˜ÔıÏÂ

�n�jh � �nh � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s��n�sh � j � �� � � � � q�

�n	�
h � En

h � �nh � k

qX
j��

bjLh�t
n�j��n�jh �

‘¸ÙÂ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬��� �‚Î� �¬������� ‰flÌÂÈ

�¬���� k�n	�
h � En

hk � �� � C
k�k�nhk� n � 	� � � � � N � ��
∏ÙÛÈ� ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬���� Í·È �¬���	�� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����
k�n	�

h k ��� � C
k�k�nhk� kEn
hk

��� � C
k�k�nhk� Ck�hr � k��h����� n � 	� � � � � N � ��
¡¸ ÙÁÌ �¬����� ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡���� ÙÁÌ �IV� Í·È ÙÁÌ �¬����� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬����

k�nhk � exp�nC
k�
h
k��hk� C�hr � k��h����

i
� exp�C
t

��
h
kv�h � v�k� kv� �Rh�	�v

�k� C�hr � k��h����
i

�C
h
hrkv�kr � hr � k��h���

i
�C�hr � k��h����� n � 	� � � � � N�

��



‘˛Ò·� Á �¬���a� ÂflÌ·È ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �¬���� Í·È �¬����� ÂÌ˛ Á �¬���b� ›ÂÙ·È ÒÔˆ·Ì˛Ú

·¸ ÙÁÌ �¬���a�� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ”ıÌÂ˜flÊÔÌÙ·Ú ÙÁ ÛıÊfiÙÁÛÁ Ôı ›„ÈÌÂ ÛÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ı

ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·� ›ÛÙ˘ �� � N
ÛÙ·ËÂÒ¸ Í·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÔ ÙÔı N � ÃÂ ÙÁ Ïfl· ÂÍÙÂÎÔ˝ÏÂ Ù· N � �� Ò˛Ù· ‚fiÏ·Ù· Í·È

ÏÂ ÙÁÌ ‹ÎÎÁ Ù· ı¸ÎÔÈ· ��� √È· ÙÁÌ ‰Â˝ÙÂÒÁ Ï›ËÔ‰Ô Runge�Kutta ‰ÂÌ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

ÂflÌ·È ·Î„Â‚ÒÈÍ‹ ÂıÛÙ·ËfiÚ� ·ÒÍÂfl Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÈÛ˜˝ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÏÂ ÙÁ

‰È·ˆÔÒ‹ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ �¬����� ·ÒÍÂfl Ì· ›˜ÔıÏÂ ÏÈ‹ ÛÙ·ËÂÒ‹ C
�� ·ÌÙfl ÙÔı ¸ÒÔı �� � C
k��
¡Í¸Ï·� ›ÛÙ˘ �� Í·È �p� Á ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ Í·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ÙÁÚ ‰Â˝ÙÂÒÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı�
√È· Ù· Ò˛Ù· ‚fiÏ·Ù· Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ¬��� ›˜ÔıÏÂ

�¬���� max
��n�N���

kunh � u�tn�k � C�hr � k��h�����

∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ f�unhg��n�� ÂflÌ·È ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ôı ·Ò‹„ÔÌÙ·È ÛÙ· ı¸ÎÔÈ· �� ‚fiÏ·Ù·� ÏÂ

ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ Ï›ËÔ‰Ô� ¸Ôı �u�h �� uN���h � « ·Ì‹ÎıÛÁ „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÙÒ¸Ô� œÒflÊÔıÏÂ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ f��g����� Ï›Û˘ ÙÁÚ �¬���� Í·È ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ��N � ���� ���� Ï›Û˘ ÙÁÚ �¬���	��

∏ÂÈÙ· Ë›ÙÔıÏÂ ��nh �� �u
n
h � Rh�t

N���	n�u�tN���	n�� „È· n � 	� � � � � ��� ¡¸ ÙÁÌ �¬����

›ÂÙ·È ¸ÙÈ max
��n���

k�unh � u�tN���	n�k � Chr � max
��n���

k��nhk� ≈fl Î›ÔÌ ›˜ÔıÏÂ

k��n	�
h k � C
��k��nhk� Ck�hr � k���h����� „È· n � 	� � � � � �� � ��

·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

max
��n���

k��nhk � C
h
k���hk� k�hr � k���h�����

i
�

ÂÌ˛ k���hk � kuN���h � u�tN����k� ku�tN����� Rh�t
N����u�tN����k � C�hr � k��h�����

‘ÂÎÈÍ‹ ›˜ÔıÏÂ

�¬���� max
��n���

k�unh � u�tN���	n�k � C
�
hr � k��h��� � k���	�h����

�
�

« ÙÂÎÈÍfi ÂÍÙflÏÁÛÁ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����� ¡Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÒÔÍ˝ÙÂÈ

¸Ù·Ì Ù· Ò˛Ù· �� ‚fiÏ·Ù· ÂÍÙÂÎÔ˝ÌÙ·È ÏÂ ÙÁ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Í·È Ù· ı¸ÎÔÈ· N � �� ÏÂ ÙÁÌ

‹ÎÎÁ Ï›ËÔ‰Ô� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı �N � � �¸˘Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ �˜� ÛÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ

Crank�Nicolson Í·È ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Euler� ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ˘Ú ÒÔÚ

k ÒÔÍ˝ÙÂÈ ˜˘ÒflÚ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Á �H��� �

��



x¬
� ƒÈ·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Í·È ÂÈ‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·�

x¬���� ”ıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet�

¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���b� ÏÂ ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ

u � 	 ÛÙÔ ��� �	� t��

Í·È ‰È·„Ò‹ˆÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ÛıÌËfiÍÂÚ �¬���f� Í·È �¬���g�� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ·Ò·‚Ô

ÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet� ≈‰˛ ıÔË›ÙÔıÏÂ

¸ÙÈ Á ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fShgh���h�� ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ıÔ˜˛ÒÔıÚ ÙÔı

H�
� ��� Í·È ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·�

�HD� inf
��Sh
�kw � �k� hkw � �k�� � C �Fh

skwks� �w � Hs��� �H�
� ���� �h � �	� h��

„È· Í‹ËÂ s � f�� � � � � rg� ÂÌ˛ ‰ÂÌ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Í‹ÔÈ· ·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

�¸˘Ú �˜� ÔÈ �H�� Í·È �H�����
√È· Í‹ËÂ t � 	� t�� Í·È h � �	� h� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Lh�t� � Sh�	Sh ¸˘Ú

ÛÙÁÌ �¬���a�� ¡Í¸Ï·� „È· Í‹ËÂ h � �	� h� ÔÒflÊÔıÏÂ Fh � 	� t
���	Sh ¸˘Ú ÛÙÁÌ �¬���b��

¡Í¸Ï·� „È· Í‹ËÂ t � 	� t��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Âfl Î›ÔÌ ÙÈÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t�� �B�t�
¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ �¬����� ‘· ÀfiÏÏ·Ù· ¬��� Í·È ¬��� ÂÓ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì� ÒÔˆ·Ì˛Ú�

Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ� ¡ÌÙfl ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÔÈ B� B� Í·È �B ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�¬���a� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v � H�
� ���� �w � H����� �t � 	� t���

�¬���b� j �B�t� v� w�j � C �Bkvkkwk�� �v � H�
� ���� �w � H����� �t � 	� t���

Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÂflÌÁÚ Ù˘Ì �¬���� Í·È �¬����� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�
√È· Í‹ËÂ h � �	� h� ÔÒflÊÔıÏÂ Ïfl· H� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � 	� t

���	L�H�����Sh� Ï›Û˘

ÙÁÚ �¬������ œÈ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ Rh ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ·¸ ÂÍÂflÌÂÚ Ôı

ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È ÛÙÈÚ �¬����� Í·È �¬������ ÛÙÔ ¸ÙÈ ·ıÙfi ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÏÂ Ù‹ÓÁ s ˘Ú ÒÔÚ h
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı H�

� ����Hs��� Í·È ¸˜È ÙÔı Hs���� ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ �HD��
Ôı ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ·¸ ÙÁÌ �H��� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ›˜ÔıÏÂ

�¬���c� k��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� hk��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� � Chs
�X

m��

k�mt w�t�ks�

„È· Í‹ËÂ w � C��	� t��� Hs��� � H�
� ����� s � f�� � � � � rg� t � 	� t��� h � �	� h� Í·È

� � f	� �g� « �¬���c� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸˘Ú ÔÈ �¬����� Í·È �¬������ Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı� ¸¯ÈÌ

¸ÙÈ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ e ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔÌ H�
� ��� Í·È ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬���a�� �¬���b�

Í·È �HD��

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� ”ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ L� ÂÍÙflÏÁÛÁÚ Ôı ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÁÌ �¬���c�� ·ÌÙfl ÙÔı

T
�
N �t� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔÌ T�D�t� Ô ÔÔflÔÚ ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú Ô ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı T��t� ÛÙÔÌ XD ��

�	



H�
� ��� � H����� ‘¸ÙÂ ÔÈ �¬����� �¬���� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· Lax�Milgram ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ

ı‹Ò˜ÂÈ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ Z�t� � L�����	H�
� ��� Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ B��t�Z�t�	� �� � �	� ��

„È· Í‹ËÂ 	 � L���� Í·È � � H�
� ���� �√È· ‰ÔË›Ì 	 � L����� Á Z�t�	 ÂflÌ·È Á ·ÛËÂÌfiÚ

Î˝ÛÁ ÙÔı ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Dirichlet� ÊÁÙÔ˝ÏÂ �w � XD Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ T��t� �w � 	�� ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ Z�t� � L�����	XD�
≈˝ÍÔÎ· ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ� �T�D�t�Z�t�	�	� �� � 	 „È· Í‹ËÂ 	 � L���� Í·È � � H�

� ����
Ôı ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ T�D�t�Z�t�	 � 	 „È· Í‹ËÂ 	 � L����� ∂Ò· Ô T�D�t� ÂflÌ·È Âfl� ≈ÂÈ‰fi

�T�D�t� �w� �v� � B��t� �w� �v� „È· Í‹ËÂ �w � XD Í·È �v � H�
� ���� Á �¬���� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ Ô

T
�
D�t� ÂflÌ·È ›Ì· ÒÔÚ ›Ì·� ≈ÔÏ›Ì˘Ú Ô T

�
D�t� ·ÌÙÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È� ÂÌ˛ Ô �T�D��� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

ÙÁÌ �¬������ �

∏ÛÙ˘

�D �� max
n
� � N� � �s�t� � �XD�q „È· Í‹ËÂ t � 	� t�� � Í·È s � f	� � � � � �g

o
�

‘¸ÙÂ ·¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ¸ÙÈ

�¬���d�

�
�D � � ¸Ù·Ì � � p� �

�D � p� � ¸Ù·Ì � � p� �
�

‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú �¬���� Í·È �¬������ Í·È ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ �¬����� Í·È �¬�����
ÂÓ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ� »›ÙÔıÏÂ �� � �D ÛÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� œÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ �¬�����
Í·È �¬���	� ÂflÌ·È ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ O

�
k�hr � k�D�

�
� ∏ÙÛÈ� Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı ¬��

‰flÌÂÈ

max
��n�N

kunh � u�tn�k � C
�
hr � k�D

�
�

Âˆ¸ÛÔÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��

∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ �D � � Í·È �� � �D � �� ‘¸ÙÂ� ÂÌ „›ÌÂÈ� ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ
�
�nj��

	q
j��

‰ÂÌ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔÌ XD� ∏ÙÛÈ� ÂÌ˛ ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ Ô ÛıÌÔÒÈ·Í¸Ú ¸ÒÔÚ Ôı ÂÍÙÈÏfiËÁÍÂ

ÛÙÁÌ �¬����d� �Í·Ë˛Ú Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı Sh ÏÁ‰ÂÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ ���� Á ·Ò·‹Ì˘ ÂÍÙflÏÁÛÁ

‰ÂÌ ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÂÎÙÈ˘ËÂfl ‰È¸ÙÈ Á ÒÔ‚ÔÎfi Rh ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ Ï¸ÌÔ ÔÏ·Î›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı H�
� ����

x¬���� –ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ�

√È· m � N� � ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÔ ˜˛ÒÔ

Hm
per ��

�
w � Hm

loc�R� � w ÂflÌ·È ��ÂÒÈÔ‰ÈÍfi
	

ÏÂ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÁÌ k � km ‹Ì˘ ÛÂ ‰È‹ÛÙÁÏ· I� �� �x� x��� ¸Ôı x� � x � �� ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ

¸ÙÈ Í‹ËÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı Hm
per ›˜ÂÈ ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú ·Ò·„˛„ÔıÚ Ù‹ÓÁÚ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁÚ fi flÛÁÚ ÏÂ

m� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÏÂ ��� �� Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ L��I���ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ� ÂÌ˛ ÏÂ k � k
ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ÛÙ‹ËÏÁ�

�




¡Ú ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·� ΔÁÙÔ˝ÏÂ ÏÈ‹ Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u Ôı Ì· ÔÒflÊÂ

Ù·È ÛÙÔ R � 	� t�� Í·È Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

�tu� f � Lu � ��ux�x � �ux � ��u ÛÙÔ R � �	� t���
u�t� � H�

per „È· Í‹ËÂ t � �	� t���
u�x� 	� � v��x� „È· Í‹ËÂ x � R�

¸Ôı v� ÂflÌ·È ÏÈ‹ ��ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÔÒÈÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ R Í·È �� �� ��� f ÂflÌ·È ��
ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú �˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi ˜˛ÒÔı� ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ôı ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ R � 	� t���
≈fl Î›ÔÌ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á � ÂflÌ·È ËÂÙÈÍfi ÛÙÔ R � 	� t��� « ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ

ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÂ ÏÈ‹ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fShgh���h�� ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ıÔ˜˛Ò˘Ì ÙÔı H�
per

��˜� fShgh���h�� ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÔÏ·Î˛Ì ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì splines ‚·ËÏÔ˝

r � ��� Ù›ÙÔÈ˘Ì ˛ÛÙÂ

�HP� inf
��Sh
�kw��k� hkw��k�� � C �Ph

skwks� �w � Hs
per� s � �� � � � � r� �h � �	� h��

√È· Í‹ËÂ t � 	� t�� Í·È h � �	� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Lh�t� � Sh�	Sh� Ï›Û˘ ÙÁÚ

··flÙÁÛÁÚ �Lh�t��� �� � ������ t��x�� �x�� � ����� t��x�� �� � ������ t��� ��� ��� � � Sh�
Í·È Ë›ÙÔıÏÂ Fh�t� �� Ph�f��� t��� ¸Ôı Ph ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÙÁÚ L��I���ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ Sh�

√È· Í‹ËÂ t � 	� t�� ÔÒflÊÔıÏÂ� ·Í¸Ï·� ÙÈÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t�� �B�t� �
H��I���H��I���	R� ˘Ú ÂÓfiÚ� B�t� v� w� �� ����� t��xv� �xw������� t��xv� w��M��v� w��

B��t� v� w� �� ����� t��xv� �xw� � ����� t��xv� w� � ��M� � �x���� t��v� w�� �B�t� v� w� ��
��t���� t��xv� �xw� � ��t���� t��xv� w�� ¸Ôı M� ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ·Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÂflÌÁÚ Ôı

ÔÒflÛÙÁÍÂ ÛÙÁÌ �¬���d�� ‘· ÀfiÏÏ·Ù· ¬��� Í·È ¬��� ÂÓ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÒÔˆ·Ì˛Ú Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ

�Ë›ÙÔÌÙ·Ú I� ÛÙÁ Ë›ÛÁ ÙÔı ��� ¡ÌÙfl ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÔÈ B� B� Í·È �B ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì

ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�¬���a� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v� w � H�
per� �t � 	� t���

�¬���b� j �B�t� v� w�j � C �Bkvkkwk�� �v � H�
per� �w � H�

per� �t � 	� t���

Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÂflÌÁÚ Ù˘Ì �¬���� Í·È �¬����� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�
√È· Í‹ËÂ h � �	� h� ÔÒflÊÔıÏÂ Ïfl· H� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � 	� t

���	L�H�
per�Sh�� Ï›Û˘ ÙÁÚ

··flÙÁÛÁÚ� B�t�Rh�t�w � w� �� � 	� �� � Sh� „È· ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ w � H�
per Í·È t � 	� t���

« Rh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

�¬���c� k��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� hk��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� � Chs
�X

m��

k�mt w�t�ks�

„È· Í‹ËÂ w � C��	� t��� Hs
per�� s � f�� � � � � rg� t � 	� t��� h � �	� h� Í·È � � f	� �g� «

�¬���c� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸˘Ú ÔÈ �¬����� Í·È �¬������ Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı� ¸¯ÈÌ ¸ÙÈ Ù˛Ò· Á

��



ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ e ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔÌ H�
per Í·È ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬���a�� �¬���b� Í·È

�HP��

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� ”ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �¬���c� ˜ÒÂÈ·Ê¸Ï·ÛÙÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi

T
� � 	� t���	L�H��I���L

��I����

ÔÒÈÊ¸ÏÂÌÔ ˘Ú ÂÓfiÚ

T
��t� �w � ��x����� t��x �w�� ���� t��x �w �

�M� � �x���� t�
�
�w� �w � H��I��� t � 	� t���

Í·È ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi T
�
per � 	� t

���	L�H�
per�H

�
per�� Ô ÔÔflÔÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ¸˘Ú Ô T

�

œÈ �¬����� �¬���� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· Lax�Milgram ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú

ÙÂÎÂÛÙfiÚ Z�t� � H�
per�	H�

per Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ B��t�Z�t�	� �� � �	� �� „È· Í‹ËÂ 	 � H�
per

Í·È � � H�
per� �√È· ‰ÔË›Ì 	 � H�

per� Á Z�t�	 ÂflÌ·È Á ·ÛËÂÌfiÚ Î˝ÛÁ ÙÔı ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝

ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì� ÊÁÙÔ˝ÏÂ �w � H�
per Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ T�per�t� �w �

	��
∏ÛÙ˘ 	 � H�

per� ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ� Z�t�	 jI� �
H��I��� ∏ÙÛÈ �T��t��Z�t�	 jI� � � 	� �� � 	 „È· Í‹ËÂ � � H�

� �I��� ≈ÂÈ‰fi Ô H�
� �I��

ÂflÌ·È ıÍÌ¸Ú ÛÙÔÌ L��I��� ·ıÙ¸ ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ T��t��Z�t�	 jI� � � 	 Û˜Â‰¸Ì ·ÌÙÔ˝

ÛÙÔ I�� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ›˜ÔıÏÂ

	 � �T��t��Z�t�	 jI� �� 	� �� � B��t�Z�t�	� ��� �	� ��
� ���x�� t��x�Z�t�	��x����x��� ��x� t��x�Z�t�	��x���x�

�
�� ��x� t���x�

�
�x�Z�t�	��x��� �x�Z�t�	��x�

�
� �� � H�

per�

≈ÈÎ›„ÔÌÙ·Ú � � � ·flÒÌÔıÏÂ ¸ÙÈ �x�Z�t�	��x�� � �x�Z�t�	��x��  ·Ë˛Ú H��I�� �
C��I�� Í·È Z�t�	 � H�

per� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ Z�t�	 � C��R�� ∏ÛÙ˘ I� �m �� fx�m � x � I�g
„È· Í‹ËÂ m � Z� « ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Z�t�	 jI� � H��I���
‰flÌÔıÌ ¸ÙÈ Z�t�	 jI�	m � H��I� �m� „È· Í‹ËÂ m � Z� ∂Ò· Z�t�	 � H�

loc�R� �‚Î� �˜�
Th�eor�eme ���
� ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ RavT��� ‘ÂÎÈÍ‹ Z�t�	 � H�

per�

ƒÂflÓ·ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ¸ÙÈ Z�t� � H�
per�	H�

per Í·È T�per�t�Z�t�	 � 	 „È· Í‹ËÂ 	 � H�
per� ∂Ò·

Ô T
�
per�t� ÂflÌ·È Âfl� ≈ÂÈ‰fi �T�per�t� �w� �v� � B��t� �w� �v� „È· Í‹ËÂ �w � H�

per Í·È �v � H�
per�

·¸ ÙÁÌ �¬���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ Ô T�per�t� ÂflÌ·È ›Ì· ÒÔÚ ›Ì·� ≈ÔÏ›Ì˘Ú Ô T�per�t� ·ÌÙÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È

Í·È �T�per����t� � Z�t�� ¡¸ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú ›˜ÔıÏÂ Âfl Î›ÔÌ

¸ÙÈ k�T�per����t�	k� � Ck	k „È· Í‹ËÂ 	 � H�
per Í·È t � 	� t��� �

∏ÛÙ˘

�per �� max
�
� � N� � �s�t� � �H�

per�
q� t � 	� t�� �� 	 � s � �

	
�

’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ u ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi� ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ı¯ÁÎfiÚ Ù‹ÓÁÚ

ÏÂÈÍÙ›Ú �˘Ú ÒÔÚ x Í·È t� ·Ò·„˛„ÔıÚ ÙÁÚ� ∏ÙÛÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬���
ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ �per � �� »›ÙÔÌÙ·Ú �� � �per � � Í·È ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú v�h � Sh ›ÙÛÈ

��



˛ÛÙÂ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV�� Á ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ·Ò·„Ò‹ˆ˘Ì ¬��¬� ‰flÌÂÈ ÙÁÌ� ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ

Ù‹ÓÁÚ� ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

max
��n�N

kunh � u�tn�k � C�hr � k���

x¬��	� ≈È‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ Ù· Û˝Ï‚ÔÎ· �BC Í·È XBC ÛÙÁ Ë›ÛÁ Ù˘Ì �N � �D Í·È

XN � XD� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ÂÌ˛ Í˝ÒÈÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ Ë· ÂflÌ·È Ô ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı

�BC ÛÂ ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ� ‰ÁÎ� ı¸ Âfl Î›ÔÌ ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÔıÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı

‰È·ˆÔÒÈÍÔ˝ ÙÂÎÂÛÙfi L� ÙÔÌ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ¸ÒÔ f Í·È ÙÔ ˜˘ÒflÔ ��
”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÔfl· � � p��� ÙÔ �BC ·flÒÌÂÈ ÙÁ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ‰ıÌ·Ùfi ÙÈÏfi

‰ÁÎ� �BC � �� √È� ·ıÙ¸ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ � � p � �� ¡Í¸Ï·� „È· Í‹ÔÈÔ m�� „Ò‹ˆÔÌÙ·Ú

w � �XBC�m� � ¸Ôı w � 	� t���	�H�����m� � Ë· ÂÌÌÔÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ w�t� � �XBC�m� „È· Í‹ËÂ

t � 	� t��� ≈fl Î›ÔÌ� ¸Ù·Ì w � C��	� t��� H����� Í·È w � XBC� Ù¸ÙÂ �mt w � XBC�
m � 	� � � � � ��

≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ �‚Î� Cr��� Chapitre �� ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ

�‰ÁÎ� ˘Ú ÒÔÚ k�� ¸Ù·Ì ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı L Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È

·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi ˜Ò¸ÌÔı t� ”ÙÁÌ Ò¸Ù·ÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl ‰flÌÔıÏÂ ÏÈ‹ ÂÒÈÔÒÈÛÏ›ÌÁ

„ÂÌflÍÂıÛÁ ·ıÙÔ˝ ÙÔı ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·ÙÔÚ�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬
��� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ L�t� � g�t�eL� ¸Ôı� g ÂflÌ·È ÏÈ‹ ÔÏ·Îfi Í·È ËÂÙÈÍfi

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ 	� t�� Í·È eLw � r��e��x�rw� � e��x�rw � e���x�w� ’Ô�

Ë›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· ¸ÙÈ f�x� t� � g�t� ef�x� „È· Í‹ËÂ �x� t� � � � 	� t��� ¸Ôı ef ÂflÌ·È ÏÈ‹

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı ÔÒflÊÂÙ·È Í·È ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛÙÔ �� ‘¸ÙÂ �BC � ��

¡¸‰ÂÈÓÁ� ¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Í·È ÙÔÌ Í·Ì¸Ì· ÙÔı Leibniz Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ

Û˜›ÛÁ

�¬����
eLs	��mt u �

mX
���

�
m

�

�
�m��t

�
�

g

� eLs��	�
t u�

m � �� � � � � � � �� s � 	� � � � � � � p� ��

…Û˜ıÒÈÊ¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ�

�¬���� eLs�mt u � XBC� m � �� � � � � � � s� s � 	� � � � � � � p� ��

»· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ Í‹ÌÔÌÙ·Ú Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfi Â·„˘„fi ˘Ú ÒÔÚ s� ºÙ·Ì

s � 	� Ù¸ÙÂ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ ÒÔˆ·Ì˛Ú Î¸„˘ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì� ’ÔË›ÙÔıÏÂ

¸ÙÈ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ÔÈÔ s � f	� � � � � � � p � �g� ∏ÛÙ˘ m � f�� � � � � � � s � �g�
¡¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ eLs��	�

t u � XBC „È· � � 	� � � � �m �‰È¸ÙÈ

� � �� � � m� � � � � s� � � � � � � s�� ¡ıÙ¸ ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÁÌ �¬���� ‰flÌÂÈ ¸ÙÈeLs	��mt u � XBC� ≈ÔÏ›Ì˘Ú ‰ÂflÓ·ÏÂ ¸ÙÈ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· s� ��

��



√È· Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ¸ÙÈ �BC � �� ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ

�¬���� eLs�m � �XBC�q Í·È �m	� � �XBC�q � s � �� � � � � � �m� m � p� �� � � � � � � ��
« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �¬���� Ë· „flÌÂÈ Â·„˘„ÈÍ‹� ∏ÛÙ˘ m � p��� ¡¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����
›ÂÙ·È ¸ÙÈ� eLs�p	� �

AT pe

p�
eLs�p	�

t u � �XBC�q � s � �� � � � � � � p� ��

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬���� �p	� �
AT p	�e

�p� ���
�p	�
t u� gA

�
AT pe

p�
� T p	�e

�p� ���

� eL�p	�
t u�

¡¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬���� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ �p	� � �XBC�q� ’ÔË›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ m� �
fp� �� � � � � � � �g Í·È ¸ÙÈ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· m � p� �� � � � �m�� « �¬���� ‰flÌÂÈ

�¬����

eLs�m�	� �
ATm�e

m��
eLs�m�	�

t u

�

m�X
��p	�

ATm���

�m� � ���
�m���
t g

�eLs	��� � T �e

��
eLs	���tu

�
�

s � �� � � � � � �m� � ��
Í·È

�¬����

�m�	� �
ATm�	�e

�m� � ���
�m�	�
t u

�

m�	�X
��p	�

ATm�	���

�m� � �� ���
�m�	���
t g

�eL�� � T �e

��
eL��tu� �

∏ÛÙ˘ s � f�� � � � � � �m� � �g� ‘¸ÙÂ � � s � � � p� � Í·È � � m� � � � � � s� ∏ÙÛÈ Á

�¬���� ‰flÌÂÈ eLs�m�	�
t u � XBC� ∏ÛÙ˘ � � fp��� � � � �m�g� ‘¸ÙÂ � � � � m� � � � �s����

ÂÌ˛ � � s � � � � � p � �� ∏ÙÛÈ ·¸ ÙÁÌ �¬���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ eLs	���tu � XBC� ≈ÂÈ‰fi

� � s � � � � �m� � � � �� Á ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ eLs	��� � XBC�
≈ÔÏ›Ì˘Ú� Á �¬���� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬���� eLs�m�	� � �XBC�q� s � �� � � � � � �m� � ��
◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú� „È· s � �� ÙÈÚ �¬����� �¬���� Í·È ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ� ·¸ ÙÁÌ

�¬���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�m�	� � �XBC�q� �

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÙÁÌ ÙÈÏfi ÙÔı �BC
¸Ù·Ì ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙfi Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÛÙÔ �� ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ u Í·È ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ı¯ÁÎfiÚ Ù‹ÓÁÚ

·Ò·„˛„˘Ì ÙÁÚ� ·ÎÎ‹ ·ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ Û‹ÌÈ·� √È� ·ıÙ¸Ì ÙÔ Î¸„Ô� ÛıÌfiË˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

‚ÒÔ˝ÏÂ Ï¸ÌÔ ›Ì· Í‹Ù˘ ˆÒ‹„Ï· „È· ÙÔ �BC� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ÈÍ·Ìfi Í·È

·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ �BC � p� ��

��



ÀfiÏÏ· ¬
��� ¡Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� Ù¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ

�¬���	a� �p	� �
AT p	�e

�p� ���
�p	�
t u� A

�
AT pe

p�
� T p	�e

�p� ���

�
L�p	�

t u�

Í·È

�¬���	b� �p	� � �XBC�q ·Ì Í·È Ï¸ÌÔ ·Ì L�p	�
t u � XBC�

¡¸‰ÂÈÓÁ� « �¬���	a� ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����� « �¬���	b� ÂflÌ·È

ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �¬���	a� Í·È �C�� �

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬���� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ÂÒ

„·Ûfl·Ú AvD�� ÛÂ È¸ „ÂÌÈÍ›Ú ·Ò·‚ÔÎÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬
��� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ� �a� g ÂflÌ·È ÏÈ‹ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ËÂÙÈÍfi Í·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛÙÔ

� � 	� t��� L�t�w � g�x� t�r����x�rw� � ���x� t�w Í·È �p	�
t

�
f

g

�
� 	 ÛÙÔ �� � 	� t���

fi �b� d � �� � � �	� ��d� fgjgdj�� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ËÂÙÈÍ›Ú Í·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Î›Ú ÛÙÔ

� � 	� t��� L�t�w �
dP

j��
gj�x� t��

�
xjw � ���x� t�w Í·È �p	�

t

�
f

gj

�
� 	 ÛÙÔ �� � 	� t�� „È·

j � �� � � � � d� ’ÔË›ÙÔıÏÂ� ·Í¸Ï·� ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet� ‘¸ÙÂ�

�D � p� ��

¡¸‰ÂÈÓÁ�

�a� ¡¸ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Í·È ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ·flÒÌÔıÏÂ �p	�
t r���ru� � XD� ∏ÙÛÈ�

L�p	�
t u � g�p	�

t �r���ru������p	�
t u � XD Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ‰flÌÂÈ ·Ï›Û˘Ú �D � p� ��

�b� ∏ÛÙ˘ ��j ��
�
x � �x�� � � � � xd� � �� � xj � 	� �

	
„È· j � �� � � � � d� ¡¸ ÙÈÚ ÔÏÔ„ÂÌÂflÚ

ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����� L�p	�
t u �

dX
j��

gj�
p	�
t ��xju ÛÙÔ ��� 	� t���

Í·È

�¬����a� ��x�u � 	 ÛÙÔ ��j � 	� t��� � � j� �� j � �� � � � � d�

¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ� ÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Í·È ÙÁÌ �¬����a� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ

¸ÙÈ ��xju � �
f

gj
ÛÙÔ ��j � 	� t��� „È· j � � � � � � d� ∂Ò·

�¬����b� �p	�
t ��xju � 	 ÛÙÔ ��j � 	� t��� j � � � � � � d�

≈ÂÈ‰fi �� � �dj����j � ·¸ ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬����� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ L�p	�
t u � XD� ≈ÔÏ›Ì˘Ú�

ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ‰flÌÂÈ �D � p� �� �

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� œ ÙÂÎÂÛÙfiÚ L ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ Ò¸Ù·ÛÁÚ „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÂ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ �¬���d�
˘Ú ÂÓfiÚ� �a� L�t�w � r��g�x� t���x�rw���rg�x� t��T��x�rw����x� t�w� Í·È �b� L�t�w �Pd

j�� �xj �gj�x� t��xjw��
Pd

j�� �xjgj�x� t��xjw � ���x� t�w� �

”ÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ Ò¸Ù·ÛÁ Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ›Ì· ·Ì‹ÎÔ„Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘

ÛÁ ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann�

��



–Ò¸Ù·ÛÁ ¬
��� ∏ÛÙ˘ � � �	� ��d Í·È L�t�w �
dP

s��
gs�t��

�
xs
w � ��x� t�rw � ���t�w�

¸Ôı n� � 	 ÛÙÔ �� � 	� t�� Í·È fgsgds�� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ËÂÙÈÍ›Ú Í·È ÔÏ·Î›Ú ÛÙÔ

	� t��� ¡Í¸Ï·� ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ �p	�
t

�
nrf
ng

�
� 	 ÛÙÔ ���	� t�� �¸Ôı g �� �g�� � � � � gd�

T ��

� � r� Í·È ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann� ‘¸ÙÂ �N � p� ��

¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· j � �� � � � � d� ›ÛÙ˘ ��j ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ÙÔı �� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ¸˘Ú ÛÙÁÌ

·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ ¬���� ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

XN �
�
w � H���� � �xjw � 	 ÛÙÔ ��j� j � �� � � � � d

	
�

∏ÛÙ˘ j � f�� � � � � dg� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ÔÏÔ„ÂÌÂflÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann

Í·È ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����a� ��xs�xju � 	 ÛÙÔ ��j � 	� t��� s � j� s � �� � � � � d� � � 	� �� ��

�¬����b� �j � �xj� � 	 ÛÙÔ ��j � 	� t���

Í·È

�¬����c� �xj�s � �xj�xs� � �xs�xj� � 	 ÛÙÔ ��j � 	� t��� s � j� s � �� � � � � d�

¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ� ÙÁ ÛıÌÔÒÈ·Ífi ÛıÌËfiÍÁ Í·È ÙÈÚ �¬����a���¬����c� ›˜ÔıÏÂ�

�xj�
�
xj
u � ��xjf

gj
� �nrf

ng
ÛÙÔ ��j � 	� t��� ≈ÔÏ›Ì˘Ú�

�¬����d� �p	�
t �xj�

�
xj
u � 	 ÛÙÔ ��j � 	� t���

œÈ �¬����a���¬����d�� Â˝ÍÔÎ·� ‰flÌÔıÌ ¸ÙÈ� �xjL�
p	�
t u � 	 ÛÙÔ ��j � 	� t���

∂Ò· L�p	�
t u � XN Í·È ·¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ›ÂÙ·È �N � p� �� �

 ÎÂflÌÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ï� ›Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·� ÙÔ ÔÔflÔ ‰Âfl˜ÌÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ �BC ÏÔÒÂfl Ì·

‹ÒÂÈ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÏÂÙ·Ó˝ p� � Í·È ��

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬
��� ∏ÛÙ˘ d � �� � � �	� ��� L�t�w � ��xw � ���x� t�w� ¸Ôı �� ÏÈ‹

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛÙÔ �� 	� t��� f � 	 Í·È m� � N� ÏÂ m� � � � p� �� ‘¸ÙÂ�

��� √È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet�

·Ì ��j��x �� � XD „È· j � �� � � � �m�� Ù¸ÙÂ �D � m� � p� ��

��� √È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann�

·Ì ��jx �� � XN „È· j � 	� � � � �m�� Ù¸ÙÂ �N � m� � p� ��

��



¡¸‰ÂÈÓÁ� –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ� ·Ì �� � XD Í·È �� � C����� Ù¸ÙÂ ���� � XD� ¡Í¸Ï·�
·Ì �� � XN �H
��� Í·È �� � XN � C
���� Ù¸ÙÂ ���� � XN Í·È �x���x�� � XN �

∏ÛÙ˘ j� � N� Í·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ 	 � H�j�	����� � � C�j�	����� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ

Û˜›ÛÁ

��j�x ��	� �

�j�X
���

�
�j�
�

�
��x	�

�j���
x ��

Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Í·Ì¸Ì· ÙÔı Leibniz� ›˜ÔıÏÂ

�¬����a�
·Ì

�
��jx 	

	j�
j��

� XD Í·È
�
��j��x �

	j�
j��

� XD
Ù¸ÙÂ ��j�x ��	� � XD�

Í·È

�¬����b�
·Ì

�
��jx 	

	j�
j��

� XN Í·È
�
��jx �

	j�
j��

� XN
Ù¸ÙÂ ��j�x ��	� � XN �

¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬����� ��j	��
x u � �t�

�j
x u� ��jx ���u�� j � 	� � � � �m��

…Û˜ıÒÈÊ¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ

�¬����� ��jx u � XBC� j � 	� � � � �m� � ��

« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı ÈÛ˜ıÒÈÛÏÔ˝ Ë· „flÌÂÈ ÏÂ Â·„˘„fi� √È· j � 	� Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ ÙÂÙÒÈÏ

Ï›Ì·� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· j � 	� � � � � j�� ¸Ôı j� � f	� � � � �m�g� ¡¸

ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ ›ÂÙ·È �t�
�j�
x � XBC� « ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ� ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ

„È· ÙÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� Í·È Á �¬����� ‰flÌÔıÌ ��j�x �u��� � XBC� ∏ÙÛÈ ·¸ ÙÁÌ �¬�����

ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ �
�j�	��
x u � XBC�

¡¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� Í·È ÙÁÌ �¬����� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�¬����� ��jx �� � �XBC�q� j � 	� � � � �m� � �� � � 	� � � � � p� ��

‘˛Ò·� ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ

�¬����� ��jx �� � �XBC�q� j � 	� � � � �m� � p� �� �� � � p� �� � � � � p� � �m��

»· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ›Ì· Â·„˘„ÈÍ¸ ÂÈ˜ÂflÒÁÏ·� ºÙ·Ì � � p��� ÔÈ �¬����� Í·È �¬�����

Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � p � �� � � � � ��� ¸Ôı p � � � �� �
p� � �m�� ¡¸ ÙÁÌ �¬���� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�¬����� ��jx ���	� � A��j	��
x ����

��X
m��

AT
���m

����m��
��jx

�
�
���m
t ���m

�
� j � 	� � � � �m��p������

��



∏ÛÙ˘ j � f	� � � � �m� � p � � � ��g� ‘¸ÙÂ j � � � f�� � � � �m� � p � � � ��g Í·È ÂÂÈ‰fi

›˜ÔıÏÂ ıÔË›ÛÂÈ ¸ÙÈ Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � ��� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ �
�j	��
x ��� � �XBC�q� ∏ÛÙ˘

m � f	� � � � � ��g� ≈ÂÈ‰fi m� � p��� �� � m�� p���m� ·¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ

›ÂÙ·È ¸ÙÈ ��j�x �m � �XBC�q „È· j� � 	� � � � � j� ¡ıÙ¸ ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÁ

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� �m� � m��p����� � j� Í·È ÙÁÌ �¬����� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ ��jx ��
���m
t ���m� �

�XBC�q� ∏ÙÛÈ Á �¬����� ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ ��jx ���	� � �XBC�q� ‰ÁÎ� Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � ����� �

x¬�� √ÂÌÈÍ‹ Û˜¸ÎÈ·�”˝Ì‰ÂÛÁ ÏÂ ÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�
¡Ì‹ÎıÛÁ ÏÂË¸‰˘Ì Runge�Kutta� ÛıÌ‰ı·ÛÏ›Ì˘Ì ÏÂ Í‹ÔÈ· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ


˜Âfl˘Ì� „È· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì �˜˘ÒflÚ È‰È·flÙÂÒÁ ·Ì·ˆÔÒ‹ ÛÙÔ Âfl‰ÔÚ

Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì� ›„ÈÌÂ „È· Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹ ·¸ ÙÔÌ Crouzeix ������ ÛÙÁ ‰È·ÙÒÈ‚fi

ÙÔı� Cr��� ≈ÍÂfl� ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ L Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ‰ÂÌ

ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÁ ‚›ÎÙÈÛÙÁ a priori ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

O�k��hr� ÂÌ˛ ÛÙÁ „ÂÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂflÌ·È O�hr�kminfp	���g��
¡Ò„¸ÙÂÒ·� Ô Broc�ehn ����	� ÛÙÁ ‰È·ÙÒÈ‚fi ÙÔı� Boe�� ÂÓÂÙ‹ÊÂÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge�

Kutta!ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÂÌ¸Ú ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ

·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet� „È· ÏÈ‹ „ÂÌÈÍfi „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Schrodinger

�tu� f � Lu � ir���ru� i�u�� �ru� i�u�

¸Ôı f�jgdj�� Í·È � ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� � � �� �� ���T Í·È ���T���� � Cj�j�
„È· Í‹ËÂ � � C d � ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú Í·È Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛Ì

Ù·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÔ ‚›ÎÙÈÛÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· O�hr � k��� ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

Ôı ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ·Ì·Î˝ÂÈ Ï¸ÌÔ ÁÏÈÂÎÂ„Ï›ÌÂÚ �semi
implicit� Ï›ËÔ‰ÔıÚ

Runge�Kutta �‰ÁÎ� Ô flÌ·Í·Ú A ÂflÌ·È Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ¸Ú Ï� ›Ì· ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸

‰È·„˛ÌÈÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ� Í·È Í·Ù·Îfi„ÂÈ ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr�kminf��p	�g�� ∏ÂÈÙ·�
·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ù˘Ì ·Ô‰ÂflÓÂ˘Ì ÙÔı Crouzeix� ¸Ù·Ì � � p � � Í·È r � ���
·flÒÌÂÈ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr�k��� ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ� Âfl Î›ÔÌ� ÔÈ Û˜›ÛÂÈÚ�
k
h� � C� �H���� Í·È ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ u ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ L�t���

���
t u�t�� � XD „È· Í‹ËÂ

t�� t� � 	� t�� �‚Î� Boe�� Theorem ���� p� �	��� œÈ ÛıÌËfiÍÂÚ ·ıÙ›Ú� ÛÂ ¸ÙÈ ·ˆÔÒ‹ ÙÈÚ ·Ò·

Ï›ÙÒÔıÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ k Í·È h� „ÂÌÈÍ‹ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú� √È· ÙÁÌ ��DIRK�
�˜�� Ôı ÂflÌ·È ÏÈ‹ ÁÏÈÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÏÂ � � p � � � �� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ

ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ x¬� �‚Î� ÀfiÏÏ· ¬���� Á ÛıÌËfiÍÁ� L�t���t u�t� � XD „È· Í‹ËÂ t � 	� t���
ÂflÌ·È ÈÍ·Ìfi Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr�k
� ˜˘ÒflÚ Ò¸ÛËÂÙÁ ı¸ËÂÛÁ „È· Ù· k Í·È

h�
œ Karakashian ������ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· Ka� ËÂ˘ÒÂfl ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet „È· ÙÁÌ ·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

�¬���� �tu � r����x� t�ru�� ���x� t�u�

Í·È ·Ì·Î˝ÂÈ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Runge�Kutta!Galerkin� ÛıÌ‰ı·ÛÏ›Ì· ÏÂ ÒÔÒÒı

ËÏÈÛÏ›ÌÂÚ �preconditioned� Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ ÏÂ ÛÍÔ¸ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ

��



Ù˘Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ �‰ÁÎ� Ù˘Ì �¬���b��� √È· ÙÔ ‚·ÛÈÍ¸ Û˜fiÏ·

Á Î·Ï‚·Ì¸ÏÂÌÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÂflÌ·È fl‰È· Ï� ÂÍÂflÌÁ Ôı ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ Cr���
œÈ Akrivis � Dougalis ������ ÛÙÁÌ AvD�� ·Ì·Î˝ÔıÌ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ

„È· ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ Ù˝Ôı Schrodinger

�¬���� �tu � i�"u� i���x� t�u�

�¸Ôı � ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍfi Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹� Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirich-

let� « ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Gauss�Legendre ÏÂ q ÛÙ‹‰È· ÛıÌ‰ı·ÛÏ›ÌÁ

ÏÂ ÙÁ ÛıÌfiËÁ Ï›ËÔ‰Ô Galerkin!ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì� ’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �H����
·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr � kminf�q�q	�g� Ôı ÂflÌ·È ‚›ÎÙÈÛÙÁ ¸Ù·Ì q � ��
« ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ AvD�� Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr� kminf��p	�g� ¸Ù·Ì Á ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ

ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ „flÌÂÈ ÏÂ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Runge�Kutta Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú� Âı

ÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·È ËÂÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú Ôı ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ÛÙÁÌ x¬� Í·È ÂÂÍÙÂflÌÂÙ·È ˜˘ÒflÚ ‰ıÛÍÔÎflÂÚ

ÛÙ· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ �¬���� ÏÂ fl‰ÈÔı Ù˝Ôı ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ�
¸Ôı Ô flÌ·Í·Ú � ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Ï¸ÌÔ ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi x� ”ÙÁÌ x¬� �‚Î� x¬��� Í·È –Ò¸Ù·

ÛÁ ¬���� Âfl‰·ÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙfi Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÈÔ „ÂÌÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ

�ÛÂ ¸ÙÈ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� Í·È ˜˘ÒflÚ Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ

ÙÁÌ �H����
« ‰ıÛÍÔÎfl· Ì� ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ a priori ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ¸Ù·Ì ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú

ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ›ÛÙÒÂ¯Â ÙÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ

ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı Ï¸ÌÔ Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ �Í·ÎÔ˝ÏÂÌÁ

ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ˘Ú Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� ÏÂ Í˝ÒÈÔ ‹ÓÔÌ· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ

ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Runge�Kutta� ‰ÁÎ� ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Ôı ·Ò‹„ÔÌÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ‰È·

‰ÈÍ·Ûfl· �‚Î� Cr��� Chapitre �� x���

�TS�

w� �� v��

„È· n � 	� � � � � N � �� ÒÔÛ‰È¸ÒÈÛÂ fwn�jgqj�� � XBC Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

wn�j � wn � k

qX
s��

ajs�Lw
n�s � f�tn�s��� j � �� � � � � q�

Í·È ¸ÒÈÛÂ

wn	� �� wn � k

qX
j��

bj�Lw
n�j � f�tn�j���

œ Crouzeix �‚Î� Cr��� pp� ����	� Í·Ù·ÛÍÂ˝·ÛÂ ›Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �E� ÏÂ

ÔÏ·Îfi Î˝ÛÁ Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet „È· ÙÔ ÔÔflÔ ‰Âfl˜ÌÂÈ ¸ÙÈ� „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô

Runge�Kutta Gauss�Legendre ÏÂ � ÛÙ‹‰È· ÈÛ˜˝ÂÈ jEnj � Ck
	
�
	 � ¸Ôı

En ��
�

k

�
u�tn	��� u�tn�� k

qX
j��

bj�L�
n�j � f�tn�j��

�
�	



Í·È f�n�jgqj�� � H�
� �	�
� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�n�j � u�tn� � k

qX
s��

ajs�L�
n�s � f�tn�s��� j � �� � � � � q�

Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Á Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÛıÌÂfiÚ Ù‹ÓÁÚ � „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·

�E�� ·ÌÙflËÂÙ· ÏÂ ¸ÙÈ ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÛÙÈÚ ÛıÌfiËÂÈÚ ‰È·ˆÔÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ �‚Î�
x¡��� ¡Ì‹ÎÔ„Ô ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �E� ÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet �·ÎÎ‹

ÛÂ ˆÒ·„Ï›ÌÔ ˜˘ÒflÔ ‰ÁÎ� f�n�jgqj�� � H�
� �	� ��� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ Ô Broc�ehn �‚Î� Boe�� pp�

����		� „È· ÏÈ‹ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Schrodinger�
« ›ÒÂıÌ· Ô‰fi„ÁÛÂ ÛÂ Í·Î˝ÙÂÒ· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· „È· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· �E� �¸Ôı Ô �L ÂflÌ·È

·ıÙÔÛıÊı„fiÚ Í·È ÈÛ˜ıÒ‹ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú� ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁ „ÂÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ� œÈ Brenner�
Crouzeix � Thom�ee ������ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· BCT� �‚Î� ÂflÛÁÚ Th�� Chapter �� ·Ì·Î˝ÔıÌ

ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·� Ù· ÔÔfl· ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÂ Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ÒÁÙ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ¡Ô

‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ¸ÙÈ� ·Ì ÙÔ Û˜fiÏ· ÂflÌ·È ÂıÛÙ·Ë›Ú� ·ÍÒÈ‚›Ú �accurate� Ù‹ÓÁÚ p�� ·ıÛÙÁÒ‹ ·ÍÒÈ‚›Ú

�strictly accurate� Ù‹ÓÁÚ p��� �„È· ÙÔıÚ ÔÒÈÛÏÔ˝Ú ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÂÌÌÔÈ˛Ì Í·È „È· ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔıÚ

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì� ‚Î›Â BCT�� x�� p� �� x�� Lemma �� Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ

����� ÙÁÚ BCT�� Ù¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ ÏÈ‹ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr� kp�� �‚Î� BCT�� Theorem ��
Theorem � Í·È Th�� Chapter �� Theorem ��� √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Gauss�Legendre ÏÂ �
ÛÙ‹‰È· Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ Û� ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· Ù˝Ôı �E� ·ÌfiÍÂÈ Û� ·ıÙfi ÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÏÂË¸‰˘Ì

Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ıÔË›ÛÂÈÚ ÏÂ p� � �� Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú Á Î·Ï‚·Ì¸ÏÂÌÁ

ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ�
¡Í¸Ï·� ÔÈ Ostermann � Roche ������� OsR�� ·Ì·Î˝ÔıÌ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �TS� ÙÔı �E�

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˆ·ÛÏ·ÙÈÍ›Ú ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú Í·È ·flÒÌÔıÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

max
��n�N

kwn � u�tn�k � O�kminf��p	�	��g��

¸Ù·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ›˜ÂÈ Í‹ÔÈÂÚ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ �‚Î� OsR�� ����� Í·È ����� fi ����	���
≈‰˛ #� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ¸Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú� Ô ÔÔflÔÚ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÁÌ f � ÙÔÌ

ÙÂÎÂÛÙfi L Í·È ÙÔ Âfl‰ÔÚ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì �‚Î� OsR�� ������ �������� ¡Ì‹ÎÔ„·

·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ LuO�� ·¸ ÙÔıÚ Lubich � Ostermann ������� ı¸

·ÛËÂÌ›ÛÙÂÒÂÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú� ≈fl Î›ÔÌ� ·Ò·ÙÁÒÔ˝Ì ¸ÙÈ Á Ù‹ÓÁ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

˘Ú ÒÔÚ k „È· ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �TS� ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann ·� ¸ÙÈ ÛÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet �Í·Ù‹ �
�� ¸Ù·Ì L � " Í·È

ÙÔ �� ÂflÌ·È ÔÏ·Î¸ �‚Î� LuO�� p� ����� « ·Ì‹ÎıÛÁ Í·È Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÂÒ„·ÛÈ

˛Ì BCT�� OsR� Í·È LuO� ‰ÂÌ ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ÂflÌ·È Â˝ÍÔÎÔ Ì· ÂÂÍÙ·ËÔ˝Ì ÛÙÁÌ „ÂÌÈÍfi

ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı Ô L ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ t�
”� ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·Û˜ÔÎÁËfiÍ·ÏÂ ÏÂ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı �¬����� ¸Ôı ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi L Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f
ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t Í·È ÔÈ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ ÂflÌ·È Ù˝Ôı Neumann�
« ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú� Ôı ›„ÈÌÂ ÛÙÁÌ x¬�� ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Ù˘Ì ��
ÔÈÔÌÂfl ÂÌ‰È·Ï›Û˘Ì Í·È ��ÔÈÔÌÂfl ÂÔÏ›Ì˘Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì� Í·È Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ÏÈ‹ Ì›· ÙÂ˜ÌÈÍfi

�




ÛıÌ›ÂÈ·Ú ÔÈ ÒflÊÂÚ ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· KaMc�� Í·È ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ Ò¸

Ûˆ·Ù· ·¸ ÙÔıÚ Karakashian� Akrivis � Dougalis ������ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· KAD�� ·Ì·Î˝ÔÌÙ·Ú

ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta „È· ÙÁ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Schrodinger� √È· Ì· ˆÙ‹ÛÔıÏÂ ÛÙÁÌ

ÍÎ·ÛÏ·ÙÈÍfi Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ¬���� ÂÍÏÂÙ·ÎÂıÙfiÍ·ÏÂ ÙÔ

„Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á ÒÔ‚ÔÎfi Rh ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÔÏ·Î›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ· ·¸ ÙÁ ÛıÏ

ÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔıÚ ÛÙÔ Û˝ÌÔÒÔ� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛ·ÏÂ ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· �H�� „È·

Ì· ÏÔÒ›ÛÔıÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÛıÌÔÒÈ·Í¸ ¸ÒÔ Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È �‚Î� �¬����d��
Î¸„˘ ÙÔı ¸ÙÈ Ù· ���ÔÈÔÌÂfl ÂÌ‰È‹ÏÂÛ· ‚fiÏ·Ù· ‰ÂÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ

Neumann� « ÂÍÙflÏÁÛÁ �¬���� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ� ‰È¸ÙÈ ·ˆ� ÂÌ¸Ú ÂflÌ·È Í·Î˝ÙÂÒÁ

·¸ ÙÁ „ÂÌÈÍfi ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr � kminf��p	�g� Ôı ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ›Ì· Ùı˜·flÔ ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸

Ò¸‚ÎÁÏ· ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ· ·¸ ÙÁ ÛıÌÔÒÈ·Ífi ÛıÌËfiÍÁ� Í·È ·ˆ� ÂÙ›ÒÔı Í·Î˝ÙÂÈ ÏÈ‹ ÂıÒÂfl·

Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌ˛Ì ·Ò·‚ÔÎÈÍ˛Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂ ÔÏÔ„ÂÌÂflÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ

Neumann� ”ÙÁÌ x¬��� ‰˛Û·ÏÂ Û˝ÌÙÔÏ· ÏÈ‹ ÂÓfi„ÁÛÁ� „È· ÔÈÔ˝Ú Î¸„ÔıÚ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ Í‹ÙÈ ·Ì‹ÎÔ„Ô „È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet� ∏ÙÛÈ Á Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ „È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann ·� ¸ÙÈ

ÛÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet� Í‹ÙÈ „ÂÌÈÍ‹ ‹„Ì˘ÛÙÔ Ï›˜ÒÈ ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· LuO� �„È·

ÂÈ‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ù˝Ôı �E� Í·È ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �TS���–·Ò� ¸Î· ·ıÙ‹ ÔÈ ÛıÌËfiÍÂÚ Dirich-

let ›˜ÔıÌ ›Ì· ÎÂÔÌ›ÍÙÁÏ· ›Ì·ÌÙÈ Ù˘Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann Ôı ÂÌÙÔflÊÂÙ·È ÛÙÔ ¸ÙÈ ÙÔ

„ÈÌ¸ÏÂÌÔ ‰˝Ô ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� Ïfl· Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ›˜ÂÈ ÙÈÏfi ÏÁ‰›Ì ÛÙÔ ��� ÏÁ‰ÂÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ

��� ¡ÌÙflËÂÙ·� ¸Ù·Ì ÏÈ‹ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann ‰ÂÌ ÂflÌ·È

Ûfl„ÔıÒÔ ¸ÙÈ ÙÈÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Í·È ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌ¸ ÙÁÚ ÏÂ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ‹ÎÎÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ� ¡ıÙ¸

›˜ÂÈ Û·Ì ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ·flÒÌÔıÏÂ �D � �N „È· ÔÒÈÛÏ›Ì· ÔÏÔ„ÂÌfi ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· �f � 	��
¸˘Ú �˜� „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ �¬���� ›˜ÔıÏÂ �D � p� � Í·È �N � p� ��

« ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �‚Î� x¬���� ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì ‰ÂÌ Ò›ÂÈ Ì· ÒÔÍ·ÎÂfl ›ÍÎÁÓÁ Í·Ë˛Ú ·Ì‹ÎÔ„· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ‹

·¸ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì� ‚Î� KaMc� „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Korteweg�de Vries�
Ak�� „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Kuramoto�Sivashinsky� Í·È KAD��

”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ Ù›ÎÔÚ ¸ÙÈ Á ·Ì‹ÎıÛÁ Í·È Ù� ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ·Ò·„Ò‹ˆ˘Ì Ôı ÒÔ

Á„fiËÁÍ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ „È· ·Ì‹ÎÔ„· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÏÂ „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Schrodinger�
Z�� �Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ È‰È·flÙÂÒÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ ÛÙÁ ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ ‰È‹‰ÔÛÁÚ ÙÔı fi˜Ôı ÛÂ Ë·

Î‹ÛÛÈÔ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ� ‚Î� �˜� Tp��� ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ „È· ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ‰ÂÌ ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ

Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ÂÒÈ›˜ÔÌÙ·È ÛÙÈÚ OsR� Í·È LuO� Î¸„˘ Ù˘Ì ıÔË›ÛÂ˘Ì „È· ÙÔÌ

ÙÂÎÂÛÙfi L �‚Î� OsR�� ����a�� LuO�� �������

��



SOBOLEV�GALPERN

ME DIRICHLET

x√�� ≈ÈÛ·„˘„fi�
∏ÛÙ˘ d � N Í·È � � Rd ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ ˜˘ÒflÔ ÏÂ Û˝ÌÔÒÔ ��� √È· t� � 	� ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ì·

ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ÏÈ‹ ÏÈ„·‰ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u Á ÔÔfl· Ì· ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ � � 	� t��
Í·È Ì· ·ÔÙÂÎÂfl Î˝ÛÁ ÙÔı ·Í¸ÎÔıËÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì�

�√����

��� �M�x� t� ����tu � �i�M�x� t� ��u� f�x� t� ÛÙÔ �� �	� t���
u � 	 ÛÙÔ ��� �	� t���
u�x� 	� � v��x� „È· Í‹ËÂ x � ��

¸Ôı

M�x� t� ��w �� �r����x� t�rw�� ���x� t�w � �
dX

j�m��

�xj ��jm�x� t��xmw�� ���x� t�w�

”ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ Ò¸‚ÎÁÏ·� � ÂflÌ·È ›Ì·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú� � ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸Ú

Ò·„Ï·ÙÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú� f Í·È �� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÏÈ„·‰ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È

ÛÙÔ � � 	� t��� ÂÌ˛ v� ÂflÌ·È Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÏÈ„·‰ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Á ÔÔfl· ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ ��
¡Í¸Ï·� f�jmgdj�m�� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ ��
	� t��� Í·È ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ ��x� t� � ��jm�x� t��

d
j�m�� ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔfl Í·È

ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÈ ÛÙÔ �� 	� t��� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� � 	 Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�√����

dX
j�m��

�j�jm�x� t��m � C�

dX
m��

��m�
�� ����� � � � � �d�T � Rd � ��x� t� � �� 	� t���

« �√���� Ï·Ú ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ Ô ‰È·ˆÔÒÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ M�x� t� �� ÂflÌ·È ÈÛ˜ıÒ‹ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú�
ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ t �‚Î� Ag�� Definition �����

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ ���� � � � � �d�
T � C d � ‘¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ

dX
j�m��

�j�jm�m �
dX

j�m��

�jm
�
Re��j�Re��m� � Im��j� Im��m�

�
��



� i
dX

j�m��

�jm
�
Re��j� Im��m�� Im��j�Re��m�

�
�

dX
j�m��

�jm
�
Re��j�Re��m� � Im��j� Im��m�

�
� i

dX
j�m��

�jm Re��j� Im��m�� i
dX

m�j��

�mj Re��m� Im��j�

�
dX

j�m��

�jm
�
Re��j�Re��m� � Im��j� Im��m�

�
�C�

dX
j��

h�
Re��j�

��
�
�
Im��j�

��i
�

‘ÂÎÈÍ‹� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�√����

dX
j�m��

�j�jm�x� t��m �Re
h dX
j�m��

�j�jm�x� t��m

i
� C�

dX
m��

j�mj��

„È· Í‹ËÂ ���� � � � � �d�
T � C d � Í·È �x� t� � �� 	� t��� �

’ÔË›ÙÔıÏÂ� Âfl Î›ÔÌ� ¸ÙÈ

�√���� Im����� � 	 ÛÙÔ �� 	� t���
« ÛıÌËfiÍÁ �√���� ÒÔ›Ò˜ÂÙ·È ·¸ ÙÔ ˆıÛÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· �‚Î� x√��� Í·È ‰ÂÌ ·ÔÙÂÎÂfl

Ï›ÒÔÚ Ù˘Ì ıÔË›ÛÂ˘Ì ÂÍÂflÌ˘Ì Ôı ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ Í·È ÙÁ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ

Î˝ÛÁÚ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �√���� fi ÂÁÒÂ‹ÊÔıÌ ÙÁÌ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ‹ ÙÁÚ �‚Î� Lag��� ºÏ˘Ú

ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ Í·Î›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú� ¸˘Ú ÙÁ ‰È·ÙfiÒÁÛÁ ÙÁÚ L���� ÛÙ‹ËÏÁÚ „È· ÙÔ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÔÏÔ„ÂÌ›Ú Ò¸‚ÎÁÏ· ¸Ù·Ì Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍfi �‚Î� �√���	b��
Í·È ÙÁ ÏÁ ÂÍËÂÙÈÍfi ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ Ù˘Ì ÛÙ·ËÂÒ˛Ì ·¸ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t� ÛÙÈÚ a�priori

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÂflÙÂ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Hs��� �‚Î� �√���	a��� ÂflÙÂ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Cs��� �‚Î�
�√������� ≈fl Î›ÔÌ� Ï·Ú ‰flÌÂÈ ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÂıÛÙ‹ËÂÈ· ÙÔı ·ÒÈËÏÁÙÈÍÔ˝

Û˜fiÏ·ÙÔÚ Runge�Kutta ˜˘ÒflÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÛÙÔ ˜ÒÔÌÈÍ¸ ‚fiÏ· �‚Î� ÀfiÏÏ· √���� Í·È ÙÂÎÈÍ‹

Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ÏÁ ÂÍËÂÙÈÍfi ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ ÙÁÚ ÛÙ·ËÂÒ‹Ú ·¸ ÙÔ t� ÛÙÁÌ a�priori L�����
ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÁÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Í·È ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ �‚Î� »Â˛ÒÁÏ·

√�����
¡ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÔı  Âˆ� √ ÂflÌ·È Ô ÔÒÈÛÏ¸Ú Í·È Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÒÔÛÂ„„fl


ÛÂ˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı �√����� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·� ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ‹ Ï·Ú ˜ÒÁÛÈÏÔ

ÔÈ˛ÌÙ·Ú ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Galerkin�ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Í·È ÏÈ‹ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ

Ï›ËÔ‰Ô Runge�Kutta ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ∏ÂÈÙ· ÏÂÎÂÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ·Ô‰ÂÈ

ÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

max
��n�N

ku�tn�� unhkL��� � C�hr � k����√���a�

��



max
��n�N

ku�tn�� unhkH��� � C�hr�� � k����√���b�

≈È‰ÈÍ‹ ¸Ù·Ì d � � ›˜ÔıÏÂ

max
��n�N

ku�tn�� unhkC��� � C�hr � k���√���c�

„È· ÔÒÈÛÏ›ÌÔıÚ ˜˛ÒÔıÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ �‚Î� x√��� ”� ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ h ÂflÌ·È Á ·Ò‹

ÏÂÙÒÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� r ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ˘Ú ÒÔÚ

ÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L���� Í·È C���� �‚Î� x√��� r � � ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÛÙÔ

˜˛ÒÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı H���� �‚Î� x√��� k �� t�

N
ÂflÌ·È ÙÔ ‚fiÏ· ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� � ÂflÌ·È

Á ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Runge�Kutta� tn �� nk „È· n � 	� � � � � N � Í·È unh ÂflÌ·È ÔÈ

ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ u�tn� �‚Î� x√���
‘Ô ÍÂˆ‹Î·ÈÔ √ ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ‰ÔÏfi� ”ÙÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ √� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ „Ì˘ÛÙ‹

·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ� ÛÙÁÒÈÊ¸ÏÂÌ· ÛÙÁÌ

ÂÒ„·Ûfl· ÙÔı Lagnese Lag�� ≈fl Î›ÔÌ� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ a�priori ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ „È· ÙÁ u ÛÙÁ

ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Hs��� Í·È� ¸Ù·Ì d � �� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Cs���� ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ √� ·ÒÔı

ÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÔıÚ ˜˛ÒÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì fShgh���h�� Í·È

ÔÒflÊÔıÏÂ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ uh � Sh ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Û˝

„ÍÎÈÛÁ �Í·Ë˛Ú h	 	� ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì L����� H����
Í·È� ¸Ù·Ì d � �� C����� ÏÂ ÙÁÌ Í·Î˝ÙÂÒÁ ‰ıÌ·Ùfi Ù‹ÓÁ� ”ÙÁÌ x√� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ı

ÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta Í·È ÔÒflÊÂÙ·È ÙÔ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ¸

Û˜fiÏ· Runge�Kutta!Galerkin �‚Î� �√������ ∏ÂÈÙ· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔÌÙ·È È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú

ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ ÛÙ· ÀfiÏÏ·Ù· √��� Í·È √���� « ·Ò‹„Ò·ˆÔÚ √� ÂÒÈ›˜ÂÈ ›Ì· ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

ÛıÌ›ÂÈ·Ú� ÂÌ˛ Á x√� ÂÒÈ›˜ÂÈ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Û˝„ÍÎÈÛÁÚ �√����� ‘›ÎÔÚ� ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·

ˆÔ √�� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÁ ˆıÛÈÍfi ÒÔ›ÎÂıÛÁ ÙÔı �√���� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁ Û˜ÂÙÈÍfi  ÏÂ ÙÔ

Ò¸‚ÎÁÏ· Í·È ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ‹ Ï·Ú ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�
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Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ›˜ÔıÏÂ ‰È‹ÛÙÁÏ· �s�� t�� ÛÙÁ Ë›ÛÁ ÙÔı 	� t��� ‘¸ÙÂ Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl·

Lag�� ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô Ò¸‚ÎÁÏ· �P� ›˜ÂÈ ÂflÛÁÚ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ u � C
	���s�� t��� X�	�
� ��

‘Ô ÂÒ˛ÙÁÏ· Ôı ÙflËÂÙ·È ÂflÌ·È ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ù˘Ì –ÒÔÙ‹ÛÂ˘Ì √��� Í·È √���
ÛÙÔ �s�� t��� Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì Á ÏÔÒˆfi ÂÁÒÂ‹ÊÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ÈÛ˜˝ ÙÁÚ �√����� « ·‹ÌÙÁÛÁ

ÂflÌ·È ·ÒÌÁÙÈÍfi „ÂÌÈÍ‹� ¡Ú ‰Ô˝ÏÂ „È·Ùfl�  ·Ù� ·Ò˜fiÌ� ›ÛÙ˘ w�t� � u��t� „È· Í‹ËÂ

t � 	� s��� ‘¸ÙÂ ��� �M�x��t� ����tw � �i����M�x��t� ��w� f ÛÙÔ �� 	� s��� w � 	
ÛÙÔ ��� 	� s�� Í·È w�x� 	� � v� „È· Í‹ËÂ x � �� ‰ÁÎ� Á w ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÂÌ¸Ú ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ �√����� ºÏ˘Ú Á �√���� ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Âˆ¸ÛÔÌ Im�����x� t�� � 	 „È· Í‹ËÂ

�x� t� � � � �s�� 	�� ºÙ·Ì ·ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ �¸˘Ú �˜� ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Á �� ›˜ÂÈ

Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÙÈÏ›Ú� „È· ÙÁÌ w ÈÛ˜˝ÔıÌ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ·Ì‹ÎÔ„ÂÚ Ï� ·ıÙ›Ú Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍ·Ì

Û� ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ� �

��



x√�� ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ�«ÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·�
∏ÛÙ˘ r � N Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

� � r � �� ��

Í·È fShgh���h�� ÏÈ· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ıÔ˜˛Ò˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÙÔı H�
� � ›˜ÔıÛ·

ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·� ı‹Ò˜ÂÈ Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ bCF Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�H� inf
��Sh
�kw � �k� hkw � �k�� � bCFhskwks� �w � Xs

� � s � �� � � � � r� �h � �	� h��

”ÙÁ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ �d � �� ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ � ÂflÌ·È ›Ì· ·ÌÔÈÍÙ¸ ‰È‹ÛÙÁÏ· �xa� xb�� ”� ·ıÙfi

ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ� ¸Ù·Ì ÂÌ‰È·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ „È· ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı C�� Ë·

ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì Sh ÂflÌ·È ÛıÌÂ˜ÂflÚ Í·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÔÎı˘ÌıÏÈÍ›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ≈È‰ÈÍ˛ÙÂÒ·� „È· Í‹ËÂ h � �	� h�� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Jh � N Í·È ÏÈ· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı

� ÏÂ Í¸Ï‚ÔıÚ xa � xh� � xh� � � � � � xhJh	� � xb� Ù›ÙÔÈÔıÚ ˛ÛÙÂ h � max
��j�Jh	�

�xhj � xhj����

‘¸ÙÂ Ë›ÙÔıÏÂ�

�H�� Sh ��
n
v � C��� � v




�xhj���xhj � � Pr���xhj��� x
h
j ��� j � �� � � � � Jh � �

o
�H�

� �

¸Ôı Ô ˜˛ÒÔÚ Pr���G� ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÙÔıÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ÛÙÔ G � R� Ù˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì

‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ r � �� ≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ ·ıÙfi Á ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ıÔ˜˛Ò˘Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ

ı¸ËÂÛÁ �H� �‚Î� �˜� Ci���
√È· Í‹ËÂ t � 	� t�� Í·È h � �	� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú Mh�t�� Th�t� � Sh�	Sh ˘Ú

ÂÓfiÚ�

�√���a� �Mh�t��� �� � ����� t�r��r��� ������ t��� ��� ��� � � Sh�

�√���b� Th�t� �� Ih � �Mh�t��

¸Ôı Ih ÂflÌ·È Á Ù·ıÙÔÙÈÍfi ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÛÙÔÌ Sh� Í·È Ë›ÙÔıÏÂ

�√���c� fh�t� �� Ph�f�t���

¸Ôı Ph ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÙÁÚ L��ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ Sh� √È· Í‹ËÂ t � 	� t��� ÔÒflÊÔıÏÂ Âfl

Î›ÔÌ ÙÈÚ ÛıÊı„Ô„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t� � H� �H��	C � ˘Ú ÂÓfiÚ�

�√���a� B�t� v� w� �� ����� t�rv�rw�� ������� t� � �
�
�v� w��

Í·È

�√���b� B��t� v� w� �� ����� t�rv�rw�� ������� t� � �
�
�v� w��

„È· Í‹ËÂ v� w � H��

��



ÀfiÏÏ· √���� ’‹Ò˜ÔıÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú bC��B � 	� bCG � 	 Í·È bCE � 	�
Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�√���a� jB�t� v� w�j � bC��Bkvk�kwk�� �v� w � H�� �t � 	� t���

Í·È

�√���b� ReB�t�w�w� � bCGkwk� � bCEkwk��� �w � H�
� � �t � 	� t���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ w� v � H� Í·È t � 	� t��� ‘¸ÙÂ Á �√���a� Í·È Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy�
Schwarz ‰flÌÔıÌ

jB�t�w� v�j � max
��j�m�d

n
max

�����t��
j�jmj

o dX
j�m��

Z
�

j�xmwjj�xjvjdx

�
� �
j�j � max

�����t��
j��j

�Z
�

jvjjwjdx �
bC��B

d� �

dX
j�m��

Z
�

j�xmwjj�xjvjdx

�
bC��B

d� �

� dX
m��

k�xmwk
�� dX

j��

k�xjvk
�
� bC��Bkwk�kvk��

¸Ôı bC��B �� �d� ��max
n
max

��j�m�d
�
max

�����t��
j�jmj

�
� � �
j�j � max

�����t��
j��j�

o
�

≈ÈÎ›„ÔıÏÂ bCG � 	� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ bCG � �
�
� max

�����t��
Re ��� ∏ÛÙ˘ w � H�

� � ‘¸ÙÂ�

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√���a� Í·È �√����� ›˜ÔıÏÂ

�√���c�
ReB�t�w�w� � bCGkwk� ������ t�rw�rw� � Z

�

� bCG � Re ����� t�� �
�

�
jwj�dx

�C�krwk�� �t � 	� t���

« ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· �¡���� Í·È Á �√���c� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁÌ �√���b� ÏÂ bCE � C�
�	CPF

� �

”ÙÔ ÎfiÏÏ· Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ‚·ÛÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì B Í·È B��

ÀfiÏÏ· √���� √È· Í‹ËÂ t � 	� t�� Í·È 	 � h � h� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�√���a� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v� w � H��

�√���b� �T�t�w� v� � ��B�t�w� v�� �w � X�
� � �v � H�

� �

�√���c� �T��t�w� v� � ��B��t�w� v�� �w � X�
� � �v � H�

� �

��



�√���d� �Th�t��� �� � ��B�t��� ��� ��� � � Sh�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ v� w�H�� ‘¸ÙÂ ·¸ ÙÈÚ �√���a�� �√���b� Í·È ÙÁÌ ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı

flÌ·Í· � ›˜ÔıÏÂ

B�t�w� v� ��rv����� t�rw�� �v� ������ t� � �
�
�w�

������ t�rv�rw�� ������� t� � �
�
�v� w� � B��t� v� w��

∏ÛÙ˘ w � X�
� Í·È v � H�

� � ‘¸ÙÂ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√����� �√����� Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô

ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green ›˜ÔıÏÂ

�T�t�w� v� ��w� v� � ��r������ t�rw�� v� � ������� t�w� v�
�� ������ t�rw�rv� � �������� t� � ��w� v� � ��B�t�w� v��

Í·È

�T��t�w� v� ��w� v� � ��r������ t�rw�� v� � ������� t�w� v�
�� ������ t�rw�rv� � �������� t� � ��w� v� � ��B��t�w� v��

« �√���d� ›ÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ �√���b�� �√���a� Í·È �√���a�� �

¬Î›ÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Th ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÔı T� Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ „È�
·ıÙ¸Ì È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÔÈ ÔÔflÂÚ Ì· ÂflÌ·È ‰È·ÍÒÈÙ‹ ·Ì‹ÎÔ„· È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÔı T� ‘Ô Ò˛ÙÔ ‚fiÏ·

ÒÔÚ ·ıÙfi ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÂflÌ·È Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Th ·ÌÙÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È „È·

ÏÈÍÒ¸ h� Í·È ¸ÙÈ Ô T��h Ph ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÔ ÙÒ¸Ô ÙÔÌ T��� ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì

L� Í·È H�� ¡ıÙ‹ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· Sch� ÙÔı Schatz� ¸Ù·Ì ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú

ÙÔı T ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍÔfl� ≈‰˛ ¸Ï˘Ú Ô ÛıÌÙÂÎÂÛÙfiÚ �� ÂflÌ·È „ÂÌÈÍ‹ ÏÈ„·‰ÈÍ¸Ú� ”� ·ıÙfi

ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„Á Í·È „È· ÎÁÒ¸ÙÁÙ· ÙÁÌ ·Ò·Ë›ÙÔıÏÂ ÛÙÔ ÎfiÏÏ·

Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl�

ÀfiÏÏ· √���� ’‹Ò˜ÂÈ h� � �	� h�� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ T��h �t� � Sh�	Sh ı‹Ò˜ÂÈ

„È· Í‹ËÂ h � �	� h�� Í·È t � 	� t��� ≈fl Î›ÔÌ�

�√���� kT��h �t�Phw � T
��
s���t�wk� hkT��h �t�Phw � T

��
s���t�wk� � bC�h

skwks���

„È· Í‹ËÂ w � Hs��� s � f�� � � � � rg� t � 	� t�� Í·È h � �	� h���
¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ t � 	� t��� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ w�h � Sh Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ Th�t�w

�
h �

	� ‘¸ÙÂ Á �√���d� ‰flÌÂÈ

�√���� B�t�w�h� �� � 	� �� � Sh�

��



»›ÙÔÌÙ·Ú � � w�h ÛÙÁÌ �√���� Í·È ·flÒÌÔÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÈÛ¸ÙÁÙ· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì�
Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ Û˜›ÛÁ ReB�t�w�h� w

�
h� � 	� ‘¸ÙÂ Á �√���b� ‰flÌÂÈ

�√���a� kw�hk� � bC���kw�hk�

¸Ôı bC��� ��
q bCGbCE � ¡¸ ÙÈÚ �√���c�� �√���a� Í·È �√���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√����

kw�hk� �� � ReB��t� �T����w�h� w
�
h�

�� � ReB�t�w�h� �T
����w�h�

�� � ReB�t�w�h� �T
����w�h � ��� �� � Sh�

œÈ Û˜›ÛÂÈÚ �√����� �√���a�� �H� „È· s � �� Í·È �√����b� ‰flÌÔıÌ

kw�hk� �j�j bC��Bkw�hk� inf
��Sh

k�T����w�h � �k�
�j�j bC��B

bCFhkw�hk�k�T����w�hk�
�j�j bC��B

bCFC���hkw�hk�kw�hk�

‹Ò·

�√���b� kw�hk � bC���hkw�hk��

¸Ôı bC��� �� j�j bC��B
bCFC��� � 	� ºÙ·Ì bC��� � 	� Á �√���a� ‰flÌÂÈ w�h � 	� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈbC��� � 	� ¡¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È �√���b� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√���� kw�hk�
� bC��� � h bC���

� � 	�
ºÙ·Ì� ÎÔÈ¸Ì� 	 � h �

bC���bC��� � Á �√���� ‰flÌÂÈ ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ w�h � 	� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� Ë·

„Ò‹ˆÔıÏÂ eh �� h ¸Ù·Ì bC��� � 	� ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ eh �� minfh� bC���bC��� g�
∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ 	 � h � eh� ≈ÂÈ‰fi Ô Th�t� ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú� ¸Û· Âfl·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘ ÂÓ·


Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ ÂflÌ·È� Âfl Î›ÔÌ� ›Ì· ÒÔÚ ›Ì·� ‘¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ô T
��
h �t� ·¸ ÙÔ Â‰flÔ

ÙÈÏ˛Ì ÙÔı Th�t� ÛÙÔÌ Sh� ¡ıÙ¸� ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Ô Sh ›˜ÂÈ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁ

‰È‹ÛÙ·ÛÁ� ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ Â‰flÔ ÙÈÏ˛Ì ÙÔı Th�t� �Ôı ÂflÌ·È ›Ì· ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ÙÔı Sh� ›˜ÂÈ

ÙÁÌ fl‰È· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ Sh Ôı ÂflÌ·È ÙÔ Â‰flÔ ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı Th�t�� ‹Ò· ÔÈ ‰˝Ô ˜˛ÒÔÈ

Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È� ∏ÙÛÈ Ô T
��
h �t� ¸ÒÈÊÂÙ·È ÛÂ ÔÎ¸ÍÎÁÒÔ ÙÔÌ Sh�

∏ÛÙ˘ s � f�� � � � � rg� h � �	�eh� Í·È w � Hs��� ‘¸ÙÂ ÔÒflÊÔıÏÂ e � 	� t���	H�
� � ˘Ú ÂÓfiÚ�

e�t� �� T
��
h �t�Phw � T

��
s���t�w „È· Í‹ËÂ t � 	� t��� ¡¸ ÙÈÚ �√���b� Í·È �√���d� Â˝ÍÔÎ·

ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�√���	� B�t� e�t�� �� � 	� �� � Sh� �t � 	� t���

��



¡¸ ÙÈÚ �√���c�� �√���a� Í·È �√���	� �‰ÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú ÛÙÁÌ �√����� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ

Û˜›ÛÁ�

ke�t�k� � �� ReB�t� e�t�� �T�����t�e�t�� ��� �� � Sh� �t � 	� t���
œÈ Û˜›ÛÂÈÚ �√���a�� �H� „È· s � �� �√����b� Í·È Á ·Ò·‹Ì˘ ‰flÌÔıÌ

ke�t�k� �j�j bC��Bke�t�k� inf
��Sh

k�T�����t�e�t�� �k�
�j�j bC��B

bCFhke�t�k�k�T�����t�e�t�k�
� bC���hke�t�k�ke�t�k� �t � 	� t���

‰ÁÎ�

�√����� ke�t�k � bC���hke�t�k�� �t � 	� t���
¡¸ ÙÈÚ �√���b� Í·È �√���	b� ›˜ÔıÏÂ

ke�t�k�� �
bCGbCE ke�t�k� � �bCE ReB�t� e�t�� �� T

��
s���t�w�

�� bC�����ke�t�k� �
bC��BbCE ke�t�k�kT��s���t�w � �k�� �� � Sh� �t � 	� t���

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ �√������ ÛÙÁÌ �H� Í·È ÛÙÁÌ �√����� ·¸ ÙÁÌ È¸ ‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ›˜ÔıÏÂ Ù·

·Í¸ÎÔıË·

ke�t�k�� �� bC��� bC�����h�ke�t�k�� �
bC��BbCE ke�t�k� inf

��Sh
kT��s���t�w � �k�

�� bC��� bC�����h�ke�t�k�� �
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�√����b� kR��h�t�w � wk� � bC��E��hskwks���
„È· Í‹ËÂ w � Cs� � s � f�� � � � � rg� h � �	� h�� t � 	� t��� Í·Ë˛Ú Í·È ÏÈ‹ Â›ÍÙ·ÛÁ ÙÁÚ

�√���� ÛÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ k � k�� Á ÔÔfl· ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁÌ Ò¸Ù·ÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl�

��



–Ò¸Ù·ÛÁ √���� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ d � � Í·È ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �H��� ‘¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹bC�� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�√����� kT��h �t�Phw � T
��
C�s���t�wk� � bC�hskwks�����

„È· Í‹ËÂ w � Cs��� s � f�� � � � � rg� t � 	� t�� Í·È h � �	� h���
¡¸‰ÂÈÓÁ�  ·Ù� ·Ò˜fiÌ� Ë›ÙÔıÏÂ b��t� �� R��h�t�T

��
C�s���t�w � T

��
C�s���t�w Í·È b�h�t� ��

R��h�t�T
��
C�s���t�w � T

��
h �t�Phw� ‘¸ÙÂ� ÔÈ �√����b� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ

�√����� kb��t�k� � bC��E��hskT��C�s���t�wks�� � bC��E��CC���s��hskwks�����

∏ÛÙ˘ be�t� � T
��
C�s���t�w � T

��
h �t�Phw� ≈flÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�√����a� b�h�t� � R��h�t�be�t��
ÂÌ˛ ·¸ ÙÈÚ �√���b� Í·È �√���d� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√����b� B�t�be�t�� �� � 	� �� � Sh�

¡¸ ÙÈÚ �√����� �√����a�� �√����b�� �√���a�� �√����b� Í·È �√���� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ

C�kb�h�t�k�� ������ t�rb�h�t��rb�h�t��
�Re����� t�rb�h�t��rb�h�t��
�Re����� t�rR��h�t�be�t��rb�h�t��
�Re����� t�rbe�t��rb�h�t��
�ReB�t�be�t�� b�h�t�� � Re������� t� � �

�
�be�t�� b�h�t��

�Re������� t� � �
�
�be�t�� b�h�t��

� bCkbe�t�kkb�h�t�k
� bChskb�h�t�kkwks���

‰ÁÎ�

�√���	� kb�h�t�k� � bChskwks���
≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl·� ·¸ ÙÈÚ �√���	� Í·È �√����� ›˜ÔıÏÂ

�√����� kb�h�t�k� � bChskwks���
« �√����� ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �√����� Í·È �√������ �

��



√È· Í‹ËÂ h � �	� h�� Í·È t � 	� t��� ›ÛÙ˘

�√����a� Fh�t� �� T
��
h �t�fh�t��

Í·È Lh�t� � Sh�	Sh ÔÒÈÊ¸ÏÂÌÁ ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����b� Lh�t� �� �i �
�
T
��
h �t�

h
Ih � Th�t�

i
� i

�

�

h
Ih � T

��
h �t�

i
�

≈flÏ·ÛÙÂ� Ù˛Ò·� ›ÙÔÈÏÔÈ Ì· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ u ÙÔı �P�� √È· Í‹ËÂ h � �	� h� ÊÁÙÔ˝ÏÂ uh � C���	� t��� Sh� � C�	� t��� Sh��
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�Ph�
Th �tuh � �i �

�
�Ih � Th�uh � fh ÛÙÔ �	� t���

uh�	� � v�h�

¸Ôı v�h � Sh ÂflÌ·È Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ·Ò˜ÈÍfiÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ v�� ºÙ·Ì h � �	� h���
Ù¸ÙÂ ÙÔ �Ph� „Ò‹ˆÂÙ·È ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· ˘Ú ÂÓfiÚ

�tuh � Lhuh � Fh ÛÙÔ �	� t����√����a�

uh�	� � v�h��√����b�

≈ÂÈ‰fi Ô Sh ›˜ÂÈ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁ ‰È‹ÛÙ·ÛÁ� Á �√����� ÈÛÔ‰ıÌ·ÏÂfl ÏÂ ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì

ÙÈÏ˛Ì „È· ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌfiË˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÏÂ ‹„Ì˘

ÛÙÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔıÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı uh ˘Ú ÒÔÚ Í‹ÔÈ· ‚‹ÛÁ ÙÔı Sh� œÈ ıÔË›ÛÂÈÚ

ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú �√���a� Í·È �√���b� Â„„ı˛ÌÙ·È ¸ÙÈ

Fh � C
�	� t��� Sh� Í·È Lh � C
�	� t���L�Sh�Sh��

„È· Í‹ËÂ h � �	� h��� ∏ÙÛÈ Á ËÂ˘Òfl· Ù˘Ì ÛıÌfiË˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ

·Ò·‹Ì˘ Û˝ÛÙÁÏ· ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ uh� „È· ÙÁÌ ÔÔfl· ÈÛ˜˝ÂÈ

�Rh� uh � C
	��	� t��� Sh��

„È· Í‹ËÂ h � �	� h���
–·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ �√������

ÀfiÏÏ· √��	� √È· ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ h � �	� h�� Í·È t � 	� t�� ›˜ÔıÏÂ

�√����� Re�Lh�t��� �� � 	� �� � Sh�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �√����b�� �√���d� Í·È �√���a� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

Re�Lh�t��� �� �� �

�
Im���T��h �t��� � � ImB�t�T��h �t���T

��
h �t���

��



�� � Im������ t�T��h �t���T
��
h �t����

« �√����� ›ÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÈÛ¸ÙÁÙ· Í·È ÙÁÌ �√����� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� ºÙ·Ì Im����� � 	 ÛÙÔ �� 	� t��� Ù¸ÙÂ Re�L�t��� �� � 	� „È· Í‹ËÂ

h � �	� h��� � � Sh Í·È t � 	� t��� ¡ıÙ¸ ·ÔÙÂÎÂfl ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁÚ

√���� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ �ÛÂ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ� Ù˘Ì ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì

ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì uh ¸Ù·Ì ÙÔ h ÙÂflÌÂÈ ÛÙÔ 	� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· Ë· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÈÎÔ„fi

Ù˘Ì v�h� ˛ÛÙÂ ·ıÙ‹ Ì· Ûı„ÍÎflÌÔıÌ ÛÂ Í‹ÔÈ· ÛÙ‹ËÏÁ ÛÙÁ v� ÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ ˘Ú ÒÔÚ h�
›˜ÂÈ ˘Ú ÛıÌ›ÂÈ· ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ� ÛÙÁÌ fl‰È· ÛÙ‹ËÏÁ� Ù˘Ì uh ÛÙÁ Î˝ÛÁ u� ÏÂ ÂflÛÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁ

Ù‹ÓÁ ˘Ú ÒÔÚ h�

–Ò¸Ù·ÛÁ √���� ∏ÛÙ˘ u Í·È uh ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì �P� Í·È �Ph�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

�IV�� kv�h � v�k � bCIV��hrkv�kr� 	 � h � h��

‘¸ÙÂ

�√����� sup
t����t��

kuh�t��u�t�k � bChr��� t�� r��� �hkv�kr�Z t�

�

kf���kr��d�
i
� 	 � h � h��

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ �h�t� �� uh�t�� Phu�t� „È· t � 	� t�� Í·È 	 � h � h�� ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ

ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Ph Í·È ÛÙ· ‰˝Ô Ï›ÎÁ ÙÁÚ �√������ Í·È ›ÂÈÙ· ÙÁÌ ·ˆ·ÈÒÔ˝ÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ·¸

ÙÁÌ �√������ ∏ÙÛÈ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�t�h�t� �Lh�t��h�t� � �T
��
h �t�Ph � Ph T

��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t����√����a�

�h�	� �v
�
h � Phv

���√����b�

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ L� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ �h�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì

ÏÂÒ˛Ì Í·È Á �√����� ‰flÌÔıÌ

�√�����
d

dt
k�h�t�k� � �k�T��h �t�Ph � Ph T

��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��kk�h�t�k�

≈fl Î›ÔÌ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �H�� �√���� Í·È �√����� ›˜ÔıÏÂ

k�T��h �t�Ph � Ph T
��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��k

�k�T��h �t�Ph � T
��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��k

��



� k�T��r���t�� Ph T
��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��k

� bChrhku�t�kr�� � kf�t�kr�� � kT��r���t���i
�

�
u�t� � f�t��kr

i
� bChr�ku�t�kr�� � kf�t�kr����

¡¸ ÙÁÌ �√����� Í·È ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ

d

dt
k�h�t�k� � bChr�ku�t�kr�� � kf�t�kr���k�h�t�k�

‘¸ÙÂ Á –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ‰flÌÂÈ

�√����a� k�h�t�k � k�h�	�k� bChr Z t

�

�ku���kr�� � kf���kr���d��
◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �IV�� Í·È �H� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ k�h�	�k ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����b� k�h�	�k � kv�h � v�k� kv� � Phv
�k � bChrkv�kr�

¡¸ ÙÈÚ �√����� Í·È �√���	a� ›˜ÔıÏÂ Ù· ·Í¸ÎÔıË·

�√����a�

k�h�t�k � bChrhkv�kr � Z t

�

kf���kr��d�

� t�� � t�
r��
� �
�kv�kr�� � Z t

�

kf���kmaxf��r��gd�
�i

� bChr�� � t�
r��
� �
h
kv�kr �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

¡Í¸Ï·� ·¸ ÙÈÚ �H� Í·È �√���	a� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ

�√����b�

kPhu�t�� u�t�k � bCFhrku�t�kr
� bChr�� � t�

r��
� �
h
kv�kr �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

« �√����� ÂflÌ·È ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �√����a� Í·È �√����b�� �

–Ò¸Ù·ÛÁ √���� ∏ÛÙ˘ u Í·È uh ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì �P� Í·È �Ph�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

�IV�� kv�h � v�k� � bCIV��hr��kv�kr� 	 � h � h��

‘¸ÙÂ

�√���	� sup
t����t��

kuh�t�� u�t�k� � bChr���� � ht���� � t�� r��� �hkv�kr � Z t�

�

kf���kr��d�
i
�

��



„È· Í‹ËÂ h � �	� h���
¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ 	h�t� �� uh�t��R��hu�t� „È· t � 	� t�� Í·È 	 � h � h�� ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔı


ÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi R��h Í·È ÛÙ· ‰˝Ô Ï›ÎÁ ÙÁÚ �√������ Í·È ›ÂÈÙ· ÙÁÌ ·ˆ·ÈÒÔ˝ÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ

·¸ ÙÁÌ �√������ ∏ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂ

�t	h�t� �Lh�t�	h�t�� i
�

�
�T��h �t�R��h � R��h T

��
r���t��u�t��√����a�

� �T��h �t�Ph �R��h T
��
r���t��f�t��

	h�	� �v
�
h �R��hv

���√����b�

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ H� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ 	h�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì

ÏÂÒ˛Ì ‰flÌÂÈ

�√�����

d

dt
k	h�t�k�� ��

�

�

h
Im
�
T
��
h �t�	h�t�� 	h�t�

�
�

� Im
�
�T��h �t�R��h � R��h T

��
r���t��u�t�� 	h�t�

�
�

i
� �Re

�
�T��h �t�Ph �R��h T

��
r���t��f�t�� 	h�t�

�
�
�

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �√������ �√����� �√����a�� �H� Í·È �√����� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

�√����a�

k�T��h �t�R��h �R��h T
��
r���t��u�t�k� � k�T��h �t�R��h � T

��
h �t�Ph�u�t�k�

� k�T��h �t�Ph � T
��
r���t��u�t�k� � k�T��r���t�� R��h T

��
r���t��u�t�k�

� bCT��kR��hu�t�� Phu�t�k� bC�h
r��ku�t�kr��

� bC��Eh
r��kT��r���t�u�t�kr

� bChr��hku�t�kr�� � hku�t�kr
i
�

Í·È

�√����b�

k�T��h �t�Ph � R��h T
��
r���t��f�t�k� � k�T��h �t�Ph � T

��
r���t��f�t�k�

� k�T��r���t�� R��h T
��
r���t��f�t�k�

� bC�h
r��kf�t�kr�� � bC��Eh

r��kT��r�� f�t�kr
� bChr��kf�t�kr���

‘˛Ò·� ·¸ ÙÈÚ �√������ �√����� Í·È �√����� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√�����
d

dt
k	h�t�k�� � bChk	h�t�k� hr���ku�t�kr�� � hku�t�kr � kf�t�kr���

i
k	h�t�k��

�	



”� ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ Ò›ÂÈ Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ Ïfl· ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ÙÁÌ ÔÛ¸ÙÁÙ· k	h�t�k�
 ·Ù� ·Ò˜fiÌ� ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �IV�� Í·È �H� ‰flÌÔıÌ

�√����a� kv�h � Phv
�k � kv�h � v�k� � kv� � Phv

�k � bChr��kv�kr�
‘¸ÙÂ� ·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ÏÂ ÙÁÌ �√����a� ÛÙÁ Ë›ÛÁ ÙÁÚ �IV���
·ÌÙfl ÙÁÚ �√����a� ›˜ÔıÏÂ

�√����b� kuh�t�� Phu�t�k � bChr���� � ht��� � t�
r��
� �
h
kv�kr �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

¡¸ ÙÈÚ �√����a� Í·È �H� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

k	h�t�k �kuh�t�� Phu�t�k� kPhu�t��R��hu�t�k
�kuh�t�� Phu�t�k� kPhu�t�� u�t�k� ku�t��R��hu�t�k
�kuh�t�� Phu�t�k� bChrku�t�kr�

≈ÔÏ›Ì˘Ú

k	h�t�k� hr��
�ku�t�kr�� � hku�t�kr

� � kuh�t�� Phu�t�k� bChrku�t�kr � hr��ku�t�kr���
Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√����a� Í·È �√���	a� ›˜ÔıÏÂ ÙÂÎÈÍ‹ ¸ÙÈ

�√����c�

k	h�t�k�hr��
�ku�t�kr�� � hku�t�kr

�
� bChr���� � ht��� � t�

r��
� �
h
kv�kr �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �IV�� Í·È �√����a�� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ 	h�	� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ

k � k�� ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����� k	h�	�k� � kv�h � v�k� � kv� �R��hv
�k� � bChr��kv�kr�

≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ÛÙÁÌ �√������ ‘¸ÙÂ ÔÈ Û˜›ÛÂÈÚ �√����c� Í·È �√�����
‰flÌÔıÌ

�√����a� k	h�t�k� � bChr���� � ht��� � t�
r��
� �
h
kv�kr �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

œÈ �√����a� Í·È �√���	a� ‰flÌÔıÌ ·Í¸Ï·

�√����b�

kR��hu�t�� u�t�k� � bC��Eh
r��ku�t�kr

� bChr���� � t�
r��
� �
h
kv�kr �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

« �√���	� ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �√����a� Í·È �√����b�� �

	




–Ò¸Ù·ÛÁ √��	� ∏ÛÙ˘ u Í·È uh ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì �P� Í·È �Ph�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

�IV�� d � �� � � r � �� �� Í·È kv�h � v�k� � bCIV��hrkv�kr��� 	 � h � h��

‘¸ÙÂ

�√����� sup
t����t��

kuh�t�� u�t�k� � bChr�� � t��
r��
� �	�

h
kv�kr�� �

Z t�

�

kf���kr����d�
i
�

„È· Í‹ËÂ h � �	� h���
¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ 	h�t� �� uh�t�� R��hu�t� „È· t � 	� t�� Í·È 	 � h � h�� –ÔÎÎ·Î·


ÛÈ‹ÊÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����a� ÏÂ 	h�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È ÔÈ

Û˜›ÛÂÈÚ �√����� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ

�√�����

�tj	h�t�j� �� �
�
Im

h�
T
��
h �t�	h�t�	h�t�

�
�
�
�T��h �t�R��h � R��h T

��
C�r���t��u�t�	h�t�

�i
� �Re

�
�T��h �t�Ph �R��h T

��
C�r���t��f�t�	h�t�

�
� bChkT��h �t�	h�t�k� � j�T��h �t�R��h � R��h T

��
C�r���t��u�t�j

� j�T��h �t�Ph � R��h T
��
C�r���t��f�t�j

i
j	h�t�j

� bChkT��h �t�	h�t�k� � k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k�

� k�T��h �t�Ph � R��h T
��
C�r���t��f�t�k�

i
j	h�t�j

� bChk	h�t�k� k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k�

� k�T��h �t�Ph �R��h T
��
C�r���t��f�t�k�

i
j	h�t�j ÛÙÔ ��

‘Ô Â¸ÏÂÌÔ ‚fiÏ· ÂflÌ·È Ì· ÂÍÙÈÏÁËÔ˝Ì ÔÈ ¸ÒÔÈ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �√������ ◊ÒÁÛÈ

ÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√����� �„È· �� � 	� r � ��� �√������ �√����a�� �√������ �√������ �H� Í·È

�√����a�� ›˜ÔıÏÂ

k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k� � kT��h �t��R��h � Ph�u�t�k�

� k�T��h �t�Ph � T
��
C�r���t��u�t�k� � k�T��C�r���t��R��h T

��
C�r���t��u�t�k�

� bChkT��h �t��R��h � Ph�u�t�k� � hrku�t�kr���� � hrkT��C�r���t�u�t�kr��
i

� bChkR��hu�t�� u�t�k� ku�t�� Phu�t�k� hrku�t�kr����
i

	�



� bChrhku�t�kr � ku�t�kr����i � bChrhku�t�kr � ku�t�kr��i�
‰ÁÎ�

�√���	a� k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k� � bChrku�t�kr�

Í·È

�√���	b�

k�T��h �t�Ph�R��h T
��
C�r���t��f�t�k� � k�T��h �t�Ph � T

��
C�r���t��f�t�k�

� k�T��C�r���t�� R��h T
��
C�r���t��f�t�k�

� bChrhkf�t�kr���� � kT��C�r���t�f�t�kr��i � bChrkf�t�kr�����
œÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �IV�� Í·È �H� ‰flÌÔıÌ

kv�h � Phv
�k �

p
j�jkv�h � v�k� � kv� � Phv

�k
� bChr�kv�kr�� � kv�kr� � bChrkv�kr���

‘¸ÙÂ� Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √��� Ô‰Á„Âfl ÛÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

�√����� kuh�t�� Phu�t�k � bChr�� � t�
r��
� �
h
kv�kr�� �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

« ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ k	h�t�k „flÌÂÙ·È Ï›Û˘ Ù˘Ì �H�� �√����a�� �√����� Í·È �√������ ˘Ú ÂÓfiÚ

�√�����

k	h�t�k � kuh�t�� Phu�t�k� kPhu�t�� R��hu�t�k
� kuh�t�� Phu�t�k� bChrku�t�kr
� bChr�� � t�

r��
� �
h
kv�kr�� �

Z t

�

kf���kr��d�
i
�

¡¸ ÙÈÚ �IV�� Í·È �√����a� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√����� k	h�	�k� � kv�h � v�k� � kv� � R��hv
�k� � bChrkv�kr���

≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√���	a� Í·È �√���	b�� ·¸

ÙÁÌ �√����� ›˜ÔıÏÂ

�√����� j	h�t�j � j	h�	�j� bC Z t

�

h
k	h���k� hr

�ku���kr � kf���kr�����id� ÛÙÔ ��

≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl·� ·¸ ÙÈÚ �√������ �√������ �√����� Í·È �√���	b� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�√����� k	h�t�k� � bChr�� � t�
r��
� �	�

h
kv�kr�� �

Z t

�

kf���kr����d�
i
�

	�



‘ÂÎÈÍ‹� ÔÈ �√����a�� �√����� Í·È �����b� ‰flÌÔıÌ

kuh�t�� u�t�k� �k	h�t�k� � kR��hu�t�� u�t�k�
�k	h�t�k� � bC��E��hrku�t�kr��

� bChr�� � t�
r��
� �	�

h
kv�kr�� �

Z t

�

kf���kr����d�
i
�

�Í·Ë˛Ú
�
r
�

�
� � � �

r	�
�

�
� ��� Í·È Á �√����� ›ÂÙ·È ÙÂÙÒÈÏÏ›Ì·� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� ”ÙÁÌ �IV�� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ v�h � Phv
�� ¸Ù·Ì Á ‰È·Ï›ÒÈÛÁ

ÙÔı � ÂflÌ·È Û˜Â‰¸Ì ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ �quasiuniform�� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ�

max
��j���Jh	�

xhj�xhj��
xh
�
�xh

���

� C „È· Í‹ËÂ h � �	� h� �‚Î� DlDW��� �

 ÎÂflÌÔÌÙ·Ú ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ a�priori ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ „È· ÙÈÚ ·Ò·„˛

„ÔıÚ ÙÁÚ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ uh ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì L�� H� Í·È C��

–Ò¸Ù·ÛÁ √��
� ∏ÛÙ˘ uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �Ph� Í·È � � f	� � � � �  � �g�
’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á �IVj� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ÔÈÔ j � f	� �g� ›˜ÔıÏÂ

�√����a� sup
t����t��

k��tuh�t�kj � bC�� � t��j
h
kv�kr � kfk���t���L���

i
� 	 � h � hmaxf�����g�

¡Í¸Ï·� ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á �IV�� ÈÛ˜˝ÂÈ� ›˜ÔıÏÂ

�√����b� sup
t����t��

k��tuh�t�k� � bC�� � t��
h
kv�kr�� � kfk���t���L���

i
� 	 � h � hmaxf�����g�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ h � �	� h��� –·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ L� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ

ÙÁÌ uh�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È ÔÈ �√����� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ

d

dt
kuh�t�k� � bCkPhf�t�kkuh�t�k � bCkf�t�kkuh�t�k�

‘¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ÙÁÌ �IV�� ›˜ÔıÏÂ

�√����a�

kuh�t�k �kv�hk� bCkfk���t��L��� � kv�h � v�k� kv�k� bCkfk���t��L���
� bChhrkv�kr � kv�k� kfk���t��L���i
� bChkv�kr � kfk���t��L���i�

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ H� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ uh�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„

Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È Á �√����� ‰flÌÔıÌ

d

dt
kuh�t�k�� � bChkT��h �t�uh�t�k� � kT��h �t�fh�t�k�

i
kuh�t�k�

	�



� bChkuh�t�k� kPhf�t�kikuh�t�k�
� bChkuh�t�k� kf�t�kikuh�t�k��

‘˛Ò· ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ÙÈÚ �IV�� Í·È �√����a� ›˜ÔıÏÂ

�√����b�

kuh�t�k� �kv�hk� � bChkfk���t��L��� � Z t

�

kuh���kd�
i

� bC�� � t�
h
kv�hk� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
hr��kv�kr � kv�k� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
kv�kr � kfk���t��L���

i
�

–ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔıÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ uh�t�� ‘¸ÙÂ Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈ

Í˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È ÔÈ �√����� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ

�tjuh�t�j� � bChkT��h �t�uh�t�k� � kT��h �t�fh�t�k�
i
juh�t�j

� bChkT��h �t�uh�t�k� � kT��h �t�fh�t�k�
i
juh�t�j

� bChkuh�t�k� kPhf�t�kijuh�t�j
� bChkuh�t�k� kf�t�kijuh�t�j ÛÙÔ ��

≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl·� Á –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ÔÈ �IV�� Í·È �√����a� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙ· ·Í¸ÎÔıË·

�√����c�

juh�t�j �jv�hj� bChkfk���t��L��� � Z t

�

kuh���kd�
i

� bC�� � t�
h
kv�hk� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
hrkv�kr�� � kv�k� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
kv�kr�� � kfk���t��L���

i
ÛÙÔ ��

¡¸ ÙÁÌ �√����� ›ÂÙ·È Á �√����� „È· � � 	�
’ÔË›ÙÔıÏÂ� Ù˛Ò·� ¸ÙÈ Á �√����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � 	� � � � � ��� ¸Ôı �� � � –·Ò·„˘„flÊÔ


ÌÙ·Ú ÙÁÌ �√����a� ˘Ú ÒÔÚ t Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�√����� ���	�
t uh�t� � i

�

�
���t uh�t� �

��X
m��

�
��
m

�
����mt T

��
h �t�

h
�i �

�
�mt uh�t� � Ph�

m
t f�t�

i
�

	�



„È· Í‹ËÂ h � �	� h���� ∏ÛÙ˘ jjj � jjj Ïfl· ·¸ ÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ k � k� k � k� Í·È k � k�� ‘¸ÙÂ� ·¸

ÙÈÚ �√������ �√����� Í·È �√����� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

jjj���	�
t uh�t�jjj � bChjjj���t uh�t�jjj� ��X

m��

jjj����mt T
��
h �t�

��i �
�
�mt uh�t� � Ph�

m
t f�t�

�jjji
� bChjjj���t uh�t�jjj� ��X

m��

�k�mt uh�t�k� kPh�mt f�t�k�i
� bCh ��X

m��

�jjj�mt uh�t�jjj� k�mt f�t�k�i � bChkfk���t��L����	� �

��X
m��

jjj�mt uh�t�jjj
i
�

« ÙÂÎÂıÙ·fl· Û˜›ÛÁ Í·È Á ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÔ ÛıÏ›Ò·ÛÏ· ¸ÙÈ Á �√�����
ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � �� � �� �

œÈ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì Ôı ÂÒÈ›˜ÔÌÙ·È ÛÙÈÚ –ÒÔÙ‹ÛÂÈÚ √��� Í·È √��� ÛÙÁÒfl

ÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì u� 	h Í·È 	h � uh� ¸Ôı 	h ÂflÌ·È ÏÈ‹ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ

ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· Û˜ÔÎÈ‹ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi ÙÔı 	h�
« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �√����� ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú uh�Phu ÛÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ

ÙÔı L�� ¡ıÙ¸ ÂflÌ·È ·ÛıÌfiËÈÛÙÔ� Í·Ë˛Ú ·Ì‹ÎÔ„· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·Ò·

‚ÔÎÈÍÔ˝ Ù˝Ôı ut � �u � f �¸Ôı �� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ� ‚Î� �˜� x¬��
ÛÙÁÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ �ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú ÙÁÚ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÒÔÛ›„

„ÈÛÁÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ·¸ Í‹ÔÈ· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÒÔ‚ÔÎfi ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ� ¡ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ

‰È¸ÙÈ Á ÂÈÒÒÔfi ÙÔı ‰È·ˆÔÒÈÍÔ˝ ÙÂÎÂÛÙfi �˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ÏÂÙ·‚ÎÁÙ›Ú ˜˛ÒÔı� � ·Ò·Ï›ÌÂÈ

ÈÛ˜ıÒfi ÛÙÁ ‰È·Ù˝˘ÛÁ ÙÔı ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ Í·È ·Ò‹ÎÎÁÎ· ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

Ô˝ÏÂ ÔÎÎ‹ „È· ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı Ph ÛÙÁÌ H��ÛÙ‹ËÏÁ� ”ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·

�√���� Ù· Ò‹„Ï·Ù· ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹� ≈ÍÂfl ›˜ÔıÏÂ � � L �Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁ ‰È·Ù˝˘ÛÁ

�√������ Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Ô ‰È·ˆÔÒÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ M ›˜ÂÈ Û˜Â‰¸Ì ÂÓ·ˆ·ÌÈÛÙÂfl� ¬›‚·È·

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ‰È·ˆÔÒ‹ uh�R��hu ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� ‰ÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú

ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘¸ÙÂ Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÂ ÂÍÙflÏÁÛÁ Á ÔÔfl· Ûı„ÍÒÈÌ¸ÏÂÌÁ

ÏÂ ÙÁÌ �√������ ÂflÌ·È fl‰È·Ú Ù‹ÓÁÚ ˘Ú ÒÔÚ h ·ÎÎ‹ Ô ¸ÒÔÚ ��� t�� ›˜ÂÈ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ÂÍË›ÙÁ�
¡Ú ‰Ô˝ÏÂ Û˝ÌÙÔÏ· ˛Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ ·ıÙ¸�  ·Ù� ·Ò˜fiÌ ·Ì·„Í·Ê¸Ï·ÛÙÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ

¸ÒÔ k�T��h R��h�R��h T
��
r���uk ·ÌÙfl ÙÔı k�T��h Ph�Ph T

��
r���uk� ¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ ˘Ú ÛıÌ›ÂÈ· Ì·

›˜ÔıÏÂ ku���kr ·ÌÙfl ÙÔı ku���kr�� ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �√����a� �¸Ôı �h � uh�R��hu��

∏ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂ �� � t�
r��
� �	� ·ÌÙfl �� � t�

r��
� � ÛÙÁÌ �√����a�� ‹Ò· Í·È ÛÙÁÌ �√������

”ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ��� Á ÂÍÙflÏÁÛÁ �√���	� ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú uh �
R��hu ÂÂÈ‰fi� ¸˘Ú ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ È¸ ‹Ì˘� ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ô˝ÏÂ ÔÎÎ‹ „È· ÙÁÌ ÒÔ

ÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔı Ph ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ k � k�� –È¸ ˆıÛÈÔÎÔ„ÈÍ¸ Ë· fiÙ·Ì Ì· „flÌÂÈ

ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú �h � uh�R��hu ·ÌÙfl ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘� Í·Ë˛Ú Á R��h ÂflÌ·È ÈÔ ÍÔÌÙ‹
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·Ò·„Ò‹ˆÔı ÂflÌ·È Ù· ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ h ˆÒ‹„Ï·Ù· ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘›ÙÔÈÂÚ
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¡¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È �√���b� �¸˘Ú ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ

¸ÙÈ

�√����� � � Y �

qX
j�s��

bja
��
js ��s � Ys��

« �√����� Ï·Êfl ÏÂ ÙÁÌ �√���� �Ôı Ï¸ÎÈÚ ·Ô‰ÂflÓ·ÏÂ� ‰flÌÔıÌ ÙÁÌ �√����� �
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”ÙÁÌ Ò¸Ù·ÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl� Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ·Ì ÛÙÈÚ �√���b� Í·È �√���c� Ë›ÛÔıÏÂ

uh�t
n�� fwn�j

h gqj�� Í·È uh�t
n	�� ·ÌÙfl unh� fun�jh gqj�� Í·È un	�

h � ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� Ù¸ÙÂ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ·

ÛÂ Í‹ËÂ Û˜›ÛÁ ÂflÌ·È Ù‹ÓÁÚ � ˘Ú ÒÔÚ k ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ h� ¡ıÙ¸ ÂflÌ·È ›Ì· ÒÔÍ·Ù·Ò

ÍÙÈÍ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú� ÙÔ ÔÔflÔ ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú

ÙÁÚ x√� Ô‰Á„Âfl ÛÙÔ Í˝ÒÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú Ôı ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ √����

�
�



–Ò¸Ù·ÛÁ √	��� √È· Í‹ËÂ n � f	� � � � � N � �g Í·È h � �	� h�� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfi�

ÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ fen�jh gqj�� Í·È en	�
h ÙÔı Sh� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�√���a� wn�j
h � uh�t

n� � k

qX
s��

ajs �Lh�t
n�s�wn�s

h � Fh�t
n�s�� � en�jh � j � �� � � � � q�

Í·È

�√���b� uh�t
n	�� � uh�t

n� � k

qX
j��

bj

�
Lh�t

n�j�wn�j
h � Fh�t

n�j�
�
� en	�

h �

¡Í¸Ï· ‰Â˜¸Ï·ÛÙÂ ÙÁÌ ÈÛ˜˝ Ù˘Ì ıÔË›ÛÂ˘Ì ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘¸ÙÂ� „È· Í‹ËÂ m� �
f	� �g� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�√���	a�
max
n

� qX
j��

ken�jh km�
� ken	�

h km�

�
�Ck�	�maxf�� kg��� � t�� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L���	�

�
� �h � �	� h���

Âˆ
 ¸ÛÔÌ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IVm�
�� ≈fl Î›ÔÌ ›˜ÔıÏÂ

�√���	b�
max
n

� qX
j��

ken�jh k� � ken	�
h k�

�
�Ck�	�maxf�� kg��� � t�� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L���	�

�
� �h � �	� h���

¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV���

¡¸‰ÂÈÓÁ�  ·Ù� ·Ò˜fiÌ Á Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı Ù˝Ôı ÙÔı Taylor ‰flÌÂÈ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ÂÍˆÒ‹

ÛÂÈÚ�

�√����� Fh�t
n�s� �

���X
���

k�
��s�

�

��
��tFh�t

n� �
�

�� � ���
Z tn�s

tn
�tn�s � t������t Fh�t�dt

Í·È

Lh�t
n�s�wn�s

h �
���X
���

k�
��s�

�

��
��tLh�t

n�wn�s
h

�
�

�� � ���
Z tn�s

tn
�tn�s � t������t Lh�t�w

n�s
h dt

�
���X
���

k�

�
�X

m��

��s�
m

m�
�mt Lh�t

n��nh�s���m

�

�
�



�
����X
���

k�

�
���X

m����	�

��s�
m

m�
�mt Lh�t

n��nh�s���m

�
�√�����

�
���X
���

k�	�
��s�

�

��
��tLh�t

n��nh�s��

�
�

�� � ���
Z tn�s

tn
�tn�s � t������t Lh�t�w

n�s
h dt�

„È· s � �� � � � � q� ∏ÂÈÙ· ·ÌÙÈÍ·ËÈÛÙÔ˝ÏÂ ÙÈÚ �√����� Í·È �√����� ÛÙÁÌ �√���a�� ‘¸ÙÂ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �√���a� ·flÒÌÔıÏÂ

en�jh � �k
qX

s��

ajs

�
�

�� � ���
Z tn�s

tn
�tn�s � t������t Fh�t�dt

�
����X
���

k�
���X

m����	�

��s�
m

m�
�mt Lh�t

n��nh�s���m

�
���X
���

k�	�
��s�

�

��
��tLh�t

n��nh�s��

�
�

�� � ���
Z tn�s

tn
�tn�s � t������t Lh�t�w

n�s
h dt

�

� �k
qX

s��

ajs

�
�

�� � ���
�X
���

Z tn�s

tn
�tn�s � t����

h��
�

�
����t T

��
h �t�Ph�

�
tf�t�

� k���t Lh�t��
n
h�s��

i
dt

�
����X
���

k�
���X

m����	�

��s�
m

m�
�mt Lh�t

n��nh�s���m

�
���X
���

k�	�
��s�

�

��
��tLh�t

n��nh�s��

�
� j � �� � � � � q�

« ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì fen�jh gqj�� „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁÚ Í·È Ù˘Ì �√������

�√����� Í·È �√����� ˘Ú ÂÓfiÚ

ken�jh km�
�Ck�

qX
s��

�X
���

�


Z tn�s

tn
k����t T

��
h �t�Ph�

�
tf�t�km�

dt



� kmaxf�� kg�k�nh�s��km�

�

�Ck�
qX

s��

�X
���

�
kmaxf�� kg�k�nh�s��km�

�



Z tn�s

tn
k��tf�t�kdt




�

�
�



�Ck�	�
�X
���

�
maxf�� kg��� � t�� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L����� sup

t�I��
k��tf�t�k

�
�Ck�	�

�
maxf�� kg��� � t�� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L����� kfkI�� �L���	�

�
�Ck�	�maxf�� kg��� � t�� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L���	�

�
� j � �� � � � � q�

¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IVm�
�� Í·È

ken�jh k� �Ck�
qX

s��

�X
���

�


Z tn�s

tn
k����t T

��
h �t�Ph�

�
tf�t�k�dt




� kmaxf�� kg�k�nh�s��k�
�

�Ck�
qX

s��

�X
���

�


Z tn�s

tn
k����t T

��
h �t�Ph�

�
tf�t�k�dt




� kmaxf�� kg�k�nh�s��k�
�

�Ck�
qX

s��

�X
���

�


Z tn�s

tn
k��tf�t�kdt




� kmaxf�� kg�k�nh�s��k�
�

�Ck�	�
�X
���

�
maxf�� kg��� � t�� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L����� sup
t�I��

k��tf�t�k
�

�Ck�	�
�
maxf�� kg��� � t�� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L����� kfkI�� �L���	�

�
�Ck�	�maxf�� kg��� � t�� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L���	�

�
� j � �� � � � � q�

¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV��� ≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl· ÔÈ �√���a�� �√���b� Í·È �√���b� ‰flÌÔıÌ

�√����� en	�
h � bTA��enh � uh�t

n	��� wn	�
h �

¸Ôı enh �� �e
n��
h � � � � � en�qh �

T � ∏ÙÛÈ Á �√���	� ›ÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÁÌ �√������ ÙÈÚ È¸ ‹Ì˘

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Í·È ÙÁÌ �√����� �

¡¸ Ù˛Ò· Í·È ÛÙÔ ÂÓfiÚ� „È· Ì· ·ÎÔÔÈÁËÔ˝Ì ÔÈ Ù˝ÔÈ� Ë· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ k � ��
–Ò¸Ù·ÛÁ √	�� �”ıÌ›ÂÈ·�� √È· Í‹ËÂ h � �	� h�� Í·È n � f	� � � � � N � �g� ı‹Ò˜ÔıÌ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ fvn�jh gqj�� ÙÔı Sh Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�√����a� vn�jh � uh�t
n� � k

qX
s��

ajs�Lh�t
n�s�vn�sh � Fh�t

n�s��� j � �� � � � � q�

œÒflÊÔıÏÂ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ En
h � Sh� ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����b� uh�t
n	�� � uh�t

n� � k

qX
j��

bj�Lh�t
n�j�vn�jh � Fh�t

n�j�� � En
h �

‘¸ÙÂ� ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� „È· m� � 	� �� ›˜ÔıÏÂ

�√����a� max
n
kEn

hkm�
� Ck�	��� � t�� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L���	�

�
� �h � �	� h���

�
	



Âˆ
 ¸ÛÔÌ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IVm�
�� ≈fl Î›ÔÌ ›˜ÔıÏÂ

�√����b� max
n
kEn

hk� � Ck�	��� � t�� �
�kv�kr�� � kfkI�� �L���	�

�
� �h � �	� h���

¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV���

¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· ‰ÔË›Ì h � �	� h�� Í·È n � f	� � � � � N � �g� ÙÔ ÀfiÏÏ· √��� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ

ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì fvn�jh gqj���

∏ÛÙ˘ �n�jh �� wn�j
h � vn�jh „È· j � �� � � � � q� n � 	� � � � � N � � Í·È 	 � h � h�� ‘¸ÙÂ�

·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����� ·¸ ÙÁÌ �√����� ›˜ÔıÏÂ

�n�jh �en�jh � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s��n�sh � j � �� � � � � q�

En
h �e

n	�
h � k

qX
j��

bjLh�t
n�j��n�jh �

≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl· ÙÔ ÀfiÏÏ· √��� ‰flÌÂÈ

�√�����

kEn
hk �ken	�

h k� eC���

qX
j��

ken�jh k�

kEn
hk� �ken	�

h k� � � eC���

qX
j��

ken�jh k��

kEn
hk� �ken	�

h k� � � eC���
qX

j��

ken�jh k�� ¸Ù·Ì d � ��

« �√����� Í·È Á �√���	� ‰flÌÔıÌ ·Ï›Û˘Ú ÙÁÌ �√������ �

x√
� ”˝„ÍÎÈÛÁ�
‘Ô Ò˛ÙÔ ‚fiÏ· ÂflÌ·È Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge�Kutta Ûı„ÍÎflÌÔıÌ ÏÂ ÙÁÌ

Í·Î˝ÙÂÒÁ ‰ıÌ·Ùfi Ù‹ÓÁ ˘Ú ÒÔÚ k Í·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ h ÛÙÁ Î˝ÛÁ uh ÙÔı ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙÔ˝

ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ�

»Â˛ÒÁÏ· √
��� ∏ÛÙ˘ uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı �Ph� Í·È funhgNn�� ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge�Kutta�

¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ �√����� ¡Í¸Ï·� ‰Â˜¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÁÚ

–Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ

�√���� max
��n�N

kunh � uh�t
n�k � Ck�t�

�kv�kr � kfkI�� �L���	�

�
� �h � �	� h���

��




¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� ¡Í¸Ï·� „È· Í‹ËÂ h � �	� h��� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�√���� max
��n�N

kunh � uh�t
n�k� � Ck��� � t�� � exp� eC
��t

��
�kv�kr � kfkI�� �L���	�

�
�

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� Í·È

�√���� max
��n�N

kunh � uh�t
n�k� � Ck��� � t�� � exp� eC
��t��

�kv�kr�� � kfkI�� �L���	�

�
�

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ zn�jh �� un�jh � vn�jh „È· j � �� � � � � q� n � 	� � � � � N � � Í·È h � �	� h���
¡Í¸Ï· Ë›ÙÔıÏÂ znh �� unh � uh�t

n� „È· n � 	� � � � � N Í·È h � �	� h��� Í·È ÛÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

z�h � 	� ¡ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����� ·¸ ÙÁÌ �√���� ·flÒÌÔıÏÂ

zn�jh � znh � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s�zn�sh � j � �� � � � � q�

zn	�
h � En

h � znh � k

qX
j��

bjLh�t
n�j�zn�jh �

‘˛Ò·� ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÔ ÀfiÏÏ· √��� Í·È ÛÙÁÌ �√����� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�√���a�
kzn	�

h k �kznhk� kEn
hk

�kznhk� Ck�	�
�kv�kr � kfkI�� �L���	�

�
�

�√���b�
kzn	�

h k� ��� � eC
��k�kznhk� � kEn
hk�

��� � eC
��k�kznhk� � Ck�	��� � t�� �
�kv�kr � kfkI�� �L���	�

�
�

�√���c�

kzn	�
h k� ��� � eC
��k�kznhk� � kEn

hk�
��� � eC
��k�kznhk�
� Ck�	��� � t�� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L���	�

�
� ¸Ù·Ì d � ��

„È· n � 	� � � � � N � � Í·È „È· Í‹ËÂ h � �	� h���
« �√���� ›ÂÙ·È ·¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡���� ≈Ì˛ ÔÈ �√���� Í·È �√���� ÒÔÍ˝


ÙÔıÌ ·¸ ÙÈÚ �√���b� Í·È �√���c�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡���� �

≈flÏ·ÛÙÂ Ù˛Ò· ›ÙÔÈÏÔÈ Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ÙÔ Í˝ÒÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� ‰ÁÎ·‰fi ÙÁ

Û˝„ÍÎÈÛÁ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Runge�Kutta ÛÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÔı ÛıÌÂ˜Ô˝Ú ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ�

���



»Â˛ÒÁÏ· √
��� ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı �P� Í·È funhgNn�� ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge�Kutta�

¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ �√����� ¡Í¸Ï·� ‰Â˜¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÁÚ

–Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ

max
��n�N

kunh � u�tn�k �C�hr � k���� � t�� �
r��
� ��kv�kr �maxfkfkI�� �L���	�� kfkI�� �Hr����g

�
� �h � �	� h���

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� ¡Í¸Ï·�

max
��n�N

kunh � u�tn�k� �C�hr�� � k��max
n
�� � t�� � exp� eC
��t

��� �� � ht�� ��� � t�� �
r��
� �
o

�kv�kr �maxfkfkI�� �L���	�� kfkI�� �Hr����g
�
� �h � �	� h���

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� Í·È

max
��n�N

kunh � u�tn�k� �C�hr � k���� � t�� �max
n
exp� eC
��t��� �� � t�� �

r��
� �
o

�kv�kr�� �maxfkfkI�� �L���	�� kfkI�� �Cr����g
�
� �h � �	� h���

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ‘Ô ·Ò·‹Ì˘ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â˝ÍÔÎ· ÏÂ ÙÁÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ÂÒÈ›˜ÔÌÙ·È ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· √��� Í·È ÛÙÈÚ –ÒÔÙ‹ÛÂÈÚ

√��� ›˘Ú √���� �

x√�� √ÂÌÈÍ‹ Û˜¸ÎÈ·�”˝Ì‰ÂÛÁ ÏÂ ÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�

x√���� ≈ÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Sobolev�Galpern�

œ S� L� Sobolev ������� Sob�� ·Ìfi„·„Â ÙÁ ÏÂÎ›ÙÁ ÂÌ¸Ú ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì �Û˜ÂÙÈÍÔ˝

ÏÂ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ÏÁ˜·ÌÈÍfiÚ ÒÂıÛÙ˛Ì� ÛÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓfl

Û˘ÛÁÚ

�√������ "
utt � ux�x� � 	�
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Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÂÈÙÒ›ÔÌÙ·Ú g� � 	� √È� ·ıÙ›Ú� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

ÛÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı H��
œÈ Arnold� Douglas � Thom�ee� AwDT�� ËÂ˘ÒÔ˝Ì� ÛÙÁ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ� ›Ì· ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸

Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· ÙÁÌ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

�√������ �����x�uxt�x � ���x�ut � �����x� t� u�ux�x � ���x� t� u�ux � f�x� t� u��

¸Ôı ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ��� �� ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ›Ú Í·È Ï·Êfl ÏÂ ÙÈÚ ��� �� Í·È f ÂflÌ·È ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú

˘Ú ÒÔÚ x� ¡Ì·Î˝ÔıÌ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Í·È ÏÈ‹ ‹ÏÂÛÁ Euler!Galerkin ÎfiÒ˘Ú

‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔÌÙ·Ú ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Í·È H� ÛÙ‹Ë

ÏÁ�

¡Ò„¸ÙÂÒ· Ô Nakao� Nak�� ÏÂÎÂÙ‹ ›Ì· ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ÛÙÁ Ïfl·

‰È‹ÛÙ·ÛÁ „È· ÏÈ‹ „ÂÌÈÍ˛ÙÂÒÁ �·¸ ÙÁÌ �√������� ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev

�����x� t� u�utx�x � ���x� t� u�utx����x� t� u�ut

�� ����x� t� u�ux�x � ���x� t� u�ux � f�x� t� u��

¸Ôı ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ��� ��� ��� ��� �� Í·È f ÂflÌ·È ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú Í·È Á �� ËÂÙÈÍfi� ≈fl

Î›ÔÌ „flÌÂÙ·È Á ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ‰Ò· ÛÙÁÌ ut Ô‰Á„Âfl ÛÂ ÏÈ‹ H�
per�ÂÎÎÂÈÙÈÍfi

���



‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi �‚Î� Nak�� ������� ¡Ì·Î˝ÔÌÙ·Ú ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ

‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÛÙÁÌ Lp ÛÙ‹ËÏÁ ¸Ôı � � p � 
� Í·È „È· ˜˛ÒÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì

ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ·ÔÙÂÎÔ˝ÏÂÌÔıÚ ·¸ ÛıÌÂ˜ÂflÚ� ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú Í·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÔÎı˘ÌıÏÈÍ›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ�
œ Lin� Li�� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ L� „È· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈ


Ù›Ú Í·È ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Crank�Nicolson!Galerkin Í·È extrapolated Crank�
Nicolson!Galerkin� „È· ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet „È·

ÏÈ‹ ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

��u��r�A�u�rut� � r�B�u�ru� �
�X

j��

bj�u��xju� b��u�u� f�u��

¸Ôı � � 	 Í·È A� B ÂflÌ·È ��� flÌ·ÍÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� ≈fl Î›ÔÌ Ô A ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ·

ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ�
œÈ Lin� Thom�ee � Wahlbin� LnTW�� ·Ì·Î˝ÔıÌ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ „È· ›Ì·

Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet „È· ÙÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

A�t�ut � B�t�u � f�

¸Ôı A�t� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ� ËÂÙÈÍ¸Ú� ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ Í·È

B�t� ÂflÌ·È ›Ì·Ú „ÂÌÈÍ¸Ú ‰È·ˆÔÒÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ¡Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Lp� � � p � 
� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÏÈ‹ ÙÂ˜ÌÈÍfi ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÂ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ „È· ÒÔ‚ÔÎ›Ú Ù˝Ôı Ritz�Volterra�
œÈ Akrivis� Dougalis � Kampanis� AvDK��� AvDK��� Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÌ Í·È ·Ì·Î˝ÔıÌ� „È·

Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹� ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ �ƒ������� ¸Ù·Ì q� � 	
Í·È p� � q� � 	� ¡ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÂ˜ÌÈÍfi ·Ì‹ÎÔ„Á Ï� ÂÍÂflÌÁ ÙÁÚ AvD�� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ

‚›ÎÙÈÛÙÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr � k�� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� „È· ›Ì· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸

Û˜fiÏ· ¸Ôı Á ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Gauss�Legendre � ÛÙ·‰fl˘Ì

Í·È Á ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÏÂ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì� « fl‰È· ·¸‰ÂÈÓÁ

Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr�kminf�q�q	�g� „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta Gauss�Legendre�
≈fl Î›ÔÌ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· ÙÈÚ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„fl

ÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ Í·È „È· ÏÈ‹ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô Crank�Nicolson�

‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı Ï·Ú ··Û˜¸ÎÁÛÂ Í·Ë˛Ú Í·È ÂÍÂflÌÔ ÙÁÚ AvDK��� ‰È·ˆ›ÒÔıÌ ·¸

ÂÍÂflÌ· Ù˘Ì ÂÒ„·ÛÈ˛Ì� For�� Wah�� Ew��� AwDT�� Nak�� Li�� ›Ò· ·¸ ÙÔ Ë›Ï· ÙÁÚ

„Ò·ÏÏÈÍ¸ÙÁÙ·Ú� ÛÙÔ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ‰Ò· ÛÙÁÌ ut ‰ÂÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· G¹arding

ÏÂ CG � 	 �‚Î� ÀfiÏÏ· √����� ¡ıÙ¸ ··ÈÙÂfl ›Ì· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸ ˜ÂÈÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì

ÙÂÎÂÛÙ˛Ì ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· Sch��
« ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ì ·Ò·„Ò‹ˆ˘Ì ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ‚ÂÎÙÈ˛ÌÂÈ ÙÔ ·Ô


Ù›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú AvDK��� Ô‰Á„˛ÌÙ·Ú ÛÙÁÌ ‚›ÎÙÈÛÙÁ L� ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr�
k��� „È· ÏÈ‹ „ÂÌÈÍ˛ÙÂÒÁ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ÂÓflÛ˘ÛÁ� ≈flÛÁÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi

·Ì‹ÎıÛÁ „È· ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· Ï·Êfl ÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ k � k�
Í·È Âfl Î›ÔÌ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ k � k� ÛÙÁ ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ� ¡ıÙ›Ú ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

ÂflÌ·È ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ¸˜È Ï¸ÌÔ „È· ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·ÎÎ‹ Í·È „È· ÙÈÚ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú

ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �√�����

���



SCHR�ODINGER

ME DIRICHLET

xƒ�� ≈ÈÛ·„˘„fi�
∏ÛÙ˘ t� � 	 Í·È ‰˝Ô ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ s�� s� � C��	� t���R� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�ƒ���a� s��t� � s��t� �t � 	� t���

≈flÛÁÚ ÔÒflÊÔıÏÂ�

�ƒ���b� s�t� �� s��t�� s��t� Í·È I�t� �� �s��t�� s��t��� �t � 	� t���

�ƒ���c� DA ��
�
t�A

�
�x� t� � R� � x � I�t�

	
� �A � 	� t�� Í·È Dt� �� D��t���

x = s  (t)2

x = s  (t)1

2s  (0)s  (0)1

t *

x0

t

Dt�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Dirichlet „È· ÙÁÌ

ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Schrodinger ÛÂ ÏÁ ÍıÎÈÌ‰ÒÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ� ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � Dt��	C Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ

ut � i�uxx � i��x� t�u� f�x� t� ÛÙÔ Dt� ��ƒ���a�

u�s����� �� � u�s����� �� � 	 ÛÙÔ �	� t����ƒ���b�

u�x� 	� � v��x� „È· Í‹ËÂ x�I�	���ƒ���c�

���



¸Ôı f � Dt��	C � v� � I�	��	C � � � Rnf	g Í·È � � Dt��	C ÏÂ

�ƒ���d� Im � � 	�
”ÙÈÚ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú �‚Î� xƒ��� Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ÂflÌ·È ÛıÌfiË˘Ú flÛÔÚ ÏÂ ÏÁ‰›Ì Í·È Ù¸ÙÂ

�‚Î� xƒ�� „È· ÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÔı �ƒ���� ›˜ÔıÏÂ

�ƒ���� ku��� t�kL�It�� � kv�kL�I���� �t � 	� t���
≈fl Î›ÔÌ� ¸Ù·Ì ÛÙÁÌ �ƒ���d� ÈÛ˜˝ÂÈ ÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÔ fl‰ÈÔ ÛıÏ‚·flÌÂÈ Í·È ÛÙÁÌ �ƒ�����

¡ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÔı  Âˆ� ƒ ÂflÌ·È Ô ÔÒÈÛÏ¸Ú Í·È Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÏÈ‹Ú ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ·Ú ÏÂË¸‰˘Ì Â

ÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì� Ù˝Ôı Crank�Nicolson� „È· ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı ÒÔ‚Îfi

Ï·ÙÔÚ �ƒ����� œÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ·ıÙ›Ú ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Í·Ù‹ÎÎÁÎ˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì

Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì s� Í·È s�� ›˜ÔıÌ Í·Î›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈ

Ô˝Ì ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ �ƒ���� �‚Î� –¸ÒÈÛÏ· ƒ������� ÃÂÎÂÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ

Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�ƒ���� max
��n�N

kUn � unkd�Itn� � C�k� � h���

”� ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ N � N ÂflÌ·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� k �� t�

N ÂflÌ·È ÙÔ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ‚fiÏ·� tn �� nk „È· n � 	� � � � � N � Í·È „È· Í‹ÔÈÔ t � 	� t�� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ

ÏÂ k � kd�It� ÏÈ‹ ‰È·ÍÒÈÙfi ÛÙ‹ËÏÁ ·Ì‹ÎÔ„Á ÙÁÚ L��I�t�� �‚Î� xƒ����� ¡Í¸Ï· un Í·È Un

ÂflÌ·È� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÁÚ u Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˛Ì ÙÁÚ�
ÛÙÔıÚ Í¸Ï‚ÔıÚ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ‰È·ˆÔÒ˛Ì Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi tn� ‘›ÎÔÚ�
h �� �

J	� ÂflÌ·È ÏÈ‹ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� ¸Ôı J � N ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì

ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì Í¸Ï‚˘Ì ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ÛÂ Í‹ËÂ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi�
≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl·� ‰flÌÔıÏÂ ÏÈ‹ ÂÈÍ¸Ì· ÙÔı ÂÒÈÂ˜ÔÏ›ÌÔı ÙÔı ıÔÎÔflÔı ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı

ƒ� ”ÙÁÌ xƒ� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÏÈ‹ a�priori ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ÙÁ u ÛÙÁÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÁ ·¸

ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÛÙ‹ËÏÁ L��I�t��� ”ÙÁÌ xƒ� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì�
·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı� ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÙÁ ÛıÌ›ÂÈ‹ ÙÁÚ Í·È ·

Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �ƒ����� ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ƒ�� ÍÎÂflÌÔÌÙ·Ú ÙÔ

ÍÂˆ‹Î·ÈÔ� ·Ì·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ Û˝ÌÙÔÏ· ÛÙÁÌ ÒÔ›ÎÂıÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ Í·È Û˜ÔÎÈ‹ÊÔıÏÂ

ÙÁ Û˜ÂÙÈÍfi ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�

xƒ�� ‘Ô ÛıÌÂ˜›Ú Ò¸‚ÎÁÏ·�
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ ��� ��It� ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÔı L��I�t�� Í·È ÏÂ

k � kIt� ÙÁÌ ·Ò·„¸ÏÂÌÁ ·� ·ıÙ¸ ÛÙ‹ËÏÁ� AÍ¸Ï· ·ÎÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔÌ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸ „Ò‹


ˆÔÌÙ·Ú w�t� ·ÌÙfl w��� t� „È· ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı �x� t�� Í·È �g ·ÌÙfl dg
dt „È· ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı

t�
’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �ƒ���� ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Î‹ Í·È ÛıÏ


‚È‚·ÛÙ‹ ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Á u Ì· ÂflÌ·È ¸ÛÔ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ÔÏ·Îfi ÛÙÔ Dt� � �”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Á

ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÙÁÚ u ÛÙÔ Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı Dt� ÂÁÒÂ‹ÊÂÙ·È ·¸ ÂÍÂflÌÁ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌ·Ò

ÙfiÛÂ˘Ì s� Í·È s���

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ›Ì· ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú „È· ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·

ÙÔÚ �ƒ�����

���
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max
��n�N��

sup
�tn�tn���

jej j � k max
��n�N��

sup
�tn�tn���




 �sj � �t��j



�tn�tn��� �




 � kCD� j � �� ��

¸Ôı CD �� �CB� �max
j����

sup
���t��

j �sjj�� ¡¸ ÙÁÌ �’
� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ h� � h� � hCB� � ≈ÔÏ›Ì˘Ú�

¸Ù·Ì k
h � CI ��

CB�
CD
� Á �I� ÈÛ˜˝ÂÈ Í·È Î¸„˘ ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ƒ����� Á Ï›ËÔ‰ÔÚ �ƒ������

ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ� �
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Ô Ù˝ÔÚ ÙÔı Taylor ‰flÌÂÈ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�ƒ�����a�

��tn	��� ��tn�

k
��t��t

n	 �
� � �

�

�k

nZ tn��

tn�
�
�

�tn	� � t���
t ��t�dt

�
Z tn

tn�
�
�

�tn � t���
t ��t�dt
o
�

���



Í·È

�ƒ�����b�

��tn	�� � ��tn�

�
���tn	

�
� � �

�

�

nZ tn��

tn�
�
�

�tn	� � t���t ��t�dt

�

Z tn

tn�
�
�

�tn � t���t ��t�dt
o
�
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« �ƒ������ ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �ƒ������ Í·È �ƒ������� �

¡¸ ÙÁÌ �ƒ������ Í·È ÙÁÌ �ƒ������ ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ
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„Ï·ÙÔÚ ƒ����� ÂflÌ·È ¸ÙÈ ‰ÂÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· „Ì˘ÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì �s�� �s�
Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ �ƒ������� ÂÌ˛ Á �ƒ������ ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ù¸ÛÔ ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍfi

ÛÙÁÌ Ò‹ÓÁ� �

xƒ�� √ÂÌÈÍ‹ Û˜¸ÎÈ·�”˝Ì‰ÂÛÁ ÏÂ ÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�
–ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Schrodinger ÛÂ ÏÁ ÍıÎÈÌ‰ÒÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È
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”ÙÁÌ Í‚·ÌÙÔÏÁ˜·ÌÈÍfi �‚Î� �˜� MuBFF�� ÙÔ ÏÁ ÍıÎÈÌ‰ÒÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ Dt� ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl
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ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ·ÓÔÌÈÍfi ÛıÏÏÂÙÒfl· �‚Î� Tp�� LeM�� ¸Ôı ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú � Í·È � ÂÒÈ„Ò‹

ˆÔÌÙ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈ Ù˘Ì ˆıÛÈÍ˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ¸˘Ú ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ �√������� ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ

ÂÒflÙ˘ÛÁ Á ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t ÂÍˆÒ‹ÊÂÈ ÔÒÈÊ¸ÌÙÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ ·¸ ÙÁÌ Á„fi� Á ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi x
ÂÍˆÒ‹ÊÂÈ Í‹ËÂÙÁ ·¸ÛÙ·ÛÁ ·¸ ÙÁÌ ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÙÁÚ Ë‹Î·ÛÛ·Ú� ‰ÁÎ� ‚‹ËÔÚ� ÂÌ˛ ÙÔ Dt�

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÔ Ë·Î‹ÛÛÈÔ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ� ”ıÌfiË˘Ú s� � 	 Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÁÌ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·
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