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Περίληψη Διατριβής

Σε αυτή τη διατριβή μελετούμε βραχείες σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson με
ανομοιογενή μαγνήτιση. Τα υπεραγώγιμα ηλεκτρόδια είναι συμβατικού τύπου και οι μα-
γνητίσεις των ενδιάμεσων στρωμάτων μπορούν να έχουν αυθαίρετο σχετικό προσανατο-
λισμό. Ο σιδηρομαγνητισμός των ενδιάμεσων στρωμάτων αντιμετωπίζεται στα πλαίσια
του μοντέλου Stoner. Θεωρούμε επίσης ότι οι επαφές που μελετάμε βρίσκονται στο βα-
λιστικό όριο, δηλαδή δεν λαμβάνουμε υπόψη μας συστήματα που περιέχουν ατέλειες.
Το βασικό μας μοντέλο είναι αυτό των Blonder-Tinkham-Klapwijk και οι εξισώσεις που
το διέπουν είναι οι εξισώσεις Bogoliubov-de Gennes. Στη θεωρητική μας μελέτη θεω-
ρούμε τις παραμέτρους τάξης του συστήματος, υπεραγώγιμης και σιδηρομαγνητικής,
αυτοσυνεπώς καθορισμένες, ενώ στους αριθμητικούς υπολογισμούς μας θεωρούμε ότι
αυτές έχουν τις ομογενείς τιμές τους, μέσα στα όρια του κάθε στρώματος.

Δίνουμε ιδιαίτερη έμφαση στη μελέτη των συντελεστών σκέδασης των μονοσωμα-
τιδιακών διεγέρσεων μέσα στην επαφή, καθώς αυτοί συνδέονται με το υπερρεύμα μέσω
του τύπου των Furusaki-Tsukada. Συνδέουμε τους συντελεστές σκέδασης με στοιχεία
του Τ-πίνακα μεταξύ στάσιμων καταστάσεων σκέδασης των ασυμπτωτικών χαμιλτονια-
νών και, αξιοποιώντας αυτή τη σύνδεση, αποδεικνύουμε διάφορες σχέσεις συμμετρίας
για τους συντελεστές σκέδασης. Αυτές με τη σειρά τους αξιοποιούνται, μέσω του τύπου
των Furusaki-Tsukada, για την απόδειξη ιδιοτήτων συμμετρίας της σχέσης υπερρεύμα-
τος φάσης (CPR). Κεντρικό μας συμπέρασμα είναι ότι υπερρεύμα σε μηδενική διαφορά
φάσης δεν μπορεί να υπάρξει, αν οι μαγνητίσεις του συστήματος είναι συνεπίπεδα δια-
νύσματα.

Στη θεωρητική μας μελέτη, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο ορισμός του Τ-
πίνακα στο σύστημα της επαφής Josephson, που χαρακτηρίζεται από γενικά διαφορετι-
κές ασυμπτωτικές χαμιλτονιανές, είναι ανάλογος με τον ορισμό του Τ-πίνακα σε κβα-
ντικά συστήματα με πολλά κανάλια σκέδασης. Επίσης αποδεικνύουμε μια σχέση για το
υπερρεύμα, που το σχετίζει με τον πίνακα των συνθηκών συρραφής του συστήματος.
Ακόμη επεκτείνουμε μία μέθοδο υπολογισμού της συνάρτησης Green σε μονοδιάστατα
συστήματα, που βασίζεται στις αναλυτικές επεκτάσεις σε μιγαδική ενέργεια των γραμ-
μικώς ανεξάρτητων λύσεων των εξισώσεων Bogoliubov-de Gennes.

Στους αριθμητικούς υπολογισμούς μας, με τη χρήση του μη αυτοσυνεπούς μοντέ-
λου, μελετούμε επαφές με ένα ενδιάμεσο σιδηρομαγνητικό στρώμα και σπιν ενεργές
ενδοεπιφάνειες. Καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η εμφάνιση υπερρεύματος για μη-
δενική διαφορά φάσης είναι επακόλουθο του μη συνεπίπεδου των μαγνητίσεων της επα-
φής. Επίσης καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι, σε μονοδιάστατες επαφές, το κρίσιμο
υπερρεύμα μειώνεται απότομα στο μηδέν στο ημιμεταλλικό όριο και όταν η γεωμετρία
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των μαγνητίσεων δεν επιτρέπει σκέδαση σπιν στις ενδοεπιφάνειες. Διαφορετικά, όταν
υπαρχει σκέδαση σπιν στις ενδοεπιφάνειες, το κρίσιμο υπερρεύμα είναι σημαντικό βα-
θιά μέσα στο ημιμεταλλικό όριο. Αντίθετα, σε τριδιάστατες επαφές Josephson, η μείωση
του κρίσιμου υπερρεύματος στο μηδέν, για τις γεωμετρίες μαγνητίσεων χωρίς σκέδαση
σπιν στις ενδοεπιφάνειες, γίνεται σταδιακά καθώς προσεγγίζουμε το ημιμεταλλικό όριο.
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Abstract

In this thesis we study short ferromagnetic Josephson junctions with inhomogeneous
magnetization textures. The superconducting electrodes consist of conventional super-
conductors and the magnetizations of intermediate layers can have arbitrary relative
orientations. The ferromagnetism of intermediate layers is treated in the Stoner model.
Also the junctions we study are assumed to be in the ballistic limit, that is we do not
consider the effects of impurities. Our basic model is that of Blonder-Tinkham-Klapwijk
and the equations that govern it are the Bogoliubov-deGennes equations. In the theoretical
part of this study, we consider the order parameters of the system, superconducting and
ferromagnetic, to be determined self-consistently, while in numerical calculations we
assume that they assume their bulk values inside each layer.

We give particular emphasis in the study of the scattering amplitudes of one-body
excitations in the junction, as they are related to the supercurrent through the Furusaki-
Tsukada formula. We connect the scattering amplitudes to the elements of the T-matrix
between stationary scattering states of the asymptotic Hamiltonians and, as a result,
we prove various symmetry conditions for the scattering amplitudes. In turn these are
exploited to prove, through the Furusaki-Tsukada formula, symmetry conditions on the
current phase relation (CPR). Our central result is that supercurrent at zero phase differen-
ce cannot flow in the junction, if the magnetizations of the system are coplanar.

In the theoretical part of our study, we come to the conclusion that the definition
of the T-matrix for the system of the Josephson junction, which is characterized in
general by different asymptotic Hamiltonians, is similar to the definition of the T-matrix
for quantum systems with many-channel asymptotic scattering states. Also we prove a
general formula for the supercurrent, which connects it to the determinant of thematching
condition matrix of the junction. In addition we extend a method for evaluating the
Green’s function for one dimensional systems, which is based on the analytical continuation,
with respect to energy, of the linearly independent solutions of the Bogoliubov - de
Gennes equations.

In our numerical study, using the nonself-consistent approximation, we focus on
Josephson junctionswith one ferromagnetic intermediate layer and spin active interfaces.
We reach the conclusion that supercurrent flowing at zero phase difference is a result
of the noncoplanarity of the magnetizations of the junction. We also conclude that, in
one-dimensional junctions, the critical supercurrent is abruptly reduced to zero in the
half-metal limit and when the magnetizations of the junction do not allow of spin flip
scattering in the interfaces. Otherwise the supercurrent is significant deep inside the half-
metal limit. On the contrary, for planar Josephson junctions, the reduction to zero of
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the critical supercurrent for magnetization geometries without spin flip scattering in the
interfaces is accomplished gradually as the magnetization of the intermediate layer is
increased towards the half-metal limit.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Σε αυτή τη διατριβή θα μελετήσουμε βραχείες επαφές Josephson (short Josephson
junctions) συμβατικών υπεραγωγών με σιδηρομαγνητικά ενδιάμεσα στρώματα, οι μα-
γνητίσεις των οποίων μπορούν να έχουν αυθαίρετο σχετικό προσανατολισμό. Ιδιαίτερη
έμφαση θα δοθεί στην εμφάνιση υπερρεύματος μηδενικής διαφοράς φάσης, που συμ-
βαίνει όταν οι μαγνητίσεις της επαφής έχουν μη συνεπίπεδη γεωμετρία. Σε αυτό το ει-
σαγωγικό κεφάλαιο θα δώσουμε πληροφορίες στις οποίες βασίζεται το πρόβλημά μας,
θα αναφέρουμε σε γενικές γραμμές την κατάσταση στο πεδίο έρευνας των σιδηρομα-
γνητικών επαφών Josephson με ανομοιογενή μαγνήτιση και θα περιγράψουμε τη γενική
δομή αυτής της διατριβής.

1.1 Υπεραγωγιμότητα και το φαινόμενο Josephson
Το φαινόμενο της υπεραγωγιμότητας ανακαλύφθηκε από τον H. Kamerlingh Onnes

το 1911, ως ο απότομος μηδενισμός της αντίστασης μετάλλων, όπως ο μόλυβδος, ο
υδράργυρος, το αλουμίνιο και ο κασσίτερος κάτω από μια κρίσιμη θερμοκρασία Tc, που
είναι της τάξης των μερικών βαθμών Kelvin για τους συμβατικούς υπεραγωγούς, χαρα-
κτηριστικής για κάθε υλικό. Αργότερα, το 1933, ανακαλύφθηκε από τους Meissner και
Ochsenfeld ότι οι υπεραγωγοί έχουν και μία επιπρόσθετη ιδιότητα, αυτή του τέλειου δια-
μαγνήτη. Έτσι αν ένας υπεραγωγός, κάτω από την κρίσιμη θερμοκρασία, βρεθεί εντός
μαγνητικού πεδίου, αναπτύσσει ηλεκτρικό ρεύμα στην επιφάνειά του και εντός ενός χα-
ρακτηριστικού μήκους λL (μήκος διείσδυσης London), το οποίο είναι τέτοιο ώστε να
μηδενίσει το μαγνητικό πεδίο εντός του υπεραγωγού και σε βάθος μεγαλύτερο από το
μήκος διείσδυσης London, που είναι τυπικά γύρω στα 100nm. Αυτές οι δύο ιδιότητες
της μηδενικής αντίστασης και του τέλειου διαμαγνητισμού χαρακτηρίζουν πλήρως την
υπεραγώγιμη κατάσταση, η οποία είναι μία κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας.
Μια πολύ ωραία, σύντομη και περιεκτική ανασκόπηση της υπεραγωγιμότητας και της
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ιστορίας της δίνεται στην αναφορά [1], μαζί με αναφορές στην πρωταρχική βιβλιογρα-
φία.

Η μικροσκοπική θεωρία της υπεραγωγιμότητας ξεκίνησε με την παρατήρηση του
Cooper [2] ότι, σε μια γεμάτη θάλασσα Fermi ηλεκτρονίων, δύο ηλεκτρόνια που αλ-
ληλεπιδρούν ελκτικά, με οσονδήποτε μικρή ένταση, θα σχηματίσουν μία δέσμια κατά-
σταση, η οποία δεν είναι δυνατόν να προσεγγιστεί με τη χρήση θεωρίας διαταραχών.
Λίγο αργότερα, οι Bardeen, Cooper και Schrieffer [3] κατάφεραν να περιγράψουν τη
κατάσταση πολλών σωμάτων της υπεραγωγιμότητας, βασιζόμενοι στο φυσικό επιχεί-
ρημα του Cooper και αποδίδοντας την ελκτική αλληλεπίδραση των ηλεκτρονίων στην
ανταλλαγή φωνονίων (όπως είχε προτείνει ο Fröhlich [4]). Έτσι αναπτύχθηκε για πρώτη
φορά μία θεωρία, η λεγόμενη θεωρία BCS, που εξηγεί ικανοποιητικά όλες τις ιδιότη-
τες της λεγόμενης συμβατικής υπεραγωγιμότητας. Υπάρχει πληθώρα εγχειριδίων που
συζητούν αυτή τη θεωρία, μεταξύ των οποίων τα [5–12].

Η θεωρία BCS είναι μια κβαντική θεωρία μέσου πεδίου για ένα σύστημα ηλεκτρο-
νίων με ασθενή ελκτική αλληλεπίδραση μέσω ανταλλαγής φωνονίων, σε μια περιοχή
ενεργειών πλάτουςωD (συχνότηταDebye) γύρω από την ενέργεια FermiEF . Εξηγεί ικα-
νοποιητικά την υπεραγωγιμότητα στους συμβατικούς υπεραγωγούς. Λαμβάνει υπόψη
της τη δυνατότητα που έχουν τα ηλεκτρόνια να σχηματίσουν ανά ζεύγη δέσμιες κα-
ταστάσεις, με αποτέλεσμα ένα ηλεκτρόνιο που κινείται μέσα στον υπεραγωγό να έχει
κάποια πιθανότητα να σχηματίσει ένα ζεύγος Cooper με ένα άλλο ηλεκτρόνιο και να
δημιουργηθεί μία οπή. Η δυνατότητα αλλαγής του σωματιδιακού χαρακτήρα των στοι-
χειωδών διεγέρσεων απαιτεί την ύπαρξη ενός δυναμικού μέσου πεδίου ∆(x), εν γένει
μιγαδικού, που σκεδάζει τα ηλεκτρόνια σε οπές. Αυτό το δυναμικό ονομάζεται δυναμικό
ζεύγους ή συνάρτηση χάσματος, για λόγους που θα φανούν παρακάτω. Έτσι οι εξισώ-
σεις Hartree-Fock-Bogoliubov που προκύπτουν λαμβάνουν υπόψη στις μονοσωματι-
διακές κυματοσυναρτήσεις και τη μεταβλητή του σωματιδιακού χαρακτήρα των στοι-
χειωδών διεγέρσεων του συστήματος. Βέβαια η δυνατότητα αλλαγής του σωματιδια-
κού χαρακτήρα δημιουργεί πρόβλημα με τη διατήρηση του αριθμού των ηλεκτρονίων
στο σύστημα. Αυτό απαιτεί η ανάλυση να γίνεται πάντα στη μεγαλοκανονική συλλογή
Gibbs, με σταθερό χημικό δυναμικό και μεταβλητό αριθμό σωματιδίων, ο οποίος όμως
έχει αμελητέα σχετική διακύμανση, λόγω του μακροσκοπικού μεγέθους του συστήμα-
τος. Αποδεικνύεται [1, 7] ότι ο αριθμός των ηλεκτρονίων και η μιγαδική φάση του δυ-
ναμικού ζεύγους ∆(x) είναι συζυγείς κβαντικές μεταβλητές και οι διακυμάνσεις τους
ικανοποιούν μία αρχή απροσδιοριστίας

∆N∆χ ≥ 1, (1.1)

όπου N ο αριθμός των ηλεκτρονίων και χ η φάση του δυναμικού ζεύγους ∆. Οι κα-
ταστάσεις που μελετά η θεωρία BCS είναι κατάστασεις απόλυτα καθορισμένης φάσης
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χ. Η διακύμανση του αριθμού των σωματιδίων γίνεται αισθητή μόνο σε υπεραγώγιμα
συστήματα με πολύ μικρές διαστάσεις.

Η θεωρία των Bardeen-Cooper-Schrieffer προβλέπει έναν πολύ ειδικό τύπο ζεύγους
ηλεκτρονίων στην κατάσταση της υπεραγωγιμότητας. Συγκεκριμένα προβλέπει ζεύγη
Cooper που η κυματοσυνάρτησή τους έχει αντίθετα σπιν για τα δύο ηλεκτρόνια που
το αποτελούν, στην αντισυμμετρική singlet κατάσταση, και χωρικό κομμάτι που είναι
σφαιρικά συμμετρικό στη σχετική θέση των δύο ηλεκτρονίων. Στην κατάσταση χωρίς
υπερρεύμα επίσης προβλέπεται ότι οι ορμές των δύο ηλεκτρονίων είναι αντίθετες και
η συνολική ορμή του ζεύγους μηδέν. Τα δεδομένα αυτά δεν είναι συμβατά με την κα-
τάσταση των λεγόμενων μη συμβατικών υπεραγωγών, όπου η συμμετρία της κυματο-
συνάρτησης των ζευγών Cooper μπορεί να είναι διαφορετική, πάντα σε αρμονία με την
απαγορευτική αρχή του Pauli. Επίσης η απαίτηση για ζεύγη Cooper με μηδενική ορμή
κέντρου μάζας στην κατάσταση μηδενικού υπερρεύματος δεν ικανοποιείται στην υπερα-
γώγιμη κατάσταση των Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov [13, 14], που συνδυάζει την
ύπαρξη ζευγών Cooper με μη μηδενική ορμή κέντρου μάζας και δυναμικού ανταλλα-
γής (exchange field). Ένα ανάλογο της κατάστασης αυτής εμφανίζεται στο ενδιάμεσο
στρώμα επαφών Josephson με σιδηρομαγνητικό ενδιάμεσο στρώμα (SFS) [15]. Επίσης
εικάζεται η εμφάνισή της σε ορισμένους μη συμβατικούς υπεραγωγούς, όπως ο μεγάλης
ενεργού μάζας υπεραγωγός CeCoIn5 [16, 17].

Η ενέργεια δέσμευσης των ζευγών Cooper στους συμβατικούς υπεραγωγούς είναι
της τάξης των μερικών meV , που δίνει και το μέτρο του δυναμικού ζεύγους ∆. Τα
ζεύγη Cooper αποτελούνται από ηλεκτρόνια στην περιοχή της ενέργειας Fermi, σε ένα
εύρος ενεργειών που δίνεται από το |∆| 1. Αυτό σημαίνει ότι ηλεκτρόνια που εισέρχο-
νται στον υπεραγωγό με αυτές τις ενέργειες ζευγαρώνονται αμέσως και δεν μπορούν να
διαδοθούν μέσα στον υπεραγωγό. Έτσι το ενεργειακό φάσμα των μονοσωματιδιακών
καταστάσεων του υπεραγωγού έχει ένα χάσμα γύρω από την ενέργεια Fermi, πλάτους
|∆|. Γι’ αυτό το λόγο ονομάζεται και συνάρτηση χάσματος. Για ηλεκτρόνια με μεγαλύ-
τερες ενέργειες υφίσταται μια αλληλεπίδραση με το συμπύκνωμα των ζευγών Cooper, η
οποία δίνει την ανάμιξη μεταξύ του ηλεκτρονιακού χαρακτήρα με το χαρακτήρα οπής.
Συνεπώς οι στάσιμες καταστάσεις (ιδιοκαταστάσεις ενέργειας) των μονοσωματιδιακών
διεγέρσεων σε έναν υπεραγωγό έχουν μικτό χαρακτήρα ηλεκτρονίου-οπής. Ο μικτός αυ-
τός χαρακτήρας είναι πιο έντονος, όσο πιο κοντά είναι η ενέργεια στην ενέργεια Fermi.
Αξίζει να αναφέρουμε ότι η ύπαρξη χάσματος είναι μια ιδιότητα του μοντέλου των BCS
και μπορεί να μην υφίσταται, όπως σε υπεραγώγιμα συστήματα με μαγνητικές ατέλειες.
Τότε ναι μεν το δυναμικό ζεύγους ∆ είναι μη μηδενικό στην υπεραγώγιμη κατάσταση,
αλλά εμφανίζονται καταστάσεις εντός του χάσματος που, ανάλογα με τη συγκέντρωση

1Αυτό καθιστά την υπεραγώγιμη κατάσταση χαμηλότερης ενέργειας και άρα πιο ευσταθή από την
κανονική.
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των ατελειών, μπορούν και να το γεμίσουν [10, 11, 18, 19].
Μπορούμε να εκτιμήσουμε τη χωρική έκταση των ζευγών Cooper στη θεωρία BCS

χρησιμοποιώντας την αρχή της απροσδιοριστίας του Heisenberg. Έτσι, εφόσον τα ζεύγη
Cooper έχουν μια ενέργεια της τάξης του ενεργειακού χάσματος σε μηδενική θερμοκρα-
σία∆0 και άρα μία διακύμανση στην ορμή που δίνεται από τη σχέση∆p = ∆0/vF , όπου
vF η ταχύτητα Fermi, η αρχή της απροσδιοριστίας ∆x∆p ∼ ~ μας δίνει για τη χωρική
έκταση ξ0 του ζεύγους Cooper την εκτίμηση

ξ0 ∼
~vF
∆0

. (1.2)

Το μήκος ξ0 ονομάζεται μήκος συνάφειας (coherence length) και διαφέρει σημα-
ντικά ανάλογα με τον υπεραγωγό, είναι όμως πάντα αρκετά μεγαλύτερο από τη μέση
απόσταση μεταξύ των ηλεκτρονίων στους συμβατικούς υπεραγωγούς. Επομένως υπάρ-
χει σημαντική χωρική αλληλεπικάλυψη των ζευγών Cooper και άρα μεγάλη πυκνότητα
αυτών, κάτι που κάνει τη θεωρία μέσου πεδίου μια πολύ καλή προσέγγιση της υπερα-
γώγιμης κατάστασης.

Οφείλουμε να διευκρινίσουμε ότι η συνάρτηση∆(x), που έχουμε έως τώρα αναφέ-
ρει ως δυναμικό ζεύγους, είναι το χωρικό κομμάτι του πραγματικού δυναμικού ζεύγους,
το οποίο εξαρτάται και από τα σπιν των σωματιδίων που αλληλεπιδρούν. Στη θεωρία
BCS των συμβατικών υπεραγωγών εννοείται πάντα ότι το κομμάτι σπιν τους δυναμικού
ζεύγους είναι αντισυμμετρικό. Έτσι το δυναμικό ζεύγους στους συμβατικούς υπεραγω-
γούς δίνεται από τη σχέση

∆(x) = g⟨ψ↑(x)ψ↓(x)⟩, (1.3)

όπου η μέση τιμή ⟨...⟩ είναι ως προς τη θερμοδυναμική κατάσταση ισορροπίας του συ-
στήματος, g είναι η σταθερά σύζευξης και ψ↑,↓(x) είναι ο τελεστής καταστροφής ηλε-
κτρονίου με σπιν πάνω ή κάτω στη θέση x. Η μέση τιμή στην παραπάνω σχέση μπορεί
να ερμηνευθεί ως η κυματοσυνάρτηση ενός ζεύγους Cooper. Επομένως συμπεραίνουμε
ότι το δυναμικό ζεύγους ή συνάρτηση χάσματος μας δίνει πληροφορίες για την αλληλε-
πίδραση ηλεκτρονίων και οπών, για το μέγεθος του χάσματος των μονοσωματιδιακών
στάσιμων καταστάσεων και είναι ανάλογο της κυματοσυνάρτησης του ζεύγους Cooper.

Σημειώνουμε ότι σε έναν ομογενή υπεραγωγό το δυναμικό ζεύγους είναι σταθερή
συνάρτηση της θέσης, που προσδιορίζει το κέντρο μάζας του ζεύγους Cooper. Όμως σε
περιπτώσεις ανομοιογενών χωρικά συστημάτων, όπως οι επαφές υπεραγωγών με άλλα
υλικά και οι επαφές Josephson, το δυναμικό ζεύγους μπορεί να είναι χωρικά εξαρτημένο.
Η γενίκευση σε ένα χωροεξαρτημένο δυναμικό ζεύγους δόθηκε από το Gor’kov [5], o
οποίος απέδειξε και ότι η θεωρία BCS καταλήγει στην παλαιότερη θεωρία της υπερα-
γωγιμότητας των Ginzburg και Landau (θεωρία GL) [20], στο όριο που η θερμοκρασία
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του υπεραγώγιμου συστήματος είναι πολύ κοντά στην κρίσιμη θερμοκρασία. Το χω-
ροεξαρτημένο δυναμικό ζεύγους προκύπτει ότι είναι ανάλογο με την παράμετρο τάξης
ψ(x), που εισαγάγει η θεωρία GL και που περιγράφει την υπεραγώγιμη κατάσταση. Το
πλεονέκτημα της μεθόδου GL είναι ότι οι εξισώσεις της είναι πολύ απλούστερες και
χρησιμοποιείται ευρύτατα ακόμα και σήμερα για την επίλυση συστημάτων ανομοιογε-
νούς υπεραγωγιμότητας. Οι εξισώσεις της θεωρίας GL είναι

αψ + β|ψ|2ψ +
1

4m

(
−i~∇+

2e

c
A
)2

ψ = 0 (1.4)

και

J = − e

m
|ψ|2

(
~∇χ+

2e

c
A
)
, (1.5)

όπου

ψ(x) = |ψ(x)|eiχ(x) ∝ ∆(x), (1.6)

e η απόλυτη τιμή του φορτίου του ηλεκτρονίου και m η μάζα του, c η ταχύτητα του
φωτός, A(x) το διανυσματικό δυναμικό, J(x) το υπερρεύμα και α, β σταθερές. Σε ανο-
μοιογενή συστήματα πρέπει να συμπληρώσουμε τις παραπάνω εξισώσεις με κατάλληλες
συνοριακές συνθήκες [7, 12].

Απο τις παραπάνω εξισώσεις θα επικεντρωθούμε στην εξίσωση (1.5). Παρατηρούμε
ότι η κλίση της φάσης του δυναμικού ζεύγους (ή της παραμέτρου τάξεως) καθώς και το
διανυσματικό δυναμικό παράγουν υπερρεύμα. Επίσης οι εξισώσεις GL είναι αναλλοί-
ωτες κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδας. Η συνθήκη η παράμετρος τάξης να είναι
μονοσήμαντη συνάρτηση της θέσης έχει την εξής επίπτωση στην περίπτωση ενός υπε-
ραγώγιμου βρόχου, π.χ τοροειδούς σχήματος: αν επιλέξουμε μία κλειστή καμπύλη μέσα
στο υπεραγώγιμο υλικό και υπολογίσουμε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα και των δύο με-
λών της σχέσης (1.5), καταλήγουμε στη σχέση

Φ′ = Φ+
mc

2e2

∮
1

|ψ|2
J · dr = nΦ0, (1.7)

όπου Φ είναι η μαγνητική ροή μέσα από την κλειστή καμπύλη και

Φ0 =
hc

2e
= 2.07× 10−7Gauss · cm2 (1.8)
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είναι το λεγόμενο κβάντο της μαγνητική ροής. Η ποσότητα Φ′ ονομάζεται ροοειδές
(fluxoid) και είναι κβαντισμένη σε ακέραια πολλαπλάσια του κβάντου της μαγνητικής
ροής. Επίσης είναι και μια ποσότητα ανεξάρτητη του χρόνου. Η κβάντωση του ροοει-
δούς θα μας φανεί χρήσιμη λίγο παρακάτω. Σημειώνουμε ότι, στην εξαγωγή της σχέσης
(1.7), έχουμε χρησιμοποιήσει τη σχέση

∮
∇χ · dr = 2πn. (1.9)

Στην περίπτωση που το υπεραγώγιμο υλικό είναι αρκετά παχύ και επιλέξουμε την
καμπύλη ολοκλήρωσης να είναι αρκετά βαθιά μέσα σε αυτό, ώστε το ρεύμα πάνω στην
καμπύλη να μηδενίζεται, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η συνολική μαγνητική ροή
που περικλείει ο υπεραγώγιμος βρόχος πρέπει να είναι κβαντισμένη.

Οι εξισώσεις GL είναι ο απλούστερος τρόπος για να προσεγγίσουμε το πρόβλημα της
ανομοιογενούς υπεραγωγιμότητας, όταν οι συνθήκες είναι κατάλληλες ώστε να ισχύουν
οι προσεγγιστικές της απαιτήσεις. Η εφαρμογή ενός μαγνητικού πεδίου σε ένα υπεραγώ-
γιμο υλικό οδηγεί στο φαινόμενο Meissner εξασθενίζοντας όμως την υπεραγωγιμότητα
μέχρι το μαγνητικό πεδίο να φτάσει σε μια κρίσιμη τιμή, που εξαρτάται από τη θερμο-
κρασία, οπότε η υπεραγωγιμότητα καταστρέφεται και το υλικό μεταβαίνει στην κανο-
νική κατάσταση. Αντίστοιχα υπάρχει και ένα κρίσιμο υπερρεύμα, πάνω από το οποίο το
μαγνητικό πεδίο που παράγει είναι τόσο ισχυρό, ώστε καταστρέφει την υπεραγωγιμό-
τητα. Το φαινόμενο αυτό συμβαίνει με αυτόν τον τρόπο στους λεγόμενους υπεραγωγούς
τύπου Ι, οι οποίοι χαρακτηρίζονται από μήκος διείσδυσης μικρότερο από το μήκος συ-
νάφειας. Όπως ανακάλυψε ο Abrikosov [21], χρησιμοποιώντας τη θεωρία GL, όταν το
μήκος συνάφειας είναι μικρότερο από το μήκος διείσδυσης, τότε η υπεραγώγιμη κατά-
σταση επιτρέπει πάνω από ένα κρίσιμο μαγνητικό πεδίο Bc1 τη διείσδυση του μαγνητι-
κού πεδίου στο εσωτερικό της με τη μορφή γραμμικών περιοχών κανονικής κατάστασης,
με διάμετρο της τάξης του μήκους συνάφειας, που περιβάλλονται από υπερρεύματα, με
διάμετρο της τάξης του μήκους διείσδυσης, που θωρακίζουν τον υπόλοιπο υπεραγωγό
από το μαγνητικό πεδίο. Οι γραμμικές αυτές περιοχές ονομάζονται στρόβιλοι ή δίνες
Abrikosov (Abrikosov vortices). Αν το μαγνητικό πεδίο αυξηθεί πάνω από μια κρίσιμη
τιμή Bc2 > Bc1, ο υπεραγωγός μεταπίπτει πάλι στην κανονική κατάσταση. Η κατά-
σταση δινών των λεγόμενων υπεραγωγών τύπου ΙΙ, μεταξύ των μαγνητικών πεδίων Bc1

και Bc2, είναι μια πολύ ενδιαφέρουσα κατάσταση ανομοιογενούς υπεραγωγιμότητας.
Είδαμε λοιπόν ότι η υπεραγωγιμότητα μπορεί να συμβιώνει με την κανονική κα-

τάσταση, όταν εξωτερικά πεδία τείνουν να την καταστρέψουν. Το ίδιο συμβαίνει και
όταν ένα κομμάτι υπεραγωγού “διακόπτεται” από ένα κανονικό υλικό, ή όταν η ακτίνα
ενός υπεραγώγιμου σύρματος σε κάποιο σημείο γίνεται πολύ μικρή, σχηματίζοντας μια
επαφή Josephson ή, όπως αλλιώς λέγεται, μία ασθενή υπεραγώγιμη σύζευξη (weak link).
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Έτσι, στην περίπτωση ασθενούς σύζευξης δύο υπεραγώγιμων περιοχών, η υπεραγώγιμη
ιδιότητα επιβιώνει, δίνοντας νέα χαρακτηριστικά φαινόμενα ανομοιογενούς υπεραγωγι-
μότητας. Το υπερρεύμα τώρα ρέει στην περιοχή της επαφής Josephson σε ένα χαρακτη-
ριστικό μήκος διείσδυσης Josephson λJ , το οποίο είναι γενικά μεγαλύτερο από το μήκος
διείσδυσης London λL. Η διαφορά φάσης δχ της παραμέτρου τάξεως μεταξύ των δύο
υπεραγώγιμων περιοχών παρουσιάζει μεταβολές στη διεύθυνση παράλληλα στην επαφή
με χαρακτηριστικό μήκος λJ , κάθετα στη ροή του υπερρεύματος, που εξαρτάται από το
εξωτερικό μαγνητικό πεδίο και είναι δυνατή η δημιουργία δινών Josephson που ρέουν
κυκλικά στην περιοχή της ασθενούς σύζευξης. Επίσης η εφαρμογή μιας σταθερής τά-
σης στα υπεραγώγιμα ηλεκτρόδια οδηγεί σε γραμμική μεταβολή της σχετικής φάσης
δχ με το χρόνο και κατά συνέπεια στη ροή ενός χρονικά μεταβαλόμενου ρευματος στην
επαφή. Τα φαινόμενα αυτά τα προέβλεψε θεωρητικά πρώτος ο Josephson και γι’ αυτό
το γενικό φαινόμενο φέρει το όνομά του [22, 23].

Σε αυτή τη διατριβή ασχολούμαστε με επαφές Josephson στο όριο που οι διαστά-
σεις του συστήματος είναι μικρότερες από το μήκος διείσδυσης Josephson, τις λεγό-
μενες βραχείες επαφές Josephson (short Josephson junctions). Τότε οι μεταβολές της
σχετικής φάσης δχ της παραμέτρου τάξεως με τη θέση γίνονται αμελητέες και αυτό
που ενδιαφέρει πιο πολύ είναι η σχέση του υπερρεύματος που διαρρέει την επαφή με
τη διαφορά φάσης μεταξύ των υπεραγώγιμων ηλεκτροδίων, την οποία από εδώ και στο
εξής θα συμβολίζουμε απλά μεχ. Επίσης αμελητέα είναι και η επίδραση του μαγνητικού
πεδίου του υπερρεύματος της επαφής πάνω στις ιδιότητες του συστήματος και μπορεί
να αγνοηθεί. Η μαθηματική σχέση που συνδέει το υπερρεύμα με τη διαφορά φάσης χ
ονομάζεται σχέση υπερρεύματος φάσης (current phase relation ή CPR). Στην περίπτωση
πολύ ασθενούς σύζευξης, όπως π.χ σε επαφές φαινομένου σύρραγγος (tunnel junctions)
ή σε άλλου είδους επαφών με θερμοκρασία κοντά στην κρίσιμη θερμοκρασία ή με πα-
ράγοντες που ευνοούν την κανονική σκέδαση των μονοσωματιδιακών διεγέρσεων, η
σχέση υπερρεύματος φάσης είναι ημιτονοειδής και δίνεται από τη σχέση

I(χ) = Ic sinχ, (1.10)

όπου Ic είναι το λεγόμενο κρίσιμο ρεύμα της επαφής. Όποια τιμή και να έχει η δια-
φορά φάσης χ, υπερρεύμα μεγαλύτερο από το Ic δεν μπορεί να διαρρέει την επαφή.
Μια απλή εξαγωγή της παραπάνω σχέσης δίνεται στην αναφορά [7] για επαφή με μι-
κρών διαστάσεων γέφυρα που συνδέει δύο υπεραγώγιμες περιοχες του ίδιου υλικού και
χρησιμοποιώντας την θεωρία Ginzburg-Landau. Επίσης στην αναφορά [23] δίνεται μια
απόδειξη της ίδιας σχέσης με τη χρήση της μικροσκοπικής θεωρίας του Gor’kov και για
την περίπτωση πολύ ασθενούς σύζευξης. Μια μελέτη της CPR σε διάφορου τύπου επα-
φές και για διάφορα όρια των παραμέτρων δίνεται στην αναφορά [24]. Επίσης η θεωρία
της υπεραγωγιμότητας ασθενούς σύζευξης μελετάται στην αναφορά [25].
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Σε αυτή τη διατριβή θα ασχοληθούμε αποκλειστικά με το λεγόμενο dc φαινόμενο
Josephson, δηλ. με καταστάσεις της επαφής που διαρρέονται από σταθερό με το χρόνο
υπερρεύμα και τη σχέση αυτού με τη διαφορά φάσης μεταξύ των υπεραγωγών. Όπως
έχουμε αναφέρει υπάρχει και το ac φαινόμενο Josephson, όπου σε μιά επαφή στην υπε-
ραγώγιμη κατάσταση εφαρμόζεται μια σταθερή διαφορά δυναμικό, με αποτέλεσμα η
διαφορά φάσης των υπεραγωγών να αυξάνει γραμμικά με το χρόνο και το υπερρεύμα
να είναι ημιτονοειδής συνάρτηση του χρόνου, στην περίπτωση που ισχύει η CPR της
σχέσης (1.10). H σχέση της διαφοράς φάσης χ με την τάση V που εφαρμόζεται στην
επαφή ανακαλύφθηκε από τον Josephson και είναι

∂χ

∂t
=

2eV

~
. (1.11)

Υπάρχουν αρκετoί τρόποι να κατασκευαστεί ένα υπεραγώγιμο σύστημα με ασθενή
σύζευξη [26]. Ένας από αυτούς είναι οι επαφές φαινομένου σύρραγος, ένα sandwitch
υπεραγωγών με μονωτικό υλικό στο ενδιάμεσο. Επίσης ένα τέτοιο sandwitch μπορεί να
έχει και ένα κανονικό υλικό ή μικρότερης κρίσιμης θερμοκρασίας υπεραγώγιμο υλικό
στο ενδιάμεσο. Πολύ σημαντικές είναι και οι λεγόμενες επαφές σημείου (point contacts),
όπου η σύζευξη των υπεραγώγιμων ηλεκτροδίων γίνεται μέσω μιας γεωμετρίας σχή-
ματος “βελόνας”. Οι επαφές σημείου περιγράφονται ικανοποιητικά από μονοδιάστατα
μοντέλα σκέδασης των μονοσωματιδιακών διεγέρσεων, με τα οποία θα ασχοληθούμε
στο μεγαλύτερο μέρος αυτής της διατριβής. Ακόμα πιο ικανοποιητικά περιγράφονται
οι λεγόμενες κβαντικές επαφές σημείου (quantum point contacts), στις οποίες οι δια-
στάσεις της βελόνας είναι τόσο μικρές, ώστε υπάρχει κβάντωση των καταστάσεων των
μονοσωματιδιακών διεγέρσεων κάθετα στον άξονα της επαφής. Μελέτη των κβαντικών
επαφών σημείου γίνεται στις αναφορές [27–29]. Άλλου τύπου ασθενείς συζεύξεις εί-
ναι η γέφυρα Dayem και η γέφυρα μεταβλητού πάχους. Στο Σχ.1.1 απεικονίζονται οι
παράπανω τύποι επαφών.

Ο μηχανισμός με τον οποίο το υπερρεύμα περνά μέσα από την περιοχή ασθενούς
σύζευξης μπορεί να ειδωθεί από δύο οπτικές γωνίες. Η μία είναι αυτή του φαινομένου
σύρραγγος των ζευγών Cooper από το ένα ηλεκτρόδιο στο άλλο, που στο όριο της πολύ
ασθενούς σύζευξης μπορεί να αντιμετωπιστεί με θεωρία διαταραχών. Η άλλη οπτική
γωνία είναι η ύπαρξη δέσμιων καταστάσεων Andreev στο ενδιάμεσο υλικό 2. Το δυ-
ναμικό ζεύγους σε αυτό είναι είτε μικρότερου μέτρου, είτε εντελώς μηδενικό. Έτσι για
ενέργειες που αντιστοιχούν στο χάσμα των υπεραγώγιμων ηλεκτροδίων, υπάρχουν κα-
ταστάσεις μονοσωματιδιακών διεγέρσεων μέσα στο ενδιάμεσο υλικό, οι οποίες ανακλώ-
νται στις ενδοεπιφάνειες και αλλάζουν χαρακτήρα ηλεκτρονίου-οπής, καθώς δεν μπο-
ρούν να διαδοθούν στα υπεραγώγιμα ηλεκτρόδια. Έτσι είναι δέσμιες καταστάσεις, αφού

2Σημειώνουμε ότι, παρότι δέσμιες, οι καταστάσεις Andreev μπορούν να μεταφέρουν υπερρεύμα, όπως
θα αναφέρουμε και παρακάτω.
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Σχήμα 1.1: (a) Επαφή φαινομένου σύρραγγος, (b) επαφή σημείου (point contact), (c)
γέφυρα Dayem, (d) επαφή SNS sandwitch, (e) γέφυρα μεταβλητού πάχους, (f) γέφυρα
απόθεσης ιόντων (Ion implanted bridge)

είναι χωρικά περιορισμένες. Οι ενέργειές τους είναι διακριτές, ώστε να είναι συμβιβα-
στές οι ομογενείς λύσεις του ενδιάμεσου στρώματος με το μονοσήμαντο της συνολικής
κυματοσυνάρτησης. Ονομάζονται δέσμιες καταστάσεις Andreev, επειδή τις μελέτησε
πρώτος ο Andreev στην ενδιάμεση κατάσταση (intermediate state) της υπεραγωγιμότη-
τας [30]. Βλέπουμε ότι οι επαφές Josephson μας παρέχουν ένα σύστημα στο οποίο η
υποθετική μας θεώρηση στην αρχή της ενότητας, περί της διάδοσης ενός ηλεκτρονίου
ή οπής μέσα σε ένα υπεραγώγιμο υλικό, παίρνει σάρκα και οστά. Εδώ καταστάσεις με
έντονο ηλεκτρονιακό χαρακτήρα ή χαρακτήρα οπής υπάρχουν στο κανονικό υλικό του
ενδιάμεσου στρώματος και εισέρχονται στα υπεραγώγιμα ηλεκτρόδια, βιώνοντας την
αλληλεπίδραση τους με το δυναμικό ζεύγους. Έτσι στη μία ενδοεπιφάνεια τα ηλεκτρό-
νια ζευγαρώνονται δημιουργώντας ζεύγη Cooper, αφήνοντας πίσω τους κενές κατα-
στάσεις που ερμηνεύονται ως οπές, οι οποίες διαδίδονται προς την άλλη ενδοεπιφάνεια
και καταστρέφουν ένα ζεύγος Cooper, δίνοντας ένα ηλεκτρόνιο να διαδίδεται προς την
αντίθετη κατεύθυνση. Με αυτό τον τρόπο τα ζεύγη Cooper μεταφέρονται από τη μία εν-
δοεπιφάνεια στην άλλη και δημιουργούν υπερρεύμα. Οι δέσμιες καταστάσεις Andreev
εμφανίζονται και στην μικτή κατάσταση των υπεραγωγών τύπου II, στο εσωτερικό των
δινών, καθώς και στην ενδιάμεση κατάσταση της υπεραγωγιμότητας. Στην κατάσταση
δηλαδή ενός υπεραγώγιμου υλικού με μη τετριμένη γεωμετρία εντός εξωτερικού μαγνη-
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τικού πεδίου, έτσι ώστε το συνολικό πεδίο που υπάρχει στο εσωτερικό του υλικού να
μην είναι ομογενές και να μην ξεπερνάει την κρίσιμη τιμή του σε όλα τα σημεία του υπε-
ραγωγού, δημιουργώντας έτσι μια αλληλουχία υπεραγώγιμων και κανονικών περιοχών
μέσα στο υλικό.

Με αυτά τα δεδομένα και όπως θα περιγράψουμε εκτενώς σε αυτή τη διατριβή, μπο-
ρούμε να υπολογίσουμε τη σχέση υπερρεύματος φάσης (CPR) σε μια επαφή Josephson.
HCPRπου δίνουμε στη σχέση (1.10) είναι μια ειδική περίπτωση και σε επαφές Josephson
με μεταλλικό ενδιάμεσο στρώμα (SNS) η CPR είναι διαφορετική και συγκεκριμένα,
σε μηδενική θερμοκρασία, πριονωτή συνάρτηση της διαφοράς φάσης. Πρώιμη δου-
λειά στις επαφές SNS έχει γίνει στις αναφορές [31–34] και πιο πρόσφατα στις ανα-
φορές [35, 36]. Το ίδιο ισχύει και όταν το ενδιάμεσο στρώμα είναι σιδηρομαγνητικό,
οπότε ανάλογα με τις παραμέτρους της επαφής μπορεί να εμφανιστεί δεύτερη αρμονική
ή αντιστροφή της διεύθυνσης του υπερρεύματος κατά τη λεγόμενη αλλαγή φάσης 0−π.
Σε αυτά τα φαινόμενα θα αναφερθούμε στην επόμενη ενότητα.

Ολοκληρώνοντας αυτή την εισαγωγική ενότητα θέλουμε να αναφέρουμε την αρχή
του πειραματικού τρόπου μέτρησης της σχέσης υπερρεύματος φάσης. Όπως είδαμε,
η διαφορά φάσης μεταξύ των υπεραγώγιμων ηλεκτροδίων είναι συνυφασμένη με το
υπερρεύμα και χρειάζεται να τη μετρήσουμε πειραματικά, ώστε να κατασκευάσουμε
την CPR. Για να το κάνουμε αυτό, προσαρτούμε την επαφή Josephson στην περιφέ-
ρεια ενός υπεραγώγιμου βρόχου αυτεπαγωγής L και εφαρμόζουμε ένα εξωτερικό μα-
γνητικό πεδίο. Τότε το ροοειδές (fluxoid) θα είναι κβαντισμένο και θα ισούται με τη
ροή μέσα από τον υπεραγώγιμο βρόχο συν τη συνεισφορά του επικαμπυλιου ολοκλη-
ρώματος του υπερρεύματος. Η καμπύλη ολοκλήρωσης μπορεί να επιλεγεί μέσα στο
υπεραγώγιμο υλικό, όπου το ρεύμα είναι μηδέν, εκτός από την περιοχή της βραχείας
επαφής Josephson, που είναι ανάλογο της κλίσης της φάσης της παραμέτρου τάξεως.
Λαμβάνοντας αυτά υπόψη, καταλήγουμε ότι η σχέση (1.7) μας δίνει

χ

2π
=

Φ

Φ0

+ n, (1.12)

όπου χ η διαφορά φάσης στα άκρα της επαφής Josephson,Φ είναι η μαγνητική ροή μέσα
από τον υπεραγώγιμο βρόχο, Φ0 το κβάντο της μαγνητικής ροής και n ένας ακέραιος
αριθμός. Ταυτόχρονα, το ρεύμα που θα επαχθεί στον υπεραγώγιμο βρόχο δίνεται από
τη σχέση

Φ = Φe − I(χ)L, (1.13)

όπου Φe είναι η εφαρμοζόμενη εξωτερική μαγνητική ροή στον υπεραγώγιμο βρόχο.
Γνωρίζοντας την αυτεπαγωγή L και μετρώντας τα Φ, Φe, μπορούμε να προσδιορίσουμε
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και τη διαφορά φάσης και το υπερρεύμα και να κατασκευάσουμε την CPR. Η ακριβής
μέτρηση μαγνητικής ροής δεν είναι εύκολη υπόθεση και έχουν αναπτυχθεί διάφορες
τεχνικές για τη μέτρηση της CPR [24,37, 38]

Η ενέργεια του υπεραγώγιμου βρόχου, που περιέχει και την επαφή Josephson, στο
εξωτερικό μαγνητικό πεδίο είναι ίση με το άθροισμα της ενέργειας της επαφής Josephson
και του μαγνητικού πεδίου που παράγει, εξαιτίας του υπερρεύματος από το οποίο διαρ-
ρέεται. Σε κανονικοποιημένες μονάδες είναι [39–41]

W (χ) =
1

Ic

∫ χ

0

I(χ′)dχ′ +
1

2
l−1(χ− χe)

2, (1.14)

όπου η ενέργειαW μετριέται σε μονάδες Φ0Ic/2π και

l =
2π

Φ0

IcL (1.15)

είναι η κανονικοποιημένη αυτεπαγωγή του βρόχου, ενώ

χe = 2π
Φe

Φ0

(1.16)

είναι η κανονικοποιημένη μαγνητική ροή μέσα από το βρόχο του εξωτερικού μαγνητι-
κού πεδίου.

Με δεδομένο το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο, η κατάσταση του υπεραγώγιμου βρό-
χου ισορροπεί σε μια διαφορά φάσης χ που ελαχιστοποιεί την ενέργεια του βρόχου.
Όταν η αυτεπαγωγή του βρόχου τείνει στο άπειρο, τότε προφανώς η συνθήκη ελαχιστο-
ποίησης είναι I(χ) = 0 και I ′(χ) > 0. Αν η CPR της επαφής έχει μηδενικό υπερρεύμα
στο χ = 0 και θετική κλίση, δηλαδή είναι μια επαφή στην κατάσταση 0, τότε η μαγνη-
τική ροή που διαπερνάει το βρόχο, απουσία εξωτερικού πεδίου, είναι μηδέν. Αν όμως
το υπερρεύμα της επαφής μηδενίζεται σε κάποιο σημείο χ0 και έχει θετική κλίση εκεί,
έχουμε δηλαδή τη λεγόμενη χ0−επαφή, τότε απουσία εξωτερικού μαγνητικού πεδίου
ο υπεραγώγιμος βρόχος εμφανίζει μια αυθόρμητη μαγνητική ροή χ0Φ0/2π και ένα μι-
κρό αυθόρμητο υπερρεύμα. Στην περίπτωση π−επαφών τέτοιες αυθόρμητες μαγνητικές
ροές έχουν παρατηρηθεί πειραματικά [42]. Κατά τη μέτρηση της CPR χρησιμοποιούνται
βρόχοι με μικρότερη αυτεπαγωγή. Στην περίπτωση μιας χ0−επαφής που χαρακτηρίζε-
ται από υπερρεύμα μηδενικής διαφοράς φάσης και ο υπεραγώγιμος βρόχος ισορροπή-
σει σε μηδενική διαφορά φάσης, η συνολική μαγνητική ροή μέσα από τον υπεραγώγιμο
βρόχο είναι μηδέν και το υπερρεύμα μηδενικής διαφοράς φάσης αντισταθμίζει την εξω-
τερική μαγνητική ροή μέσα από το βρόχο. Υπερρεύμα μηδενικής φάσης εμφανίζεται σε
διάφορους τύπους επαφών, όπως θα εξηγήσουμε στην επόμενη ενότητα. Σε αυτή τη δια-
τριβή βρίσκουμε υπερρεύμα μηδενικής φάσης σε σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson
με μη συνεπίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων.
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1.2 Φαινόμενα σχετικά με τις σιδηρομαγνητικές επαφές
Josephson

Σε αυτή τη διατριβή μελετάμε βραχείες επαφές Josephson με συμβατικούς υπερα-
γωγούς, όπου η ασθενής σύζευξη επιτυγχάνεται με την προσθήκη στρωμάτων σιδη-
ρομαγνητικών υλικών μεταξύ των υπεραγώγιμων ηλεκτροδίων. Συστήματα αυτού του
τύπου παρουσιάζουν πολύ ενδιαφέροντα φαινόμενα, καθώς η συμβατική υπεραγωγι-
μότητα και ο σιδηρομαγνητισμός είναι γενικά φαινόμενα που ανταγωνίζονται μεταξύ
τους και δεν συνυπάρχουν στην ομογενή κατάσταση. Αυτό συμβαίνει επειδή αφ’ ενός
τα ζεύγη Cooper στη θεωρία BCS αποτελούνται από ηλεκτρόνια με αντίθετα σπιν, ο σι-
δηρομαγνητισμός αφ’ ετέρου ευνοεί (και επιβάλλει) την ευθυγράμμιση των μαγνητικών
ροπών των ηλεκτρονίων. Υπάρχουν βέβαια ενδείξεις ότι ορισμένα υλικά παρουσιάζουν
ταυτόχρονα και τα δύο αυτά φαινόμενα στην ομογενή κατάσταση. Είναι οι λεγόμενοι σι-
δηρομαγνητικοί υπεραγωγοί (ferromagnetic superconductors), όπως οι UGe2, URhGe,
UCoGe [43]. Το πιο πιθανό είναι ότι τα ζεύγη Cooper αυτών των υπεραγωγών έχουν
σπιν στην κατάσταση triplet.

Το ενδιαφέρον στις σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson (SFS) δημιουργήθηκε από
την πρόβλεψη της ύπαρξης αλλαγής φάσης 0−π. Μια επαφή Josepshon στην κατάσταση
0 έχει την CPR της σχέσης (1.10), στο όριο της πολύ ασθενούς σύζευξης, ενώ στην κα-
τάσταση π το υπερρεύμα έχει αντίθετη φορά. Με αλλαγή των παραμέτρων της επαφής
SFS μπορούμε να περάσουμε από τη μία κατάσταση στην άλλη. Η αλλαγή φάσης 0−π

ανακαλύφθηκε θεωρητικά για μία επαφή Josepshon με παραμαγνητικές ατέλειες στο εν-
διάμεσο μονωτικό στρώμα από τους Bulaevskii et al. [44], αλλά μέχρι τώρα δεν έχει επι-
βεβαιωθεί πειραματικά. Λίγο αργότερα προτάθηκε ότι εμφανίζεται σε επαφές SFS [45].
Για τις επαφές SFS υπάρχει πληθώρα πειραμάτων που την επιβεβαιώνουν [46–52]. Φαι-
νόμενα χαρακτηριστικά της αλλαγής φάσης 0−π είναι η φθίνουσα ταλαντωτική συμπε-
ριφορά του κρίσιμου υπερρεύματος συναρτήσει του πάχους του ενδιάμεσου στρώματος
της επαφής και η δυνατότητα, ανάλογα με τις παραμέτρους της επαφής, μη μονότονης
μεταβολής του κρίσιμου υπερρεύματος με τη θερμοκρασία. Επίσης χαρακτηριστική εί-
ναι και η δυνατότητα εμφάνισης δεύτερης αρμονικής στη σχέση υπερρεύματος φάσης
σιδηρομαγνητικών επαφών Josephson. Λόγω όμως της μη συμβατότητας της υπεραγω-
γιμότητας με το σιδηρομαγνητισμό, το κρίσιμο υπερρεύμα μειώνεται γρηγορότερα με
την αύξηση του πάχους του ενδιάμεσου στρωματος, από ότι συμβαίνει στην περίπτωση
που το ενδιάμεσο στρώμα είναι μη μαγνητικό μέταλλο. Το φαινόμενο αυτό έχει να κάνει
με την φθίνουσα συμπεριφορά της παραμέτρου τάξεως στο σιδηρομαγνητικό στρώμα.
Ταυτόχρονα παρατηρείται και ταλαντωτική συμπεριφορά, εκτός από τη φθίνουσα, η
οποία δίνει τη δυνατότητα αλλαγής φάσης 0 − π και τη μη μονότονη μεταβολή του
κρίσιμου υπερρεύματος με τις παραμέτρους της επαφής. Μια ανασκόπηση της θεωρίας
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των σιδηρομαγνητικών επαφών Josephson, καθώς και επαφών υπεραγωγών με σιδηρο-
μαγνήτες, με ομογενή μαγνήτιση και έμφαση στην ημικλασική θεωρία της ανομοιογε-
νούς υπεραγωγιμότητας, δίνεται στην αναφορά [15]. Μελέτη σιδηρομαγνητικών επα-
φών Josephson στο βαλιστικό όριο, με χρήση των εξισώσεων Bogoliubov-de Gennes,
δίνεται στην αναφορά [53].

H φθίνουσα ταλαντωτική συμπεριφορά της παραμέτρου τάξεως στο εσωτερικό του
ενδιάμεσου στρώματος δεν εξαντλεί τα φαινόμενα που χαρακτηρίζουν τις επαφές υπε-
ραγωγών με σιδηρομαγνήτες και τις σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson. Αυτό που
συμβαίνει είναι ότι σε τέτοιες επαφές και μέσα στους σιδηρομαγνήτες αναπτύσσονται,
εκτός από την ανώμαλη συνάρτηση Green με σπιν στην κατάσταση singlet, και οι υπό-
λοιπες συνιστώσες της ανώμαλης συνάρτησης Green με σπιν στην κατάσταση triplet,
αρκεί να υπάρχει ανομοιογενής μαγνήτιση στο σύστημα 3. Η ανακάλυψη αυτή έγινε θεω-
ρητικά από τους Bergeret et al. [54–56]. Μια ανασκόπηση της θεωρίας αυτής, καθως και
υλικό για την επίδραση της υπεραγωγιμότητας στον σιδηρομαγνητισμό σε επαφές, δίνε-
ται στην αναφορά [57]. Στις παραπάνω αναφορές αναδεικνύεται η εμφάνιση της συνι-
στώσας της ανώμαλης συνάρτησης Green με σπιν στην κατάσταση triplet, αλλά συμμε-
τρική στο χωρικό κομμάτι της και αντισυμμετρική στην ενέργεια. Έτσι τα ζεύγη Cooper,
μετασχηματιζόμενα στις ενδοεπιφάνειες από την κατάσταση singlet στην triplet, έχουν
τη δυνατότητα να διαδίδονται μέσα από τα σιδηρομαγνητικά στρώματα στο ίδιο χαρα-
κτηριστικό μήκος στο οποίο διαδίδονται τα singlet ζεύγη Cooper σε ένα μη μαγνητικό
μέταλλο. Όσον αφορά τις σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson, είναι απαραίτητο η αλ-
λαγή της κατάστασης σπιν των ζευγών Cooper να μπορεί να επιτευχθεί και στις δύο
ενδοεπιφάνειες με τους συμβατικούς υπεραγωγούς και έτσι ένα μακράς εμβέλειας υπερ-
ρεύμα Josephson μπορεί να επιτευχθεί σε επαφές Josephson με τρία σιδηρομαγνητικά
στρώματα [58–61]. Τα μακράς εμβέλειας αυτά υπερρεύματα μπορούν να επιβιώσουν
ακόμα και όταν το ενδιάμεσο σιδηρομαγνητικό στρώμα είναι ένα ημιμέταλλο, χωρίς
ελεύθερους φορείς στη μία ζώνη σπιν. Ταυτόχρονα με αυτή την παρατήρηση, διαπιστώ-
θηκε ότι σε ένα υβριδικό σύστημα με συμβατικούς υπεραγωγούς και σιδηρομαγνήτες
εμφανίζονται όλες οι συνιστώσες της ανώμαλης συνάρτησης Green που είναι συμβα-
τές με την αρχή του Pauli (βλ. [62–64]). Επίσης αρκετοί συγγραφείς έχουν ασχοληθεί
με ανομοιoγενείς μαγνητίσεις σε επαφές SFS με σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες, με μη
μαγνητικό μέταλλο στο ενδιάμεσο στρώμα [65] ή με ισχυρούς ή ημιμεταλλικούς σι-
δηρομαγνήτες στο ενδιάμεσο στρώμα [66–70]. Οι τελευταίες αναφορές εργάζονται στο
όριο διάχυσης για το σιδηρομαγνητικό ή ημιμεταλλικό στρώμα και βρίσκουν μια συσχέ-
τιση της κορυφής της τοπικής πυκνότητας καταστάσεων στο ενδιάμεσο στρώμα γύρω
από την ενέργεια Fermi με την εμφάνιση των συσχετίσεων triplet (triplet correlations),

3Σημειώνουμε ότι η ανώμαλη συνάρτηση Green μπορεί να ερμηνευτεί ως η κυματοσυνάρτηση των
ζευγών Cooper.
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την triplet δηλ. συνιστώσα της ανώμαλης συνάρτησης Green. Πειραματική επιβεβαίωση
των υπερρευμάτων μακράς εμβέλειας υπάρχει και ξεκίνησε με τους Keizer et al. [71],
που χρησιμοποίησαν CrO2 για το ενδιάμεσο στρώμα. Ακολούθησαν κι άλλες πειραμα-
τικές ομάδες, που χρησιμοποίησαν και άλλους σιδηρομαγνήτες, όπως Ni και Gd, Co και
Ηο ή κράματα Heusler [72–80].

Ακόμα ένα φαινόμενο που εμφανίζεται στις σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson
είναι η ύπαρξη μη μηδενικού υπερρεύματος μηδενικής φάσης, όταν οι μαγνητίσεις του
συστήματος είναι μη συνεπίπεδες. Είναι γνωστό ότι η σχέση υπερρεύματος φάσης έχει
την ιδιότητα

I(χ) = −I(−χ), (1.17)

όταν το σύστημα της επαφής δεν παραβιάζει την συμμετρία αντιστροφής χρόνου, με
εξαίρεση τη μετατροπή της διαφοράς φάσης στο αντίθετό της. Αν όμως η αντιστροφή
χρόνου παραβιάζεται, δηλαδή και κάποια άλλη παράμετρος αλλάζει υπό την επίδρασή
της, τότε η παραπάνω σχέση δεν ισχύει και έχουμε ενδεχομένως την εμφάνιση υπερρεύ-
ματος μηδενικής φάσης. Η εμφάνιση αυτή έχει προβλεφθεί εδώ και καιρό για επαφές
Josepshon με μη συμβατικούς υπεραγωγούς [81–84]. Πιο πρόσφατα έχουν μελετηθεί,
με τη μέθοδο των εξισώσεων BdG, επαφές Josephson με συμβατικούς και μη συμβα-
τικούς υπεραγωγούς με d-χωρική συμμετρία και την ασθενή σύζευξη να επιτυγχάνε-
ται με σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες και ημιμεταλλικό ενδιάμεσο στρώμα [85]. Και εδώ
υπάρχει εμφάνιση υπερρεύματος μηδενικής φάσης. Επίσης έχει γίνει δουλειά σε επα-
φές Josephson με υπεραγωγούς παραμέτρου τάξεως στην κατάσταση triplet, με εμφά-
νιση και υπερρεύματος μηδενικής φάσης και ρεύματος σπιν (spin current) στις αναφο-
ρές [86–89]. Υπερρεύμα μηδενικής διαφοράς φάσης έχει προβλεφθεί και σε συστήματα
με συμβατικούς υπεραγωγούς. Για ασθενή σύζευξη που επιτυγχάνεται με ενδιάμεσα
στρώματα που χαρακτηρίζονται από την ύπαρξη αλληλεπίδρασης σπιν-τροχιάς (spin-
orbit interaction) υπάρχει αντίστοιχη δουλειά στις αναφορές [90–93] και πιο πρόσφατα
στις αναφορές [94, 95].

Επίσης έχει μελετηθεί η εμφάνιση υπερρεύματος μηδενικής φάσης από ορισμένους
συγγραφείς σε επαφές Josephson με αποκλειστικά σιδηρομαγνητικά ενδιάμεσα στρώ-
ματα. Τότε είναι απαραίτητο οι μαγνητίσεις τους να είναι μη συνεπίπεδες. Αυτό παρα-
τηρείται για παράδειγμα στις αναφορές [96–99]. Σε αυτές γίνεται χρήση της ημικλα-
σικής θεωρίας της υπεραγωγιμότητας. Μία διαφορετική μέθοδος, για σιδηρομαγνήτες
στο όριο της διάχυσης, δίνεται στην αναφορά [67]. Λίγο αργότερα [100,101], δόθηκαν
επιχειρήματα συμμετρίας για την εμφάνιση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης και συ-
γκεκριμένα η ύπαρξη μιας συμμετρίας συνδυασμού της αντιστροφής χρόνου και μιας
στροφής στο χώρο των σπιν, που απαγορεύει την ύπαρξη υπερρεύματος μηδενικής φά-
σης, όταν οι μαγνητίσεις του συστήματος είναι συνεπίπεδες. Σχεδόν ταυτόχρονα, στην
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αναφορά [102], γίνεται συσχέτιση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης και της ανάπτυ-
ξης της triplet ανώμαλης συνάρτησης της περιττής στην ενέργεια στα ενδιάμεσα στρώ-
ματα μιας επαφής Josephson με τρία σιδηρομαγνητικά στρώματα. Με αυτή την ανακά-
λυψη, οι συγγραφείς μπόρεσαν να δείξουν μεγάλα σε μέγεθος υπερρεύματα μηδενικής
φάσης με τη χρήση μικρών σε μέτρο μαγνητίσεων. Επίσης θέλουμε να σημειώσουμε
ότι σε δακτύλιους αποτελούμενους από στρώματα σιδηρομαγνητών με μη συνεπίπεδες
μαγνητίσεις παρουσιάζονται αυθόρμητα και μόνιμα ρεύματα σε κάτι που μπορεί να χα-
ρακτηριστεί σπιν φαινόμενο Josephson [103,104].

Ολοκληρώνοντας αυτή την ενότητα, σημειώνουμε ότι στην αναφορά [105] μελετή-
θηκε μια χ0−επαφή με υπερρεύμα μηδενικής φάσης, που αποτελείται από μία επαφή
Josephson στο μαγνητικό πεδίο μιας μαγνητικής τελείας (magnetic dot). Επίσης υπερ-
ρεύμα μηδενικής φάσης και μάλιστα με CPR ανάλογη με cosχ έχει προβλεφθεί θε-
ωρητικά σε επαφές πολύ ασθενούς σύζευξης μεταξύ ενός υπεραγωγού με παράμετρο
τάξης άρτιας στην ενέργεια και ενός υπεραγωγού με παράμετρο τάξης περιττής στην
ενέργεια [106]. Τέλος σημειώνουμε ότι είναι δυνατή η δημιουργία χ0−επαφής χωρίς
υπερρεύμα μηδενικής φάσης, αλλά με μηδενισμό της CPR σε κάποιο σημείο χ0 και
θετική κλίση του υπερρεύματος στο σημείο αυτό, όπως μπορεί να συμβεί όταν η CPR
περιέχει μια δεύτερη αρμονική [107].

1.3 Η δομή αυτής της διατριβής
Στη συνέχεια αυτής της διατριβής παρουσιάζουμε στο κεφάλαιο 2 τις εξισώσεις

Bogoliubov-deGennes (BdG) [12] και το μοντέλο τωνBlonder-Tinkham-Klapwijk (ΒΤΚ)
[108] για την περίπτωση σιδηρομαγνητικών επαφών Josephson με μαγνητίσεις σε αυ-
θαίρετες διευθύνσεις. Στη συνέχεια παραθέτουμε τον τρόπο επίλυσης των εξισώσεων
BdG και τους τύπους των λύσεών τους, τις στάσιμες καταστάσεις σκέδασης και τις δέ-
σμιες καταστάσεις Andreev. Ιδιαίτερη βαρύτητα θα δοθεί στους συντελεστές ανάκλα-
σης Andreev, με τη βοήθεια των οποίων θα υπολογίσουμε το υπερρεύμα στην επαφή με
τη μέθοδο των Furusaki-Tsukada [109].

Στο κεφάλαιο 3 κατασκευάζουμε τις εξισώσεις Lippmann-Schwinger που αντιστοι-
χούν στις εξισώσεις BdG στην επαφή, οι οποίες χαρακτηρίζονται από διαφορετικές
ασυμπτωτικές χαμιλτονιανές στα αριστερά και τα δεξιά. Συνεχίζουμε με την αντιστοί-
χιση των στάσιμων καταστάσεων σκέδασης, που αναλύσαμε στο κεφάλαιο 2, με τις
εξισώσεις Lippmann-Schwinger και έτσι προκύπτει η αναλογία των συντελεστών σκέ-
δασης της επαφής με τα στοιχεία του Τ-πίνακα, ο οποίος ορίζεται διαφορετικά ανάλογα
με τη διεύθυνση πρόσπτωσης και διάδοσης που εκφράζει ο αντίστοιχος συντελεστής
σκέδασης. Ο ορισμός αυτός του Τ-πίνακα είναι σε αντιστοιχία με τον ορισμό του σε
προβλήματα σκέδασης με πολλά κανάλια. Επίσης, αξιοποιώντας τα παραπάνω, αποδει-
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κνύουμε τις μορφές που παίρνει η συνάρτηση Green με ορίσματα θέσης στις ασυμπτω-
τικές περιοχές της επαφής.

Στα κεφάλαια 4 και 5 αξιοποιούμε τη σχέση μεταξύ συντελεστών σκέδασης και στοι-
χείων του Τ-πίνακα, ώστε να εξαγάγουμε συνθήκες συμμετρίας για τους συντελεστές
σκέδασης. Οι μετασχηματισμοί στους οποίους υποβάλλουμε τα στοιχεία του Τ-πίνακα
είναι αντιγραμμικοί και περιλαμβάνουν και την αντιστροφή χρόνου. Μετασχηματίζο-
ντας τον τελεστή του Τ-πίνακα και τις στάσιμες καταστάσεις των ασυμπτωτικών χαμιλ-
τονιανών, που σχηματίζουν το στοιχείο πίνακος, καταλήγουμε σε σχέσεις που πρέπει να
ικανοποιούνται μεταξύ των συντελεστών σκέδασης. Στο κεφάλαιο 4 μετασχηματίζουμε
πρώτα τα στοιχεία πίνακος και στη συνέχεια παίρνουμε την αναλυτική επέκταση σε μι-
γαδικές τιμές της ενέργειας, ενώ στο κεφάλαιο 5 παίρνουμε πρώτα την αναλυτική επέ-
κταση των στοιχείων πίνακος και στη συνέχεια εφαρμόζουμε τους μετασχηματισμούς.
Έτσι καταλήγουμε σε διαφορετικές σχέσεις συμμετρίας, οι οποίες αξιοποιούνται στο
κεφάλαιο 7 για να εξάγουμε συμμετρίες της σχέσης υπερρεύματος φάσης (CPR) και να
απλοποιήσουμε τον τύπο των Furusaki-Tsukada.

Στο κεφάλαιο 6 μελετάμε τρόπους υπολογισμού της συνάρτησης Green των σιδηρο-
μαγνητικών επαφών Josephson, με αξιοποίηση της γνώσης των αναλυτικών επεκτάσεων
σε μιγαδική ενέργεια των στάσιμων καταστάσεων σκέδασης των εξισώσεων BdG. Έτσι
καταλήγουμε σε γενικές σχέσεις για τον υπολογισμό της πλήρους συνάρτησης Green,
αλλά επαληθεύουμε με μία διαφορετική μέθοδο τις μορφές της πλήρους συνάρτησης
Green για ορίσματα θέσης στις ασυμπτωτικές περιοχές. Επίσης είμαστε σε θέση να υπο-
λογίσουμε την ανώμαλη συνάρτηση Green και την τοπική πυκνότητα καταστάσεων.

Στο κεφάλαιο 7 υπολογίζουμε το υπερρεύμα στην επαφή Josephson από τη συνάρ-
τηση Green και καταλήγουμε στον τύπο των Furusaki-Tsukada. Στη συνέχεια επεξερ-
γαζόμαστε αυτό τον τύπο και αποδεικνύουμε ότι είναι ισοδύναμος με έναν τύπο που
συνδέει το υπερρεύμα με την ορίζουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής (matching
condition matrix), τον οποίο ορίσαμε στο κεφάλαιο 2. Έπειτα αποδεικνύουμε τις συμμε-
τρίες της σχέσης υπερρεύματος φάσης (CPR), με τη βοήθεια των συνθηκών συμμετρίας
για τους συντελεστές ανάκλασης, που δείξαμε στο κεφάλαιο 4. Εκεί δείχνουμε ότι, όταν
οι μαγνητίσεις του συστήματος είναι συνεπίπεδεες, δεν είναι δυνατή η ύπαρξη υπερ-
ρεύματος μηδενικής διαφοράς φάσης. Επίσης αξιοποιούμε τις σχέσεις του κεφαλαίου 5,
για να απλοποιήσουμε τον τύπο των Furusaki-Tsukada. Tέλος, επικεντρωνόμαστε στο
μη αυτοσυνεπές μοντέλο των σιδηρομαγνητικών επαφών Josephson και αναλύουμε πε-
ραιτέρω του τύπο για το υπερρεύμα συναρτήσει του πίνακα των συνθηκών συρραφής,
καταλήγοντας σε μια πιο ειδική μορφή για τηνCPR και ταυτόχρονα διατυπώνοντας ρητά
την εξάρτηση του υπερρεύματος από τις διευθύνσεις των μαγνητίσεων της επαφής.

Ακολουθεί το κεφάλαιο 8, όπου δίνουμε αριθμητικά αποτελέσματα στο μη αυτο-
συνεπές μοντέλο για τη σχέση υπερρεύματος φάσης, την εξάρτηση του υπερρεύματος
μηδενικής φάσης από τις παραμέτρους της επαφής καθώς και του κρίσιμου υπερρεύμα-
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τος. Επίσης δίνουμε και μερικές πληροφορίες για τις δέσμιες καταστάσεις Andreev, την
τοπική πυκνότητα καταστάσεων και την ανώμαλη συνάρτηση Green. Αυτά γίνονται σε
μονοδιάστατες επαφές, ενώ στις δύο τελευταίες ενότητες δίνουμε αντίστοιχες πληρο-
φορίες και για τριδιάστατες επαφές που είναι ομογενείς στις διευθύνσεις κάθετα στον
άξονα της επαφής.

Η διατριβή αυτή ολοκληρώνεται με τον επίλογο, όπου παραθέτουμε συνοπτικά τα
συμπεράσματα από τη μελέτη μας.

17



Κεφάλαιο 2

Kαταστάσεις σκέδασης στις
σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε το μοντέλο των σιδηρομαγνητικών επαφών
Josephson στο οποίο θα στηρίξουμε τη μελέτη μας. Θα χρησιμοποιήσουμε τις εξισώ-
σεις Bogoliubov-de Gennes (BdG) [12] και το μοντέλο των Blonder-Tinkham-Klapwijk
(ΒΤΚ) [108]. Στη συνέχεια θα περιγράψουμε τις λύσεις των εξισώσεων BdG σε ομογενη
συστήματα, υπεραγώγιμα ή σιδηρομαγνητικά, καθώς και τις λύσεις που αντιστοιχούν
στο ανομοιογενές σύστημα της σιδηρομαγνητικής επαφής Josephson. Οι τελευταίες εί-
ναι οι καταστάσεις σκέδασης στην επαφή και οι δέσμιες καταστάσεις Andreev.

2.1 Μοντέλο σιδηρομαγνητικής επαφής Josephson
Θεωρούμε μια μονοδιάστατη σιδηρομαγνητική επαφή Josephson που αποτελείται

από δύο υπεραγώγιμες περιοχές, μεταξύ των οποίων βρίσκονται στρώματα σιδηρομα-
γνήτη και ενδοεπιφάνειες με σπιν ενεργές ιδιότητες. Το σύστημα περιγράφεται από την
ενεργό χαμιλτονιανή μέσου πεδίου [12]

H = H0 + V, (2.1)

όπου

H0 =
∑
s,s′

∫
dxψ†

s(x)Ĥ0s,s′(x,−i~
d

dx
)ψs′(x) (2.2)

και

18



V =
1

2

∑
s,s′

∫
dx
(
∆̂ss′(x)ψ

†
s(x)ψ

†
s′(x) + ∆̂∗

ss′(x)ψs′(x)ψs(x)
)
. (2.3)

Στις παραπάνω σχέσεις ο υπερδείκτης * δηλώνει τον μιγαδικό συζυγή και ψs(x)

είναι ο τελεστής καταστροφής για ηλεκτρόνια με σπιν s στη θέση x. Οι 2 × 2 πίνακες
που εμφανίζονται παραπάνω αναφέρονται στους δείκτες σπιν πάνω και κάτω και είναι

Ĥ0 = (h0 − µ)1̂− σ ·M(x) (2.4)

και

∆̂(x) = iσy∆(x), (2.5)

όπου µ είναι το χημικό δυναμικό, 1̂ είναι ο ταυτοτικός 2 × 2 πίνακας, σx, σy, σz είναι
οι πίνακες Pauli στο χώρο του σπιν και σ = (σx, σy, σz). Επίσης ∆(x) είναι το αυτο-
συνεπές δυναμικό ζεύγους (ή συνάρτηση χάσματος) του συστήματος, που είναι μηδέν
στα ενδιάμεσα στρώματα της επαφής και παίρνει τις σταθερές τιμές της ομογενούς κα-
τάστασης στη δεξιά και αριστερή ασυμπτωτική περιοχή (∆ℓe

iχℓ και∆re
iχr αντίστοιχα).

Δίνεται από τη σχέση

∆(x) = g(x)⟨ψ↑(x)ψ↓(x)⟩, (2.6)

όπου η μέση τιμή ⟨...⟩ είναι ως προς τη θερμοδυναμική κατάσταση ισορροπίας του συ-
στήματος και g(x) είναι η σταθερά σύζευξης, που είναι μηδέν στα ενδιάμεσα σιδηρο-
μαγνητικά στρώματα και μη μηδενική στους υπεραγωγούς.

Ακόμη M(x) είναι η αυτοσυνεπής μαγνήτιση του συστήματος, μετρούμενη σε μο-
νάδες ενέργειας, που είναι μηδέν στις ασυμπτωτικές υπεραγώγιμες περιοχές και μη μη-
δενική στις περιοχές εγγύτητας των υπεραγωγών, στα ενδιάμεσα στρώματα και στις
ενδοεπιφάνειες. Δίνεται από τη σχέση

M(x) =
∑
i

Mi(x)χi(x) +
∑
j

Njδ(x− xj), (2.7)

όπουMi(x) είναι η μαγνήτιση στην περιοχή i, που μπορεί να είναι ένα από τα ενδιάμεσα
στρώματα ή οι περιοχές εγγύτητας στους δύο υπεραγωγούς, ακόμα και οι ασυμπτωτικές
περιοχές, όπου η μαγνήτιση μηδενίζεται. Επίσης Nj είναι αυτό που θα ονομάσουμε μα-
γνήτιση ενδοεπιφάνειας στην ενδοεπιφάνεια j και έχει διαστάσεις ενέργειας επί μήκος.

19



Θα χρησιμοποιήσουμε και τον όρο ισχύς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης για τα Nj . Οι
ενδοεπιφάνειες με τους υπεραγωγούς θα χαρακτηρίζονται από j = ℓ, r για αριστερά
και δεξιά αντίστοιχα, ενώ οι ενδιάμεσες ενδοεπιφάνειες αριθμούνται διαδοχικά. Οφεί-
λουμε να σημειώσουμε ότι με τον όρο μαγνήτιση θα εννοούμε πυκνότητα σπιν και όχι
πυκνότητα μαγνητικής ροπής των ηλεκτρονίων, όπως φαίνεται και από την εξάρτηση
της χαμιλτονιανής (2.4) από τη μαγνήτισηM(x).

Η χαμιλτονιανή h0 δίνεται από τη σχέση

h0 = − d

dx

~2

2m(x)

d

dx
+ U(x), (2.8)

όπουm(x) είναι η ενεργός μάζα των ηλεκτρονίων, που έχει τη μορφή

m(x) =
∑
i

miχi(x), (2.9)

όπουmi είναι η ενεργός μάζα της περιοχής i, όπως οριστηκε προηγούμενως, και

U(x) =
∑
i

Ui(x)χi(x) +
∑
j

Vjδ(x− xj), (2.10)

με Ui(x) να είναι το κανονικό δυναμικό στην περιοχή i και Vj είναι το δυναμικό σκέδα-
σης ενδοεπιφάνειας και έχει διαστάσεις ενέργειας επί μήκος. Για τα Vj θα χρησιμοποι-
ήσουμε και τον όρο ισχύς ενδοεπιφανειακής κανονικής σκέδασης.

Για να διαγωνιοποιήσουμε τη χαμιλτονιανή H, εφαρμόζουμε τον παρακάτω μετα-
σχηματισμό Bogoliubov

ψs(x) =
∑
n

(
uns (x)γn + vns (x)

∗γ†n
)
, (2.11)

όπου s =↑, ↓ και ο δείκτης n αριθμεί ένα πλήρες σύνολο ιδιοκαταστάσεων των οιωνεί
σωματιδίων Bogoliubov που αντιστοιχεί σε θετικές ενέργειες. Απαιτώντας να ισχύει

[γn,H] = Enγn (2.12)

και

[γ†n,H] = −Enγ
†
n, (2.13)
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καταλήγουμε στις εξισώσεις Bogoliubov-de Gennes (BdG) [12]

HBdGΨ(x) = EΨ(x), (2.14)

όπου

Ψ(x) =

(
û(x)

v̂(x)

)
(2.15)

και

HBdG =

(
Ĥ0 ∆̂

−∆̂∗ −Ĥ∗
0

)
. (2.16)

Εδώ

û(x) = (u↑(x), u↓(x))
T

και

v̂(x) = (v↑(x), v↓(x))
T .

Επίσης δεν γράφουμε ρητά το δείκτη n για λόγους συντομίας. Οι εξισώσεις BdG περιέ-
χουν όλες τις πληροφορίες σχετικά με την επαφή Josephson.

Είναι απλή υπόθεση να αναπτύξουμε τις εξισώσεις BdG και να πάρουμε το μιγαδικό
συζυγή τους. Τότε καταλήγουμε στις εξισώσεις

HBdG

(
v̂∗(x)

û∗(x)

)
= −E

(
v̂∗(x)

û∗(x)

)
. (2.17)

Επομένως έχουμε καταλήξει στη σχέση μεταξύ των ιδιοσυναρτήσεων των εξισώ-
σεων BdG για θετικές και αρνητικές ενέργειες. Συγκεκριμένα, αν εναλλάξουμε τις ηλε-
κτρονιακές και τύπου οπής συνιστώσες της κυματοσυνάρτησης και πάρουμε το μιγαδικό
συζυγή, πηγαίνουμε από λύσεις θετικής ενέργειας σε λύσεις αρνητικής ενεργειας.

Αξίζει να επεξεργαστούμε λίγο τις ιδιότητες των μετασχηματισμών Bogoliubov.
Μία βασική τέτοια ιδιότητα είναι ότι πρέπει να τηρούνται οι σχέσεις αντιμετάθεσης
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μετάξύ των τελεστών καταστροφής και δημιουργίας και πριν και μετά το μετασχηματι-
σμό. Πρέπει λοιπόν, εκτός από τις σχέσεις 1,

{
ψs(x), ψ

†
s′(x

′)
}
= δss′δ(x− x′), (2.18)

{ψs(x), ψs′(x
′)} = 0 (2.19)

και τις ερμιτιανές συζυγείς τους, να ισχύουν και οι σχέσεις

{
γn, γ

†
n′

}
= δnn′ , (2.20)

{γn, γn′} = 0 (2.21)

και οι ερμιατιανές συζυγείς τους. Αντικαθιστώντας από τη σχέση (2.11) στις παραπάνω
αντιμεταθετικές σχέσεις, βρίσκουμε σχέσεις που ικανοποιούν οι συναρτήσεις uns (x) και
vns (x). Έτσι, με αντικατάσταση της σχέσης (2.11) στις σχέσεις αντιμετάθεσης για τους
τελεστές ψ,ψ† και αφού ομαδοποιήσουμε κατάλληλα τις σχέσεις που προκύπτουν, κα-
ταλήγουμε τελικά στη σχέση

∑
n

[(
ûn(x)

v̂n(x)

)(
ûn(x′)

v̂n(x′)

)†

+

(
v̂n∗(x)

ûn∗(x)

)(
v̂n∗(x′)

ûn∗(x′)

)†]
= 1δ(x−x′), (2.22)

όπου 1 είναι ο ταυτοτικός 4× 4 πίνακας. Η σχέση αυτή αντιπροσωπεύει αυτό που είναι
γνωστό ως ανάλυση της μονάδας στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG, χρησι-
μοποιώντας ως βάση τις ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας.

Από την άλλη μεριά μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τους αντίστροφους μετασχη-
ματισμούς Bogoliubov και να τους αντικαταστήσουμε στις αντιμεταθετικές σχέσεις για
τους τελεστές γn και γ†n. Αυτοί είναι

γn =
∑
s

∫
dx
(
un∗s (x)ψs(x) + vn∗s (x)ψ†

s(x)
)
, (2.23)

κάτι που μπορεί να διαπιστωθεί εύκολα αν η παραπάνω σχέση αντικατασταθεί στη
σχέση (2.11) και αξιοποιηθούν οι συνιστώσες της σχέσης (2.22), οπότε προκύπτει μία

1τις οποίες χρησιμοποιήσαμε στην εξαγωγή στων εξισώσεων BdG στη σχέση (2.14).

22



ταυτότητα. Αντικαθιστώντας στις σχέσεις αντιμετάθεσης των γn και γ†n και ομαδοποιώ-
ντας κατάλληλα τις σχέσεις που προκύπτουν, καταλήγουμε στις

∫
dx

(
ûn(x)

v̂n(x)

)†(
ûn

′
(x)

v̂n
′
(x)

)
= δnn′ , (2.24)

∫
dx

(
v̂n∗(x)

ûn∗(x)

)†(
v̂n

′∗(x)

ûn
′∗(x)

)
= δnn′ (2.25)

και

∫
dx

(
ûn(x)

v̂n(x)

)†(
v̂n

′∗(x)

ûn
′∗(x)

)
= 0, (2.26)

∫
dx

(
v̂n∗(x)

ûn∗(x)

)†(
ûn

′
(x)

v̂n
′
(x)

)
= 0. (2.27)

Οι σχέσεις αυτές αποτελούν τις σχέσεις ορθοκανονικότητας των ιδιοκαταστάσεων
της ενέργειας της χαμιλτονιανής BdG. Προφανώς οι ιδιοκαταστάσεις αρνητικής ενέρ-
γειας είναι πάντα ορθογώνιες προς τις καταστάσεις θετικής ενέργειας.

Ολοκληρώνουμε αυτή την ενότητα παραθέτοντας τη σχέση ανάμεσα στο αυτοσυ-
νεπές δυναμικό ζεύγους και τις ιδιοσυναρτήσεις ενέργειας των εξισώσεων BdG. Αυτή
μπορεί να υπολογιστεί, αν αντικαταστήσουμε το μετασχηματισμό Bogoliubov (2.11)
στη σχέση (2.6). Έτσι έχουμε

∆(x) = g(x)
∑
n

{
un↑ (x)v

n∗
↓ (x)(1− f(En)) + vn∗↑ (x)un↓ (x)f(En)

}
, (2.28)

όπου

f(En) = ⟨γ†nγn⟩ =
1

eβEn + 1
(2.29)

είναι ο παραγοντας Fermi. Η σχέση (2.28) ολοκληρώνει την παρουσίαση του βασικού
μας μοντέλου.
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2.2 Ιδιοσυναρτήσεις ενέργειας ομογενούς υπεραγωγού
Εφαρμόζουμε τη γενική εξίσωση BdG (2.14) στην περίπτωση ενός ομογενούς συμ-

βατικού υπεραγωγού, που έχει σταθερό δυναμικό ζεύγους και κατά συνέπεια δεν διαρ-
ρέεται από ρεύμα. Λόγω της απουσίας μαγνήτισης στο σύστημα καθως και του αντι-
συμμετρικού χαρακτήρα του δυναμικού ζεύγους στις μεταβλητές του σπιν, οι εξισώσεις
BdG παίρνουν σύνθετη διαγώνια μορφή και συνεπώς καταλήγουμε σε δύο ανεξάρτητες
εξισώσεις όπως παρακάτω:

(
h0 − µ ∆

∆∗ −(h∗0 − µ)

)(
u↑(x)

v↓(x)

)
= E

(
u↑(x)

v↓(x)

)
(2.30)

και

(
h0 − µ −∆

−∆∗ −(h∗0 − µ)

)(
u↓(x)

v↑(x)

)
= E

(
u↓(x)

v↑(x)

)
, (2.31)

όπου ∆ = |∆|eiχ είναι το δυναμικό ζεύγους και χ η φάση του. Βλέπουμε ότι οι μετα-
βλητές του σπιν έχουν διαχωριστεί και ότι το δυναμικό ζεύγους αναμιγνύει τις ηλεκτρο-
νιακές και χαρακτήρα οπής συνιστώσες της κυματοσυνάρτησης, με αντίθετα σπιν όμως.
Αυτό είναι σε αρμονία με όσα έχουμε εξηγήσει στην εισαγωγή.

Για να διαγωνιοποιήσουμε τις παραπάνω εξισώσεις κάνουμε την αντικατάσταση

(
u↑(x)

v↓(x)

)
= eikx

(
uk↑
vk↓

)
, (2.32)

καθώς και μια ανάλογη σχέση για το (u↓(x), v↑(x))T . Έτσι αντικαθιστώντας έχουμε

(
ξk ∆

∆∗ −ξk

)(
uk↑
vk↓

)
= Ek

(
uk↑
vk↓

)
(2.33)

και

(
ξk −∆

−∆∗ −ξk

)(
uk↓
vk↑

)
= Ek

(
uk↓
vk↑

)
, (2.34)

όπου

ξk =
~2k2

2m
+ U − µ. (2.35)
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Από τις παραπάνω εξισώσεις (2.33) και (2.34) θα προσδιορίσουμε τα uk↑,↓, vk↑,↓,
καθώς και τη σχέση διασποράς Ek. Έτσι έχουμε

uk↑,↓
vk↓,↑

= ± ∆

E − ξk
(2.36)

και

uk↑,↓
vk↓,↑

= ±E + ξk
∆∗ , (2.37)

όπου το μείον πρόσημο στο δεξί μέλος αντιστοιχεί στη δεύτερη επιλογή των δεικτών
του σπιν. Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις αμέσως προκύπτει

E2
k = ξ2k + |∆|2 (2.38)

και για τις δύο επιλογές του σπιν. Επομένως έχουμε εκφυλισμό της ενέργειας, όπως
αναμενόταν. Επίσης, ως γνωστόν, παρατηρούμε ότι το ενεργειακό φάσμα του υπερα-
γωγού εμφανίζει ένα χάσμα μέτρου |∆|. Επιβάλλοντας τη συνθήκη κανονικοποίησης
|uk↑,↓|2+ |vk↑,↓|2 = 1, και αξιοποιώντας ξανά τις σχέσεις (2.36) και (2.37), καταλήγουμε
στις επιθυμητές ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας για έναν ομογενή συμβατικό υπεραγωγό.
Συγκεκριμένα, για ενέργειες E εκτός του χάσματος, βρίσκουμε

|uk↑,↓|2 =
E + ξk
2E

και

|vk↑,↓|2 =
E − ξk
2E

.

Μένει να προσδιορίσουμε τη σχετική φάση των u και v. Από τις εξισώσεις (2.36)
και (2.37) φαίνεται κατ’ αρχάς ότι αυτά διαφέρουν κατά έναν παράγοντα φάσης eiχ.
Επίσης διαφέρουν και κατά ένα πρόσημο sgn(E ±

√
E2 − |∆|2) = sgn(E), όταν η

ενέργεια είναι εκτός του χάσματος. Τέλος υπάρχει ένα επιπλέον σχετικό πρόσημο μείον
στην λύση των εξισώσεων (2.34). Έτσι, ορίζοντας τις συναρτήσεις

u(E) =

√
1

2

(
1 +

Ω

E

)
(2.39)
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και

v(E) = sgn(E)

√
1

2

(
1− Ω

E

)
, (2.40)

όπου

Ω = sgn(E)
√
E2 − |∆|2, (2.41)

καταλήγουμε στις ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας του συμβατικού υπεραγωγού

Ψe↑(x) =


u(E)ei

χ
2

0

0

v(E)e−iχ
2

 e±ikex, (2.42)

Ψe↓(x) =


0

u(E)ei
χ
2

−v(E)e−iχ
2

0

 e±ikex, (2.43)

Ψh↑(x) =


0

v(E)ei
χ
2

−u(E)e−iχ
2

0

 e±ikhx, (2.44)

Ψh↓(x) =


v(E)ei

χ
2

0

0

u(E)e−iχ
2

 e±ikhx, (2.45)

όπου

ke,h =

√
2m

~2
(
µ− U ± sgn(E)

√
E2 − |∆|2

)
(2.46)

είναι οι λύσεις της εξίσωσης (2.38) ως προς k, για δεδομένη ενέργεια E εκτός του χά-
σματος. Στο δεξί μέλος της σχέσης (2.46), το πρόσημο μπροστά από την παράσταση
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Ω = sgn(E)
√
E2 − |∆|2 είναι συν για τον αντίστοιχο δείκτη e στο k του αριστερού

μέλους και μείον για τον δείκτη h. Το ke είναι το κυματάνυσμα των ηλεκτρονιακού
χαρακτήρα στοιχειωδών διεγέρσεων του ομογενούς υπεραγωγού και το kh το κυματά-
νυσμα των διεγέρσεων χαρακτήρα οπής. Η συνάρτηση προσήμου sgn(E) έχει τοποθε-
τηθεί μπροστά από την τετραγωνική ρίζα στο Ω, στη σχέση (2.41), έτσι ώστε στο όριο
|∆| → 0 να παίρνουμε τις σωστές κυματοσυναρτήσεις.

Παρατηρούμε ότι οι λύσεις (2.42) και (2.43) είναι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας
με ηλεκτρονιακό χαρακτήρα και οι λύσεις (2.44) και (2.45) είναι ιδιοκαταστάσεις της
ενέργειας με χαρακτήρα οπής, αφού π.χ για E > ∆ έχουμε |u(E)| > |v(E)| και το
κυματοδιάνυσμα ke (kh) είναι μεγαλύτερο (μικρότερο) από το κυματοδιάνυσμα Fermi
kF . Πάντως οι ιδιοκαταστάσεις έχουν μικτό χαρακτήρα ηλεκτρονίου - οπής.

Βρήκαμε λοιπόν τις λύσεις για ενέργειες εκτός του χάσματος και άρα για ενέργειες
που αντιστοιχούν σε πραγματικά κυματοδιανύσματα και αντίστοιχα οδεύοντα κύματα.
Κατάστασεις με ενέργεια εντός του χάσματος δεν μπορούν να υπάρξουν στο εσωτε-
ρικό ενός υπεραγωγού. Αν όμως κάποια διέγερση προσπέσει στην επιφάνεια του υπε-
ραγωγού, έχει νόημα να μελετήσουμε πως αυτή αποσβένεται στο εσωτερικό του. Για
ενέργειες εντός του χάσματος λοιπόν (|E| < |∆|) και ακριβώς επειδή τότε το ξk εί-
ναι φανταστικό, προκύπτει ότι |uk↑,↓|2 = 1

2
και |vk↑,↓|2 = 1

2
, αν πάρουμε το μετρο στο

τετράγωνο και των δύο μελών των σχέσεων (2.36), (2.37) και ληφθεί υπόψη η σχέση
(2.38) και η συνθήκη κανονικοποίησης. Από τις ίδιες σχέσεις προκύπτει ότι, εκτός από
έναν σχετικό παράγοντα φάσης eiχ, τα uk↑,↓ και vk↓,↑ διαφέρουν κατά τη φάση eiϕE ,
όπου ϕE = arccos(E

∆
). Σημειώνουμε ότι, για ενέργειες εντός του χάσματος, έχουμε

ξk = i
√

|∆|2 − E2. Στα ίδια συμπεράσματα καταλήγουμε και όταν “επεκτείνουμε” την
ισχύ των τύπων (2.42)-(2.45) για τις ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας στην περίπτωση
|E| < |∆|, μόνο που η συνθήκη κανονικοποίησης είναι διαφορετική. Επίσης, για ενέρ-
γειες εντός του χάσματος, τα κυματοδιανύσματα είναι μιγαδικά, ώστε να μπορεί να προ-
κύψει η απόσβεση της διέγερσης στο εσωτερικό του υπεραγωγού.

2.3 Ιδιοσυναρτήσεις ενέργειας ομογενούς σιδηρομαγνήτη
Στην ενότητα αυτή θα υπολογίσουμε τις ιδιοσυναρτήσεις ενέργειας ενός ομογενούς

σιδηρομαγνήτη οδευόντων ηλεκτρονίων μαγνήτισηςM, σύμφωνα με το μοντέλο Stoner,
που θα μας φανούν χρήσιμες σε επόμενες ενότητες. Οι καταστάσεις αυτές μπορούν να
προσδιοριστούν, αν θέσουμε ∆ = 0 στις εξισώσεις BdG (2.14). Τότε προκύπτουν οι
εξισώσεις

(
h0 − µ− σ ·M 0̂

0̂ −h0 + µ+ (σ ·M)∗

)(
û(x)

v̂(x)

)
= E

(
û(x)

v̂(x)

)
. (2.47)
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Είναι φανερό ότι οι παραπάνω εξισώσεις μπορούν να διαχωριστούν σε δύο ανεξάρ-
τητες εξισώσεις στον υπόχωρο του χώρου καταστάσεων που αντιστοιχεί στα ηλεκτρόνια
και στις οπές αντίστοιχα. Έτσι, έχουμε

(h0 − µ− σ ·M)û(x) = Eû(x) (2.48)

και

(h0 − µ− (σ ·M)∗)v̂(x) = −Ev̂(x). (2.49)

Το διάνυσμα της μαγνήτισης δίνεται σε πολικές συντεταγμένες, με μέτροM και ϕ,
θ την πολική και αζιμουθιακή γωνία αντίστοιχα, έτσι ώστε

σ ·M =M

(
cos θ e−iϕ sin θ
eiϕ sin θ − cos θ

)
. (2.50)

Εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό (2.32) έχουμε, για τα ηλεκτρόνια:

(
u↑(x)

u↓(x)

)
= eiqx

(
uq↑
uq↓

)
(2.51)

και

(
ξq −M cos θ −Me−iϕ sin θ
−Meiϕ sin θ ξq +M cos θ

)(
uq↑
uq↓

)
= E

(
uq↑
uq↓

)
, (2.52)

όπου το ξq δίνεται από τη σχέση (2.35). Φέρνοντας το δεξί μέλος στο αριστερό και
μηδενίζοντας την ορίζουσα του πίνακα που πολλαπλασιάζει την κυματοσυνάρτηση, κα-
ταλήγουμε στη σχέση διασποράς

Eq = ξq − sM, (2.53)

όπου s = ±1, με την τιμή +1 να αντιστοιχεί στο σπιν επάνω στον άξονα κβάντωσης
και η τιμή −1 να αντιστοιχεί στον σπιν κάτω. Αναπτύσσοντας τις εξισώσεις (2.52) και
χρησιμοποιώντας τη σχέση διασποράς (2.53) καθώς και τη συνθήκη κανονικοποίησης
|uq↑|2 + |uq↓|2 = 1, καταλήγουμε στις ιδιοκαταστάσεις ενέργειας του ομογενούς σιδη-
ρομαγνήτη με ηλεκτρονιακό χαρακτήρα. Αυτές είναι:
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Ψe↑(x) =


cos θ

2
e−iϕ

2

sin θ
2
ei

ϕ
2

0

0

 e±iqe↑x (2.54)

και

Ψe↓(x) =


− sin θ

2
e−iϕ

2

cos θ
2
ei

ϕ
2

0

0

 e±iqe↓x, (2.55)

όπου

qes =

√
2m

~2
(µ− U + sM + E). (2.56)

Το s σαν δείκτης αντιστοιχεί στα σύμβολα ↑, ↓.
Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε και τις ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας με χαρακτήρα

οπής. Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι στις εξισώσεις (2.49) προκύπτουν από τις εξισώσεις
(2.48) με αλλαγή του προσήμου της ενέργειας και αλλαγή του προσήμου της πολικής
γωνίας ϕ της μαγνήτισης. Έτσι η σχέση διασποράς γίνεται

Eq = −ξq + sM (2.57)

και οι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας

Ψh↑(x) =


0

0

cos θ
2
ei

ϕ
2

sin θ
2
e−iϕ

2

 e±iqh↑x (2.58)

και

Ψh↓(x) =


0

0

− sin θ
2
ei

ϕ
2

cos θ
2
e−iϕ

2

 e±iqh↓x, (2.59)
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όπου

qhs =

√
2m

~2
(µ− U + sM − E). (2.60)

Συνολικά παρατηρούμε ότι, στην περίπτωση του σιδηρομαγνήτη, το ενεργειακό φά-
σμα για τις δύο τιμές του σπιν εμφανίζει μια διαφορά ενέργειας ίση προς 2M .

2.4 Καταστάσεις σκέδασης στην επαφή
Στην ενότητα αυτή θα προσδιορίσουμε τις στάσιμες καταστάσεις σκέδασης στην

επαφή Josephson για όλους τους δυνατούς τύπους πρόσπτωσης και συνεπώς και τους
αντίστοιχους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης. Αυτοί θα μας φανούν χρήσιμοι στον
υπολογισμό του υπερρεύματος με τη μέθοδο των Furusaki-Tsukada (βλ. κεφάλαιο 7).
Θα ξεκινήσουμε με μία γενική προσέγγιση του προβλήματος, όπου το δυναμικό ζεύ-
γους και η μαγνήτιση θεωρούνται γνωστά και αυτοσυνεπώς προσδιορισμένα και στη
συνέχεια θα εξειδικεύσουμε σε ένα πιο ειδικό, μη αυτοσυνεπές μοντέλο. Έτσι, αρχικά
θεωρούμε ότι το δυναμικό ζεύγους και η μαγνήτιση αποκτούν τις σταθερές ομογενείς
τιμές τους με εκθετικό τρόπο μακρυά από τις ενδοεπιφάνειες. Το γεγονός αυτό, που εί-
ναι καλά εδραιωμένο, μας επιτρέπει να προσεγγίσουμε το πρόβλημα των καταστάσεων
σκέδασης της επαφής με τη βοήθεια των μεθόδων της θεωρίας σκέδασης για δυναμικά
μικρής εμβέλειας. Έτσι θεωρούμε ότι υπάρχουν δύο σημεία, σε πεπερασμένη απόσταση
μεν, αλλά αρκετά απομακρυσμένα, στα αριστερά και δεξιά της επαφής, εντός της αρι-
στερής και δεξιάς υπεραγώγιμης περιοχής αντίστοιχα, πέρα από τα οποία το δυναμικό
ζεύγους και η μαγνήτιση έχουν πρακτικά τις σταθερές τιμές που έχουν και στην ομο-
γενή κατάσταση (στην περίπτωση που εξετάζουμε, για τη μαγνήτιση αυτή η τιμή είναι
μηδέν). Στη συνέχεια επιλύουμε τις εξισώσεις BdG σε κάθε μια από τις περιοχές που
προσδιορίσαμε με τον παραπάνω τρόπο (αριστερή, ενδιάμεση και δεξιά) και οι λύσεις
που προκύπτουν συνταιριάζονται στις ενδοεπιφάνειες, ώστε να προκύψει η μοναδική
λύση που αντιστοιχεί σε κάθε τύπο προσπτωσης. Η αριστερή και η δεξιά περιοχή που
προσδιορίσαμε παραπάνω θα αποκαλούνται στο εξής αριστερή και δεξιά ασυμπτωτική
περιοχή. Η ενδιάμεση περιοχή θεωρούμε ότι εκτείνεται από x = 0 έως x = d.

Ας εξετάσουμε λοιπόν τις καταστάσεις σκέδασης προσπίπτοντων διεγέρσεων από
τα αριστερά. Αυτό σημαίνει ότι εξετάζουμε ενέργειες εκτός του χάσματος και των δύο
υπεραγωγών, στα αριστερά και τα δεξιά. Έχουμε λοιπόν

Ψ+
psℓ(x) =


eipkpℓxϕpsℓ +

∑
p′s′ α

ℓ
ps,p′s′e

−ip′kp′ℓxϕp′s′ℓ , x < 0∑
i β

ℓ
ps,iΨI,i(x) , 0 < x < d∑

p′s′ γ
ℓ
ps,p′s′e

ip′kp′r(x−d)ϕp′s′r , x > d.

(2.61)
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Η στάσιμη κατάσταση σκέδασηςΨ+
psℓ(x) αντιστοιχεί σε πρόσπτωση του οιωνεί σω-

ματίου p χαρακτήρα (ηλεκτρονιακού ή οπής) και σπιν s από τα αριστερά (ℓ). Ο υπερδεί-
κτης + σημαίνει ότι η κατάσταση αυτή ήταν στο άπειρα μακρινό παρελθόν η αντίστοιχη
ελεύθερη κατάσταση στον αριστερό υπεραγωγό. Η ερμηνεία αυτή είναι αυτολεξεί ακρι-
βής, εαν η στάσιμη και εκτεταμένη κατάσταση θεωρηθεί σαν ένα κυματοπακέτο το
οποίο, παρότι πολύ εντοπισμένο στην ορμή και άρα ευρύ αλλά πεπερασμένο στο χώρο,
προσπίπτει από τα αριστερά και σκεδάζεται στην επαφή, δίνοντας ένα ανακλώμενο και
ένα διαδιδόμενο κυματοπακέτο στο άπειρα μακρινό μέλλον.

Επίσης πρέπει να αναφέρουμε ότι οι δείκτες p και s έχουν διπλή χρήση στην παρα-
πάνω σχέση. Η χρήση αυτή έχει να κάνει με την αντιστοίχισή τους σε σύμβολα, όταν
χρησιμοποιούνται σαν δείκτες και στην αντιστοίχισή τους σε ±1, όταν χρησιμοποιού-
νται σε μαθηματικές εκφράσεις. Έτσι λοιπόν ισχύει

p =

{
+1, (e)

−1, (h)

και

s =

{
+1, (↑)
−1, (↓)

Επίσης τα κυματοδιανύσματα δίνονται από τη σχέση

kpν =

√
2m

~2
(µ+ pΩν), (2.62)

όπου

Ων = sgn(E)
√
E2 − |∆ν |2 (2.63)

και τα τετραδιάστατα διανύσματα στήλες δίνονται από τις σχέσεις

ϕesν =

(
uνe

iχν/2As

svνe
−iχν/2As̄

)
(2.64)

και

ϕhsν =

(
vνe

iχν/2As̄

s̄uνe
−iχν/2As

)
, (2.65)
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όπου A↑ = (1 0)T , A↓ = (0 1)T , η μπάρα πάνω από το δείκτη s δηλώνει τη συζυγή,
ή αντίθετη, τιμή του και χν είναι η φάση του δυναμικού ζεύγους στην αριστερή και τη
δεξιά ασυμπτωτική περιοχή (ν = l, r). Επίσης

uν =

√
1

2

(
1 +

Ων

E

)
, (2.66)

vν = sgn(E)

√
1

2

(
1− Ων

E

)
(2.67)

είναι οι παράγοντες συμφωνίας (coherence factors) στον υπεραγωγό ν (= ℓ, r). Οι πα-
ραπάνω ορισμοί είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι συμβαδίζουν με αυτούς προηγούμενης
ενότητας.

Στη σχέση (2.61) έχουμε εισάγει τις ιδιοκαταστάσεις ενέργειας στο ενδιάμεσο στρώμα
με το σύμβολοΨI,i(x), όπου ο δείκτης i παίρνει τιμές από 1 έως 8. Οι συντελεστές βℓ

ps,i

θα προσδιοριστούν από τις συνθήκες συνέχειας της κυματοσυνάρτησης στις ενδοεπιφά-
νειες x = 0 και x = d, όπως θα δούμε παρακάτω. Οι ιδιοκαταστάσεις ΨI,i(x) μπορούν
να προσδιοριστούν από τη λύση των εξισώσεων BdG στο ενδιάμεσο στρώμα της επα-
φής, όπου γενικά πρέπει να ληφθεί υπόψη η μεταβολή του δυναμικού ζεύγους και της
μαγνήτισης στις περιοχές εγγύτητας της επαφής. Η διαδικασία αυτή απλοποιείται δρα-
στικά, αν θεωρήσουμε ένα μη αυτοσυνεπές μοντέλο για την επαφή, όπως θα δείξουμε
παρακάτω.

Τώρα θα σχολιάσουμε τους συντελεστές σκέδασης που εμφανίζονται στη σχέση
(2.61). Ξεκινούμε με τους συντελεστές ανάκλασης αℓ

ps,p′s′ . Προκειται για συντελεστές
ανάκλασης στο κανάλι με χαρακτήρα p′ και σπιν s′ στα αριστερά μιας διέγερσης που
προσπίπτει από τα αριστερά (που δηλώνεται από τον υπερδείκτη ℓ) με p χαρακτήρα και
σπιν s. Με άλλα λόγια ο συντελεστής ανάκλασης αℓ

ps,p′s′ είναι το πλάτος πιθανότητας
να προσπέσει μία διέγερση στο κανάλι p, s από τα αριστερά και να ανακλαστεί προς τα
αριστερά στο κανάλι p′s′. Ανάλογα με τις καταστάσεις ps και p′s′, οι συντελεστέςαℓ

ps,p′s′

περιλαμβάνουν απλή ανάκλαση, ανάκλαση με αλλαγή σπιν ή ανάκλασεις Andreev.
Παρόμοια ισχύουν και για το συμβολισμό των συντελεστών διάδοσης γℓps,p′s′ . Πρό-

κειται για τα πλάτη πιθανότητας να διαδοθεί στα δεξιά της επαφής μία διέγερση στο
κανάλι p′s′, με δεδομένο ότι έχει προσπέσει από τα αριστερά μία διέγερση στο κανάλι
ps. Ανάλογα με το ποιές είναι οι καταστάσεις ps και p′s′, οι συντελεστές γℓps,p′s′ περι-
γράφουν απλή διάδοση, διάδοση με αλλαγή σπιν ή διάδοση με διασταυρωση κλάδου
(branch crossing).

Επίσης χρειάζεται να αποσαφηνίσουμε το συμβολισμό των συντελεστών της λύσης
των εξισώσεων BdG στην ενδιάμεση περιοχή, βℓ

ps,i. Ο υπερδείκτης ℓ υποδηλώνει ότι οι
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συντελεστές αυτοί αντιστοιχούν στη λύση για πρόσπτωση από αριστερά, διέγερσης με
χαρακτήρα ps, όπως υποδηλώνεται από τους αντίστοιχους δείκτες.

Κατασκευάζουμε στη συνέχεια τις στάσιμες καταστάσεις σκέδασης με πρόσπτωση
οιωνεί σωματίων από τα δεξιά της επαφής. Έχουμε

Ψ+
psr(x) =


∑

p′s′ γ
r
ps,p′s′e

−ip′kp′ℓxϕp′s′ℓ , x < 0∑
i β

r
ps,iΨI,i(x) , 0 < x < d

e−ipkpr(x−d)ϕpsr +
∑

p′s′ α
r
ps,p′s′e

ip′kp′r(x−d)ϕp′s′r , x > d.

(2.68)

Η κατάστασηΨ+
psr(x) είναι η στάσιμη κατάσταση σκέδασης που αντιστοιχεί σε πρό-

σπτωση από τα δεξιά στο μακρινό παρελθόν μιας διέγερσης χαρακτήρα ps και η ανά-
κλαση και διάδοση αυτής της διέγερσης στο μακρινό μέλλον. Με αr

ps,p′s′ συμβολίζουμε
τους συντελεστές ανάκλασης διέγερσης χαρακτήρα ps σε διέγερση με χαρακτήρα p′s′.
Με γrps,p′s′ συμβολίζουμε τους συντελεστές διάδοσης. Ο υπερδείκτης r προσδιορίζει σε
αυτές τις περιπτώσεις ότι πρόκειται για πρόσπτωση οιωνεί σωματίου από τα δεξιά. Τέ-
λος, οι συντελεστές βr

ps,i προσδιορίζουν την λύση της ενδιάμεσης περιοχής για την πε-
ρίπτωση πρόσπτωσης ps οιωνεί σωματιδίου από τα δεξιά.

Οι σχέσεις (2.61) και (2.68) προσδιορίζουν τις στάσιμες καταστάσεις σκέδασης ως
συρραφή γραμμικών συνδυασμών ιδιοκαταστάσεων της ενέργειας στις τρεις περιοχές
στις οποίες χωρίσαμε την επαφή (αριστερή ασυμπτωτική, ενδιάμεση και δεξιά ασυμ-
πτωτική). Οι συντελεστές αυτών των γραμμικών συνδυασμών, μεταξύ των οποίων και
οι συντελεστές σκέδασης, θα προσδιοριστούν από τις συνθήκες συρραφής (matching
conditions) στις ενδοεπιφάνειες που χωρίζουν τις τρεις περιοχές που αναφέρθηκαν. Οι
συνθήκες αυτές προκύπτουν κατά το γνωστό τρόπο από τις εξισώσεις BdG. Η συνέχεια
των κυματοσυναρτήσεων στις ενδοεπιφάνειες προκύπτει από την απαίτηση ύπαρξης
πρώτης παραγώγου και η ασυνέχεια της πρώτης παραγώγου προκύπτει από την ολοκλή-
ρωση των εξισώσεωνBdG εκατερωθεν της ενδοεπιφάνειας. Έτσι, για την ενδοεπιφάνεια
j στο σημείο xj είναι

(
û(x)

v̂(x)

)∣∣∣∣
x+
j

=

(
û(x)

v̂(x)

)∣∣∣∣
x−
j

(2.69)

και

~2

2m(x)

d

dx

(
û(x)

v̂(x)

)∣∣∣∣
x+
j

− ~2

2m(x)

d

dx

(
û(x)

v̂(x)

)∣∣∣∣
x−
j

= Xj

(
û(xj)

v̂(xj)

)
, (2.70)

όπουm(x) είναι η ενεργός μάζα σαν συνάρτηση της θέσης και
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Xj =

(
Vj − σ · Nj 0

0 (Vj − σ · Nj)
∗

)
. (2.71)

Η σχέση (2.70) θα χρησιμοποιηθεί και στη μορφή

mℓ

m(x)

d

dx

(
û(x)

v̂(x)

)∣∣∣∣
x+
j

− mℓ

m(x)

d

dx

(
û(x)

v̂(x)

)∣∣∣∣
x−
j

= Zj

(
û(xj)

v̂(xj)

)
, (2.72)

όπου

Zj =

(
Ẑj 0̂

0̂ Ẑj
∗

)
(2.73)

και

Ẑj =
2mℓ

~2
Vj 1̂−

2mℓ

~2
σ · Nj. (2.74)

Η ποσότητα mℓ είναι η ενεργός μάζα στον αριστερό υπεραγωγό και χρησιμοποιεί-
ται για την κανονικοποίηση των μαζών των υπολοίπων περιοχών της επαφής. Αξίζει να
παρατηρήσουμε ότι οι σχέσεις συρραφής των λύσεων ισχύουν σε οποιαδήποτε νοητή
ενδοεπιφάνεια επιλέξουμε, με τη διαφορά ότι η παράγωγος της κυματοσυνάρτησης θα
είναι συνεχής, εκτός εάν η νοητή αυτή ενδοεπιφάνεια συμπέφτει με κάποια φυσική εν-
δοεπιφάνεια του συστήματος, την οποία και μοντελοποιούμε με τους όρους δέλτα Dirac
στη χαμιλτονιανή του συστήματος, που περιέχονται στο κανονικό δυναμικό σκέδασης
U(x) και στη μαγνήτισηM(x). Οι ενδοεπιφάνειες που έχουμε επιλέξει να χωρίζουν τις
ασυμπτωτικές περιοχές από την ενδιάμεση περιοχή μπορούν να χαρακτηριστούν νοητές,
εκτός εάν χρησιμοποιούμε το μη αυτοσυνεπές μοντέλο για την επαφή. Τότε οι ασυμπτω-
τικές περιοχές ταυτίζονται με τις υπεραγώγιμες περιοχές και οι νοητές ενδοεπιφάνειες
με τις φυσικές ενδοεπιφάνειες, που χωρίζουν τις υπεραγώγιμες περιοχές από μια ακο-
λουθία σιδηρομαγνητικών στρωμάτων. Προφανώς, μεταξύ των στρωμάτων της προα-
ναφερθείσας ακολουθίας, υπάρχουν κι άλλες φυσικές ενδοεπιφάνειες του συστήματος,
τις οποίες μπορούμε να αξιοποιήσουμε επιλύοντας χωριστά τις εξισώσεις BdG σε κάθε
στρώμα και χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις συρραφής των λύσεων. Το τί ακριβώς θα
κάνουμε είναι θέμα επιλογής, αρκεί να μπορούμε να λύσουμε τις εξισώσεις ΒdG στις
περιοχές που επιλέγουμε. Σε αυτή την εργασία θα επικεντρωθούμε κυρίως στη διαμέ-
ριση του άξονα της επαφής στις ασυμπτωτικές περιοχές και στην ενδιάμεση περιοχή,
είτε θεωρούμε το αυτοσυνεπές, είτε το μη αυτοσυνεπές μοντέλο για το δυναμικό ζεύ-
γους και τη μαγνήτιση.
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Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις συρραφής των λύσεων στις τρεις περιοχές που ανα-
φέραμε, καταλήγουμε σε ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων για τους συντελεστές που
εμφανίζονται στις σχέσεις (2.61) και (2.68). Παρατάσσουμε αυτές τις εξισώσεις έτσι,
ώστε οι εξισώσεις που προκύπτουν από την ηλεκτρονιακή û συνιστώσα της (2.69) να
παρουσιάζονται πρώτες, έπειτα να εμφανίζονται οι εξισώσεις που προκύπτουν από την
ηλεκτρονιακή û συνιστώσα της (2.70) ή της (2.72) και μετά οι εξισώσεις που προκύ-
πτουν από τις χαρακτήρα οπής v̂ συνιστώσες των εξισώσεων (2.69) και (2.70) ή (2.72),
κατά τον ίδιο τρόπο. Επίσης πρέπει να παρατηρήσουμε ότι στο δεξί μέλος των σχέ-
σεων (2.70) και (2.72) μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη μορφή της λύσης είτε στα
αριστερά είτε στα δεξιά της ενδοεπιφάνειας, μιας και η κυματοσυνάρτηση είναι συνε-
χής. Η παρατήρηση αυτή βέβαια είναι γενικού χαρακτήρα, μιας και στη θεώρηση των
τριών περιοχών που αναφέραμε, οι ενδοεπιφάνειες είναι νοητές και η ασυνέχεια της πα-
ραγώγου της κυματοσυνάρτησης οφείλει να είναι μηδενική. Έχει όμως σημασία, όταν
χρησιμοποιούμε το μη αυτοσυνεπές μοντέλο, οπότε οι ασυμπτωτικές περιοχές και η εν-
διάμεση περιοχή ταυτίζονται με τις υπεραγώγιμες περιοχές και την σιδηρομαγνητική
περιοχή αντίστοιχα. Επίσης έχει σημασία, όταν η επαφή έχει περισσότερα από ένα εν-
διάμεσα στρώματα και επιλέγουμε να λύσουμε τις εξισώσεις BdG σε καθένα από αυτά
ξεχωριστά.

Με βάση τα παραπάνω και θεωρώντας αρχικά πρόσπτωση οιωνεί σωματιδίων από
τα αριστερά, καταλήγουμε στο γραμμικό σύστημα εξισώσεων για τους συντελεστές των
λύσεων (2.61):


L1 S11 S12 0

L2 S21 S22 0

0 s11 s12 R1

0 s21 s22 R2


 αℓ

ps

βℓ
ps

γℓ
ps

 = Bpsℓ, (2.75)

όπου Li, Sij, sij, Ri (i, j = 1, 2) είναι 4 × 4 πίνακες, αℓ
ps και γℓ

ps είναι τετραδιάστατα
διανύσματα στήλες με στοιχεία τους συντελεστές ανάκλασης αℓ

ps,p′s′ και τους συντελε-
στές διάδοσης γℓps,p′s′ αντίστοιχα, για τα διάφορα p′ και s′, τα οποία διατάσσονται σε
σειρά e ↑, e ↓, h ↓, h ↑, και βℓ

ps = (βℓ
ps,1, ..., β

ℓ
ps,8)

T . Ακόμη, τα Bpsℓ ειναι διανύσματα
στήλες διάστασης δεκαέξι και προσδιορίζονται από τις κυματοσυναρτήσεις των ελεύ-
θερων προσπίπτοντων διεγέρσεων από τα αριστερά, που είναι χαρακτήρα p και s. Για
πρόσπτωση από αριστερά επομένως δίνονται από τις σχέσεις:
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Besℓ = −


uℓAs

ikeℓuℓAs

svℓAs̄

iskeℓvℓAs̄

08×1

 , (2.76)

για πρόσπτωση ηλεκτρονιακού χαρακτήρα διέγερσης από τα αριστερά και

Bhsℓ = −


vℓAs̄

−ikhℓvℓAs̄

s̄uℓAs

−is̄khℓuℓAs

08×1

 , (2.77)

για πρόσπτωση διέγερσης χαρακτήρα οπής από τα αριστερά. Επίσης 08×1 είναι διανύ-
σματα στήλες διάστασης οκτώ, με όλα τα στοιχεία τους ίσα με μηδέν.

Οι πίνακες Sij, sij προσδιορίζονται από τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις στην εν-
διάμεση περιοχή. Οι πίνακες L1, L2 είναι

L1 =

(
uℓ1̂ vℓ1̂

−ikeℓuℓ1̂ ikhℓvℓ1̂

)
e

iχℓ
2 (2.78)

και

L2 =

(
vℓ1̂a uℓ1̂a

−ikeℓvℓ1̂a ikhℓuℓ1̂a

)
e−

iχℓ
2 , (2.79)

όπου

1̂a =

(
0 −1

1 0

)
.

Επίσης, όπου m̃r είναι η κανονικοποιημένη μάζα του δεξιού υπεραγωγού,

R1 = −

(
ur1̂ vr1̂

iker
m̃r
ur1̂ − ikhr

m̃r
vr1̂

)
e

iχr
2 (2.80)

και
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R2 = −

(
vr1̂a ur1̂a

iker
m̃r
vr1̂a − ikhr

m̃r
ur1̂a

)
e−

iχr
2 . (2.81)

Η επίλυση του συστήματος (2.75) μας δίνει όλους τους συντελεστές που προσδιορί-
ζουν τις στάσιμες καταστάσεις σκέδασης με πρόσπτωση από τα αριστερά, που δίνονται
από τη σχέση (2.61). Η λύση μπορεί να επιτευχθεί με τη μέθοθο του Cramer. Για παρά-
δειγμα έχουμε

αℓ
ps,p′s′ =

Γα,ℓ
ps,p′s′

Γ
, (2.82)

όπου Γ είναι η ορίζουσα του 16 × 16 πίνακα που εμφανίζεται στο αριστερό μέλος της
εξίσωσης (2.75) και θα την ονομάζουμε ορίζουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής.
Επίσης Γα,ℓ

ps,p′s′ είναι η ορίζουσα του ίδιου πίνακα, αλλά με τη στήλη που αντιστοιχεί στο
συντελεστή αℓ

ps,p′s′ να έχει αντικατασταθεί από τη στήλη Bpsℓ. Ομοίως έχουμε

γℓps,p′s′ =
Γγ,ℓ
ps,p′s′

Γ
, (2.83)

για το συντελεστή διάδοσης γℓps,p′s′ , όπου Γγ,ℓ
ps,p′s′ είναι η ορίζουσα Γ με τη στήλη που

αντιστοιχεί στον παραπάνω συντελεστή διάδοσης να έχει αντικατασταθεί από τη στήλη
Bpsℓ.

Με ανάλογο τρόπο, οι στάσιμες καταστάσεις σκέδασης με πρόσπτωση από τα δεξιά
δίνουν την παρακάτω εξίσωση για τους συντελεστές τους:


L1 S11 S12 0

L2 S21 S22 0

0 s11 s12 R1

0 s21 s22 R2


 γr

ps

βr
ps

αr
ps

 = Bpsr, (2.84)

όπου γr
ps καιαr

ps είναι τετραδιάστατα διανύσματα στήλες με στοιχεία τους συντελεστές
διάδοσης γrps,p′s′ και τους συντελεστές ανάκλασης αr

ps,p′s′ αντίστοιχα, για τα διάφορα p′

και s′, τα οποία διατάσσονται σε σειρά e ↑, e ↓, h ↓, h ↑, και βr
ps = (βr

ps,1, ..., β
r
ps,8)

T .
Επίσης τα Bpsr ειναι διανύσματα στήλες διάστασης δεκαέξι και προσδιορίζονται από
τις κυματοσυναρτήσεις των ελεύθερων προσπίπτοντων διεγέρσεων από τα δεξιά, που
είναι χαρακτήρα p και s. Για πρόσπτωση από δεξιά επομένως έχουμε
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Besr =


08×1

ure
iχr

2 As

− iker
m̃r
ure

iχr
2 As

svre
−iχr

2 As̄

−s iker
m̃r
vre

−iχr
2 As̄

 , (2.85)

για πρόσπτωση ηλεκτρονιακού χαρακτήρα διέγερσης από τα δεξιά και

Bhsr =


08×1

vre
iχr

2 As̄
ikhr
m̃r
vre

iχr
2 As̄

s̄ure
−iχr

2 As

s̄ ikhr
m̃r
ure

−iχr
2 As

 , (2.86)

για πρόσπτωση διέγερσης χαρακτήρα οπής από τα δεξιά. Αντίστοιχα με την περίπτωση
της πρόσπτωσης από αριστερά, μπορούμε να γράψουμε

αr
ps,p′s′ =

Γα,r
ps,p′s′

Γ
, (2.87)

και

γrps,p′s′ =
Γγ,r
ps,p′s′

Γ
. (2.88)

Θα εξετάσουμε τώρα τη μορφή που παίρνουν οι παραπάνω εξισώσεις, όταν εφαρμό-
σουμε ένα μη αυτοσυνεπές τμηματικά συνεχές μοντέλο για μια σιδηρομαγνητική επαφή
Josephson, με ένα στρώμα σιδηρομαγνήτη και σπιν ενεργές φυσικές ενδοεπιφάνειες. Θε-
ωρούμε δηλαδή ότι οι ασυμπτωτικές περιοχές ταυτίζονται με τις υπεραγώγιμες περιοχές
και ότι το δυναμικό ζεύγους έχει σταθερή μεν, αλλά μιγαδική τιμή στις περιοχές αυτές.
Στα σημεία x = 0 και x = d βρίσκονται φυσικές ενδοεπιφάνειες με σπιν ενεργές ιδιότη-
τες, που χαρακτηρίζονται από μαγνητίσεις ενδοεπιφάνειας Nℓ,r αντίστοιχα, και μεταξύ
αυτών ένα σιδηρομαγνητικό στρώμα σταθερής μαγνήτισηςM. Σε αυτή την περίπτωση
οι γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις μεταξύ των δύο ενδοεπιφανειών βρίσκονται εύκολα,
όπως δείξαμε σε προηγούμενη ενότητα. Έτσι λοιπόν, οι καταστάσεις ΨI,i(x) γίνονται
οι καταστάσεις

ΨI,ps±(x) = e±iqpsxφps, (2.89)
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όπου οι δείκτες p και s αντιστοιχούν στο σωματιδιακό βαθμό ελευθερίας και στο βαθμό
ελευθερίας του σπιν αντίστοιχα και αντικαταστούν εδώ τον δείκτη i που χρησιμοποιή-
σαμε παραπάνω. Επίσης

qps =

√
2m

~2
(µ+ sM + pE). (2.90)

Οι 4× 1 στήλες φps είναι

φes =

(
es
02×1

)
, φhs =

(
02×1

hs

)
, (2.91)

όπου

e↑ =

(
e−iϕ/2 cos θ/2
eiϕ/2 sin θ/2

)
, e↓ =

(
−e−iϕ/2 sin θ/2
eiϕ/2 cos θ/2

)
(2.92)

και ϕ, θ είναι η πολική και αζιμουθιακή γωνία της μαγνήτισης του σιδηρομαγνητικού
στρώματος αντίστοιχα. Ακόμη hs = e∗s.

Χρησιμοποιώντας τις λύσεις αυτές ως τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις στην εν-
διάμεση περιοχή (περιοχή σιδηρομαγνήτη), βρίσκουμε ότι οι πίνακες Sij, sij για i ̸= j

είναι ίσοι με μηδενικούς πίνακες, ενώ για i = j έχουμε

S11 =
(
E+ E−

)
(2.93)

και

S22 =
(
H+ H−

)
, (2.94)

όπου

E+ =

(
−e↑ −e↓

(− iqe↑
m̃I

+ Ẑℓ)e↑ (− iqe↓
m̃I

+ Ẑℓ)e↓

)
(2.95)

και

H+ =

(
−h↑ −h↓

(− iqh↑
m̃I

+ Ẑ∗
ℓ )h↑ (− iqh↓

m̃I
+ Ẑ∗

ℓ )h↓

)
, (2.96)
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όπου E± και H± είναι 4× 2 πίνακες και m̃I είναι η κανονικοποιημένη ως προς τηνmℓ

ενεργός μάζα στο ενδιάμεσο στρώμα I. Ο πίνακας E− βρίσκεται από τον πίνακα E+,
αν κάνουμε την αλλαγή qe↑,↓ → −qe↑,↓ και ο H− από τον H+, αν κάνουμε την αλλαγή
qh↑,↓ → −qh↑,↓. Επίσης

s11 =
(
E ′

+ E ′
−
)

(2.97)

και

s22 =
(
H ′

+ H ′
−
)
, (2.98)

όπου

E ′
+ =

(
e↑e

iqe↑d e↓e
iqe↓d

(
iqe↑
m̃I

+ Ẑr)e↑e
iqe↑d (

iqe↓
m̃I

+ Ẑr)e↓e
iqe↓d

)
(2.99)

και

H ′
+ =

(
h↑e

iqh↑d h↓e
iqh↓d

(
iqh↑
m̃I

+ Ẑ∗
r )h↑e

iqh↑d (
iqh↓
m̃I

+ Ẑ∗
r )h↓e

iqh↓d

)
. (2.100)

Οι πίνακες E ′
− και H ′

− προκύπτουν από τους E ′
+ και H ′

+ με αλλαγή του προσήμου
των κυματοδιανυσμάτων. Επίσης αναφέρουμε ότι ο πίνακας Ẑj μπορεί να γραφεί στη
μορφή

Ẑj = kFℓZnj 1̂− kFℓZmj σ · nj, (2.101)

όπου kFℓ είναι το κυματοδιάνυσμα Fermi στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή καιZnj, Zmj

είναι οι κανονικοποιημένες ισχύες ενδοεπιφανειακής σκέδασης και μαγνήτισης αντί-
στοιχα, για την ενδοεπιφάνεια j = ℓ, r. Επίσης

nj = (cosϕj sin θj, sinϕj sin θj, cos θj)

είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση της μαγνήτισης της ενδοεπιφάνειας j =

ℓ, r και ϕj, θj η πολική και η αζιμουθιακή της γωνία. Σημειώνουμε ότι αργότερα θα
χρησιμοποιήσουμε και το συμβολισμό nℓ ≡ ξ, nr ≡ ζ και η για τη διεύθυνση της
μαγνήτισης του ενδιάμεσου σιδηρομαγνητικού στρώματος.
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Οφείλουμε να παρατηρήσουμε δύο πράγματα σε αυτό το σημείο. Πρώτον, η μορφή
των πινάκων Sij και sij παραπάνω προκύπτουν, αν στις εξισώσεις συρραφής και στις
δύο ενδοεπιφάνειες ο όρος στο δεξί μέλος των (2.70) και (2.72) υπολογιστεί αντικαθι-
στώντας τη λύση του ενδιάμεσου στρώματος. Δεύτερον η σειρά με την οποία διατάσ-
σονται οι συντελεστές των γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων του ενδιάμεσου στρώματος
στις εξισώσεις (2.75) και (2.84) είναι e ↑ και e ↓ κινούμενα προς τα δεξιά, e ↑ και e ↓
κινούμενα προς τα αριστερά και στη συνέχεια h ↓, h ↑ κινούμενα προς τα αριστερά και
h ↓, h ↑ κινούμενα προς τα δεξιά.

Μπορούμε να επιλέξουμε να γράψουμε το δεξί μέλος των (2.70) και (2.72) χρη-
σιμοποιώντας τις κυματοσυναρτήσεις του στρώματος που βρίσκεται στα δεξιά της εν-
δοεπιφάνειας. Τότε, στην περίπτωση μιας σιδηρομαγνητικής επαφής Josephson με ένα
σιδηρομαγνητικό στρώμα και σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες, μεταβάλλονται οι πίνακες
sij και οι πίνακες R1 και R2, καθώς και τα διανύσματα στήλες Bpsr, που αντιστοιχούν
σε πρόσπτωση διέγερσης από τα δεξιά. Στους πίνακες sij πρέπει να μηδενίσουμε τις
ποσότητες Ẑ, όπου εμφανίζονται, ενώ

R1 =

(
−ur1̂ −vr1̂(

− iker
m̃r

1̂ + Ẑr

)
ur

(
ikhr
m̃r

1̂ + Ẑr

)
vr

)
e

iχr
2 (2.102)

και

R2 =

(
−vr1̂a −ur1̂a(

− iker
m̃r

1̂ + Ẑ∗
r

)
1̂avr

(
ikhr
m̃r

1̂ + Ẑ∗
r

)
1̂aur

)
e−

iχr
2 . (2.103)

Επίσης

Besr =



08×1

ure
iχr

2 As

−
(

iker
m̃r

1̂ + Ẑr

)
ure

iχr
2 As

svre
−iχr

2 As̄

−s
(

iker
m̃r

1̂ + Ẑ∗
r

)
vre

−iχr
2 As̄

 (2.104)

και

Bhsr =



08×1

vre
iχr

2 As̄(
ikhr
m̃r

1̂− Ẑr

)
vre

iχr
2 As̄

s̄ure
−iχr

2 As

s̄
(

ikhr
m̃r

1̂− Ẑ∗
r

)
ure

−iχr
2 As

 . (2.105)
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Εφόσον έχουν προσδιοριστεί αυτοί οι πίνακες, οι συντελεστές των γραμμικώς ανε-
ξάρτητων λύσεων μπορούν να βρεθούν π.χ από τον κανόνα του Cramer. Τα αποτελέ-
σματα είναι τα ίδια προφανώς, όποια λύση και να επιλέξουμε να χρησιμοποιήσουμε στο
δεξί μέλος των συνθηκών συρραφής (2.70) και (2.72).

2.5 Δέσμιες στάσιμες καταστάσεις
Το πρόβλημα σκέδασης που θέσαμε στην προηγούμενη παράγραφο, με βάση τις

εξισώσεις BdG, επιδέχεται και λύσεις που είναι εντοπισμένες στο χώρο. Αυτές είναι
επομένως δέσμιες στάσιμες καταστάσεις και είναι γνωστές ως καταστάσεις Andreev.
Η ενέργεια των καταστάσεων Andreev είναι κβαντισμένη και βρίσκεται εντός του χά-
σματος που χαρακτηρίζει τις υπεραγώγιμες ασυμπτωτικές περιοχές. Εξαρτώνται επίσης
παραμετρικά από τις παραμέτρους της επαφής, όπως π.χ η διαφορά φάσης χ κατά μήκος
της επαφής. Όπως είναι αναμενόμενο, οι ενέργειες των καταστάσεων Andreev μπορούν
να βρεθούν από τη συνθήκη

Γ(E, χ) = 0, (2.106)

όπου Γ(E, χ) είναι η ορίζουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής. Η κυματοσυνάρ-
τηση των δέσμιων καταστάσεων Andreev περιλαμβάνει ηλεκτρόνια και οπές που δια-
δίδονται στο ενδιάμεσο στρώμα και ανακλώνται στις ασυμπτωτικές περιοχές, μετασχη-
ματιζόμενα το ένα στο άλλο, δημιουργώντας έτσι ζεύγη Cooper, που διαδίδονται από τις
ασυμπτωτικές περιοχές προς το άπειρο και συνεισφέρουν στο υπερρεύμα. Στην πραγ-
ματικότητα το υπερρεύμα μπορεί να χωριστεί σε δύο συνεισφορές, μία από τις κατα-
στάσεις Andreev και μία από τις στάσιμες καταστάσεις σκέδασης. Με αυτές τις πα-
ρατηρήσεις ολοκληρώνουμε την περιγραφή μας των λύσεων των χρονοανεξάρτητων
εξισώσεων BdG.
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Κεφάλαιο 3

T-πίνακας και εξισώσεις
Lippmann-Schwinger

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τις εξισώσεις Lippmann-Schwinger για τις
στάσιμες καταστάσεις στην επαφή Josephson και θα ορίσουμε το λεγόμενο Τ-πίνακα,
προσδιορίζοντας τους συντελεστές σκέδασης ως στοιχεία πίνακος αυτού. Θα δούμε ότι
ο ορισμός του Τ-πίνακα στις επαφές Josephson είναι ανάλογος με αυτόν στα προβλή-
ματα σκέδασης πολλών καναλιών, το ρόλο των οποίων στην περίπτωση μας παίζουν η
αριστερή και η δεξιά ασυμπτωτική χαμιλτονιανή. Στη συνέχεια θα μελετήσουμε την συ-
νάρτηση Green στις ασυμπτωτικές περιοχές της επαφής και θα την εκφράσουμε συναρ-
τήσει των συντελεστών σκέδασης και των λύσεων των εξισώσεων BdG στις ασυμπτωτι-
κές περιοχές. Η θεωρία αυτού του κεφαλαίου είναι η βάση για τη μελέτη των συνθηκών
συμμετρίας που χαρακτηρίζουν τους συντελεστές σκέδασης της επαφής Josephson, για
τον υπολογισμό της συνάρτησης Green και για τον υπολογισμό και την εξαγωγή ιδιο-
τήτων της σχέσης υπερρεύματος φάσης στις επαφές Josepshon.

3.1 Ελεύθερη συνάρτηση Green
Στην ενότητα αυτή θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση Green ενός ομογενούς μονο-

διάστατου υπεραγωγού, ο οποίος δεν διαρρέεται από ρεύμα και χαρακτηρίζεται από
σταθερό στο χώρο δυναμικό ζεύγους (pair potential). Θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο
της ανάλυσης του ταυτοτικού τελεστή στο χώρο καταστάσεων του υπεραγωγού, που δί-
νεται από τη σχέση (2.22). Στην περίπτωση του ομογενούς μονοδιάστατου υπεραγωγού,
η μεταβλητή του κυματανύσματος k μπορεί να απαριθμήσει ένα πλήρες σύνολο ιδιοκα-
ταστάσεων. Περισσότερες πληροφορίες για την πλήρη συνάρτηση Green των επαφών
Josephson θα δοθούν στο κεφάλαιο 6. Έτσι έχουμε
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G(x, x′; z) =
∫

dk

2π

∑
σ

{
1

z − Ek

(
ûkσ

v̂kσ

)(
ûkσ

v̂kσ

)†

+

+
1

z + Ek

(
v̂kσ∗

ûkσ∗

)(
v̂kσ∗

ûkσ∗

)†}
eik(x−x′),

(3.1)

όπου έχουμε αξιοποιήσει τη σταθερότητα των ποσοτήτων που εξαρτώνται από το k κατά
το μετασχηματισμό k → −k και έχουμε βγάλει κοινό παράγοντα το εκθετικό, που αρ-
χικά στο δεύτερο όρο της παραπάνω σχέσης έχει κυματάνυσμα k με αντίθετο πρόσημο.
Επίσης στην παραπάνω σχέση, έχουμε

(
ûk↑

v̂k↑

)
=


uke

iχ/2

0

0

vke
−iχ/2

 ,

(
v̂k↑∗

ûk↑∗

)
=


0

vke
iχ/2

uke
−iχ/2

0

 (3.2)

και

(
ûk↓

v̂k↓

)
=


0

uke
iχ/2

−vke−iχ/2

0

 ,

(
v̂k↓∗

ûk↓∗

)
=


−vkeiχ/2

0

0

uke
−iχ/2

 , (3.3)

όπου

uk =

√
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
(3.4)

και

vk =

√
1

2

(
1− ξk

Ek

)
. (3.5)

Στη συνέχεια, βγάζοντας κοινό παράγοντα το 1/(z2−E2
k) και αξιοποιώντας τις σχέ-

σεις

u2k + v2k = 1, (3.6)
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u2k − v2k =
ξk
Ek

(3.7)

και

2ukvk =
|∆|
Ek

, (3.8)

καταλήγουμε στη σχέση

G(x, x′; z) =
∫

dk

2π

1

z2 − E2
k




z + ξk 0 0 ∆

0 0 0 0

0 0 0 0

∆∗ 0 0 z − ξk

 +

+


0 0 0 0

0 z + ξk −∆ 0

0 −∆∗ z − ξk 0

0 0 0 0


 eik(x−x′).

(3.9)

Συνεχίζουμε με τον υπολογισμό του ολοκληρώματος με τη μέθοδο των ολοκληρω-
τικών υπολοίπων. Είναι φανερό ότι ο αριθμητής της ολοκληρωτέας ποσότητας είναι μία
αναλυτική συνάρτηση του k, ενώ ο παρονομαστής μηδενίζεται στις ρίζες της εξίσωσης
z2 − E2

k = 0. Άρα η ολοκληρωτέα ποσότητα έχει πόλους στο μιγαδικό k επίπεδο. Επί-
σης είναι φανερό ότι για μιγαδικό k που τείνει ακτινικά στο άπειρο, η ολοκληρωτέα
ποσότητα μηδενίζεται είτε για Im(k) > 0 είτε για Im(k) < 0, αντίστοιχα με το αν το
πρόσημο του παράγοντα x − x′ στον εκθέτη είναι θετικό ή αρνητικό. Έτσι μπορούμε
να επεκτείνουμε την ολοκλήρωση, εκτός από τα k πάνω στον πραγματικό άξονα, και
στα k πάνω σε ένα άπειρο ημικύκλιο, με διάμετρο στον πραγματικό άξονα και άπειρη
ακτίνα, έτσι ώστε να καλύπτει είτε το άνω είτε το κάτω ημιεπίπεδο. Εφόσον η ολοκλη-
ρωτέα ποσότητα είναι αναλυτική πάνω και μέσα στο ημικύκλιο, εκτός από την ύπαρξη
πόλων, το ολολήρωμα θα ισούται με 2πi επί το άθροισμα των υπολοίπων των πόλων
της ολοκληρωτέας συνάρτησης που βρίσκονται στο εσωτερικό του ημικυκλίου.

Οι πόλοι της ολοκλήρωτέας συνάρτησης δίνονται από την εξίσωση

z2 − E2
k = 0,

ή, αντικαθιστώντας από τη σχέση (2.38),
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ξ2k = z2 − |∆|2.

Ορίζοντας Ω(z) =
√
z2 − |∆|2 και λύνοντας ως προς k, έχουμε

kp = ±
√

2m

~2
(µ− U + pΩ), (3.10)

όπου p = e, h ή p = ±1, όπως έχει οριστεί σε προηγούμενο κεφάλαιο. Για z ̸= ±|∆|
οι ρίζες της εξίσωσης είναι διαφορετικές μεταξύ τους και δίνουν απλούς πόλους στην
ολοκλήρωτέα συνάρτηση.

Ας θεωρήσουμε αρχικά ότι x− x′ > 0. Τότε η ολοκληρωτέα ποσότητα είναι μηδέν
πάνω σε άπειρο ημικύκλιο στο επίπεδο Im(k) > 0 και το ολοκλήρωμα ισούται με το
αντίστοιχο μιγαδικό ολοκλήρωμα κατά μήκος του πραγματικού k άξονα και του άπει-
ρου ημικυκλίου, που σχηματίζουν μία κλειστή καμπύλη. Σύμφωνα με το θεώρημα των
ολοκληρωτικών υπολοίπων της μιγαδικής ανάλυσης, το ολοκλήρωμα θα ισούται με 2πi
επί το άθροισμα των υπολοίπων της ολοκληρωτέας ποσότητας στους πόλους που περι-
κλείονται στην κλειστή καμπύλη ολοκλήρωσης. Μένει να προσδιορίσουμε ποιοι πόλοι
βρίσκονται στο άνω ημιεπίπεδο. Αν επιλέξουμε το Ω(z) να έχει την εγκοπή κλάδου στο
διάστημα [−∞,−|∆|] ∪ [|∆|,∞], τότε η τιμή της συνάρτησης αυτής θα βρίσκεται πά-
ντα στο άνω μιγαδικό ημιεπίπεδο (Im(Ω(z)) > 0). Αν στη συνέχεια επιλέξουμε την
τετραγωνική ρίζα στον ορισμό των πόλων (3.10) να έχει εγκοπή κλάδου στον αρνητικό
πραγματικό ημιάξονα του πεδίου ορισμού της, τότε στο άνω ημιεπίπεδο του μιγαδικού
επιπέδου k θα βρίσκονται πάντα οι πόλοι ke και −kh. Αντίστοιχα στο κάτω μιγαδικό
ημιεπίπεδο k θα κείται οι πόλοι −ke και kh, οι οποίοι βρίσκονται εντός της καμπύλης
ολοκλήρωσης, όταν x− x′ < 0. Η επιλογή αυτή των εγκοπών κλάδων καθιστά περιττή
τη διερεύνηση ως προς τη θέση της μεταβλητής z στο μιγαδικό επίπεδο, όταν υπολογί-
ζουμε τη συνάρτηση Green.

Ας δώσουμε τα παρακάτω ονόματα στις ολοκληρωτέες συναρτήσεις που εμφανίζο-
νται στη σχέση (3.9):

f1(k) =
1

2π


z + ξk 0 0 ∆

0 0 0 0

0 0 0 0

∆∗ 0 0 z − ξk

 eik(x−x′)

z2 − E2
k

(3.11)

και
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f2(k) =
1

2π


0 0 0 0

0 z + ξk −∆ 0

0 −∆∗ z − ξk 0

0 0 0 0

 eik(x−x′)

z2 − E2
k

. (3.12)

Οι συναρτήσεις αυτές έχουν απλούς πόλους, όπως δείξαμε παραπάνω, και τα υπό-
λοιπά τους δίνονται, σύμφωνα με γνωστό θεώρημα, από την παρακάτω σχέση

Res{f1(k)}|ki =
1

2π


z + ξk 0 0 ∆

0 0 0 0

0 0 0 0

∆∗ 0 0 z − ξk

 eik(x−x′)

d
dk
(z2 − E2

k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ki

(3.13)

και

Res{f2(k)}|ki =
1

2π


0 0 0 0

0 z + ξk −∆ 0

0 −∆∗ z − ξk 0

0 0 0 0

 eik(x−x′)

d
dk
(z2 − E2

k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ki

, (3.14)

όπου

d

dk
(z2 − E2

k) = −2ξk
dξk
dk

= −2ξk
~2

m
k (3.15)

και το ki αντιπροσωπεύει ένα από τα ±ke,±kh. Επίσης σημειώνουμε ότι ξ±ke = Ω(z)

και ξ±kh = −Ω(z). Συνεπώς η ελεύθερη συνάρτηση Green θα δίνεται από τη σχέση

G(x, x′; z) = 2πi
∑

k=±ke,∓kh

(Res{f1(k)}+ Res{f2(k)}) ,

όπου τα άνω πρόσημα στα ke, kh ισχύουν για x − x′ > 0 και τα κάτω για x − x′ < 0.
Έτσι, αντικαθιστώντας από τις σχέσεις (3.13), (3.14) και (3.15), προκύπτει ότι
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G(x, x′; z) =− im

2~2ke(z)Ω(z)


z + Ω(z) 0 0 ∆

0 0 0 0

0 0 0 0

∆∗ 0 0 z − Ω(z)

 eike(z)|x−x′|

− im

2~2kh(z)Ω(z)


z − Ω(z) 0 0 ∆

0 0 0 0

0 0 0 0

∆∗ 0 0 z + Ω(z)

 e−ikh(z)|x−x′|

− im

2~2ke(z)Ω(z)


0 0 0 0

0 z + Ω(z) −∆ 0

0 −∆∗ z − Ω(z) 0

0 0 0 0

 eike(z)|x−x′|

− im

2~2kh(z)Ω(z)


0 0 0 0

0 z − Ω(z) −∆ 0

0 −∆∗ z + Ω(z) 0

0 0 0 0

 e−ikh(z)|x−x′|.

(3.16)

Η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφεί σε πιο συμπαγή μορφή έτσι, ώστε να γίνεται
άμεσα αντιληπτό ότι η συνάρτηση Green μπορεί να κατασκευαστεί από τις αναλυτικές
επεκτάσεις, για μιγαδική ενέργεια z, των γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων των εξισώ-
σεων BdG. Για το σκοπό αυτό ορίζουμε

ϕes =

(
u(z)eiχ/2As

sv(z)e−iχ/2As̄

)
(3.17)

και

ϕhs =

(
v(z)eiχ/2As̄

s̄u(z)e−iχ/2As

)
, (3.18)

όπου s =↑, ↓ ή s = +1,−1 αντίστοιχα και

u(z) =

√
1

2

(
1 +

Ω(z)

z

)
(3.19)

και
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v(z) = csgn(z)

√
1

2

(
1− Ω(z)

z

)
, (3.20)

με csgn(z) =
√
z2/z και την επιλογή της εγκοπής κλάδου των τετραγωνικών ριζών να

είναι στον αρνητικό ημιάξονα του πεδίου ορισμού τους, στο εύρος ορισμάτων (−π, π).
Οι παραπάνω ορισμοί ισχύουν για Re(z) ̸= 0, ενώ για Re(z) = 0, δηλ. z = iω, ορίζουμε

u(ω) =

√
1

2

(
1 +

Ω

ω

)
(3.21)

και

v(ω) = −sgn(ω)

√
1

2

(
1− Ω

ω

)
, (3.22)

με

Ω =
√
ω2 + |∆|2. (3.23)

Οι ορισμοί (3.19), (3.20), (3.21) και (3.22) εξασφαλίζουν ότι θα ισχύει, για κάθε
μιγαδική τιμή του z, η σχέση

u(z)v(z) =
|∆|
2z

. (3.24)

Επίσης εξασφαλίζουν ότι τα διανύσματα (3.17) και (3.18) ικανοποιούν τις αναλυτι-
κές επεκτάσεις των εξισώσεων BdG για μιγαδική αλλά και καθαρά φανταστική ενέρ-
γεια. Ισχύουν επίσης και οι σχέσεις

u(z)2 − v(z)2 =
Ω(z)

z
(3.25)

και

u(z)2 + v(z)2 = 1. (3.26)

Έτσι, με τη βοήθεια των παραπάνω και τη χρήση δεικτών, η ελεύθερη συνάρτηση
Green μπορεί να γραφεί στη μορφή:
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G(x, x′; z) =
∑
ps

(
− imz

~2kp(z)Ω(z)

)
ϕps(z)ϕ̃

T
ps(z)e

ipkp(z)|x−x′|, (3.27)

όπου p = e, h ή p = +1,−1 αντίστοιχα και η περισπωμένη πάνω από το ϕT
ps(z) σημαίνει

ότι η φάση χ πηγαίνει στο −χ. Προσεκτικές πράξεις στη σχέση (3.27), για z ̸= 0,
οδηγούν στη σχέση (3.16) και καθιστούν προφανή και την εισαγωγή της συνάρτησης
csgn(z). Η συνάρτηση αυτή είναι ίση με +1 στο ημιεπίπεδο Re(z) > 0 και −1 στο
ημιεπίπεδο Re(z) < 0. Για z = 0, η συνάρτηση Green δίνεται από τη σχέση (3.16) ή
από το όριο της σχέσης (3.27).

3.2 ΤελεστέςMøller και εξισώσεις Lippmann-Schwinger
Στο κεφάλαιο 2 περιγράψαμε πως το πρόβλημα της (ανομοιογενούς) υπεραγωγιμό-

τητας, από πρόβλημα συστήματος πολλών σωμάτων, μπορεί να αναχθεί σε ένα σύστημα
ανεξάρτητων οιωνεί σωματίων, που οι στάσιμες καταστάσεις τους δίνονται από την επί-
λυση των εξισώσεων BdG (2.14), με τη βοήθεια των οποίων μπορούμε να συνθέσουμε
την κατάσταση του συστήματος πολλών σωμάτων. Οι εξισώσεις BdG, όπως τις παρου-
σιάσαμε, είναι ανεξάρτητες του χρόνου και ο λόγος είναι ότι, για τη στατιστική ανάλυση
της θερμοδυναμικής ισορροπίας, οι στάσιμες καταστάσεις των οιωνεί σωματιδίων αρ-
κούν. Μπορούμε όμως να φανταστούμε καταστάσεις των οιωνεί σωματιδίων που δεν
είναι στάσιμες και επομένως έχουν μη τετριμένη εξέλιξη συναρτήσει του χρόνου. Είναι
εύκολο να διαπιστωθεί ότι αυτή η χρονική εξέλιξη θα δίνεται από χρονοεξαρτημένες
εξισώσεις BdG, όπως παρακάτω

HBdGΨ(x, t) = i~
∂

∂t
Ψ(x, t), (3.28)

όπου

Ψ(x, t) =

(
û(x, t)

v̂(x, t)

)
. (3.29)

Η μελέτη τέτοιων χρονοεξαρτημένων εξισώσεων δεν είναι περιττή, καθώς μπορούμε
να εξάγουμε από αυτές σημαντικές πληροφορίες για τις στάσιμες καταστάσεις του συ-
στήματος, χρησιμοποιώντας στοιχεία από τη θεωρία σκέδασης για “δυναμικά” βραχείας
εμβέλειας, ή αλλιώς για χαμιλτονιανές που λαμβάνουν αρκετά γρήγορα συγκεκριμένες
επιλύσιμες ασυμπτωτικές μορφές, καθώς απομακρυνόμαστε στο χώρο από την περιοχή
σκέδασης.
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Στο σύστημα που μελετάμε, τις σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson, ήδη έχουμε
διακρίνει τις ασυμπτωτικές περιοχές και την ενδιάμεση περιοχή. Οι ασυμπτωτικές πε-
ριοχές περιγράφονται από χαμιλτονιανές που, όπως είδαμε, επιλύονται εύκολα. Γενικά η
κάθε ασυμπτωτική περιοχή περιγράφεται από διαφορετική χαμιλτονιανή μιας και μπο-
ρούν να διαφέρουν στην ενεργό μάζα των ηλεκτρονίων, στην ενέργεια Fermi και στο
μέτρο του δυναμικού ζεύγους. Ακόμα και αν οι υπεραγώγιμες περιοχές είναι από το
ίδιο υλικό, οι ασυμπτωτικές περιοχές μπορούν να διαφέρουν στη φάση του δυναμικού
ζεύγους. Έτσι, έχουμε να αντιμετωπίσουμε ένα πρόβλημα, στο οποίο οι ασυμπτωτικές
χαμιλτονιανές αριστερά και δεξιά της επαφής είναι γενικά διαφορετικές μεταξύ τους.
Το γεγονός αυτό παρουσιάζει μια κάποια περιπλοκή. Ορίζουμε

HBdG = Hℓ + Vℓ = Hr + Vr, (3.30)

όπουHℓ,r είναι οι ασυμπτωτικές χαμιλτονιανές στα αριστερά και στα δεξιά αντίστοιχα.
Η παραπάνω σχέση είναι στην ουσία ο ορισμός των Vℓ,r, τα οποία είναι η διαφορά της
αντίστοιχης ασυμπτωτικής χαμιλτονιανής από τη χαμιλτονιανή BdG.

Το πρόβλημα της κβαντικής σκέδασης στη μία διάσταση με διαφορετικές ασυμπτω-
τικές χαμιλτονιανές στα αριστερά και τα δεξιά έχει μελετηθεί από μαθηματική σκοπιά
και στο πεδίο της χρονικά εξαρτημένης σκέδασης κυματοπακέτων. Η αρχή έγινε στις
αναφορές [110,111]. Επίσης δουλειά έχει γίνει και όσον αφορά τις στάσιμες καταστάσεις
σκέδασης τέτοιων συστημάτων και του ενεργειακού τους φάσματος, με τη χρήση των
λύσεων Jost, όπως για παράδειγμα στην αναφορά [112]. Πρόσφατα δίνεται μια σύνοψη
της παραπάνω θεωρίας, καθώς και μελέτη της χρονικής καθυστέρησης κυματοπακέ-
των σε προβλήματα με διαφορετικές ασυμπτωτικές χαμιλτονιανές, στην αναφορά [113],
μαζί με αναφορές στη βιβλιογραφία του προβλήματος. Πιο κοντά στη μέθοδο που θα
παρουσιάσουμε είναι η αναφορά [114]. Όλες οι παραπάνω αναφορές ασχολούνται με
την εξίσωση Schrödinger στη μία διάσταση χωρίς σπιν. Θα δανειστούμε στοιχεία από
τις παραπάνω αναφορές και θα διαπιστώσουμε ότι η θεωρία του T-πίνακα στα προβλή-
ματα με διαφορετικές ασυμπτωτικές χαμιλτονιανές ομοιάζει με τη θεωρία του Τ-πίνακα
σε προβλήματα σκέδασης με πολλά κανάλια, που για παράδειγμα εξηγείται στις αναφο-
ρές [115, 116]. Η θεωρία των Τ-πινάκων στην υπεραγωγιμότητα έχει επίσης μελετηθεί
από τον Ishii, στην αναφορά [33].

Μετά από αυτή την παρένθεση, συνεχίζουμε τη μελέτη μας. Εφόσον η χαμιλτονιανή
BdG είναι χρονικά ανεξάρτητη, η χρονική εξέλιξη των καταστάσεων Ψ(x, t) θα δίνεται
από τη γνωστή εκθετική σχέση

Ψ(x, t) = UtΨ(x, 0), (3.31)

όπου
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Ut = e−
it
~ HBdG . (3.32)

Οι καταστάσεις ενός κβαντικού συστήματος, που περιλαμβάνει μεταβλητές θέσης,
μπορούν να διακριθούν γενικά σε δύο κατηγορίες: στις δέσμιες καταστάσεις και στις
εκτεταμένες καταστάσεις ή καταστάσεις σκέδασης. Οι δέσμιες καταστάσεις είναι μη
εκτεταμένες, δηλαδή χωρικά περιορισμένες, και οι κυματοσυναρτήσεις τους φθίνουν
στο μηδέν στα x→ ±∞. Οι καταστάσεις σκέδασης είναι κυματοπακέτα που στο άπειρα
μακρινό παρελθόν βρίσκονταν στο άπειρο (είτε αριστερά είτε δεξιά), σε πεπερασμένους
χρόνους κινούνται στην ενδιάμεση περιοχή και στο άπειρα μακρινό μέλλον διαδίδονται
προς το +∞ και το −∞. Η ίδια κατηγοριοποίηση ισχύει και για τις ιδιοκαταστάσεις
της ενέργειας, με τη διαφορά ότι οι εκτεταμένες ιδιοκαταστάσεις δεν ανήκουν στο χώρο
Hilbert των καταστάσεων του συστήματος και δεν είναι κανονικοποιήσιμες. Ανήκουν
σε ένα γενικότερο χώρο που ονομάζεται τροποποιημένος χώρος Hilbert (rigged Hilbert
space). Οι καταστάσεις σκέδασης που αναφέραμε στο προηγούμενο κεφάλαιο ανήκουν
σε αυτή την κατηγορία. Ονομάζονται και ιδιάζουσες (improper) καταστάσεις. Η χαμιλ-
τονιανή BdG έχει δέσμιες ιδιοκαταστάσεις, τις καταστάσεις Andreev. Οι ασυμπτωτικές
χαμιλτονιανές δεν έχουν δέσμιες ιδιοκαταστάσεις, όπως αποδείξαμε στο προηγούμενο
κεφάλαιο.

Μπορούμε να φανταστούμε κυματοπακέτα να διαδίδονται κατά μήκος ενός συστή-
ματος (π.χ ενός ομογενούς υπεραγωγού ή μιας επαφής Josephson), υπό την επιρροή
μιας χαμιλτονιανής H. Τίθεται το ερώτημα της εύρεσης της διεύθυνσης πρόσπτωσης
αυτών των κυματοπακέτων ή των συνιστωσών διάδοσής τους στο μακρινό μέλλον με
συγκεκριμένη διεύθυνση. Η απάντηση σε αυτό το ερώτημα δίνεται με τη βοήθεια των
τελεστών [113]

F±
ℓ (H) = lim

t→∓∞
e

it
~ HPℓe

−it
~ HPc(H) (3.33)

και

F±
r (H) = lim

t→∓∞
e

it
~ HPre

−it
~ HPc(H), (3.34)

όπου Pℓ (Pr) είναι ο προβολικός τελεστής στην αριστερή (δεξιά) ασυμπτωτική περιοχή
και Pc(H) είναι ο τελεστής που προβάλλει στον υπόχωρο των καταστάσεων σκέδασης
της χαμιλτονιανής που εμφανίζεται στο όρισμά του. Στην περίπτωση των τελεστών Hℓ

και Hr ο χώρος των καταστάσεων σκέδασης είναι ταυτόσημος με ολόκληρο το χώρο
καταστάσεων, αφού δεν υπάρχουν δέσμιες καταστάσεις, και ο τελεστής Pc είναι ίσος
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με τον ταυτοτικό τελεστή. Επίσης αξίζει να σημειώσουμε ότι οι τελεστές F±
ℓ,r είναι ανε-

ξάρτητοι του χρόνου.
Η ερμηνεία των παραπάνω τελεστών είναι απλή. Π.χ ο τελεστής F+

ℓ παίρνει μια κα-
τάσταση σκέδασης σε μια πεπερασμένη τιμή του χρόνου και την εξελίσσει στο άπειρα
μακρινό παρελθόν. Στη συνέχεια προβάλλει αυτή την κατάσταση στην αριστερή ασυμ-
πτωτική περιοχή. Αν η κατάσταση αυτή προερχόταν από αριστερή πρόσπτωση, μένει
ανέπαφη ενώ, αν προερχόταν από δεξιά πρόσπτωση, μηδενίζεται. Στο θεωρητικό ενδε-
χόμενο να ήταν μίγμα αριστερής και δεξιάς πρόσπτωσης, επιβιώνει μόνο η συνιστώσα
με αριστερή πρόσπτωση. Στη συνέχεια ο τελεστής εξελίσσει πάλι την προβολή αρι-
στερής πρόσπτωσης στην πεπερασμένη χρονική στιγμή. Ανάλογα ισχύουν και για τον
τελεστή F+

r , που προβάλλει στη συνιστώσα μιας κατάστασης σκέδασης που προέρχε-
ται από τα δεξιά. Με αυτό τον τρόπο, μια κατάσταση σκέδασης μπορεί να αναλυθεί
σε δύο συνιστώσες, μία προερχόμενη από τα αριστερά και μία από τα δεξιά. Οι τελε-
στές F−

ℓ,r εκτελούν την αντίστροφη διαδικασία. Εξελίσσουν μια κατάσταση σκέδασης
στο άπειρα μακρινό μέλλον από μια πεπερασμένη χρονική στιγμή και την προβάλλουν
στην αριστερή ή δεξιά ασυμπτωτική περιοχή αντίστοιχα, ενώ στη συνέχεια εξελίσσουν
πίσω τη αριστερή ή δεξιά συνιστώσα στην πεπερασμένη χρονική στιγμή. Έτσι μια κα-
τάσταση σκέδασης μπορεί να αναλυθεί σε δύο συνιστώσες, η μία από τις οποίες εξελίσ-
σεται στα αριστερά και η άλλη στα δεξιά. Για λόγους πληρότητας αναφέρουμε ότι οι
τελεστές F±

ℓ,r είναι αυτοσυζυγείς, προβολικοί και ικανοποιούν τις σχέσεις F
±
ℓ F±

r = 0

και F±
ℓ + F±

r = Fc(H).
Πολύ σημαντικό στη θεωρία σκέδασης είναι η συσχέτιση των ασυμπτωτικά ελεύ-

θερων καταστάσεων σκέδασης με τις “πραγματικές” καταστάσεις σκέδασης, σε πεπε-
ρασμένο χρόνο. Θα δεχτούμε ότι, στα συστήματα που μελετάμε, υπάρχει μία ένα προς
ένα αντιστοιχία ανάμεσα στις καταστάσεις σκέδασης των χαμιλτονιανών Hℓ,r και των
καταστάσεων σκέδασης της χαμιλτονιανής HBdG. Σε κάθε κατάσταση σκέδασης των
ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών αντιστοιχεί μια κατάσταση σκέδασης της χαμιλτονιανής
BdG, η οποία καταλήγει σε αυτές ασυμπτωτικά στο άπειρα μακρινό μέλλον ή παρελ-
θόν. Επίσης δεν υπάρχουν καταστάσεις σκέδασης της χαμιλτονιανής BdG που να μην
προκύπτουν ή καταλήγουν σε καταστάσεις σκέδασης των ασυμπτωτικών χαμιλτονια-
νών. Το γεγονός αυτό, που διαφαίνεται από τα συμπεράσματα του προηγούμενου κεφα-
λαίου, πιστοποιείται μαθηματικά από την ύπαρξη των κυματικών τελεστών Møller και
την ιδιότητα του πίνακα σκέδασης να είναι μοναδιαίος. Οι τελεστές αυτοί δίνονται από
τις σχέσεις [113]

W± = W±
ℓ +W±

r , (3.35)

όπου
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W±
ℓ = lim

t→∓∞
e

it
~ He−

it
~ HℓF±

ℓ (Hℓ) (3.36)

και

W±
r = lim

t→∓∞
e

it
~ He−

it
~ HrF±

r (Hr). (3.37)

Η δράση των τελεστών Møller είναι επίσης απλή. Για παράδειγμα ο τελεστής W+
ℓ

δρά πάνω σε ένα κυματοπακέτο και αρχικά προβάλλει τη συνιστώσα αυτού που προέ-
κυψε από πρόσπτωση από τα αριστερά στο μακρινό παρελθόν. Στη συνέχεια εξελίσσει
αυτή τη συνιστώσα με βάση τη χαμιλτονιανήHℓ στο μακρινό παρελθόν και έπειτα από
το μακρινό παρελθόν στο παρόν με βάση τη χαμιλτονιανή H. Το κοινό στοιχείο του
κυματοπακέτου στο οποίο δρα ο τελεστής W+

ℓ με το κυματοπακέτο που προκύπτει από
τη δράση του είναι ότι ταυτίζονται στο άπειρα μακρινό παρελθόν στην αριστερή ασυμ-
πτωτική περιοχή. Η κατάσταση στην οποία δρά ο τελεστήςMøller λέγεται ασυμπτωτική
κατάσταση σκέδασης, ακριβώς επειδή έχει την ίδια ασυμπτωτική συμπεριφορά με την
κατάσταση σκέδασης που εξελίσσεται με τη χαμιλτονιανή H. Παρόμοια ισχύουν και
για τον τελεστή W+

r με τη διαφορά ότι δίνει την κατάσταση σκέδασης που προκύπτει
από τη συνιστώσα της ασυμπτωτικής κατάστασης σκέδασης που προσπίπτει από τα δε-
ξιά. Έτσι το άθροισμα των δύο μας δίνει την πλήρη κατάσταση σκέδασης ακόμα και
στο θεωρητικό ενδεχόμενο που έχουμε πρόσπτωση με γραμμικό συνδυασμό και από τα
αριστερά και από τα δεξιά.

Οι τελεστέςW−
ℓ καιW

−
r είναι εύκολο να διαπιστωθεί από τους ορισμούς, με ανάλογο

τρόπο όπως και προηγουμένως, ότι δρώντας πάνω στο κυματοπακέτο που από το παρόν
καταλήγει με ελεύθερη διάδοση προς τα αριστερά και δεξιά αντίστοιχα, μας δίνει το
κυματοπακέτο στο παρόν που καταλήγει με διάδοση σύμφωνα με τη χαμιλτονιανή H
στην ίδια ακριβώς κατάσταση στο άπειρα μακρινό μέλλον, στα αριστερά και στα δεξιά
αντίστοιχα. Το άθροισμά τους μας δίνει τη συνολική κατάσταση στο παρόν που έχει
την ίδια ασυμπτωτική συμπεριφορά στο άπειρα μακρινό μέλλον με την ασυμπτωτική
κατάσταση σκέδασης.

Αξίζει να αναφέρουμε ότι οι κυματικοί τελεστές Møller είναι ισομετρικοί, αλλά όχι
απαραίτητα μοναδιαίοι. Αυτό σημαίνει ότι είναι τελεστές που διατηρούν το εσωτερικό
γινόμενο των καταστάσεων που δρουν, αλλά ότι το πεδίο τιμών τους δεν ταυτίζεται με
το σύνολο του χώρου καταστάσεων (όπως υποθέτουμε για το πεδίο ορισμού τους, όταν
δεν υπάρχουν δέσμιες στάσιμες καταστάσεις των χαμιλτονιανώνHℓ,r). Έτσι μεν ισχύει
W†W = 1, αλλά WW† ̸= 1. Η σύνδεση των κυματικών τελεστών Møller και του S-
πίνακα γίνεται μέσω της σχέσης S = W−†W+, ο οποίος απεικονίζει την ασυμπτωτική
κατάσταση πρόσπτωσης στην ασυμπτωτική κατάσταση διάδοσης [113,115,116].
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Μπορούμε να εφαρμόσουμε τους τελεστές Møller και στις στάσιμες καταστάσεις
των ελεύθερων χαμιλτονιανών Hℓ,r, αρκεί να έχουμε υπόψη μας ότι στην πραγματικό-
τητα πρόκειται περί κυματοπακέτων με πολύ εντοπισμένη ενέργεια. Στην περίπτωσή
μας, που οι ιδιοκαταστάσεις των ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών έχουν εκθετική μορφή,
μπορούμε να τις θεωρήσουμε διαμορφωμένες με βάση π.χ έναν γκαουσιανό (e−ϵx2) πα-
ράγοντα, παίρνοντας το όριο ϵ→ 0, αφού εκτελέσουμε τους υπολογισμούς. Θεωρούμε
δηλαδή ότι προσεγγίζουμε τις ιδιοκαταστάσεις των ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών με μη
κανονικοποιημένα κυματοπακέτα μεγάλου χωρικού εύρους, τα οποία προσεγγίζουν επί-
πεδα κύματα, όταν η παράμετρος ϵ τείνει στο μηδέν. Με αυτό το σκεπτικό, η δράση των
τελεστών Møller στις ιδιοκαταστάσεις σκέδασης των ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών θα
δώσει τις στάσιμες καταστάσεις σκέδασης της χαμιλτονιανής BdG. Έτσι έχουμε

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = W+

ℓ |Φpsℓ(x)⟩ (3.38)

και

|Ψ+
psr(x)⟩ = W+

r |Φpsr(x)⟩, (3.39)

όπου Ψ+
psℓ(x) και Ψ+

psr(x) είναι οι στάσιμες καταστάσεις σκέδασης της χαμιλτονιανής
BdG που αντιστοιχούν σε πρόσπτωση σωματίου με χαρακτήρα p και s από τα αριστερά
και δεξιά αντίστοιχα και Φpsℓ(x), Φpsr(x) είναι οι στάσιμες καταστάσεις σκέδασης των
χαμιλτονιανών Hℓ,r αντίστοιχα με πρόσπτωση επίσης από τα αριστερά και δεξιά αντί-
στοιχα. Συγκεκριμένα ισχύει

Φpsℓ(x) = eipkpℓxϕpsℓ (3.40)

και

Φpsr(x) = e−ipkpr(x−d)ϕpsr. (3.41)

Σημειώνουμε ότι θα συμβολίζουμε με Φ−psℓ(x), Φ−psr(x) τις στάσιμες καταστάσεις
των ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών που έχουν διεύθυνση διάδοσης αντίθετη από αυτή
που αντιστοιχεί σε πρόσπτωση από την περιοχή με χαμιλτονιανή της οποίας είναι ιδιο-
κατάσταση, δηλαδή τα αριστερά ή τα δεξιά αντίστοιχα. Συγκεκριμένα, έχουμε

Φ−psℓ(x) = e−ipkpℓxϕpsℓ (3.42)
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και

Φ−psr(x) = eipkpr(x−d)ϕpsr. (3.43)

Έτσι είναι φανερό ότι το μείον πρόσημο στο δείκτη της κυματοσυνάρτησης δεν αλ-
λάζει το χαρακτήρα της διέγερσης που αναπαριστά, απλά αλλάζει το πρόσημο του κυ-
ματανύσματος στον εκθετικό παράγοντα με τη χωρική εξάρτηση.

Από τις σχέσεις (3.38), (3.39) μπορούμε να εξάγουμε τις ονομαζόμενες εξισώσεις
Lippmann - Schwinger, με τον ακόλουθο τρόπο. Ας ξεκινήσουμε από τη σχέση (3.38).
Από τον ορισμό του κυματικού τελεστή Møller (3.36) και για το όριο t → −∞, γρά-
φουμε το γινόμενο των τελεστών χρονικής εξέλιξης σαν το ολοκλήρωμα της παραγώγου
του, οπότε έχουμε

W+
ℓ = F+

ℓ (Hℓ) + lim
ϵ→0+

∫ −∞

0

dteϵt
i

~
e

it
~ HVℓe

− it
~ HℓF+

ℓ (Hℓ), (3.44)

όπου ο εκθετικός παράγοντας eϵt με ϵ→ 0+ δεν επηρεάζει, αλλά κάνει πιο προφανή, τη
σύγκλιση του ολοκληρώματος [115]. Αντικαθιστώντας στη σχέση (3.38) και λαμβάνο-
ντας υπόψη ότι

F+
ℓ (Hℓ)|Φpsℓ(x)⟩ = |Φpsℓ(x)⟩, (3.45)

έχουμε

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = |Φpsℓ(x)⟩+ lim

ϵ→0+

∫ −∞

0

dteϵt
i

~
e

it
~ HVℓe

− it
~ E|Φpsℓ(x)⟩. (3.46)

Στην παραπάνω σχέση έχουμε δράσει την στάσιμη κατάσταση |Φpsℓ(x)⟩ πάνω στον
τελεστή χρονικής εξέλιξης τηςHℓ, με αποτέλεσμα να προκύψει ένας παράγοντας φάσης
e−

it
~ E . Έτσι έχουμε

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = |Φpsℓ(x)⟩+ lim

ϵ→0+

∫ −∞

0

dt
i

~
e−

it
~ (E+iϵ−H)Vℓ|Φpsℓ(x)⟩, (3.47)

όπου ορίσαμε ξανά τη σταθερά ϵ (ϵ → ϵ/~). Εκτελώντας την ολοκλήρωση ως προς t,
έχουμε

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = |Φpsℓ(x)⟩+ lim

ϵ→0+

1

E + iϵ−H
Vℓ|Φpsℓ(x)⟩, (3.48)
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ή

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = |Φpsℓ(x)⟩+ lim

ϵ→0+
G(E + iϵ)Vℓ|Φpsℓ(x)⟩, (3.49)

όπου

G(z) = (z −H)−1 (3.50)

είναι η συνάρτηση Green που αντιστοιχεί στη χαμιλτονιανή BdG (H). Εκτελώντας μια
παρόμοια διαδικασία και στη σχέση (3.39), προκύπτει ότι

|Ψ+
psr(x)⟩ = |Φpsr(x)⟩+ lim

ϵ→0+
G(E + iϵ)Vr|Φpsr(x)⟩. (3.51)

Οι σχέσεις (3.49) και (3.51) είναι γνωστές ως εξισώσεις Lippmann-Schwinger. Οι
εξισώσεις αυτές μπορούν να εξελιχθούν περαιτέρω, αν χρησιμοποιήσουμε την έννοια
του Τ-πίνακα και την ελεύθερη συνάρτηση Green της προηγούμενης ενότητας. Συγκε-
κριμένα, θέλουμε να συσχετίσουμε τους συντελεστές σκέδασης των σχέσεων (2.61) και
(2.68) με τα δυναμικά σκέδασης και τους Τ-πίνακες. Αυτό το επιχειρούμε στην επόμενη
ενότητα.

3.3 Τ-πίνακας και οι συντελεστές σκέδασης
Σε αυτή την ενότητα θα ορίσουμε τον Τ-πίνακα και τις συνιστώσες του, που αντι-

στοιχούν σε σκέδαση μεταξύ διαφόρων καναλιών, όπου στην περίπτωσή μας τα κανάλια
αντιστοιχούν σε ασυμπτωτικές καταστάσεις σκέδασης με συγκεκριμένη διεύθυνση πρό-
σπτωσης ή διάδοσης. Θα εξειδικεύσουμε την ανάλυση στο πρόβλημα σκέδασης που
ορίζεται από το μοντέλο μας της σιδηρομαγνητικής επαφής Josephson με συμβατικά
υπεραγώγιμα ηλεκτρόδια, ανομοιογενή μαγνήτιση ή και σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες.

Ξεκινούμε από την εξίσωση (3.49). Ορίζουμε τον Τ-πίνακα από το αριστερό στο
αριστερό κανάλι Tℓℓ μέσω της σχέσης

Gℓ(z)Tℓℓ = G(z)Vℓ, (3.52)

όπου Gℓ(z) είναι η συνάρτηση Green του αριστερού υπεραγωγού. Ισοδύναμα ισχύει

Tℓℓ(z) = Vℓ + VℓG(z)Vℓ, (3.53)
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όπως προκύπτει με τη βοήθεια της σχέσης

G−1
ℓ (z)G(z) = 1 + VℓG(z).

Υπολογίζοντας την στάσιμη κατάσταση σκέδασης στο όρισμα x, όταν αυτό παίρνει
τιμές στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή, έχουμε

Ψ+
psℓ(x) = Φpsℓ(x) +

∫
dx′dyG(+)

ℓ (x, x′;E)T (+)
ℓℓ (x′, y;E)Φpsℓ(y), (3.54)

όπου G(+)
ℓ (x, x′;E) και T (+)

ℓℓ (x′, y;E) είναι η retarded 4 × 4 συνάρτηση Green στον
αριστερό υπεραγωγό και ο retarded 4×4 T-πίνακας αντίστοιχα, στην αναπαράσταση της
θέσης (και φυσικά του σωματιδιακού χώρου και του χώρου του σπιν). Το όρισμα x της
συνάρτησης Green είναι πάντα μικρότερο από το x′, αφού στην αριστερή ασυμπτωτική
περιοχή το Vℓ μηδενίζεται και συνεπώς η ολοκλήρωση του x′ εκείνεται από το x = 0,
που είναι το όριο της αριστερής ασυμπτωτικής περιοχής, μέχρι το +∞. Επομένως η
συνάρτηση Green της σχέσης (3.27), εφαρμοσμένη για τον αριστερό υπεραγωγό και με
δεδομένο ότι z = E + i0, παίρνει τη μορφή

G(+)
ℓ (x, x′;E) = −

∑
ps

imℓE

~2kpℓ(E)Ωℓ(E)
e−ipkpℓ(E)(x−x′)ϕpsℓϕ

†
psℓ, x < x′.

Αντικαθιστώντας την παραπάνω συνάρτηση Green στη σχέση (3.54) και συγκρίνο-
ντας με την αριστερή ασυμπτωτική λύση της σχέσης (2.61) (δηλ. για x < 0) προκύπτει η
συσχέτιση των συντελεστών ανάκλασης με τα στοιχεία πίνακος του Τ-πίνακα. Αυτό επι-
τυγχάνεται διαχωρίζοντας τον εκθετικό παράγοντα στη συνάρτηση Green και βγάζοντας
έξω από το ολοκλήρωμα το τμήμα του που εξαρτάται από το x. Έχουμε λοιπόν

αℓ
ps,p′s′(E) = − imℓE

~2kp′ℓΩℓ(E)
⟨Φ−p′s′ℓ|T (+)

ℓℓ |Φpsℓ⟩, (3.55)

όπου χρησιμοποιήσαμε το συμβολισμό

⟨Φ−p′s′ℓ|T (+)
ℓℓ |Φpsℓ⟩ =

=

∫
dx′dy

(
e−ip′kp′ℓx

′
ϕp′s′ℓ

)†
T (+)
ℓℓ (x′, y;E)Φpsℓ(y).

(3.56)

Παρατηρούμε λοιπόν ότι οι συντελεστές ανάκλασης με πρόσπτωση από τα αριστερά
είναι ανάλογοι του στοιχείου πίνακος του Τ-πίνακα από το αριστερό στο αριστερό κα-
νάλι, μεταξύ των ελεύθερων καταστάσεων πρόσπτωσης και ανάκλασης. Παρόλο που ο
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Τ-πίνακας στην αναπαράσταση της θέσης δεν μηδενίζεται στη δεξιά ασυμπτωτική πε-
ριοχή, δεν έχουμε πρόβλημα σύγκλισης του ολοκληρώματος, λόγω της υπόθεσης που
κάναμε για τη χωρική διαμόρφωση των στάσιμων καταστάσεων αφενός, αφετέρου λόγω
του μικρού πραγματικού μέρους στον εκθέτη του εκθετικού παράγοντα που προκύπτει
από τη retarded συνάρτηση Green.

Στη συνέχεια θα εκφράσουμε τους συντελεστές διάδοσης στα δεξιά, για πρόσπτωση
από αριστερά, συναρτήσει στοιχείων πίνακος του Τ-πίνακα από το αριστερό στο δεξί
κανάλι Trℓ. Δίνουμε τον παρακάτω ορισμό

Gr(z)Trℓ(z) = G(z)Vℓ, (3.57)

ή, χρησιμοποιώντας τη σχέση

G−1
r (z)G(z) = 1 + VrG(z),

γράφουμε ισοδύναμα

Trℓ(z) = Vℓ + VrG(z)Vℓ. (3.58)

Με τη βοήθεια των παραπάνω ορισμών, γράφουμε την εξίσωσηLippmann-Schwinger
(3.49) ως εξής

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = |Φpsℓ(x)⟩+ G(+)

r (E)T (+)
rℓ (E)|Φpsℓ(x)⟩, (3.59)

ή, στην αναπαράσταση της θέσης

Ψ+
psℓ(x) = Φpsℓ(x) +

∫
dx′dyG(+)

r (x, x′;E)T (+)
rℓ (x′, y;E)Φpsℓ(y), (3.60)

όπου

G(+)
r (x, x′;E) = −

∑
ps

imrE

~2kpr(E)Ωr(E)
eipkpr(E)|x−x′|ϕpsrϕ

†
psr.

Αν θέσουμε το όρισμα x στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή, με σκοπό να καταλήξουμε
σε μια μορφή για την κατάσταση σκέδασης συγκρίσιμη με τη δεξιά ασυμπτωτική λύση
της σχέσης(2.61), θα δούμε ότι αυτό δεν είναι εφικτό άμεσα, καθώς ο Τ-πίνακας από
το αριστερό στο δεξί κανάλι στην αναπαράσταση της θέσης δεν μηδενίζεται στη δεξιά
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ασυμπτωτική περιοχή. Το πρόβλημα εντοπίζεται στον πρώτο όρο του δεξιού μέλους
της σχέσης (3.58), δηλαδή στο δυναμικό Vℓ. Έτσι δεν γίνεται να διαχωρίσουμε σε δύο
παράγοντες την εξάρτηση της συνάρτησης Green από τις μεταβλητές x και x′. Επίσης
επιβιώνει η ελεύθερη λύσηΦpsℓ(x), η οποία δεν εμφανίζεται στη σχέση (2.61) για x > d.
Για να αντιμετωπίσουμε αυτή τη δυσκολία πρέπει να εκτελέσουμε την ολοκλήρωση ως
προς x′, κάτι το οποίο είναι εφικτό στην περίπτωσή μας, αφού η εξάρτηση ως προς x′

έχει τη μορφή εκθετικών συναρτήσεων. Ετσι, από το δεξιό μέλος της σχέσης (3.60),
απομονώνουμε τον όρο

X =

∫ +∞

d

dx′G(+)
r (x, x′;E)Vℓ(x

′)Φpsℓ(x
′).

Παραπάνω, εκτός του ότι απομονώσαμε το ολοκλήρωμα που περιέχει μόνο το δυ-
ναμικό Vℓ, κρατήσαμε και το κομμάτι αυτού που αντιστοιχεί στην περιοχή ολοκλήρω-
σης ακριβώς επάνω στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή. Το όρισμα x επίσης θεωρούμε
ότι βρίσκεται σε αυτή την περιοχή. Σκοπός μας είναι να εκτελέσουμε τις πράξεις στην
παράσταση X . Για να διευκολυνθούμε, παρατηρούμε το εξής: στη δεξιά ασυμπτωτική
περιοχή το δυναμικό Vℓ δεν εξαρτάται καθόλου από όρους που αναμιγνύουν τα σπιν των
διεγέρσεων. Υπάρχουν μόνο οι κινητικοί όροι, που είναι διαγώνιοι και η ανάμιξη των
ηλεκτρονίων και των οπών που συντελείται από τη συνάρτηση χάσματος. Το ίδιο ισχύει
και για την ελεύθερη συνάρτηση Green στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή, καθώς και για
την κυματοσυνάρτηση Φpsℓ(x

′), που εμφανίζεται στην παράσταση X . Αυτό σημαίνει
ότι, με ένα μετασχηματισμό που ισοδυναμεί με ανακατάταξη γραμμών και στηλών, όλοι
οι πίνακες στην παράσταση X γίνονται σύνθετοι διαγώνιοι και κάθε διαγώνιο κομμάτι
τους αντιστοιχεί στον υπόχωρο του χώρου καταστάσεων με ηλεκτρόνια σπιν επάνω και
οπές σπιν κάτω ή ηλεκτρόνια με σπιν κάτω και οπές με σπιν επάνω. Έτσι, οι πράξεις στη
X μπορούν να εκτελεστούν για κάθε υπόχωρο ξεχωριστά. Στην πραγματικότητα και για
τους δύο υπόχωρους οι πράξεις είναι ουσιαστικά ταυτόσημες και θα εκτελέσουμε μόνο
αυτές που αντιστοιχούν στον υπόχωρο με ηλεκτρόνια σπιν επάνω και οπές σπιν κάτω.

Στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή και στον υπόχωρο με ηλεκτρόνια σπιν επάνω και
οπές σπιν κάτω, το δυναμικό Vℓ δίνεται από τη σχέση

Vℓ =

(
p2

2mr
− p2

2mℓ
+ V ∆re

iχ −∆ℓ

∆re
−iχ −∆ℓ −

(
p2

2mr
− p2

2mℓ
+ V

) ) , (3.61)

όπου, χωρίς απώλεια γενικότητας, έχουμε θέσει τη φάση της συνάρτησης χάσματος στην
αριστερή ασυμπτωτική περιοχή ίση με μηδέν και τη φάση της δεξιάς ασυμπτωτικής πε-
ριοχής ίση με χ. Επίσης θεωρήσαμε ότι το σταθερό κανονικό δυναμικό στην αριστερή
ασυμπτωτική περιοχή είναι μηδέν και στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή ίσο με V . Τέλος,
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σημειώνουμε ότι στην παράστασηX δεν έχουμε συμπεριλάβει όρους που περιέχουν συ-
ναρτήσεις δέλτα Dirac και που οφείλονται σε ενδεχόμενη ασυνέχεια της ενεργού μάζας
μεταξύ ενδιάμεσης και δεξιάς ασυμπτωτικής περιοχής.

Είμαστε σε θέση λοιπόν να εκτελέσουμε τους υπολογισμούς στην παράσταση X .
Έτσι γράφουμε

X =

(∫ x

d

dx′ +

∫ +∞

x

dx′
)
G(+)
r (x, x′;E)Vℓ(x

′)Φpsℓ(x
′).

Οι ολοκληρώσεις πλέον είναι τετριμένες, μιας και περιλαμβάνουν μόνο εκθετικές
συναρτήσεις. Από τους όρους που προκύπτουν κρατάμε μόνο αυτούς που προέρχονται
από τα όρια ολοκλήρωσης με τη μεταβλητή x και σχηματίζουμε την ποσότηταX ′. Εξαι-
ρούμε δηλαδή τον όρο που αντιστοιχεί στο όριο ολοκλήρωσης d και τον όρο που αντι-
στοιχεί στο όριο+∞, ο οποίος είναι μηδέν λόγω των υποθέσεων που κάναμε σχετικά με
τη χωρική διαμόρφωση των επιπέδων κυμάτων. Μετά από μερικές αλγεβρικές πράξεις
καταλήγουμε στη σχέση:

X ′ =
∑
p′

2mr

~2
E

Ωr

eipkpℓxϕp′r(ϕ
†
p′rVℓϕpℓ)

p′

k2p′r − k2pℓ
. (3.62)

Μένει να υπολογίσουμε τα “στοιχεία πίνακος” ϕ†
p′rVℓϕpℓ. Αυτά, μετά από κάποιες

πράξεις και χρήση γνωστών σχέσεων μεταξύ των ποσοτήτων που εμφανίζονται, προκύ-
πτει ότι είναι

ϕ†
erVℓϕeℓ =

~2

2mr

(k2eℓ − k2er)(−eiχ/2vℓvr + e−iχ/2uℓur), (3.63)

ϕ†
hrVℓϕeℓ =

~2

2mr

(k2eℓ − k2hr)(−eiχ/2vℓur + e−iχ/2uℓvr), (3.64)

ϕ†
erVℓϕhℓ =

~2

2mr

(k2hℓ − k2er)(−eiχ/2uℓvr + e−iχ/2vℓur) (3.65)

και

ϕ†
hrVℓϕhℓ =

~2

2mr

(k2hℓ − k2hr)(−eiχ/2uℓur + e−iχ/2vℓvr). (3.66)
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Αντικαθιστώντας στην σχέση (3.62) τις παραπάνω σχέσεις, όποιες είναι απαραίτητες
κάθε φορά, και μεταβάλλοντας το δείκτη p, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι σε κάθε
περίπτωση ισχύει

X ′ = −eipkpℓxϕpℓ. (3.67)

Οι πράξεις για τον υπόχωρο του ηλεκτρονίου σπιν κάτω και οπής σπιν επάνω είναι
ουσιαστικά πανομοιότυπες με τις παραπάνω και δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα. Επομένως
στο σύνολο του χώρου καταστάσεων η παράσταση X ′ είναι

X ′ = −Φpsℓ(x). (3.68)

Συνεπώς η παράσταση X ′ απαλοίφεται στην εξίσωση Lippmann-Schwinger (3.60)
με την ελεύθερη προσπίπτουσα κυματοσυνάρτηση. Η απαλοιφή αυτή γίνεται στο στά-
διο της προσέγγισης Born, μπορούμε να πούμε. Επίσης, ο όρος που εξαιρέθηκε από την
παράστασηX ′ συνδυάζεται με τους υπόλοιπους για να μας δώσουν το ίδιο αποτέλεσμα
που θα παίρναμε, αν η χωρική εξάρτηση της συνάρτησης Green Gr μπορούσε να διαχω-
ριστεί σε δύο παράγοντες με τη συνθήκη x > x′, όπως κάναμε και στην ανάλυση της
ανάκλασης. Έτσι σχηματίζεται το στοιχείο πίνακος του Τ-πίνακα από το αριστερό στο
δεξί κανάλι και η εξίσωση Lippmann-Schwinger γίνεται

Ψ+
psℓ(x) = −

∑
p′s′

imrE

~2kp′rΩr(E)
eip

′kp′r(x−d)⟨Φ−p′s′r(x)|T (+)
rℓ (E)|Φpsℓ(x)⟩, (3.69)

όπου χρησιμοποιούμε το συμβολισμό

⟨Φ−p′s′r|T (+)
rℓ |Φpsℓ⟩ =

=

∫
dx′dy

(
eip

′kp′r(x
′−d)ϕp′s′r

)†
T (+)
rℓ (x′, y;E)Φpsℓ(y).

(3.70)

Συγκρίνοντας τα παραπάνω με τη λύση (2.61) στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή, κα-
ταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

γℓps,p′s′(E) = − imrE

~2kp′rΩr(E)
⟨Φ−p′s′r|T (+)

rℓ |Φpsℓ⟩ (3.71)

Παρατηρούμε ότι οι συντελεστές διάδοσης με πρόσπτωση από τα αριστερά είναι
ανάλογοι του στοιχείου πίνακος του Τ-πίνακα από το αριστερό στο δεξί κανάλι, μεταξύ
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των ελεύθερων καταστάσεων πρόσπτωσης και διάδοσης. Παρόλο που ο Τ-πίνακας στην
αναπαράσταση της θέσης έχει όρους που δεν μηδενίζονται στη δεξιά ή την αριστερή
ασυμπτωτική περιοχή, δεν έχουμε πρόβλημα σύγκλισης του ολοκληρώματος, λόγω της
υπόθεσης που κάναμε για τη χωρική διαμόρφωση των στάσιμων καταστάσεων αφενός,
αφετέρου λόγω του μικρού πραγματικού μέρους στον εκθέτη του εκθετικού παράγοντα
που προκύπτει από τη retarded συνάρτηση Green.

Οφείλουμε σε αυτό το σημείο να κάνουμε μια παρατήρηση για τον Τ-πίνακα από το
αριστερό στο δεξί κανάλι. Όπως και στη γενική θεωρία σκέδασης πολλών καναλιών, ο
ορισμός του Τ-πίνακα από τις δύο παρακάτω σχέσεις

Trℓ(z) = Vℓ + VrG(z)Vℓ

και

Trℓ(z) = Vr + VrG(z)Vℓ, (3.72)

δίνει ισοδύναμα αποτελέσματα αν ο Τ-πίνακας δρά σε ιδιοκαταστάσεις των ελεύθερων
ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών. Αυτό συμβαίνει διότι η διαφορά των δύο παραπάνω ορι-
σμών είναι Hr − Hℓ, η οποία μηδενίζεται, όταν δρά, στα αριστερά και τα δεξιά, πάνω
σε ιδιοκαταστάσεις των ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών.

Αξιζει να αναφέρουμε έναν εναλλακτικό τρόπο να καταλήξουμε στη σχέση (3.71).
Για το σκοπό αυτό γράφουμε την εξίσωση Lippmann-Schwinger (3.49) ως εξής

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = (1 + G(E + i0)Vℓ)|Φpsℓ(x)⟩.

Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουμε το δεύτερο μέλος από αριστερά με την τελεστή
Gr(E+ i0)G−1

r (E+ i0) = 1, όπου Gr(z) είναι η ελεύθερη συνάρτηση Green του δεξιού
υπεραγωγού. Τότε εύκολα προκύπτει ότι

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = Gr(E −Hr + Vℓ + VrG(+)(E)Vℓ)|Φpsℓ(x)⟩.

Στο σημείο αυτό παρατηρούμε ότι δεν μπορούμε να διαχωρίσουμε τα εκθετικά στη
συνάρτηση Green και ότι πρέπει να ακολουθήσαμε τη διαδικασία που περιγράψαμε
προηγουμένως, για να βρούμε την κατάσταση σκέδασης στη δεξιά ασυμπτωτική πε-
ριοχή. Όμως, παρατηρώντας ότιHℓ−Vr = Hr−Vℓ, η παραπάνω σχέση είναι ισοδύναμη
με

|Ψ+
psℓ(x)⟩ = Gr(E −Hℓ + Vr + VrG(+)(E)Vℓ)|Φpsℓ(x)⟩.
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Τώρα ο τελεστήςE−Hℓ δρά στα δεξιά στην ιδιοκατάστασή του και δίνει μηδέν, ενώ
το δυναμικό Vr μηδενίζεται στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή και συνεπώς μπορούμε να
διαχωρίσουμε τα εκθετικά στη συνάρτηση Green, σχηματίζοντας τα στοιχεία πίνακος
του Τ-πίνακα από το αριστερό στο δεξί κανάλι, με τον ορισμό όμως που δίνεται από τη
σχέση (3.72). Εφόσον όμως αυτός είναι ισοδύναμος, έχουμε καταλήξει στο ζητούμενο
αποτέλεσμα. Με αυτό το σκεπτικό επομένως θα μπορούσαμε να είχαμε προβλέψει την
ισχύ της σχέσης (3.68). Επίσης το παρόν επιχείρημα είναι πιο γενικό από το μοντέλο
της επαφής που έχουμε υιοθετήσει και καταδεικνύει ότι η σχέση (3.68) έχει γενικότερη
ισχύ.

Ανάλογα ισχύουν και για την περίπτωση που έχουμε πρόσπτωση διεγέρσεως από
τα δεξιά. Τότε πρέπει να ορίσουμε τον Τ-πίνακα από το δεξί στο δεξί κανάλι, για να
μελετήσουμε την ανάκλαση, και τον Τ-πίνακα από το δεξί στο αριστερό κανάλι, για να
μελετήσουμε τη διάδοση. Έτσι έχουμε

Trr(z) = Vr + VrG(z)Vr (3.73)

Tℓr(z) = Vr,ℓ + VℓG(z)Vr. (3.74)

Συμβολίζοντας με ν = ℓ, r, εύκολα καταλήγουμε στη σχέση

(Tνν(z))
† = Tνν(z

∗) (3.75)

και, για ν ̸= ν ′, στη σχέση

(Tνν′(z))
† = Tν′ν(z

∗), (3.76)

με την προϋπόθεση ότι ισχύει για στοιχεία πίνακος μεταξύ των στάσιμων καταστάσεων
σκέδασης των ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών. Οι παραπάνω σχέσεις θα μας φανούν χρή-
σιμες στην εξαγωγή συνθηκών συμμετρίας των συντελεστών σκέδασης, που θα μελε-
τήσουμε στα επόμενα κεφάλαια.

3.4 Συνάρτηση Green στις ασυμπτωτικές περιοχές
Στην ενότητα αυτή θα αξιοποιήσουμε τον Τ-πίνακα, για να εκφράσουμε τη πλήρη

συνάρτηση Green, με ορίσματα θέσης στις ασυμπτωτικές περιοχές, συναρτήσει των
αναλυτικών επεκτάσεων των συντελεστών σκέδασης για μιγαδική ενέργεια z. Τέτοιες
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σχέσεις είναι χρήσιμες στον υπολογισμό του υπερρεύματος στην επαφή Josephson με
τη μέθοδο των Furusaki-Tsukada [109], όπως θα παρουσιάσουμε στο κεφάλαιο 7. Οι
ίδιες σχέσεις για τη συνάρτηση Green θα εξαχθούν και με μία διαφορετική μέθοδο στο
κεφάλαιο 6.

Η μέθοδός μας στην παρούσα ενότητα βασίζεται στη γνωστή ταυτότητα πινάκων
A,B

A−1 =B−1 +B−1(B − A)A−1

=B−1 + A−1(B − A)B−1.
(3.77)

Θέτοντας τους πίνακες A,B ίσους με z −H και z −Hℓ,r αντίστοιχα, καταλήγουμε
στις παρακάτω, συμβολικά γραμμένες, σχέσεις:

G(z) =Gℓ(z) + Gℓ(z)VℓG(z)
=Gℓ(z) + G(z)VℓGℓ(z)

(3.78)

και

G(z) =Gr(z) + Gr(z)VrG(z)
=Gr(z) + G(z)VrGr(z),

(3.79)

οι οποίες ονομάζονται και εξισώσεις Dyson για τη συνάρτηση Green. Οι σχέσεις αυτές
παίρνουν τη μορφή που επιζητούμε, όταν εφαρμοστούν για ορίσματα x, x′ τα οποία βρί-
σκονται στις ασυμπτωτικές περιοχές της επαφής. Τότε διαχωρίζοντας τις ελεύθερες συ-
ναρτήσεις Green που εμφανίζονται και χρησιμοποιώντας τους ορισμούς των διαφόρων
ειδών Τ-πίνακα, καταλήγουμε σε σχέσεις για τις ασυμπτωτικές τιμές της συνάρτησης
Green που τη συνδέουν με τις αναλυτικές επεκτάσεις των συντελεστών σκέδασης.

Ας ξεκινήσουμε με την υπόθεση ότι τα ορίσματα της συνάρτησης Green x και x′

ανήκουν στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή (x, x′ < 0). Τότε αξιοποιούμε τις σχέσεις
(3.78) και χρησιμοποιώντας τον ορισμό του πίνακα Tℓℓ έχουμε

G(x, x′; z) = Gℓ(x, x
′; z) +

∫
dydy′Gℓ(x, y)Tℓℓ(y, y

′; z)Gℓ(y
′, x′). (3.80)

Οι ολοκληρώσεις ως προς y, y′ εκτείνονται στην ενδιάμεση περιοχή της επαφής και
στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή και συνεπώς η διαφορά τους με τα x, x′ έχει σταθερό
πρόσημο. Έτσι οι απόλυτες τιμές στα εκθετικά μπορούν να υπολογιστούν αμέσως και
αναδιατάσσοντας τους όρους στο ολοκλήρωμα, όπως περιγράψαμε παραπάνω, καταλή-
γουμε στη σχέση:
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G(x, x′; z) = Gℓ(x, x
′; z)−

∑
ps,p′s′

imℓz

~2kpℓΩℓ

αℓ
ps,p′s′e

−ip′kp′ℓx−ipkpℓx
′
ϕp′s′ℓϕ̃

T
psℓ, (3.81)

όπου

αℓ
ps,p′s′(z) = − imℓz

~2kp′ℓΩℓ(z)

∫
dydy′eip

′kp′ℓyϕ̃T
p′s′ℓTℓℓ(y, y

′; z)eipkpℓy
′
ϕpsℓ. (3.82)

Με επισκόπηση της σχέσης (3.82) συμπεραίνουμε ότι πρόκειται για την αναλυτική
επέκταση των συντελεστών ανάκλασης, για πρόσπτωση διέγερσης χαρακτήρα p, s από
τα αριστερά (σχέση (3.55)). Η σχέση (3.81) είναι η ζητούμενη.

Ομοίως, χρησιμοποιώντας την εξίσωση Dyson (3.79) και τη σχέση

Gr(z)Trr = G(z)Vr, (3.83)

μπορούμε να βρούμε τη συνάρτηση Green της επαφής στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή
(x, x′ > d). Τώρα θα ισχύει x, x′ > y, y′. Έτσι έχουμε

G(x, x′; z) = Gr(x, x
′; z)−

∑
ps,p′s′

imrz

~2kprΩr

αr
ps,p′s′e

ip′kp′r(x−d)+ipkpr(x′−d)ϕp′s′rϕ̃
T
psr, (3.84)

όπου

αr
ps,p′s′(z) = − imrz

~2kp′rΩr(z)

∫
dydy′e−ip′kp′r(y−d)ϕ̃T

p′s′rTrr(y, y
′; z)e−ipkpr(y′−d)ϕpsr.

(3.85)

Και στην παραπάνω σχέση αναγνωρίζουμε την αναλυτική επέκταση των συντελε-
στών ανάκλασης για πρόσπτωση διέγερσης χαρακτήρα p, s από τα δεξιά.

Στη συνέχεια θα προσδιορίσουμε τη συνάρτηση Green, όταν το ένα όρισμά της βρί-
σκεται στη δεξιά και το άλλο στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή. Θεωρούμε αρχικά
x > x′ και γράφουμε την εξίσωση Dyson (3.78) ως εξής

G(z) =Gℓ(z) + G(z)VℓGℓ(z)

=Gℓ(z) + Gr(z)G−1
r (z)G(z)VℓGℓ(z),

(3.86)

ή
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G(z) = Gℓ(z) + Gr(z)VℓGℓ(z) + VrG(z)VℓGℓ(z). (3.87)

Στο δεύτερο όρο του δεξιού μέλους της παραπάνω σχέσης, παρατηρούμε ότι η ολο-
κλήρωση του πρώτου ορίσματος θέσης της συνάρτησης Green Gℓ εκτείνεται στην εν-
διάμεση και τη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή, λόγω του Vℓ, ενώ το δεύτερο όρισμα θέσης
εκτείνεται στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή εξ’ υποθέσεως. Επομένως στη συνάρ-
τησηGreenGℓ είναι δυνατό να χωρίσουμε τα εκθετικά και τότε βλέπουμε ότι έχουμε κάτι
ανάλογο με την παράστασηX της προηγούμενης ενότητας. Σημειώνουμε ότι οι πράξεις
που εκτελέσαμε στην προηγούμενη ενότητα ισχύουν ακόμα και όταν όλες οι ποσότητες
είναι συναρτήσεις της μιγαδικής ενέργειας z. Επομένως, εκτελώντας την ολοκλήρωση
ως προς το πρώτο όρισμα της Gℓ και απομονώνοντας μία αντίστοιχη παράσταση X ,
απαλοίφουμε την ελεύθερη συνάρτηση Green στον πρώτο όρο του δεξιού μέλους της
σχέσης (3.87) και οι όροι που μένουνε μας δίνουν τη σχέση

G(x, x′; z) =
∫
dydy′Gr(x, y; z)Trℓ(y, y

′; z)Gℓ(y
′, x′; z), (3.88)

όπου οι εκθετικοί παράγοντες στη συνάρτησηGreenGr μπορούν να διαχωριστούν. Έτσι,
αντικαθιστώντας τις ελεύθερες συναρτήσεις Green και διαχωρίζοντας τα εκθετικά, κα-
ταλήγουμε στη σχέση

G(x, x′; z) =
∑
ps,p′s′

(
− imℓz

~2kpℓΩℓ

)
γℓps,p′s′(z)e

ip′kp′r(x−d)−ipkpℓx
′
ϕp′s′rϕ̃

T
psℓ, (3.89)

όπου το x ανήκει στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή, το x′ ανήκει στην αριστερή ασυμ-
πτωτική περιοχή και

γℓps,p′s′(z) = − imrz

~2kp′rΩr(z)

∫
dydy′e−ip′kp′r(y−d)ϕ̃T

p′s′rTrℓ(y, y
′; z)eipkpℓy

′
ϕpsℓ. (3.90)

Η παραπάνω σχέση μας δίνει την αναλυτική επέκταση των συντελεστών διάδοσης
με πρόσπτωση διέγερσης χαρακτήρα p, s από τα αριστερά. Η σχέση (3.89) εκφράζει τη
συνάρτηση Green με ορίσματα θέσης x, x′ στη δεξιά και την αριστερή ασυμπτωτική πε-
ριοχή αντίστοιχα συναρτήσει των αναλυτικών επεκτάσεων των συντελεστών διάδοσης
με πρόσπτωση από αριστερά.

Ανάλογα ισχύουν και όταν τα ορίσματα θέσης της συνάρτησης Green είναι το x στην
αριστερή και το x′ στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή αντίστοιχα. Τότε έχουμε
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G(x, x′; z) =
∑
ps,p′s′

(
− imrz

~2kprΩr

)
γrps,p′s′(z)e

−ip′kp′ℓx+ipkpr(x′−d)ϕp′s′ℓϕ̃
T
psr, (3.91)

όπου το x ανήκει στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή, το x′ ανήκει στην αριστερή ασυμ-
πτωτική περιοχή και

γrps,p′s′(z) = − imℓz

~2kp′ℓΩℓ(z)

∫
dydy′eip

′kp′ℓyϕ̃T
p′s′ℓTℓr(y, y

′; z)e−ipkpr(y′−d)ϕpsr. (3.92)

Η παραπάνω σχέση μας δίνει την αναλυτική επέκταση των συντελεστών διάδοσης
με πρόσπτωση διέγερσης χαρακτήρα p, s από τα δεξιά. Η σχέση (3.91) εκφράζει τη
συνάρτηση Green με ορίσματα θέσης x, x′ στην αριστερή και τη δεξιά ασυμπτωτική
περιοχή αντίστοιχα, συναρτήσει των αναλυτικών επεκτάσεων των συντελεστών διάδο-
σης με πρόσπτωση από δεξιά. Οι σχέσεις (3.89) και (3.91), καθώς και οι σχέσεις (3.81)
και (3.84), μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να επαληθεύσουμε τα συμπεράσματα για
τη σχέση του T-πίνακα με τους συντελεστές σκέδασης (βλ. παράρτημα 3.Α�).
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3.Α� Τ-πίνακας σε απλά μοντέλα με διαφορετική ασυμ-
πτωτική συμπεριφορά στα αριστερά και τα δεξιά

Στο παράρτημα αυτό θα εφαρμόσουμε τους τύπους που συνδέουν τους συντελεστές
σκέδασης με τους Τ-πίνακες σε απλά μονοδιάστατα μοντέλα, με σκοπό να επαληθεύ-
σουμε την ισχύ τους. Θα ξεκινήσουμε με ένα σύστημα μονοδιάστατης σκέδασης ενός
σωματιδίου, χωρίς σπιν, που περιλαμβάνει μια βηματική μεταβολή του δυναμικού σκέ-
δασης και μια βηματική μεταβολή της ενεργού μάζας του. Η χαμιλτονιανή του συστή-
ματος αυτού είναι επομένως

H = − d

dx

~2

2m(x)

d

dx
+ θ(x)V. (3.93)

Στην παραπάνω σχέση έχουμε

1

m(x)
=

1

mℓ

θ(−x) + 1

mr

θ(x), (3.94)

όπουmℓ,mr είναι οι ενεργές μάζες στα αριστερά και τα δεξιά αντίστοιχα. Επίσης θ(x)
είναι η συνάρτηση βήματος καιV το σταθερό δυναμικό στα δεξιά (x > 0). Στα αριστερά,
χωρίς απώλεια γενικότητος θέτουμε V = 0.

Στην περίπτωση πουmℓ = mr είναι πάρα πολύ εύκολο να επαληθεύσουμε την ισχύ
των τύπων που συνδέουν τους Τ-πίνακες με τους συντελεστές σκέδασης, καθώς και την
ισχύ των εξισώσεων Lippmann-Schwinger. Αυτό μπορεί να γίνει με τον τρόπο που θα
περιγράψουμε παρακάτω. Στην περίπτωση όμως που mℓ ̸= mr, οι πράξεις είναι πολύ
πιο απαιτητικές. Θα δώσουμε στη συνέχεια, σε γενικές γραμμές, πως έχει η διαδικασία,
στην περίπτωση που mℓ ̸= mr. Είναι αρκετό να ασχοληθούμε με τους συντελεστές
σκέδασης για πρόσπτωση από τα αριστερά. Για πρόσπτωση από δεξιά, η διαδικασία
είναι πρακτικά η ίδια. Παρόλα αυτά θα μας χρειαστούν και οι κυματοσυναρτήσεις για
πρόσπτωση από τα δεξιά, καθώς οι συντελεστές σκέδασης αυτών υπεισέρχονται στον
προσδιορισμό της συνάρτησης Green. Έτσι έχουμε

ψℓ(x) =

{
eikx + aℓe

−ikx, x < 0

cℓe
iqx, x > 0

, (3.95)

για την κυματοσυνάρτηση με πρόσπτωση από τα αριστερά και

ψr(x) =

{
cre

−ikx, x < 0

e−iqx + are
iqx, x > 0

, (3.96)
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για την κυματοσυνάρτηση με πρόσπτωση από τα δεξιά. Στις παραπάνω σχέσεις ισχύουν

k =

√
2mℓE

~2
, q =

√
2mr(E − V )

~2
(3.97)

και

aℓ =
mrk −mℓq

mrk +mℓq
, cℓ =

2mrk

mrk +mℓq
. (3.98)

Επίσης ισχύουν

ar =
mℓq −mrk

mrk +mℓq
, cr =

2mℓq

mrk +mℓq
. (3.99)

Χρήσιμες σχέσεις που προκύπτουν από τα παραπάνω είναι

V =
~2k2

2mℓ

− ~2q2

2mr

,

cℓ,r = 1 + aℓ,r, aℓ = −ar,
mℓ

k
cℓ =

mr

q
cr

Στη συνέχεια δίνουμε τη συνάρτηση Green:

G(x, x′; z) = θ(−x)θ(−x′)2mℓ

~2
1

2ik

{
eik|x−x′| + aℓe

−ik(x+x′)
}

+ θ(+x)θ(+x′)
2mr

~2
1

2iq

{
eiq|x−x′| + are

iq(x+x′)
}

+ θ(−x)θ(+x′)2mℓ

~2
1

2ik
cℓe

−ikx+iqx′

+ θ(+x)θ(−x′)2mr

~2
1

2iq
cre

iqx−ikx′
.

(3.100)

Χρειαζόμαστε επίσης και την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης Green
ως προς τη μεταβλητή x. Αυτή υπολογίζεται εύκολα από την παραπάνω σχέση, αρκεί να
έχουμε υπόψη μας ότι η συνάρτησηGreen είναι συνεχής ως προς x στο σημείο x = 0 και
ότι η παράγωγος της βηματικής συνάρτησης είναι η συνάρτηση δέλτα Dirac. Δίνουμε
επίσης και τα δυναμικά
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Vℓ = H −Hℓ = θ(x)

(
p2

2mr

− p2

2mℓ

+ V

)
− ~2

2

(
1

mr

− 1

mℓ

)
δ(x)

d

dx
(3.101)

και

Vr = H−Hr = −θ(−x)
(
p2

2mr

− p2

2mℓ

+ V

)
− ~2

2

(
1

mr

− 1

mℓ

)
δ(x)

d

dx
(3.102)

όπου p = −i~ d
dx
και

Hℓ =
p2

2mℓ

, Hr =
p2

2mr

+ V. (3.103)

Είμαστε σε θέση τώρα να επαληθεύσουμε τις παρακάτω σχέσεις

aℓ =
2mℓ

~2
1

2ik
⟨−k|Tℓℓ|k⟩ (3.104)

και

cℓ =
2mr

~2
1

2iq
⟨q|Trℓ|k⟩, (3.105)

όπου

|k⟩ = eikx⟩, |q⟩ = eiqx⟩ (3.106)

και

Tν′ν = Vν + Vν′GVν , (3.107)

με ν, ν ′ = ℓ, r. Εκτελώντας τις πράξεις στο δεξί μέλος των σχέσεων (3.104) και (3.105),
καταλήγουμε σε επαλήθευση αυτών. Χρειάζεται όμως να δείξουμε προσοχή σε ένα συ-
γκεκριμένο σημείο της διαδικασίας. Εμφανίζεται ένα ολοκλήρωμα της μορφής

∫
dxdx′δ(x)sgn(x− x′)δ(x′), (3.108)

το οποίο προκύπτει από τον όρο στην παράσταση
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∫
dxdx′eikxVℓ(x)G(x, x

′)Vℓ(x
′)eikx

′
,

ή

∫
dxdx′e−iqxVr(x)G(x, x

′)Vℓ(x
′)eikx

′
,

όταν συνδυαστούν οι δεύτεροι αθροιστέοι όροι των δυναμικών Vℓ,r στις σχέσεις (3.101),
(3.102). To ολοκλήρωμα (3.108) δεν είναι καλά ορισμένο. Όμως οφείλουμε να θυμη-
θούμε ότι, ο τρόπος που σχηματίσαμε το στοιχείο πίνακος του Τ-πίνακα στις εξισώσεις
Lippmann-Schwinger, ήταν να εκετελέσουμε πρώτα την ολοκλήρωση ως προς τη με-
ταβλητή x. Έτσι και στο ολοκλήρωμα (3.108) οφείλουμε να εκτελέσουμε πρώτα την
ολοκλήρωση ως προς x και στην συνέχεια ως προς x′. Τότε η ισχύς των τύπων (3.104)
και (3.105) επαληθεύεται. Αν παρόλα αυτά επιλέξουμε να εκτελέσουμε πρώτα την ολο-
κλήρωση ως προς x′, πριν να δράσουμε με τον τελεστή Vℓ,r στη συνάρτηση Green, τότε
το ολοκλήρωμα (3.108) δεν εμφανίζεται και οι υπολογισμοί επαληθεύονται κανονικά.
Το ίδιο συμβαίνει και κατά την επαλήθευση της εξίσωσης Lippmann-Schwinger

ψℓ(x) = eikx +

∫
G(x, x′)Vℓ(x

′)eikx
′
dx′, (3.109)

που και αυτή επαληθεύεται κανονικά. Επίσης σημειώνουμε ότι πουθενά στη διαδικασία
δεν κάναμε πράξεις που δεν ισχύουν στην περίπτωση που η ενέργεια παίρνει μιγαδικές
τιμές z. Έτσι τα συμπεράσματά μας ισχύουν και σε αυτή την περίπτωση.

Στη συνέχεια αναφέρουμε περιληπτικά την επαλήθευση των τύπων που σχετίζουν
τους συντελεστές σκέδασης με τα στοιχεία του Τ-πίνακα, για την περίπτωση του πιο
απλού μοντέλου ανομοιογενούς υπεραγωγιμότητας. Θεωρούμε λοιπόν μία ενδοεπιφά-
νεια στο x = 0, που χωρίζει δύο υπεραγωγούς με την ίδια ενεργό μάζα, αλλά διαφορετι-
κές συναρτήσεις χάσματος. Τότε για παράδειγμα ο συντελεστής διάδοσης με πρόσπτωση
από αριστερά σωματιδίου με ηλεκτρονιακό χαρακτήρα και διάδοση σωματιδίου με χα-
ρακτήρα οπής, δηλαδή ο συντελεστής διάδοσης με αλλαγή κλάδου (branch crossing),
θα δίνεται από τη σχέση

γℓe,h = − imrE

~2khrΩr

∫
dxdx′eikhrx

(
vre

iχr/2

ure
−iχr/2

)†

×

T +
rℓ (x, x

′)

(
ure

iχℓ/2

vre
−iχℓ/2

)
eikeℓx

′
,

(3.110)
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όπου

T +
rℓ = Vℓ + VrGVℓ (3.111)

και

Vℓ = θ(x)

(
0 ∆r −∆ℓ

∆∗
r −∆∗

ℓ 0

)
, (3.112)

Vr = −θ(−x)
(

0 ∆r −∆ℓ

∆∗
r −∆∗

ℓ 0

)
. (3.113)

Η συνάρτηση Green που θα χρειαστούμε στη σχέση (3.110) δίνεται από τη σχέση

G(x, x′;E+) =
∑
p,p′

(
− imrE

~2kprΩr

)
γrp,p′(E

+)e−ip′kp′ℓx+ipkprx′
ϕp′ℓϕ̃

T
pr. (3.114)

Οι πράξεις στο δεξί μέλος της σχέσης (3.110) είναι εξαιρετικά μακροσκελείς, αλλά
μας δίνουν το σωστό συντελεστή διάδοσης, ο οποίος υπολογίζεται π.χ με τον κανόνα
του Cramer. Φυσικά πρέπει να αξιοποιηθούν όλες οι σχέσεις που ισχύουν μεταξύ των
παραγόντων συμφωνίας uℓ,r και vℓ,r, καθώς και σχέσεις όπως οι παρακάτω:

u2ℓ − v2r = u2r − v2ℓ =
1

2E
(Ωr + Ωℓ), (3.115)

k2eℓ − k2hr = k2er − k2hℓ =
2m

~2
(Ωr + Ωℓ), (3.116)

k2eℓ − k2er = k2hr − k2hℓ =
2m

~2
(Ωℓ − Ωr) (3.117)

και

(k2eℓ − k2hr)(k
2
eℓ − k2er) =

2m

~2
(|∆r|2 − |∆ℓ|2). (3.118)

Επίσης βοηθάει πολύ και η αναπαράσταση των παραγόντων συμφωνίας uℓ,r και vℓ,r
μέσω τριγωνομετρικών συναρτήσεων:

uν = cosφν , vν = sinφν . (3.119)

Σημειώνουμε και σε αυτη την περίπτωση ότι οι υπολογισμοί ισχύουν και για μιγα-
δική ενέργεια z, καθώς δεν έχει γίνει κάποιος χειρισμός που να μην επιτρέπει μια τέτοια
επέκταση.
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Κεφάλαιο 4

Συνθήκες συμμετρίας των
συντελεστών σκέδασης Ι

Στο κεφάλαιο αυτό, αφού περιγράψουμε πως μεταφράζονται οι μοναδιαίοι και αντι-
μοναδιαίοι μετασχηματισμοί του συστήματος της επαφής Josephson σε μετασχηματι-
σμούς στο χώρο των καταστάσεων των εξισώσεων BdG, θα αποδείξουμε κάποιες κα-
τηγορίες συνθηκών συμμετρίας, που ισχύουν μεταξύ των συντελεστών σκέδασης της
επαφής Josephson, καθώς και μεταξύ των αναλυτικών τους επεκτάσεων σε μιγαδική
ενέργεια. Οι συνθήκες αυτές είναι επακόλουθο μετασχηματισμών που αφήνουν το πρό-
βλημά μας αναλλοίωτο, με εξαίρεση την αλλαγή κάποιων παραμέτρων. Η μέθοδος που
θα χρησιμοποιήσουμε σε αυτό το κεφάλαιο θα είναι πρώτα η εξαγωγή της συμμετρίας
για πραγματικές ενέργειες και μετά η αναλυτική επέκταση του αποτελέσματος. Ενδια-
φέρουσες σχέσεις προκύπτουν και με την αντιστροφή αυτής της διαδικασίας, δηλαδή
με την εξαγωγή της συμμετρίας με χειρισμό της αναλυτικής επέκτασης των συντελε-
στών σκέδασης. Αυτές θα δοθούν στο επόμενο κεφάλαιο. Οι μετασχηματισμοί που θα
θεωρήσουμε σε αυτό το κεφάλαιο, αλλά και στο επόμενο, είναι αντιγραμμικοί και περι-
λαμβάνουν και το μετασχηματισμό της αντιστροφής χρόνου. Οι συνθήκες συμμετρίας
των συντελεστών σκέδασης που θα προκύψουν, θα χρησιμοποιηθούν σε επόμενα κε-
φάλαια για να επιβεβαιώσουμε τις διάφορες μορφές που μπορεί να πάρει η συνάρτηση
Green, καθώς φυσικά και στο κεντρικό συμπέρασμα αυτής της εργασίας, που είναι η
ύπαρξη, υπό συνθήκες, υπερρεύματος για μηδενική διαφορά φάσης στις σιδηρομαγνη-
τικές επαφές Josephson.

4.1 Μετασχηματισμοί των εξισώσεων BdG
Στην ενότητα αυτή θα προσδιορίσουμε την αντιστοιχία μεταξύ των μοναδιαίων με-

τασχηματισμών στο χώρο Fock του συστήματος πολλών σωμάτων που αναπαριστά το
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σύστημα της ανομοιογενούς υπεραγωγιμότητας και των μοναδιαίων μετασχηματισμών
στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG. Αυτό θα μας δώσει τη δυνατότητα να
εργαστούμε πάνω στις συμμετρίες του προβλήματος στο πλαίσιο μονοσωματιδιακών
εξισώσεων, όπως είναι οι εξισώσεις BdG.

Όπως γνωρίζουμε, ένας μοναδιαίος ή αντιμοναδιαίος μετασχηματισμός στο χώρο
Fock δρά πάνω στους τελεστές καταστροφής με βάση τη σχέση

Uψ(f)U† = ψ(Uf), (4.1)

όπου f είναι η κατάσταση που καταστρέφεται από τον τελεστή ψ. Ο τελεστής κατα-
στροφής εξαρτάται αντιγραμμικά από την κατάσταση f . Αν ο μετασχηματισμός δεν
αναμιγνύει τις τιμές της μεταβλητής του σωματιδιακού βαθμού ελευθερίας (χαρακτή-
ρας ηλεκτρονίου-οπής), τότε

U†ψs(x)U =
∑
s′

Ûss′ψs′(x), (4.2)

όπου Ûss′ είναι τα στοιχεία του πίνακα-τελεστή του μοναδιαίου μετασχηματισμού και
ο οποίος μπορεί να δρά και στη μεταβλητή x. Σημειώνουμε ότι έχουμε επιλέξει τον
τελεστήU†ψs(x)U, αντί τουUψs(x)U†, επειδή η επίδρασή του είναι να μετασχηματίσει
με τον U † την κατάσταση |x⟩ και άρα με τον U την κυματοσυνάρτηση |ψ⟩ στο χώρο
καταστάσεων των εξισώσεων BdG. Αντικαθιστώντας από τη σχέση (2.11) έχουμε

U†ψs(x)U =
∑
n

(
(Û ûn(x))sγn + (Û∗v̂n(x))∗sγ

†
n

)
. (4.3)

Έτσι συμπεραίνουμε οτι, στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG, ένας μο-
ναδιαίος ή αντιμοναδιαίος μετασχηματισμός που δεν αναμιγνύει ηλεκτρόνια και οπές
συντελείται από τον τελεστή U ως εξής:

U
(
û(x)

v̂(x)

)
=

(
Û 0

0 Û∗

)(
û(x)

v̂(x)

)
. (4.4)

Ο αντίστοιχος μετασχηματισμός της χαμιλτονιανής ΒdG δίνεται από τη σχέση

UHBdGU † =

(
ÛĤ0Û

† Û∆̂ÛT

−(Û∆̂ÛT )∗ −(ÛĤ0Û
†)∗

)
. (4.5)
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Θα αναφέρουμε τώρα δυο λόγια για την αναπαράσταση των μοναδιαίων και αντι-
μοναδιαίων μετασχηματισμών στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG στην πε-
ρίπτωση που προκαλούν ανάμιξη σωματιδίων και οπών. Θα επικαλεστούμε την ανα-
φορά [117] και θα αναφέρουμε ότι, για να υπάρχει αντιστοιχία μεταξύ ενός μοναδιαίου
ή αντιμοναδιαίου τελεστή U στο χώρο Fock και ενός μοναδιαίου ή αντιμοναδιαίου τε-
λεστή U στο χώρο των μονοσωματιδιακών καταστάσεων των εξισώσεων BdG, πρέπει
να ικανοποιείται η συνθήκη

UCU = UUC , (4.6)

όπου

UC =

(
0 1̂C

1̂C 0

)
. (4.7)

ΠαραπάνωC είναι ο συνηθισμένος τελεστής μιγαδικής συζυγίας, που δρά πάνω στις
μεταβλητές του χώρου. Επίσης, θα αναφερόμαστε στον τελεστή UC με τον όρο συζυγία
Bogoliubov.

Εφαρμογή της συνθήκης (4.6), στην περίπτωση που ο μετασχηματισμός δεν ανα-
μιγνύει σωματίδια και οπές, μας υποδεικνύει ότι τα σύνθετα διαγώνια στοιχεία Û11 και
Û22, που είναι (αντί-)μοναδιαία, πρέπει να είναι μιγαδικά συζυγή μεταξύ τους, όπως ήδη
συμπεράναμε. Στην περίπτωση που ο μετασχηματισμός αναμιγνύει σωματίδια και οπές,
η συνθήκη (4.6) επιβάλλει και τα σύνθετα διαγώνια στοιχεία να είναι μιγαδικά συζυγή
μεταξύ τους καθώς και τα αντιδιαγώνια σύνθετα στοιχεία επίσης μεταξύ τους. Φυσικά
υπάρχουν και άλλες συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται, ώστε ο τελεστής U να εί-
ναι (αντι-)μοναδιαίος. Τέλος, σημειώνουμε ότι αυτές οι προϋποθέσεις ικανοποιούνται
και από τον ίδιο τον τελεστή UC , τον οποίο θα χρησιμοποιήσουμε και παρακάτω.

4.2 Ο μετασχηματισμός της μιγαδικής συζυγίας
Τώρα που έχουμε προσδιορίσει πως αναπαρίστανται οι διάφοροι μοναδιαίοι και

αντιμοναδιαίοι μετασχηματισμοί στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG, συνε-
χίζουμε με την περιγραφή και τις συνέπειες ενός μετασχηματισμού, που αποκαλούμε
μετασχηματισμό μιγαδικής συζυγίας. Ο τελεστής που αναπαριστά το μετασχηματισμό
αυτό στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG δίνεται από τη σχέση

U =

(
1̂C 0

0 1̂C∗

)
, (4.8)
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όπου C είναι ο συνηθισμένος τελεστής μιγαδικής συζυγίας, που δρά πάνω στις μετα-
βλητές του χώρου. Για τον τελεστή αυτόν ισχύουν οι γνωστές σχέσεις C† = C και
C∗ = C. Η μιγαδική συζυγία είναι προφανώς αντιμοναδιαίος τελεστής. Η επίδραση
που έχει πάνω στη χαμιλτονιανή BdG (απλάH από δω και στο εξής) δίνεται παρακάτω

UHU † =

(
CĤ0C

† C∆̂CT

−(C∆̂CT )∗ −(CĤ0C
†)∗

)
, (4.9)

όπου η εισαγωγή του τελεστή CT είναι περιττή, καθώς προφανώς ισχύει CT = C, αλλά
αναγράφεται για να θυμίζει τη γενική μορφή που παίρνει η δράση ενός τελεστή πάνω
στη χαμιλτονιανή. Από τις σχέσεις (2.4), (2.8) και (2.50) είναι φανερό ότι

CĤ0(ϕ)C
† = Ĥ0(−ϕ), (4.10)

όπου εδώ το ϕ παριστάνει το σύνολο των πολικών γωνιών των μαγνητίσεων στα ενδιά-
μεσα στρώματα και στις ενδοεπιφάνειες της επαφής Josephson. Επομένως, η μιγαδική
συζυγία αφήνει αναλοίωτα τα διαγώνια μέρη της χαμιλτονιανής BdG, με μόνη επίδραση
την αλλαγή των προσήμων όλων των πολικών γωνιών των μαγνητίσεων. Με παρόμοιο
τρόπο καταλήγουμε ότι

C∆̂C† = ∆̂∗, (4.11)

δηλαδή το δυναμικό ζεύγους μετασχηματίζεται στο μιγαδικό συζυγή του, με αποτέλε-
σμα η φάση του να αλλάζει πρόσημο, καθώς και η διαφορά φάσης μεταξύ των υπερα-
γωγών στα άκρα της επαφής Josephson. Με τα δεδομένα αυτά γράφουμε συμβολικά

UH(χ, ϕ)U † = H(−χ,−ϕ). (4.12)

Η χαμιλτονιανή BdG επομένως διατηρείται αναλλοίωτη κατά το μετασχηματισμό
της μιγαδικής συζυγίας, με εξαίρεση την αντιστροφή των πολικών γωνιών των μαγνητί-
σεων και της φάσης του δυναμικού ζεύγους. Στη συνέχεια υπολογίζουμε την επίδραση
του μετασχηματισμού μιγαδικής συζυγίας στους Τ-πίνακες. Για τον Τ-πίνακα από το
αριστερό στο αριστερό κανάλι, έχουμε

Tℓℓ = G−1
ℓ (z)G(z)Vℓ,

ή
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UTℓℓU † = U(G−1
ℓ (z)G(z)Vℓ)U †,

ή

UTℓℓU † = UG−1
ℓ (z)U †UG(z)U †UVℓU †.

Η δράση της μιγαδικής συζυγίας στους επί μέρους τελεστές είναι απλή. Για παρά-
δειγμα

UG−1
ℓ (z)U † = U(z −Hℓ)U † = z∗ −Hℓ = G−1

ℓ (z∗), (4.13)

όπου είναι φανερό ότι η αντιγραμμικότητα του μετασχηματισμού της μιγαδικής συζυ-
γίας μετασχηματίζει τη μιγαδική ενέργεια z στη μιγαδική συζυγή της. Η ελεύθερη χαμιλ-
τονιανή του αριστερού υπεραγωγού δεν χαρακτηρίζεται από την ύπαρξη μαγνητίσεων
και η φάση του δυναμικού ζεύγους είναι σταθερή και μπορεί να απαλοιφθεί. Επίσης
UVℓ(χ, ϕ)U † = Vℓ(−χ,−ϕ), αφού Vℓ = H − Hℓ. Για την πλήρη συνάρτηση Green
έχουμε

(z −H)G(z) = 1

ή

U(z −H)U †UG(z)U † = 1

ή

(z∗ −H(−χ,−ϕ))UG(z)U † = 1

και συνεπώς

UG(z;χ, ϕ)U † = G(z∗;−χ,−ϕ). (4.14)

Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε

UTℓℓ(z;χ, ϕ)U † = Tℓℓ(z
∗;−χ,−ϕ). (4.15)
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Παρατηρούμε ότι, λόγω της αντιγραμμικής ιδιότητας του τελεστή μιγαδικής συζυ-
γίας, το μιγαδικό όρισμα z του Τ-πίνακα μετασχηματίζεται στο μιγαδικό συζυγή του.
Επίσης η επίδραση του εν λόγω μετασχηματισμού στις παραμέτρους χ και ϕ είναι να
τους αλλάξει το πρόσημο.

Ανάλογες σχέσεις συμμετρίες ικανοποιούν τα Vr και Gr. Συνεπώς και για τον Τ-
πίνακα από το δεξί στο δεξί κανάλι ισχύει

UTrr(z;χ, ϕ)U † = Trr(z
∗;−χ,−ϕ). (4.16)

Για τους Τ-πίνακες με αλλαγή καναλιού σκέδασης θα χρησιμοποιήσουμε τη γενική
σχέση

Tν′ν = Vν + Vν′G(z)Vν ,

όπου τα ν, ν ′ αντιπροσωπεύουν τα ℓ, r. Έχουμε ήδη τους κανόνες μετασχηματισμού για
όλες τις ποσότητες που εμφανίζονται στην παραπάνω σχέση. Έτσι συμπεραίνουμε ότι

UTrℓ(z;χ, ϕ)U † = Trℓ(z
∗;−χ,−ϕ) (4.17)

και φυσικά μια πανομοιότυπη σχέση για τον Tℓr. Έτσι ολοκληρώσαμε την εύρεση των
κανόνων μετασχηματισμού των Τ-πινάκων υπό την επίδραση της μιγαδικής συζυγίας.

Ας προσδιορίσουμε τώρα τις συνθήκες για τους συντελεστές ανάκλασης με πρό-
σπτωση από αριστερά, που παράγονται από το μετασχηματισμό της μιγαδικής συζυγίας.
Θα συντομέψουμε τις εκφράσεις, χρησιμοποιώντας το συμβολισμό των ket και bra του
Dirac, αλλά πάντα κάνοντας σαφές το τί ακριβώς εννοούμε. Με το συμβολισμό αυτό οι
συντελεστές ανάκλασης δίνονται από τη σχέση

αℓ
ps,p′s′(E) = − imℓE

~2kp′ℓΩℓ(E)
⟨−p′kp′ℓs′|T (+)

ℓℓ |pkpℓs⟩, (4.18)

όπου το στοιχείο πίνακος της παραπάνω σχέσης δίνεται όπως και στη σχέση (3.56). Εδώ
έχουμε αλλάξει το συμβολισμό σε σχέση με το προηγούμενο κεφάλαιο, ώστε να είναι
πιο προφανής η εξάρτηση των κυματοσυναρτήσεων από τις μεταβλητές p, kp και s. To
σύμβολο p μπροστά από το kp είναι αριθμός και συμβάλλει ώστε να χαρακτηριστεί η
φορά διάδοσης του κύματος που περιγράφεται από το αντίστοιχο ket ή bra.

Στη συνέχεια απομονώνουμε το εν λόγω στοιχείο πίνακος και παίρνουμε το εκτός
ενεργειακού κελύφους (off-shell) παράγωγό του. Συγκεκριμένα, ενώ θεωρούμε ότι οι
κυματοσυναρτήσεις αντιστοιχούν στην τιμή E της ενέργειας, το όρισμα του Τ-πίνακα
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αντιστοιχεί σε άλλη τιμή, γενικά μιγαδική, z. Το τελευταίο βήμα γίνεται περισσότερο
για λόγους ευκολίας, παρά για ουσιαστικούς λόγους. Έτσι έχουμε

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨−p′kp′ℓs′|U †UTℓℓ(z)U †U|pkpℓs⟩,

ή, με βάση τα παραπάνω

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨−p′kp′ℓs′|U †Tℓℓ(z
∗;−χ,−ϕ)U|pkpℓs⟩.

Στη συνέχεια δρούμε τους τελεστές U στα bra και στα ket αντίστοιχα. Σημειώνουμε
ότι, όταν ένας αντιγραμμικός τελεστής “μεταφέρεται” στο bra, τότε πρέπει να πάρουμε
το μιγαδικό συζυγή του στοιχείου πίνακος [118]. Έτσι, λόγω της αντιγραμμικότητας του
U , έχουμε

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨U(−p′kp′ℓs′)|Tℓℓ(z
∗;−χ,−ϕ)|U(pkpℓs)⟩∗.

Όπως και σε όλο το παρόν κεφάλαιο, θεωρούμε ότι οι κυματοσυναρτήσεις στα στοι-
χεία του Τ-πίνακα αντιστοιχούν σε πραγματικές τιμές της ενέργειας. Θεωρούμε δηλαδή
ότι έχουμε πάρει το όριο του z → E+ στις κυματοσυναρτήσεις, πριν επιδράσουμε με τον
όποιο τελεστή πάνω σε αυτές. Με αυτή την παρατήρηση κατά νου, συμπεραίνουμε ότι
η δράση του τελεστή U πάνω στις καταστάσεις |pkpℓs⟩ είναι να αλλάξει πρόσημο στην
ορμή kpℓ και στη φάση χ του αριστερού υπεραγωγού, διατηρώντας τον p χαρακτήρα της
κατάστασης και το σπιν s. Συγκεκριμένα έχουμε

U|pkpℓs;χℓ⟩ = | − pkpℓs;−χℓ⟩, (4.19)

όπου εδώ έχουμε εισάγει τη φάση του υπεραγωγού στο συμβολισμό της κατάστασης.
Με αυτά τα δεδομένα, έχουμε

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z
∗;−χ,−ϕ)| − pkpℓs⟩∗.

Έπειτα, αξιοποιώντας την προφανή σχέση Tℓℓ(z)
† = Tℓℓ(z

∗) και εναλλάσσοντας τη
θέση του bra και του ket στο στοιχείο πίνακος του δεξιού μέλους της παραπάνω σχέσης,
έχουμε

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨−pkpℓs|Tℓℓ(z;−χ,−ϕ)|p′kp′ℓs′⟩. (4.20)
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Πολλαπλασσιάζοντας τα μέλη της παραπάνω σχέσης με την ίδια ποσότητα, έχουμε

(
− imℓE

~2kp′ℓΩℓ(E)

)(
− imℓE

~2kpℓΩℓ(E)

)
⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ =

=

(
− imℓE

~2kp′ℓΩℓ(E)

)(
− imℓE

~2kpℓΩℓ(E)

)
⟨−pkpℓs|Tℓℓ(z;−χ,−ϕ)|p′kp′ℓs′⟩.

Αν συγκρίνουμε την παραπάνω σχέση με τον τύπο που δίνει τους συντελεστές ανά-
κλασης συναρτήσει των στοιχείων πίνακος του Τ-πίνακα, καταλήγουμε στη σχέση

1

kpℓ
αℓ
ps,p′s′(E + i0;χ, ϕ) =

1

kp′ℓ
αℓ
p′s′,ps(E + i0;−χ,−ϕ). (4.21)

Η παραπάνω σχέση είναι η ισότητα δύο συναρτήσεων του z πάνω στον πραγμα-
τικό άξονα (οριακά από το άνω ημιεπίπεδο z), οι οποίες είναι αναλυτικές, εκτός από
πόλους στο διάστημα [−min{∆ℓ,∆r},min{∆ℓ,∆r}] και εγκοπή κλάδου πρώτης τάξης
στο διάστημα [−∞,−min{∆ℓ,∆r}]∪[min{∆ℓ,∆r},∞] (βλ. Σχ.4.1). Σύμφωνα με γνω-
στό θεώρημα της μιγαδικής ανάλυσης, τα σημεία μηδενισμού μιας αναλυτικής συνάρ-
τησης είναι απομονωμένα, δηλαδή υπάρχει τουλάχιστον μια περιοχή τους στην οποία
η συνάρτηση είναι μη μηδενική [119]. Συνεπώς, με την εις άτοπο απαγωγή, οι δύο συ-
ναρτήσεις της σχέσης (4.21) θα πρέπει να είναι ίσες παντού στο πεδίο αναλυτικότητάς
τους. Έτσι έχουμε

1

kpℓ(z)
αℓ
ps,p′s′(z;χ, ϕ) =

1

kp′ℓ(z)
αℓ
p′s′,ps(z;−χ,−ϕ). (4.22)

Ακολουθεί ένα συγκεκριμένο παράδειγμα της παραπάνω συλλογής συμμετριών, που
θα χρησιμοποιηθεί στο κεφάλαιο 7:

1

keℓ(z)
αℓ
e↑,h↓(z;χ, ϕ) =

1

khℓ(z)
αℓ
h↓,e↑(z;−χ,−ϕ). (4.23)

Η διαδικασία εξαγωγής των συνθηκών συμμετρίας που πηγάζουν από τη μιγαδική
συζυγία είναι ανάλογη και στην περίπτωση των συντελεστών ανάκλασης με πρόσπτωση
από τα δεξιά. Ο Τ-πίνακας μετασχηματίζεται κατά τον ίδιο τρόπο υπό τη μιγαδική συ-
ζυγία, το ίδιο και οι κυματοσυναρτήσεις του στοιχείου του Τ-πίνακα. Συνεπώς, ακολου-
θώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουμε στη σχέση

1

kpr(z)
αr
ps,p′s′(z;χ, ϕ) =

1

kp′r(z)
αr
p′s′,ps(z;−χ,−ϕ). (4.24)
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Σχήμα 4.1: Το φανταστικό μέρος του συντελεστή σκέδασης αℓ
e↑,h↓ συναρτήσει της μι-

γαδικής ενέργειας z. Οι πόλοι και οι εγκοπές κλάδου είναι εμφανείς στον πραγμα-
τικό άξονα. Οι παράμετροι της επαφής είναι: T/Tc = 0.1, ∆ℓ,r = 0.001, Znℓ,r = 0,
Zmℓ,r = 1, kFd = 20,M/EF = 0.5. H γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι στις διευθύν-
σεις zxy διαδοχικά από την αριστερή ενδοεπιφάνεια, στο ενδιάμεσο στρώμα και στη
δεξιά ενδοεπιφάνεια.
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Συνεχίζουμε με την εξαγωγή των σχέσεων συμμετρίας που πηγάζουν από τη μιγα-
δική συζυγία για τους συντελεστές διάδοσης. Παρακάτω δίνουμε τον ορισμό του συ-
ντελεστή διάδοσης διέγερσης p′ και σπιν s′ στα δεξιά, για πρόσπτωση από τα αριστερά
διέγερσης χαρακτήρα p και σπιν s:

γℓps,p′s′(E + i0) = − imrE

~2kp′rΩr

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(E
+;χ, ϕ)|pkpℓs;χℓ⟩. (4.25)

Στη συνέχεια θεωρούμε το εκτός κελύφους στοιχείο του Τ-πίνακα από το αριστερό
στο δεξί κανάλι, που εμφανίζεται στην παραπάνω σχέση, και έχουμε

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(z;χ, ϕ)|pkpℓs;χℓ⟩ =
= ⟨p′kp′rs′;χr|U †UTrℓ(z;χ, ϕ)U †U|pkpℓs;χℓ⟩,

ή

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(z;χ, ϕ)|pkpℓs;χℓ⟩ =
= ⟨U(p′kp′rs′;χr)|Trℓ(z

∗;−χ,−ϕ)|U(pkpℓs;χℓ)⟩∗.

Παρατηρήστε το γεγονός ότι η δράση του αντιγραμμικού τελεστή στο “bra” μας
αναγκάζει να πάρουμε το μιγαδικό συζυγές του στοιχείου πίνακος. Λαμβάνοντας υπόψη
τη δράση της μιγαδικής συζυγίας στις κυματοσυναρτήσεις που εμφανίζονται παραπάνω,
έχουμε

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(z;χ, ϕ)|pkpℓs;χℓ⟩ =
= ⟨−p′kp′rs′;−χr|Trℓ(z

∗;−χ,−ϕ)| − pkpℓs;−χℓ⟩∗.

Στη συνέχεια εξισώνουμε το παραπάνω στοιχείο πίνακος με το συζυγές και ανά-
στροφο του adjoint του Τ-πίνακα και έχουμε

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(z;χ, ϕ)|pkpℓs;χℓ⟩ =
= ⟨−pkpℓs;−χℓ|Tℓr(z;−χ,−ϕ)| − p′kp′rs

′;−χr⟩,
(4.26)

όπου χρησιμοποιήσαμε τη σχέση (Trℓ(z))
† = Tℓr(z

∗). Πολλαπλασσιάζοντας και τα δύο
μέλη της παραπάνω σχέσης με την ποσότητα

(
−imrE

~2kp′rΩr

)(
−imℓE

~2kpℓΩℓ

)
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και στη συνέχεια κάνοντας αναλυτική επέκταση σε μιγαδικές ενέργειες z, καταλήγουμε
στις παρακάτω συνθήκες συμμετρίας:

mℓ

kpℓ(z)Ωℓ(z)
γℓps,p′s′(z;χ, ϕ) =

mr

kp′r(z)Ωr(z)
γrp′s′,ps(z;−χ,−ϕ). (4.27)

Έτσι ολοκληρώσαμε την περιγραφή των συμμετριών που επιβάλλει η μιγαδική συ-
ζυγία στους συντελεστές σκέδασης. Αξίζει να σημειώσουμε ότι οι σχέσεις στις οποίες
καταλήξαμε είναι γενικεύσεις αυτών που αναφέρονται στην αναφορά [109].

4.3 Ο μετασχηματισμός της αντιστροφής χρόνου
Στην ενότητα αυτή εξετάζουμε τις σχέσεις συμμετρίας των συντελεστών σκέδασης

που προκύπτουν από το μετασχηματισμό της αντιστροφής χρόνου. Ο τελεστής που πε-
ριγράφει αυτή τη συμμετρία στο χώρο των καταστάσεων των εξισώσεων BdG είναι

U =

(
R̂π(y)C 0

0 (R̂π(y))∗C

)
, (4.28)

όπου T̂ = R̂π(y)C είναι ο συνήθης τελεστής της αντιστροφής χρόνου στο χωρο κατα-
στάσεων σωματιδίου με σπιν 1/2. Επίσης R̂π(y) είναι ο τελεστής της στροφής στο χώρο
του σπιν 1/2 κατά γωνία π γύρω από τον άξονα y και ισούται με e−iσyπ/2 = −iσy, όπου
σy είναι ο πίνακας του Pauli στην κατεύθυνση y.

Στη συνέχεια εξετάζουμε πως επιδρά ο μετασχηματισμός της αντιστροφής χρόνου
στη χαμιλτονιανή BdG. Η επίδρασή του στον τελεστή της κινητικής ενέργειας είναι να
τον αφήσει αναλλοίωτο. Όσον αφορά το δυναμικό ζεύγους, αυτό μετασχηματίζεται ως
εξής

T̂ ∆̂T̂ T = ∆̂∗, (4.29)

δηλαδή παραμένει αναλλοίωτο με αλλαγή όμως προσήμου της φάσης του χ. Μένει λοι-
πόν να προσδιορίσουμε πως μετασχηματίζεται το κομμάτι της χαμιλτονιανής που πε-
ριέχει τις μαγνητίσεις του συστήματος. Το κομμάτι αυτό χωρίζεται σε δύο μέρη, που
μπορούν να γραφούν ως εξής

ĤM = −
∑
i

χi(x)(σ ·mi)Mi (4.30)
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και

Ĥ = −
∑
j

δ(x− xj)(σ · nj)Nj, (4.31)

όπου χi(x) είναι η συνάρτηση που είναι μηδέν παντού, εκτός από την περιοχή του στρώ-
ματος i, όπου είναι ίση με μονάδα. Επίσης mi είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύ-
θυνση της μαγνήτισης του στρώματος i καιMi το μέτρο της, ενώ nj είναι το μοναδιαίο
διάνυσμα στη κατεύθυνση της μαγνήτισης της ενδοεπιφάνειας j και Nj η ισχύς της.

Εφαρμόζοντας την αντιστροφή χρόνου στους τελεστές ĤM , ĤN και λαμβάνοντας
υπόψη ότι T̂ σiT̂ † = −σi, καθώς η στροφορμή οφείλει να είναι περιττή κατά τον μετα-
σχηματισμό αντιστροφής χρόνου, έχουμε

T̂ ĤM,N T̂
† = −ĤM,N . (4.32)

Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

UH(M, χ)U † = H(−M,−χ), (4.33)

όπουM περιλαμβάνει τα διανύσματα μαγνήτισης των στρωμάτων και των ενδοεπιφα-
νειών της επαφής.

Μένει να προσδιορίσουμε τους κανόνες μετασχηματισμού του Τ-πίνακα. Ξεκινούμε
με τον Τ-πίνακα από το αριστερό στο αριστερό κανάλι. Η χαμιλτονιανή του αριστε-
ρού υπεραγωγού Hℓ παραμένει αναλλοίωτη κατά το μετασχηματισμό της αντιστροφής
χρόνου, με εξαίρεση την αλλαγή του προσήμου της φάσης του δυναμικού ζεύγους. Επο-
μένως για το Vℓ = H−Hℓ θα ισχύει

UVℓ(M, χ)U † = Vℓ(−M,−χ) (4.34)

Για τις συναρτήσεις Green έχουμε τους εξής μετασχηματισμούς υπό την αντιστροφή
χρόνου:

UGℓ(z;χℓ)U † = Gℓ(z
∗;−χℓ) (4.35)

και, για την πλήρη συνάρτηση Green,

UG(z;M, χ)U † = G(z∗;−M,−χ). (4.36)
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, μαζί με τον ορισμό του Τ-πίνακα από
το αριστερό στο αριστερό κανάλι, συμπεραίνουμε ότι

UTℓℓ(z;M, χ)U † = Tℓℓ(z
∗;−M,−χ). (4.37)

Παρόμοιες σχέσεις ισχύουν και για τους Τ-πίνακες μεταξύ διαφορετικών καναλιών
σκέδασης. Έτσι μπορούμε να γράψουμε γενικά

UTν′ν(z;M, χ)U † = Tν′ν(z
∗;−M,−χ), (4.38)

όπου ν ′, ν = ℓ, r. Μένει να προσδιορίσουμε τη δράση του τελεστή της αντιστροφής
χρόνου πάνω στις ιδιοκαταστάσεις πραγματικής ενέργειας της χαμιλτονιανής του αρι-
στερού και του δεξιού υπεραγωγού. Με λίγη προσοχή και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις
(2.42)-(2.45), καταλήγουμε στην παρακάτω γενική σχέση

U|kpνs;χν⟩ = ps| − kpνs;−χν⟩, (4.39)

όπου p = e, h και s =↑, ↓ ή αντίστοιχα p = +1,−1 και s = +1,−1, ανάλογα με
το αν χρησιμοποιούνται ως δείκτες ή εντός μαθηματικών σχέσεων. Επίσης s είναι η συ-
μπληρωματική τιμή του σπιν s. Έτσι παρατηρούμε ότι η δράση της αντιστροφής χρόνου
στις ιδιοκαταστάσεις του αριστερού και του δεξιού υπεραγωγού είναι να αλλάξει πρό-
σημο στο κυματοδιάνυσμα, να διατηρήσει τον p χαρακτήρα της διέγερσης, να αλλάξει
τον προσανατολισμό του σπιν και να αλλάξει πρόσημο στη φάση του δυναμικού ζεύ-
γους. Οι αλλαγές αυτές είναι αναμενόμενες, αν λάβει κανείς υπόψη τη φυσική ερμηνεία
της αντιστροφής χρόνου ή, όπως αλλιώς λέγεται, της αντιστροφής της κίνησης. Επίσης
υπάρχει και ένα πρόσημο ίσο με ps στη μετασχηματισμένη ιδιοκατάσταση.

Μπορούμε τώρα να εξετάσουμε τις επιπτώσεις της αντιστροφής χρόνου στους συ-
ντελεστές ανάκλασης για πρόσπτωση από αριστερά. Έχουμε, όπως και πριν,

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨−p′kp′ℓs′|U †UTℓℓ(z)U †U|pkpℓs⟩,

ή

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨−p′kp′ℓs′|U †Tℓℓ(z
∗;−M,−χ)U|pkpℓs⟩.

Στη συνέχεια δρούμε τους τελεστές U στα bra και στα ket αντίστοιχα και, λόγω της
αντιγραμμικότητας τους, έχουμε
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⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨U(−p′kp′ℓs′)|Tℓℓ(z
∗;−M,−χ)|U(pkpℓs)⟩∗.

Έπειτα εφαρμόζουμε τη σχέση (4.39) και έχουμε

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = ⟨p′kp′ℓs′|p′s′Tℓℓ(z
∗;−M,−χ)ps| − pkpℓs⟩∗.

Τελικά παίρνουμε το μιγαδικό συζυγή του στοιχείου πίνακος στο δεξί μέλος της
παραπάνω σχέσης και έχουμε

⟨−p′kp′ℓs′|Tℓℓ(z)|pkpℓs⟩ = p′s′ps⟨−pkpℓs|Tℓℓ(z;−M,−χ)|p′kp′ℓs′⟩. (4.40)

Πολλαπλασσιάζοντας και τα δύο μέλη με το γινόμενο των συντελεστών αναλογίας
μεταξύ των στοιχείων των Τ-πινάκων που εμφανίζονται και των αντίστοιχων συντελε-
στών ανάκλασης, όπως και στην προηγούμενη ενότητα, τελικά καταλήγουμε στην εξής
σχέση για τους συντελεστές ανάκλασης:

1

kpℓ(z)
αℓ
ps,p′s′(z;M, χ) = psp′s′

1

kp′ℓ(z)
αℓ
p′s′,ps(z;−M,−χ). (4.41)

Στην παραπάνω σχέση έχουμε εκτελέσει προφανώς και την αναλυτική επέκταση σε
μιγαδικές ενέργειες z. Σημειώνουμε ότι μια πανομοιότυπη σχέση ισχύει και για τους
συντελεστές ανάκλασης με πρόσπτωση από τα δεξιά της επαφής. Δίνουμε ένα συγκε-
κριμένο παράδειγμα για την (4.41):

1

keℓ(z)
αℓ
e↑,h↓(z;M, χ) =

1

khℓ(z)
αℓ
h↑,e↓(z;−M,−χ), (4.42)

όπου φαίνεται ότι οι συντελεστές ανάκλασης για τις χρονικά αντεστραμμένες διαδικα-
σίες, με αλλαγή προσήμου σταM και χ, είναι ίσα μεταξύ τους, αν ληφθούν υπόψη και
τα κατάλληλα κυματανύσματα.

Ολοκληρώνουμε την παρούσα ενότητα με την εξαγωγή των συνθηκών συμμετρίας
που επιβάλλει η αντιστροφή χρόνου για τους συντελεστές διάδοσης. O συντελεστής διά-
δοσης διέγερσης p′, s′ στα δεξιά, με πρόσπτωση διέγερσης p, s από τα αριστερά, δίνεται
από τη σχέση (4.25). Θεωρούμε το εκτός ενεργειακού κελύφους στοιχείο του Τ-πίνακα
που εμφανίζεται σε αυτή τη σχέση και έχουμε

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(z;M, χ)|pkpℓs;χℓ⟩ =
= ⟨U(p′kp′rs′;χr)|UTrℓ(z;M, χ)U †|U(pkpℓs;χℓ)⟩∗.
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Στη συνέχεια εκτελούμε τους μετασχηματισμούς του Τ-πίνακα και των κυματοσυ-
ναρτήσεων υπό την αντιστροφή χρόνου. Έτσι έχουμε

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(z;M, χ)|pkpℓs;χℓ⟩ =
= psp′s′⟨−p′kp′rs̄′;−χr|Trℓ(z

∗;−M,−χ)| − pkpℓs̄;−χℓ⟩∗.

Έπειτα εξισώνουμε το δεύτερο μέλος της παραπάνω σχέσης με το μιγαδικό συζυγές
και ανάστροφο στοιχείο του adjoint του Τ-πίνακα. Καταλήγουμε στη σχέση

⟨p′kp′rs′;χr|Trℓ(z;M, χ)|pkpℓs;χℓ⟩ =
= psp′s′⟨−pkpℓs̄;−χℓ|Tℓr(z;−M,−χ)| − p′kp′rs̄

′;−χr⟩.

Η παραπάνω σχέση, με αναλυτική επέκταση, αμέσως μας δίνει τη συνθήκη συμμε-
τρίας

mℓ

kpℓ(z)Ωℓ(z)
γℓps,p′s′(z;M, χ) = psp′s′

mr

kp′r(z)Ωr(z)
γrp′s̄′,ps̄(z;−M,−χ). (4.43)

Έτσι ολοκληρώνουμε τη μελέτη των συνθηκών συμμετρίας που πηγάζουν από την
αντιστροφή χρόνου.

4.4 Μικτός μετασχηματισμός αντιστροφής χρόνου και
στροφής στο επίπεδο των μαγνητίσεων του συστή-
ματος

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε την επίπτωση στους συντελεστές σκέδασης ενός
μικτού μετασχηματισμού, που αποτελείται από το γινόμενο της αντιστροφής χρόνου και
μιας στροφής στο χώρο των σπιν κατά 180 μοίρες, με άξονα κάθετο στο επίπεδο των
μαγνητίσεων, στην περίπτωση που αυτές είναι συνεπίπεδες. Ο τελεστής του μετασχημα-
τισμού αυτού στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG δίνεται από την παρακάτω
σχέση

U = WT , (4.44)

όπου T είναι ο τελεστής της αντιστροφής χρόνου στο χώρο καταστάσεων των εξισώ-
σεων BdG και W είναι μία στροφή στον ίδιο χώρο καταστάσεων κατα 180 μοίρες με
άξονα κάθετα στο επίπεδο των μαγνητίσεων της επαφής. Πιο αναλυτικά έχουμε
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U =

(
Ŵ T̂ 0

0 Ŵ ∗T̂ ∗

)
, (4.45)

με τις προφανείς αντιστοιχίσεις

W =

(
Ŵ 0

0 Ŵ ∗

)
,

όπου Ŵ = R̂π(n), με n μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο των μαγνητίσεων, και

T =

(
T̂ 0

0 T̂ ∗

)
.

Είναι απλό να προσδιορίσουμε πως μετασχηματίζεται η χαμιλτονιανή BdG υπό την
επίδραση του μικτού μετασχηματισμού. Η κινητική ενέργεια παραμένει αμετάβλητη,
αφού είναι αναλλοίωτη και στην αντιστροφή χρόνου και είναι και σφαιρικά συμμετρική
στο χώρο των σπιν, όπου δρα η στροφή που θεωρήσαμε. Το δυναμικό ζεύγους μετασχη-
ματίζεται στο μιγαδικό συζυγή του, δηλαδή (Ŵ T̂ )∆̂(Ŵ T̂ )T = ∆̂∗, όπως και με τους
άλλους αντιγραμμικούς μετασχηματισμούς που θεωρήσαμε, αφού επιπροσθέτως ισχύει
R̂θ(n)iσyR̂T

θ (n) = iσy, για κάθε γωνία θ και άξονα n. Η τελευταία σχέση εκφράζει
και το αναλλοίωτο της ελεύθερης χαμιλτονιανής ενός ομογενούς υπεραγωγού υπό την
επίδραση της ομάδας των στροφών στον χώρο των σπιν, με εξαίρεση την αλλαγή του
προσήμου της φάσης του δυναμικού ζεύγους.

Το μόνο κομμάτι της χαμιλτονιανής που δεν έχουμε εξετάσει, όσον αφορά την επί-
δραση του μικτού μετασχηματισμού, είναι αυτό που περιλαμβάνει τις μαγνητίσεις του
συστήματος. Έτσι, με βάση τον ορισμό της ĤM στην προηγούμενη ενότητα, έχουμε

Ŵ T̂ ĤM(Ŵ T̂ )† = −
∑
i

χi(x)Ŵ T̂ (σ ·mi)T̂
†Ŵ †Mi,

ή, επειδή T̂ σiT̂ † = −σi,

Ŵ T̂ ĤM(Ŵ T̂ )† =
∑
i

χi(x)Ŵ (σ ·mi)Ŵ
†Mi.

Τώρα, επειδή Ŵ = e−iσ·nπ/2 ή Ŵ = −iσ · n, όπου n κάθετο στο επίπεδο των
μαγνητίσεων, έχουμε
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Ŵ (σ ·mi)Ŵ
† = (σ · n)(σ ·mi)(σ · n),

ή, χρησιμοποιώντας τη γνωστή σχέση (σ · n)(σ · m) = n · m + iσ · (n × m) και το
γεγονός ότι υποθέσαμε ότι όλες οι μαγνητίσεις είναι σε ένα επίπεδο κάθετο στο n, άρα
n ·mi = 0 για κάθε i, έχουμε

Ŵ (σ ·mi)Ŵ
† = −σ ·mi.

Συνεπώς, καταλήγουμε στη σχέση

Ŵ T̂ ĤM(Ŵ T̂ )† = ĤM . (4.46)

Ανάλογη σχέση ισχύει και για τον τελεστή ĤN . Έτσι συμπεραίνουμε ότι η δράση
του μικτού μετασχηματισμού στη χαμιλτονιανή BdG είναι η εξής

UH(χ)U † = H(−χ). (4.47)

Είναι προφανές ότι U2 = 1. Επομένως μαζί με τον ταυτοτικό τελεστή, ο μικτός με-
τασχηματισμός U αποτελεί μία ομάδα που ανήκει στην κατηγορία των λεγόμενων μα-
γνητικών ομάδων συμμετρίας (magnetic groups) [120]. Η ομάδα αυτή αφήνει αναλλοί-
ωτη τη χαμιλτονιανή, μετασχηματίζοντας τη φάση του δυναμικού ζεύγους στο αντίθετό
της. Το γεγονός ότι οι μαγνητίσεις του συστήματος είναι συνεπίπεδες είναι βασικό για
την ύπαρξη αυτής της συμμετρίας, γιατί μόνον τότε μπορεί μια στροφή να επαναφέρει
όλες τις μαγνητίσεις του συστήματος στην αρχική τους θέση, μετά την αντιστροφή στην
οποία τις υποβάλλει η διεργασία της αντιστροφής χρόνου. Κι αυτό γιατί μόνο στις δύο
διαστάσεις η αντιστροφή και μία στροφή 180 μοιρών κάθετα στο επίπεδο συμπίπτουν.
Στις τρεις διαστάσεις αυτό δεν ισχύει, αλλά και η διεργασία της αντιστροφής χώρου
δεν είναι ικανή να επιτελέσει αυτό το έργο, καθώς αφήνει αναλλοίωτο το σπιν, αφού το
τελευταίο είναι ένα αξονικό διάνυσμα.

Με ανάλογο τρόπο, όπως και σε προηγούμενες ενότητες, υπολογίζουμε την επί-
δραση του μικτού μετασχηματισμού στους Τ-πίνακες. Έτσι έχουμε

UTℓℓ(z, χ)U † = Tℓℓ(z
∗,−χ). (4.48)

Έτσι ο Τ-πίνακας από το αριστερό στο αριστερό κανάλι έχει την ίδια συμμετρία με
τη χαμιλτονιανή BdG, μόνο που το μιγαδικό του όρισμα z πηγαίνει στο μιγαδικό συζυγή
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του, καθώς ο μετασχηματισμός που υφίσταται είναι αντιγραμμικός. Ομοίως, για τον Τ-
πίνακα από το κανάλι ν στο κανάλι ν ′ γενικά, έχουμε

UTν′ν(z, χ)U † = Tν′ν(z
∗,−χ). (4.49)

Στην ενότητα αυτή, θα δείξουμε μία συνθήκη για τους συντελεστές ανάκλασηςAndreev
με πρόσπτωση από τα αριστερά, η οποία οδηγεί στο συμπερασμα ότι ο μικτός μετασχη-
ματισμός που εξετάζουμε απαγορεύει την ύπαρξη αυθόρμητου ρεύματος στις επαφές
Josephson, παρόλο που η συμμετρία αντιστροφής χρόνου έχει σπάσει. Για το λόγο αυτό,
θεωρούμε την παρακάτω ποσότητα

P =
∑
s

⟨khs|Tℓℓ(z, χ)|kes⟩ =
∑
s

⟨khs|U †UTℓℓ(z, χ)U †U|kes⟩.

Οι δείκτες ℓ στις κυματοσυναρτήσεις, που δηλώνουν ότι πρόκειται για ιδιοκατα-
στάσεις του αριστερού υπεραγωγού, έχουν παραληφθεί για λόγους απλούστευσης των
εκφράσεων.

Αντικαθιστώντας τον μετασχηματισμένο Τ-πίνακα στο παραπάνω στοιχείο πίνακος
και θέτοντας για το μικτό μετασχηματισμό U = WT , δρούμε την αντιστροφή χρόνου
στις κυματοσυναρτήσεις του στοιχείου πίνακος και συνολικά έχουμε

P =
∑
s

⟨T (khs)|W†Tℓℓ(z
∗,−χ)W|T (kes)⟩∗,

Επίσης σημειώστε ξανά ότι καταλήγουμε με το μιγαδικό συζυγή του στοιχείου πί-
νακος, αφού δράσαμε με τον αντιγραμμικό τελεστή της αντιστροφής χρόνου πάνω στο
“bra”. Αξιοποιώντας τη γνωστή δράση του τελεστή της αντιστροφής χρόνου πάνω στις
κυματοσυναρτήσεις, που δίνεται από τη σχέση (4.39), εύκολα καταλήγουμε στη σχέση

P =
∑
s

⟨−khs|W†Tℓℓ(z
∗,−χ)W| − kes⟩∗

και εξισώνοντας τα παραπάνω στοιχεία πίνακος με τα μιγαδικά συζυγή και ανάστροφα
στοιχεία πίνακος του συζυγούς του τελεστή, έχουμε

P =
∑
s

⟨−kes|W†Tℓℓ(z,−χ)W| − khs⟩,

όπου χρησιμοποιήσαμε ξανά τη σχέση Tℓℓ(z
∗, χ)† = Tℓℓ(z, χ). Έπειτα, γράφοντας τα

στοιχεία πίνακος σε αναπτυγμένη μορφή, έχουμε
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P =
∑
σ,σ′

∫
dxdx′eikexNσσ′Tℓℓ,σσ′(z,−χ)e−ikhx

′
,

όπου Tℓℓ,σσ′(z,−χ) είναι τα στοιχεία του 4 × 4 τελεστή πίνακα που αντιστοιχούν στον
Τ-πίνακα και

Nσσ′ =
∑
s

(Wϕes)
†
σ(Wϕhs)σ′ .

Όπως έχουμε πει, oW έχει τη μορφή

W =

(
Ŵ 0

0 Ŵ ∗

)
.

όπου ο Ŵ , ως μία στροφή στον χώρο των σπιν και συνεπώς μέλος της διδιάστατης
αναπαράστασης του SU(2), έχει τη μορφή

Ŵ =

(
a b

−b∗ a∗

)
,

όπου a, b μιγαδικοί αριθμόι με |a|2 + |b|2 = 1. Με αυτά τα δεδομένα και υπολογίζοντας
το Nσσ′ ρητά, βρίσκουμε

Nσσ′ =
∑
s

(ϕes)
†
σ(ϕhs)σ′ ,

δηλαδή οι πίνακεςW , εξαιτίας του SU(2) χαρακτήρα τους, απαλοίφονται. Έτσι συμπε-
ραίνουμε ότι η έκφραση P ισούται με

P =
∑
s

⟨−kes|Tℓℓ(z,−χ)| − khs⟩.

Παίρνοντας τα εντός κελύφους στοιχεία του Τ-πίνακα και εκτελώντας την αναλυ-
τική επέκταση στο επίπεδο μιγαδικής ενέργειας, καταλήγουμε στην παρακάτω σχέση
συμμετρίας

αℓ
e↑,h↓(z, χ)

keℓ
+
αℓ
e↓,h↑(z, χ)

keℓ
=
αℓ
h↑,e↓(z,−χ)

khℓ
+
αℓ
h↓,e↑(z,−χ)

khℓ
. (4.50)
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Η σχέση (4.50), αν εξεταστεί για χ = 0, μας δίνει την απαγόρευση αυθόρμητου
ρεύματος σε μια σιδηρομαγνητική επαφή Josephson με συνεπίπεδες μαγνητίσεις, όπως
θα τονίσουμε ξανά σε επόμενο κεφάλαιο. Επίσης αξίζει να σημειώσουμε ότι η απαλοιφή
των πινάκωνW από την παράσταση P ισχύει ακόμα και όταν δεν τη συνδυάσουμε με το
μετασχηματισμό της αντιστροφής χρόνου, με αποτέλεσμα το συμπέρασμα ότι στροφή
όλων μαζί των μαγνητίσεων του συστήματος με την ίδια στροφή δεν επηρεάζει τη σχέση
υπερρεύματος φάσης. Αυτό ισχύει και για μη συνεπίπεδες μαγνητίσεις και ισοδυναμεί
με την αυθαιρεσία που υπάρχει στην επιλογή του άξονα κβάντωσης του σπιν.

Είναι ενδιαφέρον να εξετάσουμε τις ειδικές μορφές της παραπάνω συμμετρίας, όταν
το επίπεδο των μαγνητίσεων είναι παράλληλο ή κάθετο στον άξονα κβάντωσης του σπιν.
Σημειώνουμε ότι έχουμε επιλέξει τον άξονα κβάντωσης στη διεύθυνση του άξονα z και
η εξάρτηση των συντελεστών σκέδασης από το σπιν αναφέρεται προφανώς σε αυτό τον
άξονα. Επίσης αναφέρουμε ότι η επιλογή του άξονα κβάντωσης να διέρχεται ή να είναι
κάθετος στο επίπεδο των μαγνητίσεων είναι καθαρά θέμα σύμβασης. Το ίδιο ισχύει και
για μη συνεπίπεδες γεωμετρίες μαγνητίσεων και συνεπώς μπορούμε χωρίς απώλεια γε-
νικότητας να επιλέγουμε τον άξονα κβάντωσης να ταυτίζεται με ένα από τα διανύσματα
της μαγνήτισης του συστήματος.

Όταν ο άξονας κβάντωσης είναι κάθετος ή παράλληλος στο κάθετο διάνυσμα του
επιπέδου των μαγνητίσεων, τότε η επίδραση της στροφής W στις κυματοσυναρτήσεις
του στοιχείου του Τ-πίνακα είναι να διατηρήσει ή να αντιστρέψει απλά το σπιν της κυμα-
τοσυνάρτησης, με πολλαπλασσιασμό ενδεχομένως αυτής με κάποιον παράγοντα φάσης.
Ας θεωρήσουμε λοιπόν ότι το επίπεδο των μαγνητίσεων διέρχεται από τον άξονα κβά-
ντωσης z και ότι το κάθετο διάνυσμά του είναι στη διεύθυνση y. Άρα οι μαγνητίσεις
βρίσκονται στο επίπεδο zx. Τότε ο τελεστής Ŵ είναι

Ŵ = e−iπ
2
σy = −iσy =

(
0 −1

1 0

)
(4.51)

και η επίδρασή του στις κυματοσυναρτήσεις δίνεται από τη σχέση

W|kpνs⟩ = ps|kpν s̄⟩. (4.52)

Η στροφή W είναι κάθετη στον άξονα κβάντωσης με αποτέλεσμα να αλλάζει τη
διεύθυνση του σπιν, όταν δρά πάνω στην κυματοσυνάρτηση. Με αυτά τα δεδομένα, οι
συνθήκες συμμετρίας που προκύπτουν για τους συντελεστές ανάκλασης είναι

1

keℓ
αℓ
e↑,h↓(z;χ) =

1

khℓ
αℓ
h↓,e↑(z;−χ) (4.53)
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και

1

keℓ
αℓ
e↓,h↑(z;χ) =

1

khℓ
αℓ
h↑,e↓(z;−χ). (4.54)

Και σε αυτή την ειδική περίπτωση, η γενική σχέση (4.50) παραμένει σε ισχύ. Στο
ίδιο αποτέλεσμα για τους κανονικούς συντελεστές ανακλάσης Andreev καταλήγουμε
και αν θεωρήσουμε μαγνητίσεις στο zy επίπεδο, οπότε ο άξονας της στροφήςW είναι ο
άξονας x. Αυτή τη φορά η δράση τουW στις κυματοσυναρτήσεις δίνεται από τη σχέση

W|kpνs⟩ = −i|kpν s̄⟩, (4.55)

όπου φυσικά

Ŵ = e−iπ
2
σx = −iσx =

(
0 −i
−i 0

)
. (4.56)

Για τους κανονικούς συντελεστές ανάκλασης Andreev το αποτέλεσμα είναι το ίδιο,
όπως και για μαγνητίσεις στο zx επίπεδο.

Στην περίπτωση που οι μαγνητίσεις βρίσκονται στο xy επίπεδο, η στροφή W είναι
γύρω από τον z άξονα και ο πίνακας Ŵ ορίζεται ως

Ŵ = e−iπ
2
σz = −iσz =

(
−i 0

0 i

)
. (4.57)

Η δράση του τελεστήW πάνω στις κυματοσυναρτήσεις είναι

W|kpνs⟩ = −i · ps|kpνs⟩. (4.58)

Παρατηρούμε ότι στροφή δεν επηρεάζει τη διεύθυνση του σπιν της κυματοσυνάρ-
τησης, μιας και ο άξονάς της είναι ο άξονας κβάντωσης z. Έτσι, οι σχέσεις συμμετρίας
που ισχύουν σε αυτή την περίπτωση προκύπτει, με το γνωστό τρόπο, ότι είναι

1

keℓ
αℓ
e↑,h↓(z;χ) =

1

khℓ
αℓ
h↑,e↓(z;−χ) (4.59)

και

1

keℓ
αℓ
e↓,h↑(z;χ) =

1

khℓ
αℓ
h↓,e↑(z;−χ). (4.60)

Και σε αυτή την περίπτωση ισχύει η γενική σχέση (4.50). Αξίζει να σημειώσουμε,
ολοκληρώνοντας αυτή την ενότητα, ότι ταυτόσημες σχέσεις ισχύουν και για τους συντε-
λεστές ανάκλασης Andreev που αντιστοιχούν σε πρόσπτωση από τη δεξιά ασυμπτωτική
περιοχη.
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4.5 Περαιτέρω συνέπειες του μικτού μετασχηματισμού
Στην ενότητα αυτή αναφέρουμε περαιτέρω συνέπειες του μικτού μετασχηματισμού,

που αναλύθηκε στην προηγούμενη ενότητα, οι οποίες όμως δεν έχουν το ίδιο σημαντική
φυσική ερμηνεία. Θεωρούμε μία επαφή Josephson με μαγνητίσεις οι οποίες βρίσκονται
όλες σε ένα επίπεδο με τυχαία διεύθυνση σε σχέση με τον άξονα κβάντωσης και ότι ο
τελεστήςW περιγράφει μια στροφή κατά 180 μοίρες, με άξονα κάθετο στο επίπεδο των
μαγνητίσεων.

Θα ξεκινήσουμε με τους συντελεστές ανάκλασης για αριστερή πρόσπτωση και θα
επικεντρωθούμε σε συμμετρίες τους που ισχύουν ανεξάρτητα από τον προσανατολισμό
του άξονα κβάντωστης του σπιν σε σχέση με το επίπεδο των μαγνητίσεων. Ορίζουμε
ξανά μία ποσότητα την οποία θα επεξεργαστούμε και την ονομάζουμε πάλι με το βοη-
θητικό σύμβολο P . Έτσι έχουμε

P =
∑
s

⟨−pkps|Tℓℓ(z;χ)|pkps⟩ =
∑
s

⟨−pkps|U †UTℓℓ(z;χ)U †U|pkps⟩.

Οι δείκτες ℓ στις κυματοσυναρτήσεις, που δηλώνουν ότι πρόκειται για ιδιοκαταστά-
σεις του αριστερού υπεραγωγού, έχουν και πάλι παραληφθεί, για λόγους απλούστευσης
των εκφράσεων. Επίσης η εξάρτηση των κυματοσυναρτήσεων από τη φάση του αρι-
στερού (και αργότερα του δεξιού) υπεραγωγού υπονοείται, όπως επίσης υπονοείται ότι
αυτές μετασχηματίζονται από την αντιστροφή χρόνου όπως και η διαφορά φάσης με-
ταξύ των υπεραγωγών στο όρισμα του Τ-πίνακα.

Όπως και στην προηγούμενη ενότητα, εφαρμόζουμε την αντιστροφή χρόνου στις
κυματοσυναρτήσεις και μετασχηματίζοντας τον Τ-πίνακα, παίρνουμε

P =
∑
s

⟨pkps|W†Tℓℓ(z
∗;−χ)W| − pkps⟩∗,

όπου λάβαμε υπόψη το μετασχηματισμό των ιδιοκαταστάσεων υπό την αντιστροφή χρό-
νου, που δίνεται από τη σχέση (4.39). Στη συνέχεια, εξισώνουμε την παραπάνω σχέση
με τον ανάστροφο μιγαδικό συζυγή του συζυγούς του τελεστή μέσα στο “bra-ket” και
έχουμε

P =
∑
s

⟨−pkps|W†Tℓℓ(z;−χ)W|pkps⟩.

Στην αναπαράσταση της θέσης οι τελεστές, που εμφανίζονται στην παραπάνω σχέση,
έχουν τη μορφή πινάκων με στοιχεία τελεστές που δρούν στη μεταβλητή x θέσης της
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επαφής. Γράφοντας τα παραπάνω στοιχεία πίνακος στην αναπαράσταση αυτή, παίρ-
νουμε τη σχέση

P =
∑
σ,σ′

∫
dxdx′eipkpxNσσ′Tℓℓ,σσ′(z;−χ)eipkpx′

,

όπου Tℓℓ,σσ′(z,−χ) είναι τα στοιχεία του 4 × 4 τελεστή πίνακα που αντιστοιχούν στον
Τ-πίνακα και

Nσσ′ =
∑
s

(Wϕps)
†
σ(Wϕps)σ′ .

Η παραπάνω έκφραση, μετά από πράξεις, μας δίνει

Nσσ′ =
∑
s

(ϕps)
†
σ(ϕps)σ′

και για τις δύο τιμές τις παραμέτρου p(= e, h). Δηλαδή οι πίνακες W απαλοίφονται
από την παραπάνω ποσότητα, λόγω του SU(2) χαρακτήρα τους. Έτσι καταλήγουμε στη
σχέση

P =
∑
s

⟨−pkps|Tℓℓ(z;χ)|pkps⟩ =
∑
s

⟨−pkps|Tℓℓ(z;−χ)|pkps⟩,

η οποία, μετά από αναλυτική επέκταση σε μιγαδικές ενέργειες z, μας δίνει

∑
s

αℓ
ps,ps(z;χ) =

∑
s

αℓ
ps,ps(z;−χ). (4.61)

H παραπάνω σχέση μας λέει ότι, στην περίπτωση επίπεδης γεωμετρίας μαγνητίσεων,
το άθροισμα ως προς τη μεταβλητή του σπιν των κανονικών συντελεστών ανάκλασης,
είτε αναφέρεται σε ηλεκτρονιακές προσπίπτουσες διεγέρσεις είτε σε διεγέρσεις χαρα-
κτήρα οπής (p = e, h), είναι συμμετρική συνάρτηση της διαφοράς φάσης μεταξύ των
ασυμπτωτικών υπεραγώγιμων περιοχών.

Με ακριβώς την ίδια διαδικασία καταλήγουμε στην ίδια σχέση για τους συντελε-
στές ανάκλασης για πρόσπτωση από τα δεξιά. Αρκεί να αλλάξουμε τον Τ-πίνακα από
Tℓℓ σε Trr και τις κυματοσυναρτήσεις στα στοιχεία πίνακος, από ιδιοκαταστάσεις του
αριστερού υπεραγωγού, σε ιδιοκαταστάσεις του δεξιού, φροντίζοντας να αλλάξουμε και
τα πρόσημα των κυματοδιανυσμάτων, ώστε οι ιδιοκαταστάσεις να περιγράφουν πρό-
σπτωση από τα δεξιά και ανάκλαση προς τα δεξιά. Έτσι έχουμε
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∑
s

αr
ps,ps(z;χ) =

∑
s

αr
ps,ps(z;−χ). (4.62)

Σημειώνουμε ότι ανάλογες σχέσεις που να περιλαμβάνουν συντελεστές σκέδασης
με αλλαγή του σπιν δεν ισχύουν.

Στη συνέχεια παράγουμε ανάλογες σχέσεις για την περίπτωση επίπεδης γεωμετρίας
μαγνητίσεων που αφορούν τους συντελεστές διάδοσης. Για το σκοπό αυτό, ορίζουμε
την ποσότητα

Q =
∑
s

⟨pkprs|Trℓ(z;χ)|pkpℓs⟩ =
∑
s

⟨pkprs|U †UTrℓ(z;χ)U †U|pkpℓs⟩.

Συνεχίζουμε δρώντας την αντιστροφή χρόνου στα “bra” και στα “ket” και αντικαθι-
στώντας τον μετασχηματισμένο Τ-πίνακα. Έχουμε

Q =
∑
s

⟨−pkprs̄|W†Trℓ(z
∗;−χ)W| − pkpℓs̄⟩∗,

όπου λάβαμε υπόψη φυσικά τις σχέσεις (4.39). Η παραπάνω ποσότητα, με δεδομένο ότι
Trℓ(z)

† = Tℓr(z
∗), είναι ίση φυσικά με

Q =
∑
s

⟨−pkpℓs̄|W†Tℓr(z;−χ)W| − pkprs̄⟩.

Έπειτα γράφουμε την παραπάνω παράσταση στην αναπαράσταση της θέσης και
έχουμε

Q =
∑
σ,σ′

∫
dxdx′eipkpℓxNσσ′Tℓr,σσ′(z;−χ)e−ipkprx′

,

όπου Tℓr,σσ′(z,−χ) είναι τα στοιχεία του 4× 4 πίνακα-τελεστή Tℓr και αυτή τη φορά

Nσσ′ =
∑
s

(Wϕpsℓ)
†
σ(Wϕpsr)σ′ .

Και σε αυτή την περίπτωση, εφόσον γίνουν οι πράξεις, αποδεικνύεται ότι οι πίνακες
W απαλοίφονται, λόγω της SU(2) ιδιότητάς τους και συνεπώς καταλήγουμε (μετά από
αναλυτική επέκταση ως προς τη μεταβλητή z) στη σχέση
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∑
s

mℓ

kpℓΩℓ

γℓps,ps(z;χ) =
∑
s

mr

kprΩr

γrps,ps(z;−χ), (4.63)

όπουmℓ καιmr είναι η ενεργός μάζα στην αριστερή και τη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή
αντίστοιχα.

Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να αποδείξουμε άλλη μια σχέση για τους συντελεστές
διάδοσης με αλλαγή κλάδου (branch crossing), ανάλογη με τη σχέση που αποδείξαμε
στην προηγούμενη ενότητα για τους συντελεστές ανακλασης. Και η σχέση αυτή οφεί-
λεται στο μικτό μετασχηματισμό και είναι ανεξάρτητη από το σχετικό προσανατολισμό
του άξονα κβάντωσης και του επιπέδου των μαγνητίσεων. Αυτή είναι

∑
s

mℓ

kpℓΩℓ

γℓps,p̄s̄(z;χ) =
∑
s

mr

kp̄rΩr

γrp̄s̄,ps(z;−χ). (4.64)

Με αυτή τη σχέση ολοκληρώνουμε τις περαιτέρω συνέπειες του μικτού μετασχημα-
τισμού.

4.6 Ο μετασχηματισμός της συζυγίας Bogoliubov
Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε την επίδραση του μετασχηματισμού της συζυ-

γίας Bogoliubov στους συντελεστές σκέδασης στην επαφή Josephson. Ο τελεστής που
περιγράφει αυτό το μετασχηματισμό στο χώρο καταστάσεων των εξισώσεων BdG είναι

U =

(
0 1̂C

1̂C 0

)
. (4.65)

Στη συνέχεια εξετάζουμε την επίδραση της συζυγίας Bogoliubov στη χαμιλτονιανή
BdG.

UHU † =

(
−CĤ∗

0C
† −C∆̂∗C†

C∆̂C† CĤ0C
†

)
,

ή

UHU † = −H. (4.66)
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Επομένως η χαμιλτονιανή BdG μετασχηματίζεται στο αντίθετό της και οι παράμε-
τροι του συστήματος μένουν αναλλοίωτες, όπως η διαφορά φάσης χ μεταξύ των υπε-
ραγωγών και η γωνίες που περιγράφουν τις μαγνητίσεις του συστήματος. Το ίδιο ισχύει
και για τις ασυμπτωτικές χαμιλτονιανές στα αριστερά και δεξιά της επαφής. Επόμένως
συμπεραίνουμε ότι

UVνU † = −Vν , (4.67)

όπου ν είναι ο δείκτης αντιστοιχεί στα ℓ, r και δηλώνει την ασυμπτωτική περιοχή που
το δυναμικό Vν τείνει στο μηδέν.

Επίσης για τη συνάρτηση Green της επαφής έχουμε διαδοχικά

(z −H)G(z) = 1,

ή

U(z −H)U †UG(z)U † = 1,

ή

(z∗ +H)UG(z)U † = 1

και συνεπώς

UG(z)U † = −G(−z∗). (4.68)

Τώρα έχουμε όλα τα δεδομένα για να υπολογίσουμε το μετασχηματισμό, υπό τη
συζυγία Bogoliubov, του Τ-πίνακα από το κανάλι ν στο κανάλι ν ′. Έτσι έχουμε

Tν′ν(z) = Vν′,ν + Vν′G(z)Vν , (4.69)

όπου Vν′,ν σημαίνει ένα από τα Vν′ , Vν , και συνεπώς

UTν′ν(z;χ)U † = −Tν′ν(−z∗;χ). (4.70)

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το Τ-πίνακας μετασχηματίζεται στο αντίθετό του, με το
όρισμα z να πηγαίνει στο −z∗ και την εξάρτηση από το χ, τη διαφορά φάσης μεταξύ
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των υπεραγωγών, να παραμένει η ίδια. Το ίδιο ισχύει και για την εξάρτηση του Τ-πίνακα
από τις γωνίες των μαγνητίσεων της επαφής, παρόλο που δεν το αναφέρουμε ρητώς στη
σχέση (4.70).

Για να προσδιορίσουμε την επίδραση της συζυγίας Bogoliubov στους συντελεστές
σκέδασης, πρέπει να γνωρίζουμε τη δράση της στις ιδιοσυναρτήσεις των ασυμπτωτικών
χαμιλτονιανών της επαφής. Για το σκοπό αυτό λαμβάνουμε υπόψη μας τις σχέσεις

uν(E
+) = −sgn(E)vν(−E−) (4.71)

και

vν(E
+) = sgn(E)uν(−E−), (4.72)

όπου ο υπερδείκτης + στην ενέργεια E δηλώνει ότι βρίσκεται οριακά στο άνω ημιε-
πίπεδο z, ενώ ο υπερδείκτης − σημαίνει ότι η τιμή −E βρίσκεται οριακά στο κάτω
ημιεπίπεδο z. Έτσι καταλήγουμε στη σχέση

U
(
ϕpsν(E

+, χν) e
±ikpν(E+)(x−dν)

)
=

= s · sgn(E) ϕps̄ν(−E−, χν)e
∓ikpν(−E−)(x−dν),

(4.73)

όπου dν = 0, d αντίστοιχα, αν ν = ℓ ή ν = r. Παρατηρούμε ότι η δράση της συζυγίας
Bogoliubov πάνω στις ιδιοκαταστάσεις των ασυμπτωτικών περιοχών είναι να διατη-
ρήσει το σωματιδιακό χαρακτήρα της ιδιοκατάστασεις και τη φάση των υπεραγωγών,
αλλά να αλλάξει την μεταβλητή του σπιν καθώς και την ενέργεια στο αντίθετό τους.
Ακόμη, τα κυματανύσματα στα εκθετικά αλλάζουν πρόσημο. Επίσης εμφανίζονται οι
πολλαπλασσιαστικοί παράγοντες s και sgn(E). Με τη βοήθεια του συμβολισμού Dirac,
η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφεί και ως εξής:

U| ± pkpνs;E
+, χν⟩ = s · sgn(E)| ∓ pkpν s̄;−E−, χν⟩. (4.74)

Τώρα είμαστε σε θέση να προσδιορίσουμε την επίδραση της συζυγίας Bogoliubov
στους συντελεστές σκέδασης. Ξεκινούμε με τους συντελεστές ανάκλασης για πρόσπτωση
από αριστερά. Υπενθυμίζουμε αρχικά ότι

αℓ
ps,p′s′(E) = − imℓE

~2kp′ℓΩℓ(E)
⟨−p′kp′ℓs′|T (+)

ℓℓ |pkpℓs⟩.
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Στη συνέχεια θεωρούμε τον Τ-πίνακα για μιγαδική ενέργεια z και μετασχηματίζουμε
τα εκτός ενεργειακού κελύφους (off-shell) στοιχεία του Τ-πίνακα με βάση τη συζυγία
Bogoliubov. Σημειώνουμε ότι, κατά τη συνήθη πρακτική σε αυτό το κεφάλαιο, πρώτα
θεωρούμε το όριο της ενέργειας να πηγαίνει στον πραγματικό άξονα και μετά εφαρμό-
ζουμε το μετασχηματισμό της συζυγίας Bogoliubov. Τότε έχουμε

⟨−p′kp′ℓs′;E+, χℓ|Tℓℓ(z)|pkpℓs;E+, χℓ⟩ =
= −⟨U(−p′kp′ℓs′;E+, χℓ)|Tℓℓ(−z∗;χ)|U(pkpℓs;E+, χℓ)⟩∗,

ή, εφαρμόζοντας τις σχέσεις (4.73),(4.74),

⟨−p′kp′ℓs′;E+, χℓ|Tℓℓ(z)|pkpℓs;E+, χℓ⟩ =
= −s′s⟨p′kp′ℓs̄′;−E−, χℓ|Tℓℓ(−z∗;χ)| − pkpℓs̄;−E−, χℓ⟩∗.

(4.75)

Έπειτα, εξισώνοντας το δεύτερο μέλος με το μιγαδικό συζυγές και ανάστροφο στοι-
χείο πίνακος του συζυγούς (adjoint) του τελεστή Τ, παίρνουμε

⟨−p′kp′ℓs′;E+, χℓ|Tℓℓ(z)|pkpℓs;E+, χℓ⟩ =
= −s′s⟨−pkpℓs̄;−E−, χℓ|Tℓℓ(−z;χ)|p′kp′ℓs̄′;−E−, χℓ⟩.

(4.76)

Πολλαπλασσιάζουμε και τα δύο μέλη της παραπάνω σχέσης με την ποσότητα

(
− imℓE

~2kp′ℓΩℓ(E)

)(
− imℓE

~2kpℓΩℓ(E)

)
και σχηματίζουμε τους συντελεστές σκέδασης που σχετίζονται με τα αντίστοιχα στοι-
χεία του Τ-πίνακα, προσέχοντας ότι στο δεύτερο μέλος ο συντελεστής που σχηματίζεται
αντιστοιχεί σε αρνητική ενέργεια. Στη συνέχεια παίρνοντας την αναλυτική επέκταση
της σχέσης που προκύπτει, καταλήγουμε στη σχέση

1

kpℓ(z)
αℓ
ps,p′s′(z, χ) = s′s

1

kp′ℓ(−z)
αℓ
p′s̄′,ps̄(−z, χ). (4.77)

Ακολουθεί ένα παράδειγμα:

1

keℓ(z)
αℓ
e↑,h↓(z, χ) = − 1

khℓ(−z)
αℓ
h↑,e↓(−z, χ). (4.78)

Ανάλογες σχέσεις μπορούν να εξαχθούν για τους συντελεστές ανάκλασης με πρό-
σπτωση από δεξιά καθώς και για τους συντελεστές διάδοσης. Έτσι έχουμε
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1

kpr(z)
αr
ps,p′s′(z, χ) = s′s

1

kp′r(−z)
αr
p′s̄′,ps̄(−z, χ) (4.79)

και

mℓ

kpℓ(z)Ωℓ(z)
γℓps,p′s′(z, χ) = s′s

mr

kp′r(−z)Ωr(−z)
γrp′s̄′,ps̄(−z, χ). (4.80)

Οι σχέσεις συμμετρίας (4.77) και (4.79) μπορούν να αξιοποιηθούν αποδεικνύοντας
ότι στον τύπο των Furusaki-Tsukada αρκεί να αθροίσουμε μόνο τις θετικές συχνότητες
Matsubara και να πολλαπλασιάσουμε επί δύο (βλ. κεφάλαιο 7).
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Κεφάλαιο 5

Συνθήκες συμμετρίας των
συντελεστών σκέδασης ΙI

Σε αυτό το κεφάλαιο θα περιγράψουμε την εξαγωγή συνθηκών συμμετρίας για τους
συντελεστές σκέδασης που προκύπτουν από το χειρισμό των αναλυτικών επεκτάσεων
των στοιχείων του Τ-πίνακα για μιγαδική ενέργεια z.

5.1 Ο μετασχηματισμός της μιγαδικής συζυγίας
Επανερχόμαστε στο μετασχηματισμό μιγαδικής συζυγίας, με σκοπό αυτή τη φορά

να μετασχηματίσουμε την αναλυτική επέκταση των στοιχείων του Τ-πίνακα και να πα-
ράγουμε νέες σχέσεις συμμετρίας για τους συντελεστές σκέδασης. Υπενθυμίζουμε ότι
ο μετασχηματισμός αυτός έχει την εξής δράση πάνω στους Τ-πίνακες:

UTνν′(z;χ, ϕ)U † = Tνν′(z
∗;−χ,−ϕ), (5.1)

όπου ν, ν ′ είναι ένα από τα ℓ, r που δηλώνουν το αριστερό και το δεξί κανάλι αντίστοιχα
και φυσικά

U =

(
1̂C 0

0 1̂C∗

)
. (5.2)

Στη συνέχεια υπενθυμίζουμε την έκφραση για την αναλυτική επέκταση σε μιγαδικές
ενέργειες z των συντελεστών ανάκλασης με πρόσπτωση από τα αριστερά ή δεξιά:

αν
ps,p′s′(z) =− imνz

~2kp′νΩν(z)
×

×
∫
dydy′eiνp

′kp′ν(y−dν)ϕ̃T
p′s′νTνν(y, y

′; z)eiνpkpν(y
′−dν)ϕpsν ,

(5.3)
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όπου στην παραπάνω σχέση έχουμε τοποθετήσει στα εκθετικά το σύμβολο ν, όχι μόνο
σαν δείκτη του κυματανύσματος, αλλά και σαν ακέραιο αριθμό±1, με την αντιστοίχιση

ν =

{
+1, (ℓ)

−1, (r)

Επίσης θυμίζουμε ότι το dν συμβολίζει το dℓ = 0 ή το dr = d.
Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό Dirac για να παραστήσουμε την

αναλυτική επέκταση του στοιχείου του Τ-πίνακα και να απλοποιήσουμε το συμβολισμό
κατά την εφαρμογή του μετασχηματισμού της μιγαδικής συζυγίας. Η χρήση του συμ-
βολισμού αυτού διευκολύνει τη διεξαγωγή μετασχηματισμών, αλλά στη περίπτωση που
αναπαριστά την αναλυτική επέκταση των στοιχείων πίνακος σε μιγαδικές ενέργειες θέ-
λει προσοχή να ορίσουμε το τί ακριβώς εννοούμε. Θα κάνουμε λοιπόν μια παρένθεση
για να αποσαφηνίσουμε το γεγονός αυτό. Ορίζουμε το σύμβολο της δίεσης ♯ σαν μια
“πράξη” ανάλογη του συζυγούς ενός μιγαδικού αριθμού.΄ Έτσι θεωρούμε ότι η “πράξη”
αυτή, που δρά σε μια παράσταση, μετασχηματίζει την παράμετρο της ενέργειας z σε
έναν πραγματικό αριθμό, όπου οι συναρτήσεις του z έχουν πραγματική τιμή, στη συνέ-
χεια παίρνει το μιγαδικό συζυγή του αριθμού που προκύπτει και τελικά επαναφέρει την
παράμετρο z στη μιγαδική της τιμή. Με άλλα λόγια, η “πράξη” ♯ παίρνει το μιγαδικό συ-
ζυγή όλων των μεταβλητών, εκτός από τη μεταβλητή z. Αυτό είναι εφικτό, ειδικά στην
περίπτωσή μας, όπου οι συναρτήσεις των διαφορών μεταβλητών και του z εμφανίζονται
ως γινόμενα.

Αν θεωρήσουμε μοναδιαίους μετασχηματισμούς των κυματοσυναρτήσεων που δεν
εξαρτώνται από τη μεταβλητή z, τότε η δράση τους αφήνει αναλλοίωτα τα εσωτερικά
γινόμενα, που ορίζονται με τo ♯, αντί με τον μιγαδικό συζυγή. Έτσι έχουμε

∑
i

(Uik′ϕk′(z))
♯T (Uikψk(z)) =

∑
i

ϕi(z)
♯Tψi(z), (5.4)

όπου συμβολίζουμε γενικά μια κυματοσυνάρτηση με ϕi ή ψj , όπου i και j είναι δείκτες
που αναπαριστούν γενικά μια βάση από τις μεταβλητές από τις οποίες εξαρτάται αυτή
η κυματοσυνάρτηση. Επίσης, η άθροιση ως προς τα k, k′ υπονοείται.

Μπορούμε επίσης να ορίσουμε στοιχεία πίνακος τελεστών που εξαρτώνται από το
z, όπως είναι ο Τ-πίνακας. Τότε διαπιστώνουμε ότι ισχύει

∑
i,j

ϕ♯T
i Aijψj =

(∑
i,j

ψ♯T
j A

♯T
ji ϕi

)♯

, (5.5)
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όπου A τυχαίος τελεστής. Η σχέση (5.5) δεν μας δίνει καινούριες συμμετρίες των συ-
ντελεστών σκέδασης. Έτσι απλά θα εφαρμόσουμε τους μετασχηματισμούς, χωρίς να
αλλάξουμε θέσεις στα ket και στα bra. Σημειώνουμε ότι ισχύει

(eiνpkpνxϕpsν)
♯ = e−iνpkpνxϕ̃psν , (5.6)

όπου η περισπωμένη συμβολίζει την αλλαγή των παραμέτρων της επαφής χ→ −χ και
ϕ→ −ϕ, με χ τη διαφορά φάσης μεταξύ των δύο υπεραγωγών και ϕ τις πολικές γωνίες
των μαγνητίσεων της επαφής.

Mε αυτές τις σημειώσεις κατά νου, γράφουμε

∫
dydy′eiνp

′kp′ν(y−dν)ϕ̃T
p′s′νTνν(y, y

′; z)eiνpkpν(y
′−dν)ϕpsν =

=⟨−νp′kp′νs′; z, χν |Tνν(z;χ, ϕ)|νpkpνs; z, χν⟩,
(5.7)

όπου, στη συνήθη αναπαράσταση που χρησιμοποιούμε, έχουμε

|νpkpνs; z, χν⟩ = eiνpkpν(z)(y
′−dν)ϕpsν(z, χν)⟩. (5.8)

Τώρα μένει να υπολογίσουμε τη δράση του μετασχηματισμού της μιγαδικής συζυ-
γίας στις μιγαδικές κυματοσυναρτήσεις. Για το σκοπό αυτό, λαμβάνουμε υπόψη μας τις
σχέσεις

uν(z)
∗ = csgn(z∗)vν(z∗) (5.9)

και

vν(z)
∗ = csgn(z∗)uν(z∗), (5.10)

για Re(z) ̸= 0, ενώ για z = iω φανταστικό

uν(iω)
∗ = vν(iω

∗) (5.11)

και

vν(iω)
∗ = uν(iω

∗). (5.12)
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Επίσης ισχύει πάντα η σχέση

kp(z)
∗ = kp(z

∗). (5.13)

Αξιοποποιώντας τις παραπάνω σχέσεις διαπιστώνουμε ότι

U|νpkpνs; z, χν⟩ = csgn(z∗)|νpkpνs; z∗,−χν⟩, (5.14)

για Re(z) ̸= 0, ενώ για z = iω φανταστικό

U|νpkpνs; iω, χν⟩ = |νpkpνs; iω∗,−χν⟩. (5.15)

Έτσι για κάθε z, εκτός από πόλους και εγκοπές κλάδου στον πραγματικό άξονα,
έχουμε την παρακάτω ακολουθία σχέσεων κατά το μετασχηματισμό του στοιχείου του
Τ-πίνακα

⟨−νp′kp′νs′; z, χν |Tνν(z;χ, ϕ)|νpkpνs; z, χν⟩ =
= ⟨−νp′kp′νs′; z, χν |U †UTνν(z;χ, ϕ)U †U|νpkpνs; z, χν⟩,

ή, περνώντας το συμμετρικό τελεστή U να δράσει στο bra και προσέχοντας ότι περιέχει
και τη μιγαδική συζυγία C,

⟨−νp′kp′νs′; z, χν |Tνν(z;χ, ϕ)|νpkpνs; z, χν⟩ =
= ⟨−νp′kp′νs′; z∗,−χν |Tνν(z

∗;−χ,−ϕ)|νpkpνs; z∗,−χν⟩∗.
(5.16)

Με βάση την παραπάνω σχέση (5.16) και τις σχέσεις

Ων(z)
∗ = −Ων(z

∗) (5.17)

και

−imνz

~2kp′ν(z)Ων(z)
=

(
−imνz

∗

~2kp′ν(z∗)Ων(z∗)

)∗

, (5.18)

η σχέση (5.3) μας δίνει την παρακάτω σχέση συμμετρίας για τους συντελεστές ανάκλα-
σης:
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αν
ps,p′s′(z;χ, ϕ) = αν

p̄s̄,p̄′s̄′(z
∗;−χ,−ϕ)∗. (5.19)

Αυτές είναι οι βασικές σχέσεις μεταξύ των συντελεστών ανάκλασης, που απορρέ-
ουν από το μετασχηματισμό μιγαδικής συζυγίας. Συνδυασμός αυτών με τις αντίστοιχες
σχέσεις του προηγούμενου κεφαλαίου, για τις επιπτώσεις της μιγαδικής συζυγίας, μας
δίνουν τις παρακάτω σχέσεις:

1

kpν
αν
ps,p′s′(z;χ, ϕ) =

(
1

kp̄′ν(z∗)
αν
p̄′s̄′,p̄s̄(z

∗;χ, ϕ)

)∗

. (5.20)

Μια υποκατηγορία αυτών των σχέσων αξίζει να παρουσιαστεί σε αυτό το σημείο,
αυτή που αφορά τους “κανονικούς” συντελεστές ανάκλασης Andreev, δηλαδή τους συ-
ντελεστές ανάκλασης με αλλαγή στο χαρακτήρα ηλεκτρονίου-οπής και στο σπιν σε
σχέση με την προσπίπτουσα διέγερση. Για πρόσπτωση από αριστερά έχουμε

1

keℓ
αℓ
e↑,h↓(z;χ, ϕ) =

(
1

keℓ
αℓ
e↑,h↓(z

∗;χ, ϕ)

)∗

, (5.21)

1

keℓ
αℓ
e↓,h↑(z;χ, ϕ) =

(
1

keℓ
αℓ
e↓,h↑(z

∗;χ, ϕ)

)∗

, (5.22)

1

khℓ
αℓ
h↑,e↓(z;χ, ϕ) =

(
1

khℓ
αℓ
h↑,e↓(z

∗;χ, ϕ)

)∗

, (5.23)

1

khℓ
αℓ
h↓,e↑(z;χ, ϕ) =

(
1

khℓ
αℓ
h↓,e↑(z

∗;χ, ϕ)

)∗

. (5.24)

Οι παραπάνω σχέσεις θα μας χρησιμεύσουν στον υπολογισμό του υπερρεύματος
στην επαφή Josephson, καθώς θα μας κάνουν φανερό το γεγονός ότι το ρεύμα, όπως θα
το υπολογίσουμε, είναι ένας πραγματικός αριθμός.

Ανάλογες σχέσεις προκύπτουν και για τους συντελεστές διάδοσης. Αυτοί δίνονται
από τη σχέση

γνps,p′s′(z) = − imν′z

~2kp′ν′(z)Ων′(z)
⟨−ν ′p′kp′ν′s′; z, χν′ |Tν′ν(z;χ, ϕ)|νpkpνs; z, χν⟩ (5.25)
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Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με προηγουμένως καταλήγουμε στη σχέση

⟨−ν ′p′kp′ν′s′; z, χν′ |Tν′ν(z;χ, ϕ)|νpkpνs; z, χν⟩ =
= ⟨−ν ′p′kp′ν′s′; z∗,−χν′|Tν′ν(z

∗;−χ,−ϕ)|νpkpνs; z∗,−χν⟩∗.
(5.26)

Έτσι, οι σχέσεις συμμετρίας για τους συντελεστές διάδοσης που προκύπτουν είναι
οι εξής

γνps,p′s′(z;χ, ϕ) = γνp̄s̄,p̄′s̄′(z
∗;−χ,−ϕ)∗. (5.27)

Οι παραπάνω σχέσεις μπορούν να συνδυαστούν με τις αντίστοιχες του προηγούμε-
νου κεφαλαίου, ώστε να προκύψουν κι άλλες συνθήκες συμμετρίας. Συνεχίζουμε με το
μετασχηματισμό της αντιστροφής χρόνου.

5.2 Ο μετασχηματισμός της αντιστροφής χρόνου
Στην ενότητα αυτή εξετάζουμε σχέσεις συμμετρίας που προκύπτουν από το μετα-

σχηματισμό της αντιστροφής χρόνου. Θυμίζουμε ότι ο μετασχηματισμός αυτός περι-
γράφεται από τον τελεστή

U =

(
R̂π(y)C 0

0 (R̂π(y))∗C

)
, (5.28)

όπου R̂π(y) είναι ο τελεστής της στροφής στο χώρο του σπιν 1/2 κατά γωνία π γύρω
από τον άξονα y και ισούται με e−iσyπ/2 = −iσy, όπου σy είναι ο πίνακας του Pauli
στην κατεύθυνση y. Η επίδραση του τελεστή της αντιστροφής χρόνου στους Τ-πίνακες
για σκέδαση στα διάφορα κανάλια δίνεται από τη σχέση

UTν′ν(z;M, χ)U † = Tν′ν(z
∗;−M,−χ). (5.29)

Η επόμενη πληροφορία που χρειαζόμαστε είναι η δράση της αντιστροφής χρόνου
πάνω στις μιγαδικές κυματοσυναρτήσεις, που εμφανίζονται στις αναλυτικές επεκτάσεις
των στοιχείων του Τ-πίνακα. Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (5.9),(5.10) και (5.13)
καταλήγουμε στη σχέση

U|νpkpνs; z, χν⟩ = ps · csgn(z∗)|νpkpνs; z∗,−χν⟩, (5.30)
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που ισχύει για Re(z) ̸= 0, ενώ για z = iω φανταστικό, αξιοποιώντας τις σχέσεις (5.11),
(5.12), έχουμε

U|νpkpνs; iω, χν⟩ = ps|νpkpνs; iω∗,−χν⟩. (5.31)

Από τις παραπάνω σχέσεις βλέπουμε ότι, κατά το μετασχηματισμό της αντιστρο-
φής χρόνου, αλλάζει ο χαρακτήρας ηλεκτρονίου-οπής της κυματοσυνάρτησης, ενώ η
μεταβλητή του σπιν s μένει αναλλοίωτη. Φυσικά η φάση της χν μετασχηματίζεται στο
αντίθετό της.

Ο μετασχηματισμός του στοιχείου του Τ-πίνακα Tν′ν υπό την επίδραση της αντι-
στροφής χρόνου, δίνει την παρακάτω ισότητα:

⟨ − ν ′p′kp′ν′s
′; z, χν′|Tν′ν(z;M, χ)|νpkpνs; z, χν⟩ =

= p′s′ps⟨−ν ′p′kp′ν′s′; z∗,−χν′|Tν′ν(z
∗;−M,−χ)|νpkpνs; z∗,−χν⟩∗.

(5.32)

Η παραπάνω σχέση περιλαμβάνει όλες τις περιπτώσεις πρόσπτωσης και ανάκλασης
ή διάδοσης. Μαζί με τη σχέση (5.18) της προηγούμενης ενότητας, μας δίνουν

αν
ps,p′s′(z;M, χ) = p′s′psαν

p̄s,p̄′s′(z
∗;−M,−χ)∗ (5.33)

και

γνps,p′s′(z;M, χ) = p′s′psγνp̄s,p̄′s′(z
∗;−M,−χ)∗. (5.34)

Μπορούμε τώρα να δώσουμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα των παραπάνω σχέ-
σεων. Έτσι έχουμε

αℓ
e↑,h↓(z;M, χ) = αℓ

h↑,e↓(z
∗;−M,−χ)∗. (5.35)

Συνεχίζουμε με το μετασχηματισμό της συζυγίας Bogoliubov.

5.3 Ο μετασχηματισμός της συζυγίας Bogoliubov
Ο μετασχηματισμός της συζυγίας Bogoliubov μετασχηματίζει τον ενεργειακό χαρα-

κτήρα μιας ιδιοκατάστασης στο αντίθετό του, όταν δρα σε κυματοσυναρτήσεις πραγ-
ματικής ενέργειας. Στην ενότητα αυτή θα μετασχηματίσουμε τις αναλυτικές επεκτά-
σεις των στοιχείων των Τ-πινάκων και θα δράσουμε τη συζυγία Bogoliubov σε κυμα-
τοσυναρτήσεις μιγαδικής ενέργειας z. Θυμίζουμε ότι ο μετασχηματισμός της συζυγίας
Bogoliubov δίνεται από τον τελεστή
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U =

(
0 1̂C

1̂C 0

)
. (5.36)

Επίσης θυμίζουμε ότι η δράση της συζυγίας Bogoliubov στους Τ-πίνακες δίνεται
από τη σχέση

UTν′ν(z)U † = −Tν′ν(−z∗). (5.37)

Η διαφορά φάσης των υπεραγωγών και οι γωνίες των μαγνητίσεων μένουν αναλλοί-
ωτες. Στη συνέχεια παρουσιάζουμε την επίδραση της συζυγίας Bogoliubov πάνω στις
αναλυτικές επεκτάσεις των κυματοσυναρτήσεων. Θα μας χρησιμεύσουν οι παρακάτω
σχέσεις:

uν(z)
∗ = uν(−z∗), (5.38)

vν(z)
∗ = −vν(−z∗), (5.39)

για Re(z) ̸= 0 και για z = iω φανταστικό

uν(iω)
∗ = sgn(ω)uν(iω), (5.40)

vν(iω)
∗ = −sgn(ω)vν(iω). (5.41)

Επίσης θα χρησιμοποιήσουμε τη σχέση

kp(z)
∗ = kp(−z∗). (5.42)

Με τη βοήθεια αυτών, εύκολα βρίσκουμε ότι

U|νpkpνs; z⟩ = −s|νpkpνs;−z∗⟩, (5.43)

για Re(z) ̸= 0, ενώ για z = iω φανταστικό έχουμε
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U|νpkpνs; iω⟩ = −s · sgn(ω)|νpkpνs; iω⟩, (5.44)

Τώρα είμαστε έτοιμοι να προσδιορίσουμε το μετασχηματισμό των στοιχείων των Τ-
πινάκων. Με το συμπυκνωμένο συμβολισμό που έχουμε παρουσιάσει και με τη βοήθεια
των παραπάνω σχέσεων βρίσκουμε ότι για κάθε z, εκτός από πόλους και εγκοπές κλάδου
στον πραγματικό άξονα, ισχύει:

⟨ − ν ′p′kp′ν′s
′; z, χν′|Tν′ν(z;χ)|νpkpνs; z, χν′⟩ =

= −s′s⟨−ν ′p′kp′ν′s′;−z∗, χν′ |Tν′ν(−z∗;χ)|νpkpνs;−z∗, χν⟩∗.
(5.45)

Παρατηρούμε ότι οι γωνίες των μαγνητίσεων και οι φάσεις στους υπεραγωγούς δεν
επηρεάζονται από τη συζυγία Bogoliubov. Με δεδομένο ότι ισχύει η σχέση

−imνz

~2kp′ν(z)Ων(z)
= −

(
−imν(−z∗)

~2kp′ν(−z∗)Ων(−z∗)

)∗

, (5.46)

καταλήγουμε στις εξής σχέσεις μεταξύ των συντελεστών ανάκλασης και διάδοσης αντί-
στοιχα:

αν
ps,p′s′(z;χ) = s′sαν

p̄s,p̄′s′(−z∗;χ)∗ (5.47)

και

γνps,p′s′(z;χ) = s′sγνp̄s,p̄′s′(−z∗;χ)∗. (5.48)

Επίσης αξιοποιούμε τη σχέση

1

kpν(z)
=

(
1

kp̄ν(−z∗)

)∗

(5.49)

και καταλήγουμε στη σχέση

1

kpν(z)
αν
ps,p′s′(z;χ) = s′s

(
1

kp̄ν(−z∗)
αν
p̄s,p̄′s′(−z∗;χ)

)∗

. (5.50)

Δίνουμε ένα παράδειγμα της παραπάνω σχέσης

1

keℓ(z)
αℓ
e↑,h↓(z;χ) = −

(
1

khℓ(−z∗)
αℓ
h↑,e↓(−z∗;χ)

)∗

. (5.51)

Η σχέση (5.50) θα αξιοποιηθεί στο κεφάλαιο 7 για να απλοποιήσουμε τον τύπο των
Furusaki-Tsukada.
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Κεφάλαιο 6

Συνάρτηση Green

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφουμε τρόπους υπολογισμού της συνάρτησης Green στις
επαφές Josephson, που θα φανούν χρήσιμες στον υπολογισμό του ρεύματος, αλλά και
άλλων ιδιοτήτων των επαφών, όπως η πυκνότητα καταστάσεων και η κυματοσυνάρτηση
των ζευγών Cooper.

6.1 Ιδιότητες της συνάρτησης Green
Η συνάρτηση Green ενός σώματος του προβλήματος των σιδηρομαγνητικών επα-

φών Josephson, που εξετάζουμε, είναι ένας 4× 4 πίνακας στο Nambu-spin χώρο κατα-
στάσεων, που εξαρτάται από δύο ορίσματα θέσης x, x′ και από τη μιγαδική ενέργεια z.
Γράφουμε

G(x, x′; z) =

(
Ĝ(x, x′; z) F̂ (x, x′; z)

F̂ (x, x′; z) Ĝ(x, x′; z)

)
, (6.1)

όπου οι σύνθετοι υποπίνακες αντιστοιχούν στις μεταβλητές του σωματιδιακού χαρα-
κτήρα και καθένας από αυτούς έχει τη δομή:

Ĝ =

(
G↑↑ G↑↓

G↓↑ G↓↓

)
(6.2)

και φυσικά ανάλογες σχέσεις για τους υπόλοιπους υποπίνακες στη σχέση (6.1). Οι δια-
γώνιοι υποπίνακες στη σχέση (6.1) ονομάζονται κανονικές συναρτήσεις Green, ενώ οι
αντιδιαγώνιοι είναι οι λεγόμενες ανώμαλες συναρτήσεις Green και είναι μη μηδενικές
μόνο όταν το σύστημα είναι υπεραγώγιμο.

Η εξίσωση που ικανοποιεί η συνάρτηση Green είναι
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(z −Hx)G(x, x′; z) = 1δ(x− x′), (6.3)

όπου Hx είναι η χαμιλτονιανή BdG που δρα πάνω στη μεταβλητή x. Η παραπάνω εξί-
σωση είναι γραμμένη στην αναπαράσταση της θέσης και η αντίστοιχή της με τη χρήση
τελεστών είναι

G =
1

z −H
. (6.4)

Στη συνέχεια, για λόγους που θα διευκολύνουν τη συζήτηση, ορίζουμε

Mx(z) = z −Hx. (6.5)

Έτσι έχουμε

Mx(z)G(x, x′; z) = 1δ(x− x′), (6.6)

όπου

Mx(z) =

(
z − Ĥ0 −∆̂

∆̂∗ z + Ĥ∗
0

)
(6.7)

και

Ĥ0 = − d

dx

~2

2m(x)

d

dx
− µ+ U(x)− σ ·M(x), (6.8)

όπου m(x) είναι η τμηματικά σταθερή ενεργός μάζα, M(x) η μαγνήτιση, U(x) το κα-
νονικό δυναμικό σκέδασης και µ το χημικό δυναμικό. Με απλή επισκόπηση της σχέσης
(6.7), μπορεί να διαπιστωθεί ότι ισχύει

M∗
x(z

∗) = MT
x (z) = M♯

x(z) = M̃x(z), (6.9)

όπου η περισπωμένη και η “πράξη” ♯ έχουν οριστεί στο κεφάλαιο 5. Θυμίζουμε ότι η
περισπωμένη σημαίνει πως, στην ποσότητα που την φέρει, οι μεταβλητές της φάσης χ
και της πολικής γωνίας των μαγνητίσεων ϕ αλλάζουν πρόσημο.

Για να ορίσουμε μοναδικά τη συνάρτηση Green έτσι, ώστε να εξυπηρετεί τους σκο-
πούς μας, πρέπει να προσδιορίσουμε τις συνοριακές συνθήκες που ικανοποιεί. Για να
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είμαστε και σε συμφωνία με την προηγούμενη δουλειά μας για τη συνάρτηση Green,
ορίζουμε

G(x→ −∞, x′; z) = 0, (6.10)

και

G(x→ +∞, x′; z) = 0, (6.11)

μαζί με άλλες δύο παρόμοιες εξισώσεις όπου το x είναι σταθερό και το x′ τείνει στο±∞.
Η συνάρτηση Green καθορίζεται από τις παραπάνω συνοριακές συνθήκες, μαζί με τις
συνθήκες που ικανοποιούν η ίδια η συνάρτηση Green και η πρώτη της παράγωγος, για
x→ x′ :

G(x, x′; z)|x=x′+

x=x′− = 0 (6.12)

d

dx
G(x, x′; z)

∣∣∣∣x=x′+

x=x′−
= P−1(x) (6.13)

όπου P (x) είναι ο διαγώνιος πίνακας

P (x) = diag
(

~2

2m(x)
,

~2

2m(x)
,− ~2

2m(x)
,− ~2

2m(x)

)
(6.14)

Οι σχέσεις (6.12) και (6.13) προκύπτουν κατά το συνήθη τρόπο, ολοκληρώνοντας
τη διαφορική εξίσωση της συνάρτησης Green ως προς τη μεταβλητή x σε ένα απειρο-
στό διάστημα γύρω από το σημείο x′. Σημειώνουμε ότι οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν,
όταν το x′ δεν βρίσκεται πάνω σε κάποια φυσική ενδοεπιφάνεια, όπου η χαμιλτονιανή
περιέχει όρους δέλτα Dirac.

Στη συνέχεια θα παραθέσουμε μερικές ιδιότητες συμμετρίας, που ικανοποιεί η συ-
νάρτηση Green. Ξεκινούμε από την πιο γνωστή, που προκύπτει από τον ορισμό (6.4)
και είναι

G(z) = G(z∗)†, (6.15)

ή, στην αναπαράσταση της θέσης

G(x, x′; z) = G∗T (x′, x; z∗). (6.16)
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Ήδη έχουμε δει ορισμένες συμμετρίες της συνάρτησης Green στο κεφάλαιο 4. Έτσι
από τη μιγαδική συζυγία (4.14) προκύπτει

G̃(x, x′; z) = G∗(x, x′; z∗), (6.17)

όπου η περισπωμένη σημαίνει ότι η συνάρτηση Green υπολογίζεται με την αλλαγή των
παραμέτρων χ → −χ και ϕ → −ϕ. Επίσης, από τη συζυγία Bogoliubov (4.68) προκύ-
πτει

Ĝ(x, x′; z) = −Ĝ
∗
(x, x′;−z∗), (6.18)

που συνδέει τις κανονικές συναρτήσεις Green, και

F̂ (x, x′; z) = −F̂
∗
(x, x′;−z∗), (6.19)

που συνδέει τις ανώμαλες συναρτήσεις Green.
Από τις σχέσεις (6.15) και (6.17) προκύπτει ότι ισχύει η σχέση:

G(x, x′; z) = G̃T (x′, x; z). (6.20)

Στην παραπάνω σχέση μπορούμε να καταλήξουμε και απευθείας από την εξίσωση
που ικανοποιεί η συνάρτηση Green (βλ. παράρτημα 6.Α�).

Μπορούμε να αξιοποιήσουμε τις συμμετρίες (6.16) και (6.20), που πραγματοποιούν
εναλλαγή των μεταβλητών θέσης x και x′, για να βρούμε την εξίσωση που ικανοποιεί
η συνάρτηση Green, αν ο τελεστής M δράσει πάνω στη δεύτερη μεταβλητή x′. Έτσι,
αντικαθιστώντας στη σχέση (6.6), προκύπτουν οι εξισώσεις

M∗
x′(z∗)GT (x, x′; z) = 1δ(x− x′). (6.21)

M̃x′(z)GT (x, x′; z) = 1δ(x− x′). (6.22)

Από τη σχέση (6.21) παρατηρούμε ότι η συνάρτηση Green, ως προς τη δεύτερη με-
ταβλητή, ικανοποιεί τη μιγαδική συζυγή εξίσωση από αυτή που ικανοποιεί ως προς την
πρώτη, με όρισμα z επίσης μιγαδικό συζυγές. Ισοδύναμα, από τη σχέση (6.22) προκύ-
πτει ότι η συνάρτηση Green ικανοποιεί την περισπώμενη διαφορική εξίσωση ως προς
τη δεύτερη μεταβλητή, σε σχέση με αυτή που ικανοποιεί ως προς την πρώτη. Τα συ-
μπεράσματα αυτά θα μας βοηθήσουν να εκφράσουμε τη συνάρτηση Green συναρτήσει
γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων των ομογενών εξισώσεων BdG. Σε αυτό προχωρούμε
στις επόμενες ενότητες.
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6.2 Συνάρτηση Green από γραμμικώς ανεξάρτητες λύ-
σεις των εξισώσεων BdG

Σε αυτή την ενότητα θα περιγράψουμε την κατασκευή της συνάρτησης Green της
επαφής Josephson με τη βοήθεια γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων των εξισώσεων BdG
για μιγαδική ενέργεια z. Η διαδικασία έχει αφετηρία την αναφορά [121] κατάλληλα
γενικευμένη, ώστε να αναφέρεται σε προβλήματα με ερμιτιανά μεν αλλά μιγαδικά δυ-
ναμικά, σαν και αυτά που εμφανίζονται στις εξισώσεις BdG, όπως το δυναμικό ζεύγους
και το δυναμικό της μαγνήτισης του συστήματος. Επίσης η απόδειξη της σχέσης της γε-
νικευμένης Βροσκιανής με τους συντελεστές στο ανάπτυγμα της συνάρτησης Green ως
προς γινόμενα γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων των εξισώσεων BdG είναι απλούστερη,
πιο ευθύς και πιο πλήρης, σε σχέση με τις αποδείξεις που δίνονται στην αναφορά [121].
Έπίσης δείχνουμε ότι η σχέση που δίνει τη συνάρτησηGreen συναρτήσει των γραμμικώς
ανεξάρτητων λύσεων είναι αναλλοίωτη, αν επιλέξουμε νέες λύσεις που είναι γραμμικοί
συνδυασμοί των προηγούμενων. Τέλος αποδεικνύουμε ότι η γενικευμένη Βροσκιανή
είναι σταθερή συνάρτηση του χώρου, ακόμα και στα σημεία όπου η χαμιλτονιανή BdG
έχει φυσικές ενδοπιφάνειες και άρα η παράγωγος των κυματοσυναρτήσεων είναι ασυ-
νεχής. Θα θέλαμε ακόμη να σημειώσουμε ότι εφαρμογή της μεθόδου των γραμμικώς
ανεξάρτητων λύσεων στην κατασκευή της συνάρτησης Green σε υπεραγώγιμα συστή-
ματα έχει γίνει για παράδειγμα στις αναφορές [122–124], χωρίς να υποστηρίζουμε ότι
η λίστα αυτή εξαντλεί τη βιβλιογραφία.

Αναζητούμε επομένως λύσεις του παρακάτω συστήματος εξισώσεων

HBdGΨ(x) = zΨ(x). (6.23)

Θα χρειαστούμε δύο ειδών λύσεις: Λύσεις που ικανοποιούν τις συνοριακές συνθή-
κες στα αριστερά (x → −∞) και που τις συμβολίζουμε με Uα(x) (α = 1, 2, 3, 4) και
λυσεις που ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες στα δεξιά (x→ +∞), τις οποίες συμ-
βολίζουμε με Vα(x). Οι συνοριακές συνθήκες που επιβάλλουμε είναι

U(x→ −∞) = 0 (6.24)

και

V(x→ +∞) = 0, (6.25)

όπου U και V είναι 4 × 4 πίνακες με στήλες τέσσερις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις
Uα και Vα αντίστοιχα. Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης το συμβολισμό U = (uiα) και
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V = (viα), όπου i είναι ο δείκτης που δηλώνει το στοιχείο της 4 × 1 λύσης Uα ή Vα.
Φυσικά θα ισχύει

MxU(x) = 0 (6.26)

και

MxV(x) = 0. (6.27)

Η εξίσωση (6.22) μαζί με την (6.6) μας δίνουν τη δυνατότητα να κατασκευάσουμε
τη συνάρτηση Green για μιγαδική ενέργεια z σαν γραμμικό συνδυασμό στο χώρο του
τανυστικού γινομένου λύσεων της (6.6) με λύσεις της (6.22). Με δεδομένο ότι η συνάρ-
τηση Green ικανοποιεί την ομογενή εξίσωση του προβλήματος για x ̸= x′, μπορούμε
να γράψουμε

G(x, x′) =

{ ∑
αβ Uα(x)AαβṼT

β (x
′), x < x′∑

αβ Vα(x)BαβŨT
β (x

′), x > x′,
(6.28)

όπουAαβ καιBαβ είναι οι σταθεροί συντελεστές του γραμμικού συνδυασμού και η εξάρ-
τηση των λύσεων U και V από τα x και x′ έχει επιλεγεί έτσι, ώστε η συνάρτηση Green
να ικανοποιεί αυτόματα τις συνοριακές συνθήκες στο ±∞. Στην παραπάνω σχέση δεν
έχουμε σημειώσει την εξάρτηση της συνάρτησης Green, των κυματοσυναρτήσεων και
των σταθερών συντελεστών από τη μεταβλητή z, για να απλοποιήσουμε τις εκφράσεις.

Ο παραπάνω γραμμικός συνδυασμός, όπως εύκολα διαπιστώνεται, μπορεί να γραφεί
στη μορφή

G(x, x′) =

{
U(x)AṼT (x′), x < x′

V(x)BŨT (x′), x > x′,
(6.29)

όπου A = (Aαβ) και B = (Bαβ) είναι σταθεροί πίνακες των συντελεστών. Οι A και B
θα υπολογιστούν από τις συνθήκες (6.12) και (6.13). Προηγουμένως όμως χρειάζεται
να εξάγουμε μερικές ιδιότητες των λύσεων των ομογενών εξισώσεων (6.26) και (6.27).

Σχηματίζουμε λοιπόν την ποσότητα

ũiαMx,ijvjβ − vjβM̃x,jiũiα = 0 (6.30)

όπου υπονοείται άθροιση στους επαναλαμβανόμενους δείκτες. Στο άθροισμα της σχέ-
σης (6.30) είναι φανερό ότι οι όροι με i ̸= j δίνουν μηδενική συνεισφορά. Συνεπώς
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∑
i

(
ũiαMx,iiviβ − viβM̃x,iiũiα

)
= 0

ή

∑
i

(
ũiα

d

dx

(
pi
d

dx
viβ

)
− viβ

d

dx

(
pi
d

dx
ũiα

))
= 0

ή

d

dx

∑
i

(
ũiαpi

d

dx
viβ − viβpi

d

dx
ũiα

)
= 0

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει αμέσως το συμπέρασμα ότι η ποσότητα στο
αριστερό μέλος είναι σταθερή συνάρτηση του x. Συμβολίζοντας αυτή τη σταθερά με
Cαβ , έχουμε

∑
i

(
ũiαpi

d

dx
viβ − viβpi

d

dx
ũiα

)
= Cαβ

ή, χρησιμοποιώντας πίνακες

ŨT (x)P (x)
d

dx
V(x)− d

dx
ŨT (x)P (x)V(x) = C (6.31)

Η έκφραση στο αριστερό μέλος είναι μια σταθερή συνάρτηση του x, όποιες λύσεις
των διαφορικών εξισώσεων (6.26) και (6.27) κι αν επιλέξουμε. Μπορούμε να πούμε ότι
η έκφραση αυτή αποτελεί μια γενίκευση της έννοιας της Βροσκιανής (Wronskian) σε
συστήματα διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης.

Ομοίως, αν στη σχέση (6.30) αλλάξουμε το ρόλο των λύσεων u και v, καταλήγουμε
στη σχέση

UT (x)P (x)
d

dx
Ṽ(x)− d

dx
UT (x)P (x)Ṽ(x) = C̃, (6.32)

ενώ, αν χρησιμοποιήσουμε είτε μόνο λύσεις u είτε μόνο λύσεις v, έχουμε

ŨT (x)P (x)
d

dx
U(x)− d

dx
ŨT (x)P (x)U(x) = 0 (6.33)
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και

ṼT (x)P (x)
d

dx
V(x)− d

dx
ṼT (x)P (x)V(x) = 0. (6.34)

Στην περίπτωση των εξισώσεων (6.33) και (6.34), η σταθερά με την οποία ισούται η
παράσταση στο αριστερό μέλος είναι μηδέν, όπως μπορεί εύκολα να διαπιστωθεί εφαρ-
μόζοντας τις συνοριακές συνθήκες που ικανοποιούν οι λύσεις U και V στο±∞. Επίσης
από τις σχέσεις (6.33) και (6.34) προκύπτει ότι

P (x)
dU
dx

U−1 = (P (x)
dŨ
dx

Ũ−1)T (6.35)

και

P (x)
dV
dx

V−1 = (P (x)
dṼ
dx

Ṽ−1)T , (6.36)

αν στη σχέση (6.33) πολλαπλασιάσουμε με (ŨT )−1 από τα αριστερά και με U−1 από
τα δεξιά, ενώ η σχέση (6.36) προκύπτει, αν κάνουμε έναν ανάλογο χειρισμό στη σχέση
(6.34).

Σημειώνουμε ότι οι αντίστροφοι των πινάκων U , V υπάρχουν, αφού οι στήλες τους
αποτελούν γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα. Επίσης αναφέρουμε ότι τα στοιχεία των
πινάκων C και C̃ δίνονται από τις σχέσεις

Cαβ = ŨT
α (x)P (x)

d

dx
Vβ(x)−

d

dx
ŨT
α (x)P (x)Vβ(x) (6.37)

και

C̃αβ = UT
α (x)P (x)

d

dx
Ṽβ(x)−

d

dx
UT
α (x)P (x)Ṽβ(x) (6.38)

όπως προκύπτει εύκολα, αν γίνουν οι πράξεις στις σχέσεις (6.31) και (6.32), ή καλύτερα
απευθείας από τη σχέση που προηγείται της (6.31).

Τώρα είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε τους πίνακες των συντελεστώνA καιB, που
εμφανίζονται στη σχέση (6.29). Eφαρμόζοντας τις συνθήκες (6.12) και (6.13), έχουμε

U(x)AṼT (x) = V(x)BŨT (x) (6.39)

και
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dV(x)
dx

BŨT (x)− dU(x)
dx

AṼT (x) = P−1. (6.40)

Μπορούμε να απαλοίψουμε τον πίνακα A ή τον πίνακα B στη σχέση (6.40), χρησι-
μοποιώντας τη σχέση (6.39). Έτσι έχουμε

dV
dx

V−1UAṼT − dU
dx
AṼT = P−1

και

dV
dx
BŨT − dU

dx
U−1VBŨT = P−1.

Λύνοντας ως προς A και B αντίστοιχα, μετά από λίγες αλγεβρικές πράξεις έχουμε

A =
(
ṼT (PV ′V−1 − PU ′U−1)U

)−1

και

B =
(
ŨT (PV ′V−1 − PU ′U−1)V

)−1

.

Εφαρμόζοντας τη σχέση (6.36) για το A και την (6.35) για το B τελικά προκύπτει
ότι

A = (C̃T )−1 (6.41)

και

B = C−1 (6.42)

Έτσι η συνάρτηση Green δίνεται από τη σχέση

G(x, x′; z) =

{
U(x; z)(C̃T (z))−1ṼT (x′; z), x < x′

V(x; z)C−1(z)ŨT (x′; z), x > x′
. (6.43)

Απομένει να προσδιορίσουμε τους πίνακεςC και C̃. Οι πίνακες αυτοί είναι σταθεροί
σαν συνάρτηση της θέσης (όπως αποδείξαμε) και εξαρτώνται μόνο από την επιλογή των
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γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων της εξίσωσης (6.23), που ικανοποιούν τις συνοριακές
συνθήκες στο±∞. Είναι λοιπόν ενδιαφέρον να εξετάσουμε τη συμπεριφορά της σχέσης
(6.43) σε μια αλλαγή βάσης στον χώρο των λύσεων των εξισώσεων BdG με σταθερή
μιγαδική ενέργεια z. Έτσι ορίζουμε νέες γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις Uµ

α και Vµ
α με

τις παρακάτω σχέσεις:

Uµ
α =

∑
α′

Uα′Kα′α (6.44)

και

Vµ
α =

∑
α′

Vα′Lα′α, (6.45)

ή, σε μορφή πινάκων 4× 4,

Uµ = UK (6.46)

και

Vµ = VL, (6.47)

όπου K = (Kα′α) και L = (Lα′α) είναι οι πίνακες των συντελεστών του μετασχηματι-
σμού. Η στήλη α του πίνακαK ή L είναι οι συντελεστές που συνδέουν τη στήλη α του
Uµ ή Vµ αντίστοιχα με τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις U ή V αντίστοιχα. Οι πίνα-
κεςK και L είναι αντιστρέψιμοι, ώστε οι μετασχηματισμένες λύσεις να είναι και αυτές
γραμμικώς ανεξάρτητες.

Εκφράζουμε λοιπόν τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις στον τύπο (6.43) συναρτήσει
των μετασχηματισμένων γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων Uµ, Vµ και έχουμε, για x >
x′,

G(x, x′) =

{
Uµ(x)K−1(C̃T )−1(L̃T )−1ṼT (x′), x < x′

Vµ(x)L−1C−1(K̃T )−1(Ũµ(x′))T , x > x′
.

Τα γινόμενα πινάκων, που εμφανίζονται μεταξύ των γραμμικώς ανεξάρτητων λύ-
σεων στον παραπάνω τύπο, εύκολα διαπιστώνεται ότι δίνουν

K−1(C̃T )−1(L̃T )−1 = (C̃T
µ )

−1
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και

L−1C−1(K̃T )−1 = C−1
µ ,

όπου

Cµ = (Ũµ(x))TP (x)
d

dx
Vµ(x)− d

dx
(Ũµ(x))TP (x)Vµ(x). (6.48)

Έτσι ο τύπος για τη συνάρτηση Green συναρτήσει των μετασχηματισμένων γραμ-
μικώς ανεξάρτητων λύσεων γίνεται

G(x, x′) =

{
Uµ(x)(C̃T

µ )
−1(Ṽµ(x′))T , x < x′

Vµ(x)C−1
µ (Ũµ(x′))T , x > x′

. (6.49)

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο τύπος (6.43) για τη συνάρτηση Green παραμένει αναλ-
λοίωτος κατά το μετασχηματισμό των γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων σταθερής ενέρ-
γειας z.

Στο μοντέλο μας βέβαια έχουμε ενδοεπιφάνειες μεταξύ των οποίων η διαφορική
εξίσωση (6.23) αλλάζει ασυνεχώς, καθώς και σκεδάσεις στις ίδιες τις ενδοεπιφάνειες.
Έτσι είναι χρήσιμο να επιβεβαιώσουμε ρητώς ότι η γενικευμένη Bροσκιανή διατηρεί
σταθερή τιμή εκατέρωθεν των ενδοεπιφανειών. Για να το κάνουμε αυτό, θεωρούμε μία
ενδοεπιφάνεια στο σημείο x και υπολογίζουμε τον πίνακα C αριστερά και δεξιά της
ενδοεπιφάνειας. Δεξιά από το x έχουμε

C+ = ŨT (x+)P (x+)V ′(x+)− Ũ ′T (x+)P (x+)V(x+)

Οι λύσειςU καιV είναι συνεχείς εκατέρωθεν της ενδοεπιφάνειας, αλλά οι παράγωγοί
τους έχουν ασυνέχεια, που δίνεται από τη σχέση

~2

2m+

d

dx
U(x+)− ~2

2m−
d

dx
U(x−) = XU(x)

και ομοίως για το V , όπου

X =

(
U − σ · N 0

0 (U − σ · N)∗

)
.

Ορίζοντας P (x) = ~2
2m(x)

P0, όπου P0 = diag(1, 1,−1,−1), έχουμε
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C+ = ŨT (x−)P0
~2

2m+
V ′(x+)− ~2

2m+
Ũ ′T (x+)P0V(x−)

ή

C+ = ŨT (x−)P0
~2

2m−V
′(x−) + ŨT (x−)P0XV(x−)−

− ~2

2m− Ũ
′T (x−)P0V(x−)− ŨT (x−)X̃ TP0V(x−)

.

Με δεδομένο ότι X̃ T = X και P0X = XP0, από την παραπάνω σχέση προκύπτει
αμέσως ότι

C+ = C− (6.50)

και το ζητούμενο αποδείχθηκε.
Στη συνέχεια θα επιλέξουμε τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις που θα σχηματίσουν

τους πίνακες U και V να είναι οι καταστάσεις σκέδασης του κεφαλαίου 2 (ενότητα 2.4)
και θα εκφράσουμε τη γενικευμένη Βροσκιανή συναρτήσει των συντελεστών διάδοσης
της επαφής Josephson. Έτσι λοιπόν ορίζουμε

U(x; z) =
(
Ψe↑r(x; z) Ψe↓r(x; z) Ψh↑r(x; z) Ψh↓r(x; z)

)
(6.51)

και

V(x; z) =
(
Ψe↑ℓ(x; z) Ψe↓ℓ(x; z) Ψh↑ℓ(x; z) Ψh↓ℓ(x; z)

)
, (6.52)

όπου Ψpsν(x; z) είναι οι αναλυτικές επεκτάσεις για μιγαδική ενέργεια z των καταστά-
σεων σκέδασης της ενότητας 2.4. Είναι προφανές ότι η παραπάνω επιλογή των πινάκων
U και V ικανοποιεί τις σωστές συνοριακές συνθήκες στο x → ±∞. Αντικαθιστώντας
τις παραπάνω λύσεις στη σχέση (6.31), υπολογίζουμε τη γενικευμένη Βροσκιανή σαν
συνάρτηση της θέσης και του z. Όμως, όπως δείξαμε, η Βροσκιανή είναι σταθερή συ-
νάρτηση της θέσης και επομένως παίρνουμε το ίδιο αποτέλεσμα, σε όποια τιμή του x και
αν την υπολογίσουμε. Ας θεωρήσουμε επομένως ότι το x βρίσκεται στη δεξιά ασυμπτω-
τική περιοχή. Τότε, κάνοντας πράξεις στη σχέση (6.31), καταλήγουμε στο αποτέλεσμα

C =

(
−~2kp′rΩr

imrz
γℓps,p′s′(z;χ, ϕ)

)T

, (6.53)
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ή, ισοδύναμα,

C = (⟨p′kp′rs′|Trℓ(z;χ, ϕ)|pkpℓs⟩)T , (6.54)

όπου οι δείκτες ps και p′s′ λαμβάνονται ως οι δείκτες ενός 4×4 πίνακα και διατάσσονται
με τη σειρά e ↑, e ↓, h ↑, h ↓.

Θα μπορούσαμε φυσικά να υπολογίσουμε τη Βροσκιανή και στην αριστερή ασυμ-
πτωτική περιοχή. Αν το κάνουμε αυτό παίρνουμε

C =

(
−~2kp′ℓΩℓ

imℓz
γrps,p′s′(z;−χ,−ϕ)

)
, (6.55)

ή, ισοδύναμα,

C = (⟨−p′kp′ℓs′|Tℓr(z;−χ,−ϕ)| − pkprs⟩) . (6.56)

Είναι απλή υπόθεση να επαληθεύσουμε ότι η παραπάνω μορφή της Βροσκιανής εί-
ναι, στοιχείο προς στοιχείο, ταυτόσημη με τη μορφή των σχέσεων (6.53) και (6.54).
Αρκεί να χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (4.26) και (4.27). Έτσι γίνεται ακόμα μια φορά
φανερό ότι η Βροσκιανή είναι ανεξάρτητη της θέσης x.

6.3 Συνάρτηση Green από γραμμικώς ανεξάρτητες λύ-
σεις των εξισώσεων BdG II

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε μια λίγο διαφορετική μέθοδο για την εξαγωγή
της συνάρτησης Green από τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις των εξισώσεων BdG, που
δίνει ισοδύναμα αποτελέσματα. Για το σκοπό αυτό θα αξιοποιήσουμε τις παρακάτω
σχέσεις, που ισχύουν για Re(z) ̸= 0:

U∗(x; z∗) = csgn(z)Ũ(x; z)K (6.57)

και

V∗(x; z∗) = csgn(z)Ṽ(x; z)K, (6.58)

όπου
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K =

(
02×2 σx
σx 02×2

)
, (6.59)

με K−1 = K καιKT = K. Για z = iω φαναστικό, έχουμε

U∗(x; iω∗) = Ũ(x; iω)K (6.60)

και

V∗(x; iω∗) = Ṽ(x; iω)K, (6.61)

Αντικαθιστώντας στη σχέση (6.43) τις σχέσεις (6.57) και (6.58), για Re(z) ̸= 0,
παίρνουμε

G(x, x′; z) =

{
U(x; z)csgn(z)((C̃K)T )−1V∗T (x′; z∗), x < x′

V(x; z)csgn(z)(KC)−1U∗T (x′; z∗), x > x′
, (6.62)

ενώ για z = iω φανταστικό, έχουμε

G(x, x′; iω) =

{
U(x; iω)((C̃K)T )−1V∗T (x′; iω∗), x < x′

V(x; iω)(KC)−1U∗T (x′; iω∗), x > x′
. (6.63)

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις, ορίζουμε μια νέα Bροσκιανή ως εξής

C1(z) = csgn(z)KC(z), (6.64)

για Re(z) ̸= 0, ενώ για z = iω φανταστικό ορίζουμε

C1(iω) = KC(iω). (6.65)

Με τη βοήθεια των σχέσεων (6.57), (6.58) και των (6.60), (6.61) καθώς και του
ορισμού της Βροσκιανής C(z) (σχέση (6.31)), γράφουμε

C1(z) = U∗T (x; z∗)P (x)
d

dx
V(x; z)− d

dx
U∗T (x; z∗)P (x)V(x; z). (6.66)
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Ομοίως, από τις σχέσεις (6.62), (6.63) για x < x′, ορίζουμε τη Βροσκιανή

C∗
1(z

∗) = csgn(z)C̃(z)K, (6.67)

για Re(z) ̸= 0 και

C∗
1(iω

∗) = C̃(iω)K, (6.68)

για z = iω φανταστικό. Με τη βοήθεια της σχέσης του ορισμού της Βροσκιανής C̃(z)
(σχέση (6.32)) καταλήγουμε στη σχέση:

C∗
1(z

∗) = UT (x; z)P (x)
d

dx
V∗(x; z∗)− d

dx
UT (x; z)P (x)V∗(x; z∗). (6.69)

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η συνάρτηση Green μπορεί να γραφεί ως εξής

G(x, x′; z) =
{

U(x; z)(C∗
1(z

∗)T )−1V∗T (x′; z∗), x < x′

V(x; z)C1(z)
−1U∗T (x′; z∗), x > x′

. (6.70)

Επομένως, αντί να υπολογίσουμε τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις και τη Βρο-
σκιανή για δύο γεωμετρίες της επαφής (που αντιστοιχούν στις παραμέτρους χ, ϕ και
−χ,−ϕ), για να υπολογίσουμε τη συνάρτηση Green, αρκεί να λάβουμε τους μιγαδι-
κούς συζυγείς ορισμένων ποσοτήτων, όπως φαίνεται στη σχέση (6.70). Αυτό είναι και
το πλεονέκτημα της μεθόδου που παρουσιάζουμε σε αυτή την ενότητα.

6.4 Συνάρτηση Green στις ασυμπτωτικές περιοχές
Στην ενότητα αυτή θα αποδείξουμε τις μορφές που παίρνει η συνάρτηση Green για

ορίσματα θέσης στις ασυμπτωτικές περιοχές της επαφής, με τη μέθοδο του παρόντος
κεφαλαίου. Έτσι θα αναπαράγουμε τις σχέσεις που καταλήξαμε στην ενότητα 3.4. Ξε-
κινούμε όμως με την εύρεση της ελεύθερης συνάρτησης Green ενός ομογενούς συμβα-
τικού υπεραγωγού, που γίνεται πολύ εύκολα με τη μέθοδο του παρόντος κεφαλαίου.

Για να υπολογίσουμε την ελεύθερη συνάρτηση Green του υπεραγωγού, επιλέγουμε
τους παρακάτω πίνακες γραμμικώς ανεξάρτητων λύσεων, που μηδενίζονται στα αρι-
στερά και στα δεξιά του υπεραγωγού αντίστοιχα:

U(x; z) =
(
ϕe↑e

−ikex ϕe↓e
−ikex ϕh↑e

ikhx ϕh↓e
ikhx

)
(6.71)
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και

V(x; z) =
(
ϕe↑e

ikex ϕe↓e
ikex ϕh↑e

−ikhx ϕh↓e
−ikhx

)
. (6.72)

Είναι προφανές ότι ο πίνακας λύσεων U(x; z) ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες
στα αριστερά (x → −∞), ενώ ο πίνακας V(x; z) ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες
στα δεξιά (x → ∞). Η Βροσκιανή του συστήματος, για αυτή την επιλογή λύσεων,
αποδεικνύεται από τις σχέσεις (6.31), (6.32) ότι δίνεται από τη σχέση

C(z) = C̃(z) =


−~2keΩ

imz
0 0 0

0 −~2keΩ
imz

0 0

0 0 −~2khΩ
imz

0

0 0 0 −~2khΩ
imz

 . (6.73)

Παρατηρούμε ότι οι πίνακες C(z) και C̃(z) είναι διαγώνιοι και ίσοι μεταξύ τους.
Αυτό σημαίνει ότι οι στήλες του πίνακα U πολλαπλασιάζονται με την αντίστοιχη στήλη
του πίνακα V στη σχέση (6.43). Επίσης, η διαφορά της ελεύθερης συνάρτησης Green
για x < x′ και για x > x′ είναι ένα πρόσημο στους εκθέτες, που περιέχουν τα κυματα-
νύσματα και την εξάρτηση από τις θέσεις. Έτσι μπορούμε να γράψουμε τη συνάρτηση
Green με ένα τύπο και καταλήγουμε στη σχέση (3.27):

G(x, x′; z) =
∑
ps

(
− imz

~2kp(z)Ω(z)

)
ϕps(z)ϕ̃

T
ps(z)e

ipkp(z)|x−x′|.

Συνεχίζουμε με τον υπολογισμό της συνάρτησης Green στις ασυμπτωτικές περιο-
χές. Θα ξεκινήσουμε υπολογίζοντας τη συνάρτηση Green στην αριστερή ασυμπτωτική
περιοχή, δηλ. για x, x′ < 0. Πρώτα πρέπει να επιλέξουμε τις γραμμικώς ανεξάρτητες
λύσεις που ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες. Για τις λύσεις V(x; z), που μηδενί-
ζονται στα δεξιά της επαφής (x → ∞), κάνουμε την επιλογή της σχέσης (6.52). Αυτό
σημαίνει ότι επιλέγουμε λύσεις με πρόσπτωση διεγέρσεων με σαφή σωματιδιακό χαρα-
κτήρα και σπιν από τα αριστερά, για παράδειγμα προσπίπτουσα διέγερση ηλεκτρονια-
κού χαρακτήρα με σπιν επάνω. Για τις λύσεις U(x; z), που μηδενίζονται στα αριστερά
(x→ −∞), επιλέγουμε λύσεις που έχουν σαφή σωματιδιακό χαρακτήρα και σπιν στην
αριστερή ασυμπτωτική περιοχή της επαφής και διαδίδονται προς τα αριστερά. Αυτό
επιτυγχάνεται, αν επιλέξουμε κατάλληλους γραμμικούς συνδυασμούς καταστάσεων με
πρόσπτωση διεγέρσεων με σαφή σωματιδιακό χαρακτήρα και σπιν από τα δεξιά. Έτσι,
για x στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή (x < 0), οι λύσεις που επιλέγουμε είναι
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U(x; z) =
(
ϕe↑ℓe

−ikeℓx ϕe↓ℓe
−ikeℓx ϕh↑ℓe

ikhℓx ϕh↓ℓe
ikhℓx

)
. (6.74)

Ο πίνακας των λύσεων U(x; z), για x > d, έχει στήλες που είναι γραμμικοί συνδυα-
σμοί των λύσεων Ψpsr(x; z) της ενότητας 2.4. Λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των
Ψpsr(x; z), είναι πάντα δυνατό να επιλέξουμε γραμμικούς συνδυασμούς αυτών, ώστε
για x στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή να έχουν τη μορφή που δίνεται στη σχέση
(6.74).

Στη συνέχεια οφείλουμε να υπολογίσουμε τη γενικευμένη Βροσκιανή. Αν την υπο-
λογίσουμε στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή, αποδεικνύεται ότι και σε αυτή την πε-
ρίπτωση δίνεται από τη σχέση (6.73), όπου στις ποσότητες m, kp και Ω προσθέτουμε
το δείκτη ℓ. Συνεπώς είναι διαγώνια, πράγμα που διευκολύνει πολύ τα πράγματα. Έτσι,
αντικαθιστώντας στη σχέση (6.43), παίρνουμε για x > x′

G(x, x′; z) =−
∑
ps

imℓz

~2kpℓΩℓ

eipkpℓx−ipkpℓx
′
ϕpsℓϕ̃

T
psℓ−

−
∑
ps,p′s′

imℓz

~2kpℓΩℓ

αℓ
ps,p′s′e

−ip′kp′ℓx−ipkpℓx
′
ϕp′s′ℓϕ̃

T
psℓ,

(6.75)

ενώ για x < x′ παίρνουμε

G(x, x′; z) =−
∑
ps

imℓz

~2kpℓΩℓ

e−ipkpℓx+ipkpℓx
′
ϕpsℓϕ̃

T
psℓ−

−
∑
ps,p′s′

imℓz

~2kp′ℓΩℓ

α̃ℓ
p′s′,pse

−ip′kp′ℓx−ipkpℓx
′
ϕp′s′ℓϕ̃

T
psℓ.

(6.76)

Όμως η σχέση συμμετρίας (4.22), που είναι η εξής

1

kpℓ
αℓ
ps,p′s′ =

1

kp′ℓ
α̃ℓ
p′s′,ps,

μας επιτρέπει να γράψουμε τη συνάρτηση Green στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή
χωρίς διερεύνηση για τη σχετική θέση των x, x′, όπως παρακάτω

G(x, x′; z) = Gℓ(x, x
′; z)−

∑
ps,p′s′

imℓz

~2kpℓΩℓ

αℓ
ps,p′s′e

−ip′kp′ℓx−ipkpℓx
′
ϕp′s′ℓϕ̃

T
psℓ.

H παραπάνω σχέση είναι η ίδια με τη σχέση (3.81).
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Στη συνέχεια υποδεικνύουμε πως υπολογίζεται η συνάρτησηGreen, στην περίπτωση
που x > d και x′ < 0, δηλαδή με το όρισμα x στη δεξιά και το x′ στην αριστερή
ασυμπτωτική περιοχή. Τότε ισχύει πάντα x > x′. Στη θέση τουU(x′; z) (x′ < 0) θέτουμε
τον πίνακα (6.74) και στη θέση του V(x; z) (x > d) τις λύσεις Ψpsℓ(x; z), όπως στη
σχέση (6.52), που στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή περιέχουν τους συντελεστές διάδοσης
για πρόσπτωση από αριστερά. Η Βροσκιανή έχει υπολογιστεί, είναι διαγώνια και σαν
αποτέλεσμα παίρνουμε τη σχέση (3.89):

G(x, x′; z) =
∑
ps,p′s′

(
− imℓz

~2kpℓΩℓ

)
γℓps,p′s′(z)e

ip′kp′r(x−d)−ipkpℓx
′
ϕp′s′rϕ̃

T
psℓ.

Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να καταλήξουμε και στις σχέσεις (3.84), (3.91) της
ενότητας 3.4, δηλαδή στην ασυμπτωτική συνάρτηση Green για ορίσματα x, x′ > d και
x < 0, x′ > d αντίστοιχα. Σε αυτή την περίπτωση όμως πρέπει να διαλέξουμε τις λύσεις
U(x; z) να είναι οι αναλυτικές επεκτάσεις των στάσιμων καταστάσεων Ψpsr(x; z), που
έχουν σαφή σωματιδιακό χαρακτήρα και σπιν για τη διέγερση που προσπίπτει από τα
δεξιά. Τότε, ο πίνακας λύσεων V(x; z), που ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες στα δε-
ξιά της επαφής, πρέπει να επιλεγεί έτσι, ώστε οι στήλες του να έχουν σαφή σωματιδιακό
χαρακτήρα και σπιν στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή. Αυτό επιτυγχάνεται, όταν οι στή-
λες του είναι κατάλληλοι γραμμικοί συνδυασμοί των κυματοσυναρτήσεων Ψpsℓ(x; z),
που περιγράφουν στάσιμες καταστάσεις με πρόσπτωση από τα αριστερά. Έτσι οι κατα-
στάσεις στις στήλες του V(x; z) θα αντιστοιχούν σε πρόσπτωση γραμμικού συνδυασμού
καταστάσεων με συγκεκριμένο σωματιδιακό χαρακτήρα και σπιν από τα αριστερά.

6.5 Τοπική πυκνότητα καταστάσεων
Ολοκληρώνουμε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζοντας τον τρόπο υπολογισμού της το-

πικής πυκνότητας καταστάσεων στις επαφές Josephson. Το μέγεθος αυτό μας δίνει τον
αριθμό των καταστάσεων που αντιστοιχούν σε μία θέση x στην επαφή και σε μία τιμή
του σπιν s, ανά μονάδα ενέργειας και μήκους. Σημαντικό ρόλο στον υπολογισμό της
πυκνότητας καταστάσεων παίζει, ως γνωστόν, η συνάρτηση Green.

Η συνάρτηση Green, μιας και εξαρτάται από τη χαμιλτονιανή BdG, είναι διαγώνια
στη βάση των ιδιοσυναρτήσεων ενέργειας αυτής. Έτσι, λαμβάνοντας υπόψη μας την
ανάλυση της μονάδας (σχέση (2.22)), μπορούμε να γράψουμε
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G(x, x′; z) =
∑
n

[
gn(z)

(
ûn(x)

v̂n(x)

) (
ûn(x′)

v̂n(x′)

)†

+

+ gn(z)

(
v̂n∗(x)

ûn∗(x)

)(
v̂n∗(x′)

ûn∗(x′)

)†]
.

(6.77)

όπου n είναι η μεταβλητή που χαρακτηρίζει τις στάσιμες καταστάσεις θετικής ενέργειας
των εξισώσεων BdG στην επαφή Josephson, ενώ gn και gn είναι τα διαγώνια στοιχεία
της συνάρτησης Green. Δρώντας από αριστερά με τον τελεστή z −H και εξισώνοντας
με τη μονάδα, αμέσως συμπεραίνουμε ότι

gn(z) =
1

z − En

(6.78)

και

gn(z) =
1

z + En

, (6.79)

όπου χρησιμοποιήσαμε και τη σχέση (2.17), κατά τη δράση του z − H στις ιδιοκατα-
στάσεις αρνητικής ενέργειας. Είναι εύκολο να δούμε ότι ισχύουν οι σχέσεις

gn(E
+)− gn(E

−) = −2πiδ(E − En) (6.80)

και

gn(E
+)− gn(E

−) = −2πiδ(E + En). (6.81)

Αξιοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις, βρίσκουμε ότι

i

2π
(Ĝ(x, x;E+)− Ĝ(x, x;E−)) =

∑
n

{
δ(E − En)û

n(x)ûn†(x)+

+ δ(E + En)v̂
n∗(x)v̂n(x)T

}
.

(6.82)

όπου Ĝ είναι ο υποπίνακας της συνάρτησης Green που αντιστοιχεί στις σωματιδιακές
μεταβλητές e και e. Στα διαγώνια στοιχεία του δεξιού μέλους της παραπάνω σχέσης,
αναγνωρίζουμε την τοπική πυκνότητα καταστάσεων στη θέση x με σπιν s. Συγκεκρι-
μένα
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ρs(x;E) =
∑
n

{δ(E − En)u
n
s (x)u

n∗
s (x) + δ(E + En)v

n∗
s (x)vns (x)} . (6.83)

Έτσι, λαμβάνοντας υπόψη μας τη συμμετρία (6.15), γράφουμε

ρs(x;E) = − 1

π
Im(Gss(x, x;E

+)). (6.84)

Έχουμε λοιπόν τον τρόπο να υπολογίσουμε την τοπική πυκνότητα καταστάσεων με
τη βοήθεια της συνάρτησης Green. Η τοπική πυκνότητα καταστάσεων είναι μια σημα-
ντική μεταβλητή και είναι προσπελάσιμη από το πείραμα με τη μέθοδο της μικροσκοπίας
σάρωσης φαινομένου σήραγγος (scanning tunneling microscopy).
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6.Α� Συμμετρία της συνάρτησης Green
Στο παράρτημα αυτό θα εξάγουμε μία σημαντική ιδιότητα συμμετρίας της συνάρ-

τησης Green. Από τη διαφορική εξίσωση (6.3) προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις

G̃iℓ(x, x2)Mx,ijGjk(x, x1) = G̃kℓ(x, x2)δ(x− x1)

και

Gik(x, x1)M̃x,ijG̃jℓ(x, x2) = Gℓk(x, x1)δ(x− x2),

όπου υπονοείται άθροιση στους επαναλαμβανόμενους δείκτες. Επίσης το σύμβολο της
περισπωμένης πάνω από τη συνάρτηση Green σημαίνει ότι έχει προκύψει από τη λύση
της διαφορικής εξίσωσης εξίσωσης με τον περισπώμενο τελεστήM, που διαφέρει από
τον κανονικό στο ότι τα μη διαγώνια στοιχεία του έχουν εναλλαχθεί μεταξύ τους ή,
πράγμα που είναι το ίδιο, τα μη διαγώνια στοιχεία του έχουν αντικατασταθεί από τα
μιγαδικά συζυγή τους. Στην δική μας περίπτωση αυτό είναι ισοδύναμο με το να αλλά-
ξουμε στον περισπωμένο τελεστή το πρόσημο της φάσης χ του δυναμικού ζεύγους (pair
potential) καθώς και το πρόσημο της πολικής γωνίας ϕ των μαγνητίσεων, τόσο στα εν-
διάμεσα στρώματα όσο και στις ενδοεπιφάνειες. Η χρησιμότητα αυτής της διαδικασίας
θα φανεί παρακάτω.

Αφαιρώντας τις παραπάνω σχέσεις κατά μέλη και ολοκληρώνοντας ως προς x σε
όλο το χώρο, έχουμε

∫ +∞

−∞
dx
{
G̃iℓ(x, x2)Mx,ijGjk(x, x1)− Gik(x, x1)M̃x,ijG̃jℓ(x, x2)

}
=

= G̃kℓ(x1, x2)− Gℓk(x2, x1)

(6.85)

όπου πάλι υπονοείται άθροιση στους επαναλαμβανόμενους δείκτες. Θα υπολογίσουμε
το αριστερό μέλος της σχέσης (6.85), για να αποδείξουμε ότι το δεξιό της μέλος μηδε-
νίζεται. Ξεκινούμε με τους όρους του αθροίσματος ως προς i και j με i = j :

∑
i

∫
dx
{
G̃iℓ(x, x2)Mx,iiGik(x, x1)− Gik(x, x1)M̃x,iiG̃iℓ(x, x2)

}
=

=
∑
i

∫
dx

{
G̃iℓ(x, x2)

d

dx

(
pi
d

dx
Gik(x, x1)

)
− Gik(x, x1)

d

dx

(
pi
d

dx
G̃iℓ(x, x2)

)}
όπου pi είναι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα P (βλ. σχέση (6.14)). Στη συνέχεια, προ-
σθαφαιρώντας τον όρο
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pi
d

dx
G̃iℓ(x, x2)

d

dx
Gik(x, x1)

στο δεύτερο μέλος της παραπάνω σχέσης, η ολοκληρωτέα ποσότητα προκύπτει τέλεια
παράγωγος και έτσι καταλήγουμε στη σχέση

∑
i

∫
dx
{
G̃iℓ(x, x2)Mx,iiGik(x, x1)− Gik(x, x1)M̃x,iiG̃iℓ(x, x2)

}
=

=
∑
i

{
G̃iℓ(x, x2)pi

d

dx
Gik(x, x1)− Gik(x, x1)pi

d

dx
G̃iℓ(x, x2)

}∣∣∣∣+∞

−∞

Λόγω των συνοριακών συνθηκών της συνάρτησης Green στο ±∞, η παραπάνω
ποσότητα μηδενίζεται. Ας δούμε τώρα τους όρους του αθροίσματος με i ̸= j. Είναι
εύκολο να δει κανείς ότι και αυτοί οι όροι μηδενίζονται, αν γραφούν όπως παρακάτω :

∑
i>j

∫
dx
{
G̃iℓ(x, x2)Mx,ijGjk(x, x1)− Gik(x, x1)M̃x,ijG̃jℓ(x, x2) +

+ G̃jℓ(x, x2)Mx,jiGik(x, x1)− Gjk(x, x1)M̃x,jiG̃iℓ(x, x2)
}
= 0

Με δεδομένο ότι ισχύει M̃x,ij = Mx,ji και ότι τα μη διαγώνια στοιχεία του τελεστή
Mx δεν περιέχουν διαφορίσεις και άρα μετατίθενται με τα στοιχεία της συνάρτησης
Green, η ισχύς της παραπάνω σχέσης είναι προφανής. Εδώ φαίνεται και η χρησιμότητα
της εισαγωγής του συμβόλου της περισπωμένης. αφήνει τα διαγώνια στοιχεία του τε-
λεστή M αναλοίωτα, ενώ ο ανάστροφος του περισπωμένου τελεστή είναι ίσος με τον
τελεστή. Με αυτά τα δεδομένα, καταλήγουμε ότι η συνάρτηση Green ικανοποιεί την
παρακάτω συμμετρία :

G(x1, x2; z) = G̃T (x2, x1; z).

Η παραπάνω σχέση είναι η σχέση συμμετρίας (6.20).
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Κεφάλαιο 7

Υπολογισμός του υπερρεύματος και
ιδιότητές του

Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουμε πως υπολογίζεται το υπερρεύμα στην επαφή
Josephson από τη συνάρτησηGreen και θα καταλήξουμε στο τύπο των Furusaki-Tsukada
[109], που υπολογίζει το υπερρεύμα συναρτήσει των αναλυτικών επεκτάσεων σε φαντα-
στική ενέργεια των συντελεστών ανάκλασης της επαφής για πρόσπτωση διεγέρσεων από
τα αριστερά ή τα δεξιά. Επίσης θα αποδείξουμε μία σχέση που συνδέει το υπερρεύμα
με την ορίζουσα Γ του πίνακα των συνθηκών συρραφής [65, 100]. Στη συνέχεια θα
εξετάσουμε τις συμμετρίες της σχέσης υπερρεύματος φάσης, όπως προκύπτουν από τις
συνθήκες συμμετρίας που αποδείξαμε στα κεφάλαια 4 και 5, καθώς και τις συμμετρίες
της ορίζουσας Γ που προκύπτουν από αυτές. Τέλος θα παρουσιάσουμε την εξάρτηση
της ορίζουσας των συνθηκών συρραφής, στο μη αυτοσυνεπές μοντέλο, από τις διευ-
θύνσεις των μαγνητίσεων επαφών με ένα ενδιάμεσο σιδηρομαγνητικό στρώμα και δύο
μαγνητικές ενδοεπιφάνειες εκατέρωθεν αυτού.

7.1 Υπερρεύμα από τη συνάρτηση Green
Ξεκινούμε αναπαράγοντας την εξίσωση της συνέχειας για το ηλεκτρικό ρεύμα σε μια

σιδηρομαγνητική επαφή Josephson. Ορίζουμε τον τελεστή πυκνότητας φορτίου στην
εικόνα Heisenberg από τη σχέση

Pe(x, t) = −e
∑
s

ψ†
s(x, t)ψs(x, t), (7.1)

όπου e είναι η απόλυτη τιμή του φορτίου του ηλεκτρονίου και ψs(x, t) o τελεστής κατα-
στροφής ηλεκτρονίου στη θέση x και σπιν s στην εικόνα του Heisenberg. Παίρνοντας
την χρονική παράγωγο της παραπάνω σχέσης έχουμε
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∂Pe

∂t
(x, t) = −e

∑
s

∂ψ†
s

∂t
(x, t)ψs(x, t)− e

∑
s

ψ†
s(x, t)

∂ψs

∂t
(x, t). (7.2)

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις κίνησης για τους τελεστές καταστροφής και δη-
μιουργίας

i~
∂

∂t

{
ψs(xt)

ψ†
s(x, t)

}
= [

{
ψs(xt)

ψ†
s(x, t)

}
,H] (7.3)

και τις μεταθετικές σχέσεις

[ψs(x),H] =
∑
s′

(
Ĥ0s,s′(x,−i~

d

dx
)ψs′(x) + ∆ss′ψ

†
s′(x)

)
, (7.4)

[ψ†
s(x),H] = −[ψs(x),H]†, (7.5)

όπου τα στοιχεία πίνακος του τελεστή Ĥ0 έχουν οριστεί στη σχέση (2.4), καταλήγουμε
στην εξίσωση συνέχειας του ηλεκτρικού φορτίου στην επαφή, που είναι η εξής:

∂Pe

∂t
(x, t) +

∂Ie
∂x

(x, t) = S(x, t), (7.6)

όπου

Ie(x, t) =
e~

2im(x)

∑
s

{
∂ψ†

s

∂x
(x, t)ψs(x, t)− ψ†

s(x, t)
∂ψs

∂x
(x, t)

}
(7.7)

και

S(x, t) =
e

i~
∑
ss′

{
∆∗

ss′(x)ψs′(x, t)ψs(x, t)−∆ss′(x)ψ
†
s(x, t)ψ

†
s′(x, t)

}
. (7.8)

Τον τελεστή Ie ονομάζουμε ρεύμα των οιωνεί σωματιδίων, ενώ o τελεστής S ονο-
μάζεται πηγαίος όρος (source term) και σχετίζεται με το ρεύμα που μεταφέρεται από
τα ζεύγη Cooper [109]. Είναι προφανές ότι, στις περιοχές όπου το δυναμικό ζεύγους
μηδενίζεται, ο πηγαίος όρος είναι και αυτός μηδέν. Το συνολικό ρεύμα στην επαφή δί-
νεται από το άθροισμα του ρεύματος των οιωνεί σωματιδίων και του ολοκληρώματος
του πηγαίου όρου. Έτσι γράφουμε
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I = ⟨Ie(x)⟩+
∫ x0

x

⟨S(x)⟩, (7.9)

όπου x0 είναι ένα σημείο όπου το ρεύμα του πηγαίου όρου μηδενίζεται και η μέση
τιμή είναι στη θερμοδυναμική κατάσταση ισορροπίας του συστήματος της επαφής. Η
εξάρτηση από το χρόνο t έχει παραληφθεί λόγω της επίδρασης της μέσης τιμής στην
κατάσταση ισορροπίας.

Ολοκληρώνουμε αυτή την ενότητα εκφράζοντας τις μέσες τιμές του ρεύματος οιωνεί
σωματιδίων και του πηγαίου όρου συναρτήσει της συνάρτησης Green. Για το ρεύμα
οιωνεί σωματιδίων, από τη σχέση (7.7), έχουμε

⟨Ie(x)⟩ =
e~

2im(x)

∑
s

lim
x′→x

∂

∂x′
{
⟨ψ†

s(x
′)ψs(x)⟩ − ⟨ψ†

s(x)ψs(x
′)⟩
}
. (7.10)

Η μέση τιμή των τελεστών καταστροφής και δημιουργίας στην παραπάνω σχέση
σχετίζεται με τη θερμική συνάρτηση Green μέσω της σχέσης

⟨ψ†
s(x

′)ψs(x)⟩ =
1

β

∑
ωn

eiωn0+ ≪ ψs(x);ψ
†
s(x

′) ≫iωn , (7.11)

όπου β = 1/kT , T η θερμοκρασία και ωn είναι οι φερμιονικές συχνότητες Matsubara.
Για να είμαστε συνεπείς με τη θεωρία της συνάρτησης Green που αναπτύξαμε στα

προηγούμενα κεφάλαια, επιλέγουμε τον ορισμό της θερμικής συνάρτησηςGreen και του
μετασχηματισμού Fourier αυτής να είναι αυτός που αναφέρεται στην αναφορά [6] ή τον
ισοδύναμο της αναφοράς [5]. Με αυτά τα δεδομένα, το ρεύμα των οιωνεί σωματιδίων
γράφεται τελικά

⟨Ie(x)⟩ =
e~

2im(x)

1

β

∑
n

lim
x′→x

∂

∂x′

{
TrĜ(x, x′; iωn)− TrĜ(x′, x; iωn)

}
. (7.12)

Ομοίως ισχύουν οι σχέσεις

⟨ψs′(x)ψs(x)⟩ =
1

β

∑
ωn

eiωn0+ ≪ ψs(x);ψs′(x) ≫iωn (7.13)

και

⟨ψ†
s(x)ψ

†
s′(x)⟩ =

1

β

∑
ωn

eiωn0+ ≪ ψ†
s′(x);ψ

†
s(x) ≫iωn . (7.14)
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Επομένως ο πηγαίος όρος γράφεται

⟨S(x)⟩ = e

i~
1

β

∑
n

{
Tr
(
∆̂∗(x)F̂ T (x, x; iωn)

)
− Tr

(
∆̂(x)F̂ (x, x; iωn)

)}
. (7.15)

Αξιοποιώντας τη σχέση συμμετρίας της συνάρτησης Green F̂ (iωn) = −F̂
∗
(iωn),

που οφείλεται στη συζυγία Bogoliubov, και τις ιδιότητες του ίχνους Tr(AB) = Tr(BA),
Tr(AT ) = Tr(A) καθώς και τη σχέση ∆̂T = −∆̂, μπορούμε να γράψουμε την παραπάνω
σχέση πιο απλά ως εξής:

⟨S(x)⟩ = 2e

~
1

β

∑
n

Im
{
Tr
(
∆̂∗(x)F̂ T (x, x; iωn)

)}
. (7.16)

Από την παραπάνω σχέση παρατηρούμε ότι ο πηγαίος όρος είναι μηδέν και όταν το
δυναμικό ζεύγους είναι υπολογισμένο αυτοσυνεπώς, μιας και τότε πρέπει να υπολογί-
σουμε το φανταστικό μέρος ενός πραγματικού αριθμού. Προς εξήγηση του παραπάνω
σημειώνουμε ότι

∆̂(x) = g
1

β

∑
n

F̂ T (x, x; iωn), (7.17)

όπου g είναι μια σταθερά σύζευξης και ∆̂, F̂ η αυτοσυνεπής συνάρτηση χάσματος και η
αυτοσυνεπής ανώμαλη συνάρτηση Green αντίστοιχα. Παρατηρούμε όμως ότι το ρεύμα
των ζευγών Cooper είναι το ολοκλήρωμα του πηγαίου όρου και επομένως δεν είναι
απαραίτητο να μηδενίζεται στα ίδια σημεία με αυτόν.

Με αυτές τις παρατηρήσεις είμαστε σε θέση να προχωρήσουμε στην εξαγωγή του
τύπου των Furusaki-Tsukada [109] και στη συνέχεια ενός νέου τύπου για το υπερρεύμα
που το εκφράζει συναρτήσει της ορίζουσας του πίνακα των συνθηκών συρραφής [65,
100].

7.2 Tύπος των Furusaki-Tsukada
Στην προηγούμενη ενότητα χωρίσαμε το συνολικό ρεύμα σε κάθε θέση x στην επαφή

Josephson σε δύο συνιστώσες. Επειδή δεν υπάρχει συσσώρευση φορτίου κατά μήκος της
επαφής στο μοντέλο μας, το συνολικό ρεύμα θα πρέπει να είναι το ίδιο σε κάθε θέση x.
Επομένως μπορούμε να το υπολογίσουμε σε όποια θέση θέλουμε. Επιλέγουμε λοιπόν
να το υπολογίσουμε στις ασυμπτωτικές περιοχές της επαφής (x < 0 ή x > d). Έχοντας
εκφράσει το ρεύμα οιωνεί σωματιδίων και τον πηγαίο όρο με τη βοήθεια της συνάρ-
τησης Green, μπορούμε να αντικαταστήσουμε τη μορφή της συνάρτησης Green στις
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ασυμπτωτικές περιοχές (σχέσεις (3.81) και (3.84)) και να καταλήξουμε σε μια σχέση
για το συνολικό υπερρεύμα συναρτήσει των συντελεστών ανάκλασης για πρόσπτωση
διεγέρσεων που είναι ιδιάζουσες ιδιοσυναρτήσεις των ασυμπτωτικών χαμιλτονιανών.
Έτσι καταλήγουμε στον ονομαζόμενο τύπο των Furusaki-Tsukada [109] για το υπερ-
ρεύμα.

Ας ξεκινήσουμε με το ρεύμα των οιωνεί σωματιδίων Ie. Παρατηρούμε από τον τύπο
(7.12) ότι τα τμήματα της συνάρτησης Green που είναι συμμετρικά στην εναλλαγή του
x και του x′ δεν συνεισφέρουν στο ρεύμα. Επισκόπηση των τύπων (3.81) και (3.84)
μας υποδεικνύει ότι οι μόνοι όροι στην ασυμπτωτική συνάρτηση Green που συνεισφέ-
ρουν είναι αυτοί στο άθροισμα ως προς ps, p′s′ με p′ = p̄. Από αυτούς τους όρους, ας
μελετήσουμε τα γινόμενα των σπινόρων, στα οποία θα κληθούμε να πάρουμε το ίχνος
στο σύνθετο υποπίνακά τους που αντιστοιχεί στην κανονική συνάρτηση Green των ηλε-
κτρονίων (δηλ. στον υποπίνακα που συνεισφέρει στο Ĝ κομμάτι της συνάρτησης Green
και αντιστοιχεί στις μεταβλητές e και e). Έτσι έχουμε

ϕesνϕ̃
T
hs′ν =

(
uνvνAsA

T
s̄′ s̄′u2νe

iχνAsA
T
s′

sv2νe
−iχνAs̄A

T
s̄′ ss̄′uνvνAs̄A

T
s′

)
(7.18)

και

ϕhsνϕ̃
T
es′ν =

(
uνvνAs̄A

T
s′ s′v2νe

iχνAs̄A
T
s̄′

s̄u2νe
−iχνAsA

T
s′ s̄s′uνvνAsA

T
s̄′

)
. (7.19)

Με δεδομένο ότι

Tr
(
AsA

T
s′

)
= δss′ , (7.20)

συμπεραίνουμε ότι στο ρεύμα των οιωνεί σωματιδίων συμμετέχουν όροι, όχι μόνο με
p′ = p̄, αλλά και με s′ = s̄. Έτσι η σχέση (7.12) γράφεται

⟨Ie(x)⟩ = − e~
2imν

1

β

∑
n

{∑
ps

imνωn

~2kpνΩν

αν
ps,p̄s̄Tr

(
ϕp̄s̄νϕ̃

T
psν

)
Y (x)

}
, (7.21)

όπου

Y (x) = lim
x′→x

∂

∂x′

(
e−iνp̄kp̄ν(x−dν)−iνpkpν(x′−dν) − e−iνp̄kp̄ν(x′−dν)−iνpkpν(x−dν)

)
, (7.22)
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Ων =
√
ω2
n + |∆ν |2 (7.23)

και dν είναι, είτε dℓ = 0, είτε dr = d. Επίσης

Tr
(
ϕp̄s̄νϕ̃

T
psν

)
= uνvν =

|∆ν |
2iωn

(7.24)

και η συνάρτηση Y (x) απλοποιείται ως εξής

Y (x) = −iνp(kpν + kp̄ν)e
−i(νp̄kp̄ν+νpkpν)(x−dν). (7.25)

Αντικαθιστώντας στη σχέση (7.21), τελικά προκύπτει

⟨Ie(x)⟩ = ν
e|∆ν |
~β

∑
n

1

4Ων

{∑
ps

(kpν + kp̄ν)p
αν
ps,p̄s̄

kpν
e−iν(pkpν+p̄kp̄ν)(x−dν)

}
. (7.26)

Η παραπάνω σχέση μας δίνει το ρεύμα των οιωνεί σωματιδίων στις ασυμπτωτικές
περιοχές της επαφής. Το συνολικό ρεύμα είναι ίσο με το ρεύμα των οιωνεί σωματιδίων
στα σημεία x0, όπου μηδενίζεται το ρεύμα του πηγαίου όρου. Τέτοια σημεία είναι και τα
dν , που ανήκουν στα όρια των ασυμπτωτικών περιοχών. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι
η ασυμπτωτική μορφή της συνάρτησης Green είναι προσεγγιστική στις ασυμπτωτικές
περιοχές και το γεγονός ότι στην ενδιάμεση περιοχή η συνάρτηση χάσματος θεωρείται
είτε αυτοσυνεπής, είτε μηδέν. Έτσι στην ενδιάμεση περιοχή ο πηγαίος όρος είναι παντού
μηδέν, άρα και το ρεύμα αυτού στα σημεία x0 = dν λόγω συνέχειας. Επομένως το
συνολικό ρεύμα στην επαφή δίνεται από τη σχέση

I = ν
e|∆ν |
~β

∑
n

1

4Ων

{∑
ps

(kpν + kp̄ν)p
αν
ps,p̄s̄

kpν

}
. (7.27)

Στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή, η σχέση (7.27) παίρνει τη μορφή 1

I =
e|∆ℓ|
~β

∑
n

1

4Ωℓ

(keℓ + khℓ)

{
αℓ
e↑,h↓

keℓ
+
αℓ
e↓,h↑

keℓ
−
αℓ
h↑,e↓

khℓ
−
αℓ
h↓,e↑

khℓ

}
. (7.28)

Στη συνέχεια θα δώσουμε μια σύντομη περιγραφή του πως υπολογίζεται το ρεύμα
του πηγαίου όρου, ώστε να επαληθεύσουμε τα παραπάνω αποτελέσματα. Ξεκινούμε με

1Η σχέση αυτή έχει χρησιμοποιηθεί και στην αναφορά [125].
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τη σχέση (7.16) και εκτελούμε την πράξη του ίχνους, η οποία περιλαμβάνει μόνο το
γινόμενο των σπινόρων ϕpsν . Συγκεκριμένα πρέπει να υπολογίσουμε τις παραστάσεις

Tr
(
iσy

(
ϕpsνϕ̃

T
p′s′ν

)∣∣∣
F̂

)
,

όπου από το γινόμενο των σπινόρων απομονώνεται το σύνθετο κομμάτι του που αντι-
στοιχεί στο κομμάτι F̂ της συνάρτησης Green, δηλαδή στο σύνθετο κομμάτι του γινο-
μένου των σπινόρων που αντιστοιχεί στις παραμέτρους e και h, οι οποίες χαρακτηρί-
ζουν το σωματιδιακό βαθμό ελευθερίας. Τότε παρατηρούμε ότι, από τους όρους στην
ασυμπτωτική συνάρτηση Green (3.81) και (3.84), επιβιώνουν μόνο αυτοί που περιέ-
χουν την ελεύθερη συνάρτηση Green και τους συντελεστές κανονικής ανάκλασης με
διατήρηση του σπιν (αν

ps,ps), καθώς και οι όροι που περιέχουν τους συντελεστές ανά-
κλασης Andreev (αν

ps,p̄s̄). Οι τελευταίοι όμως είναι αυτοί που επιβιώνουν τελικά, αφού
οι κανονικοί συντελεστές ανάκλασης μαζί με την ελεύθερη Green δίνουν συνεισφορά
που είναι πραγματικός αριθμός. Αυτό μπορεί να διαπιστωθεί, αν χρησιμοποιηθούν και
οι σχέσεις συμμετρίας για τους κανονικούς συντελεστές ανάκλασης που εξάγονται από
τη συμμετρία της συζυγίας Bogoliubov (ενότητα 5.3). Στη συνέχεια και με τους όρους
που απέμειναν, χρησιμοποιούμε τη σχέση (7.15) και υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα του
πηγαίου όρου, φτάνοντας σε ένα αποτέλεσμα ίδιο με αυτό του τύπου (7.26), αλλά με
τη διαφορά ότι ο εκθετικός παράγοντας, που περιέχει και την εξάρτηση από τη θέση x,
αντικαθίσταται από 1−e−iν(pkpν+p̄kp̄ν)(x−dν). Προσθέτοντας το ρεύμα των οιωνεί σωμα-
τιδίων με το ολοκλήρωμα του πηγαίου όρου, καταλήγουμε στο αποτέλεσμα (7.27).

7.3 Υπερρεύμα από την ορίζουσα του πίνακα των συν-
θηκών συρραφής

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε έναν νέο τύπο για το υπερρεύμα σε μια
επαφή Josephson, που το σχετίζει με την ορίσουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής
Γ. H απόδειξη που θα παρουσιάσουμε θα γίνει με πράξεις στη σχέση (7.28).

Αντικαθιστούμε για κάθε συντελεστή Andreev στη σχέση (7.28) το ισοδύναμό του
πηλίκο οριζουσών, που δίνεται από τη σχέση (2.82). Οι παρονομαστές είναι ταυτόση-
μοι για κάθε συντελεστή ανάκλασης και ίσοι με την ορίζουσα του πίνακα συνθηκών
συρραφής. Οι αριθμητές είναι ορίζουσες του πίνακα συνθηκών συρραφής με μία από
τις τέσσερις πρώτες στήλες τους να έχει αντικατασταθεί με τη στήλη Bpsℓ (βλ. σχέ-
σεις (2.76) και (2.77)). Στη συνέχεια κάνουμε το ανάπτυγμα Laplace κάθε ορίζουσας
στον αριθμητή ως προς τις τέσσερις πρώτες στήλες και παίρνουμε σαν αποτέλεσμα ένα
άθροισμα γινομένων ελλάσσονων οριζουσών 4 × 4 με τα αντίστοιχα αλγεβρικά τους
συμπληρώματα, με κάθε γινόμενο να αντιστοιχεί σε μία επιλογή τεσσάρων γραμμών
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από την αρχική ορίζουσα του αριθμητή Γα,ℓ
ps,p̄s̄. Η επιλογή των τεσσάρων γραμμών γί-

νεται μεταξύ των οχτώ πρώτων γραμμών του πίνακα Γα,ℓ
ps,p̄s̄, δηλαδή από τις θέσεις των

υποπινάκωνL1, L2 της αρχικής ορίζουσας Γ. Εφόσον οι ορίζουσες Γα,ℓ
ps,p̄s̄ στον αριθμητή

διαφέρουν από τη Γ και μεταξύ τους κατά μία ή μερικές από τις τέσσερις πρώτες στή-
λες τους, τα αλγεβρικά συμπληρώματα κατά την ανάπτυξη Laplace όλων αυτών των
οριζουσών είναι ίδια μεταξύ τους. Επομένως έχουμε

αℓ
ps,p̄s̄ =

1

Γ

∑
r1,r2,r3,r4

Γα,ℓ
ps,p̄s̄[r1, r2, r3, r4]D[r1, r2, r3, r4] (7.29)

και

Γ =
∑

r1,r2,r3,r4

Γ[r1, r2, r3, r4]D[r1, r2, r3, r4], (7.30)

όπου Γα,ℓ
ps,p̄s̄[r1, r2, r3, r4] και Γ[r1, r2, r3, r4] είναι οι ελάσσονες ορίζουσες των Γα,ℓ

ps,p̄s̄

και Γ αντίστοιχα, που καθορίζονται από τις τέσσερις πρώτες στήλες και τις γραμμές
r1, r2, r3, r4. ΕπίσηςD[r1, r2, r3, r4] είναι τα κοινά τους αλγεβρικά συμπληρώματα. Έτσι
έχουμε

∆ℓ

4Ωℓ

(keℓ + khℓ)
∑
ps

p
αℓ
ps,p̄s̄

kpℓ
=

1

Γ

∑
r1,r2,r3,r4

X[r1, r2, r3, r4]D[r1, r2, r3, r4], (7.31)

όπου

X[r1, r2, r3, r4] =
∆ℓ

4Ωℓ

(keℓ + khℓ)
∑
ps

p
Γα,ℓ
ps,p̄s̄[r1, r2, r3, r4]

kpℓ
. (7.32)

Σημειώνουμε ότι οι φάσεις της συνάρτησης χάσματος στα αριστερά και τα δεξιά
μπορούν να επιλεγούν αυθαίρετα, αρκεί η διαφορά τους να μένει η ίδια. Επομένως μπο-
ρούμε να υποθέσουμε ότι στην αριστερή ασυμπτωτική περιοχή η φάση είναι ίση με−χ
και ίση με μηδέν στη δεξιά ασυμπτωτική περιοχή. Αυτό έχει σαν συνέπεια ότι η δια-
φορά φάσης μεταξύ των ασυμπτωτικών περιοχών περιέχεται εξ’ ολοκλήρου στους υπο-
πίνακες L1, L2 του πίνακα των συνθηκών συρραφής. Τότε οι ποσότητεςX[r1, r2, r3, r4]

μπορούν να κατηγοριοποιηθούν ανάλογα με την εξάρτησή τους από τη διαφορά φάσης
χ. Έτσι οι ελάσσονες ορίζουσες που σχηματίζονται από τις τέσσερις πρώτες γραμμές,
δηλ. από τις γραμμές του υποπίνακα L1, περιέχουν ένα παράγοντα φάσης e−2iχ, ενώ
οι ελάσσονες ορίζουσες που σχηματίζονται από τις γραμμές του υποπίνακα L2 περιέ-
χουν τον παράγοντα φάσης e2iχ. Οι ελάσσονες ορίζουσες που σχηματίζονται από μία
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γραμμή από τον υποπίνακα L1 (L2) και τρεις γραμμές από τον υποπίνακα L2 (L1) πε-
ριέχουν τον παράγοντα eiχ (e−iχ), ενώ οι ελάσσονες ορίζουσες που σχηματίζονται από
δύο γραμμές από κάθε έναν από τους L1, L2 είναι ανεξάρτητες του χ. Τότε, εκτελώντας
τις πράξεις στην παράσταση (7.32) και συγκρίνοντας το αποτέλεσμα με την αντίστοιχη
ελάσσονα ορίζουσα Γ[r1, r2, r3, r4], που προκύπτει από την ίδια επιλογή γραμμών στο
ανάπτυγμα Laplace της Γ, καταλήγουμε στο εξής συμπέρασμα: Οι όροι στην τροποποι-
ημένη ελάσσονα ορίζουσα X που είναι ανεξάρτητοι του χ μηδενίζονται. Οι όροι που
εξαρτώνται από το eiχ (e−iχ) είναι ίσοι με i(−i) επί την αντίστοιχη ελάσσονα ορίζουσα
Γ[r1, r2, r3, r4], εκτός από όταν μηδενίζονται και οι δύο. Τέλος οι όροι που περιέχουν
τον παράγοντα e2iχ (e−2iχ) είναι ίσοι με 2i (−2i) επί την αντίστοιχη ελάσσονα ορίζουσα
Γ[r1, r2, r3, r4]. Αυτό σημαίνει ότι η παράσταση X[r1, r2, r3, r4] είναι ίση με την παρά-
γωγο ως προς χ της αντίστοιχης Γ[r1, r2, r3, r4]. Επομένως γράφουμε

I =
e

~β
∑
n

1

Γ(χ, iωn)

∂Γ(χ, iωn)

∂χ
. (7.33)

Ο παραπάνω τύπος, εκτός από τη θεωρητική του αξία και την δυνατότητα αριθμη-
τικής του αξιοποίησης, μας καταδεικνύει το εξής: όπως είναι φανερό από τη συζήτηση
στο κεφάλαιο 2 (ενότητα 2.4), η ορίζουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής Γ εξαρ-
τάται μόνο από τις γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις στην αριστερή ασυμπτωτική, τη δεξιά
ασυμπτωτική και την ενδιάμεση περιοχη της επαφής και όχι από λύσεις των εξισώσεων
BdG που ικανοποιούν συγκεκριμένες συνθήκες πρόσπτωσης. Επομένως το υπερρεύμα
της επαφής στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας εξαρτάται μόνο από τη δομή
της επαφής και όχι από λύσεις με συγκεκριμένες συνθήκες πρόσπτωσης.

Ο τύπος (7.33) παρουσιάστηκε στην αναφορά [100]. Επίσης ένας παρόμοιος τύπος
έχει δημοσιευτεί στην αναφορά [65]. Στη δική μας εκδοχή της απόδειξης φαίνεται ότι
ο τύπος (7.33) ισχύει, ο,τιδήποτε και αν υπάρχει στην ενδιάμεση περιοχή, καθώς καμία
υπόθεση δεν γίνεται περί αυτού. Επομένως ισχύει ακόμα και για αυτοσυνεπή προσδιο-
ρισμό της συνάρτησης χάσματος στην ενδιάμεση περιοχή. Ο περιορισμός της είναι ότι
ισχύει μόνο για υπεραγώγιμα ηλεκτρόδια συμβατικού τύπου. Παρόλα αυτά το πιο πι-
θανό είναι ότι μπορεί να δειχθεί ότι ισχύει ακόμα και για ηλεκτρόδια μη συμβατικού
τύπου. Αντίθετα, στην αναφορά [65], η απόδειξη του τύπου (7.33) βασίζεται στο μη αυ-
τοσυνεπές τμηματικά σταθερής συνάρτησης χάσματος μοντέλο, με ενδιάμεσο στρώμα
χωρίς μαγνήτιση, αλλά σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες.

Ο τύπος (7.33) είναι επίσης γενίκευση ενός τύπου που ισχύει για σιδηρομαγνητι-
κές επαφές Josephson με συγγραμμικές μαγνητίσεις, που δίνεται στην αναφορά [126].
Μπορεί επίσης να γραφεί στη μορφή
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I = − e

~β
∑
n

∂

∂χ
ln

1

Γ(χ, iωn)
. (7.34)

Σε αυτή τη μορφή θυμίζει τη γνωστή σχέση για το υπερρεύμα I = −2e
~

∂F
∂χ
. Με αυτή

την αφετηρία, πιστεύουμε ότι είναι δυνατό η ισχύς του τύπου (7.33) να γενικευτεί και
στην περίπτωση που τα υπεραγώγιμα ηλεκτρόδια είναι μη συμβατικού τύπου.

Όπως θα δούμε παρακάτω, η ορίζουσα Γ υπολογισμένη για φανταστική ενέργεια
είναι ένας πραγματικός αριθμός. Επομένως ο λογάριθμος στη σχέση (7.34) είναι μια
πραγματική συνάρτηση και δεν χρειάζεται προσοχή, όσον αφορά την επιλογή κάποιου
κλάδου.

7.4 Συμμετρίες της σχέσης υπερρεύματος-φάσης και της
ορίζουσας του πίνακα των συνθηκών συρραφής

Σε αυτό το σημείο και αφού έχουμε παρουσιάσει τους τρόπους υπολογισμού του
υπερρεύματος, θα θέλαμε να εξετάσουμε τις επιπτώσεις των ιδιοτήτων συμμετρίας που
εξετάσαμε στα κεφάλαια 4 και 5 στη σχέση υπερρεύματος φάσης (CPR), στην ορί-
ζουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής και κατ’ επέκταση στις δέσμιες καταστάσεις
Andreev. Θα παρουσιάσουμε αυτό το υλικό με την ίδια σειρά που παρουσιάστηκαν οι
αντίστοιχες συνθήκες συμμετρίας.

Ξεκινούμε από το μετασχηματισμό της μιγαδικής συζυγίας του κεφαλαίου 4. Έχο-
ντας υπόψη μας τη σχέση (7.28) για το υπερρεύμα και αξιοποιώντας τη σχέση συμμε-
τρίας (4.22), καταλήγουμε στη σχέση

I(ϕ, χ) = −I(−ϕ,−χ). (7.35)

Ας υποθέσουμε ότι δίνεται η σχέση υπερρεύματος φάσης στο διάστημα χ ∈ [0, 2π]

για δύο σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson που η γεωμετρία των μαγνητίσεων τους
διαφέρει στο πρόσημο της πολικής γωνίας και άρα η μία γεωμετρία είναι προβολή της
άλλης ως προς το επίπεδο zx. Τότε η σχέση (7.35) καταδεικνύει ότι δύο σιδηρομαγνητι-
κές επαφές Josephson έχουν σχέσεις υπερρεύματος φάσης που συμπεφτει η μία με την
άλλη, αν αλλάξουμε το πρόσημο του ρεύματος και περιστρέψουμε όλη την καμπύλη
γύρω από τον άξονα χ = π κατά 180 μοίρες, όπως φαίνεται στο Σχ.7.1. Η στροφή αυτή
είναι αναγκαία, ώστε να φέρει το χ στο 2π − χ ή ισοδύναμα στο −χ, αφού η σχέση
υπερρεύματος φάσης είναι περιοδική ως προς τη μεταβλητή χ, με περίοδο 2π. Οφεί-
λουμε επίσης να παρατηρήσουμε ότι η σχέση υπερρεύματος φάσης είναι ανεξάρτητη
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Σχήμα 7.1: Σχέσεις υπερρεύματος φάσης για δύο επαφές με ένα σιδηρομαγνητικό
στρώμα και σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες: (a) με γεωμετρία μαγνητίσεων στις διευθύν-
σεις z, x, y, (b) με γεωμετρία μαγνητίσεων z, x,−y ή −z,−x,−y. Οι υπόλοιπες παρά-
μετροι είναι: θερμοκρασία T/Tc = 0.1, συνάρτηση χάσματος μηδενικής θερμοκρασίας
∆0ℓ,r/EF = 0.001, κανονικοποιημένη ισχύς κανονικής ενδοεπιφανειακής σκέδασης
Znℓ,r = 0, κανονικοποιημένη ισχύς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης Zmℓ,r = 1, κανονικο-
ποιημένο πάχος ενδιάμεσου στρώματος kFd = 20, μαγνήτιση ενδιάμεσου στρώματος
M/EF = 0.5.

144



της επιλογής του άξονα κβάντωσης, που είναι ισοδύναμο με το να πούμε ότι παραμένει
η ίδια, αν όλες οι μαγνητίσεις του συστήματος περιστραφούν κατά τον ίδιο τρόπο. Επο-
μένως η επιλογή του επιπέδου zx, ως προς το οποίο προβάλλονται οι πολικές γωνίες,
είναι αυθαίρετη.
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Σχήμα 7.2: Ενεργειακό φάσμα δέσμιων καταστάσεων Andreev για δύο επαφές με ένα
σιδηρομαγνητικό στρώμα και σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες: (a) με γεωμετρία μαγνητί-
σεων στις διευθύνσεις z, x, y, (b) με γεωμετρία μαγνητίσεων z, x,−y ή−z,−x,−y. Οι
υπόλοιπες παράμετροι είναι όπως στο Σχ.7.1.

Για να βγάλουμε συμπεράσματα για τη συμμετρία της ορίζουσας του πίνακα των
συνθηκών συρραφής και κατ’ επέκταση για τις δέσμιες καταστάσεις Andreev, θα χρη-
σιμοποιήσουμε τη σχέση

∂

∂χ
ln

1

Γ(χ; z)
= − i|∆ℓ|

4Ωℓ(z)
(keℓ(z) + khℓ(z))

∑
ps

p
αℓ
ps,p̄s̄(z)

kpℓ(z)
. (7.36)

Ο κλάδος της λογαριθμικής συνάρτησης επιλέγεται να είναι ο αρνητικός πραγμα-
τικός ημιάξονας του πεδίου ορισμού της. Παρόλα αυτά, όποιος κλάδος και αν επιλεγεί
το αποτέλεσμα είναι το ίδιο, επειδή οι κλάδοι της λογαριθμικής συνάρτησης διαφέρουν
κατά έναν σταθερό φανταστικό αριθμό, ο οποίος απαλοίφεται όταν παραγωγιστεί ως
προς τη φάση χ.

Οφείλουμε να σημειώσουμε ότι η σχέση (7.36) αφορά όλες τις τιμές της μιγαδι-
κής ενέργειας z, εκτός από τους κλάδους της μιγαδικής αυνάρτησης Γ και τα σημεία
μηδενισμού της, αφού στην εξαγωγή των τύπων (7.33) και (7.34) από τον τύπο (7.28)
των Furusaki-Tsukada εκτελέσαμε μόνο αλγεβρικές πράξεις που παραμένουν σε ισχύ
ακόμα και αν δεν υποθέσουμε εξαρχής ότι z = iωn. Χρησιμοποιώντας τη σχέση (7.36)
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καταλήγουμε στο ακόλουθο συμπέρασμα για την ορίζουσα του πίνακα των συνθηκών
συρραφής

Γ(χ, ϕ; z) = cΓ(−χ,−ϕ; z). (7.37)

όπου c είναι μια σταθερά ως προς χ, μη μηδενική, αλλά δεν είναι δυνατό να προσδιορί-
σουμε την εξάρτησής της από τις άλλες παραμέτρους της επαφής από τη σχέση (7.36).
Εδώ το z παίρνει τιμές εκτός των κλάδων της συνάρτησης Γ, αλλά περιλαμβάνει και τα
σημεία μηδενισμού της, αφού η συνάρτηση Γ είναι αναλυτική στα σημεία αυτά.

Το ενεργειακό φάσμα των δέσμιων καταστάσεων Andreev προκύπτει από τη συν-
θήκη

Γ(χ, ϕ,E) = 0. (7.38)

Έτσι, η σχέση (7.37) μας δίνει

Γ(χ, ϕ,En(χ, ϕ)) = 0 ⇔
Γ(−χ,−ϕ,En(χ, ϕ)) = 0

(7.39)

και συνεπώς

En(χ, ϕ) = En(−χ,−ϕ) (7.40)

Επομένως η σχέση (7.37) έχει μια ανάλογη επίπτωση στο φάσμα των δέσμιων κα-
ταστάσεων Andreev με αυτή που έχει η σχέση (7.35) στη σχέση υπερρεύματος φάσης.
Δηλαδή τα φάσματα των δέσμιων καταστάσεων για τις δύο γεωμετρίες συμπέφτουν με-
ταξύ τους αν στρέψουμε το ένα κατά 180 μοίρες γύρω από τον άξονα χ = π. Αυτό
φαίνεται στο Σχ.7.2.

Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο των Furusaki-Tsukada
και τις σχέσεις συμμετρίας (4.41), που πηγάζουν από την αντιστροφή χρόνου, για να
καταλήξουμε στην παρακάτω σχέση

I(M, χ) = −I(−M,−χ). (7.41)

Η παραπάνω σχέση σημαίνει ότι οι σχέσεις υπερρεύματος φάσης για δύο επαφές με
γεωμετρίες αντίθετων μαγνητίσεων έρχονται σε ταύτιση, αν περιστραφούν γύρω από
τον άξονα χ = π κατά 180 μοίρες και αλλαχθεί το πρόσημο του ρεύματος. Αυτό φαίνε-
ται και στο Σχ.7.1.
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Η σχέση (7.41) είναι συμβατή με τη σχέση (7.35), αν λάβουμε υπόψη μας ότι το
υπερρεύμα είναι περιοδική συνάρτηση των πολικών γωνιών ϕ με περίοδο 2π. Έτσι
έχουμε την παρακάτω αλληλουχία σχέσεων

I(−M, χ) = I(π + ϕ, π − θ, χ)

= −I(−π − ϕ, π − θ,−χ)
= −I(π − ϕ, π − θ,−χ)
= I(−ϕ, θ, χ),

(7.42)

όπου στη δεύτερη σειρά χρησιμοποιούμε τη συμμετρία που οφείλεται στη μιγαδική συ-
ζυγία, στην τρίτη την περιοδικότητα του ϕ και στην τέταρτη την αντιστροφή χρόνου.

Ομοίως, για την ορίζουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής, η αντιστροφή χρό-
νου δίνει

Γ(M, χ; z) = cΓ(−M,−χ; z). (7.43)

Οι επιπτώσεις των συνθηκών (7.41) και (7.43) στη σχέση υπερρεύματος φάσης και
στις δέσμιες καταστάσεις Andreev φαίνονται στο Σχ.7.1 και στο Σχ.7.2.

Στην περίπτωση που έχουμε επίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων, τότε ο μικτός μετα-
σχηματισμός που περιγράψαμε στο κεφάλαιο 4 (ενότητα 4.4) έχει την παρακάτω επί-
πτωση στη σχέση υπερρεύματος φάσης

I(χ) = −I(−χ), (7.44)

ενώ στην ορίζουσα του πίνακα συνθηκών συρραφής

Γ(χ; z) = cΓ(−χ; z). (7.45)

Η σχέση (7.44) επιβάλλει η σχέση υπερρεύματος φάσης να έχει κέντρο αντισυμμε-
τρίας το σημείο χ = π, αν λάβουμε υπόψη μας και την περιοδικότητα ως προς χ με
περίοδο 2π. Επίσης η σχέση (7.45) επιβάλλει το φάσμα των ενεργειών των καταστά-
σεων Andreev να έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο χ = π. Έτσι συμπεραίνουμε ότι,
όταν οι μαγνητίσεις της επαφής είναι συνεπίπεδες, αρκεί να απεικονίζουμε τη σχέση
υπερρεύματος φάσης και τις ενέργειες των δέσμιων καταστάσεων μόνο στο διάστημα
χ ∈ [0, π]. Επίσης είναι φανερό από τη σχέση (7.44) ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης
οφείλει να είναι μηδέν, όταν η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι συνεπίπεδη.

Σε αυτό το σημείο οφείλουμε να σημειώσουμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής διαφο-
ράς φάσης σε επαφές με συνεπίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων μπορεί να αποκλειστεί και

147



από τη σχέση (7.35). Αυτό φαίνεται ως εξής: αν επιλέξουμε το zx επίπεδο να ταυτί-
ζεται με το επίπεδο των μαγνητίσεων, τότε όλες οι πολικές γωνίες ϕ των μαγνητίσεων
μηδενίζονται και από τη σχέση (7.35) καταλήγουμε στη σχέση (7.44). Όπως είπαμε,
είμαστε ελεύθεροι να επιλέξουμε τον άξονα κβάντωσης του σπιν σε όποια διεύθυνση
θέλουμε, χωρίς να επηρεαστεί το υπερρεύμα. Στη συγκεκριμένη επιλογή του επιπέδου
zx, ο μικτός μετασχηματισμός ταυτίζεται με το μετασχηματισμό της μιγαδικής συζυ-
γίας. Επομένως οι δύο μέθοδοι είναι ισοδύναμες.

Στη συνέχεια εξετάζουμε την επίδραση της συζυγίας Bogoliubov του κεφαλαίου 4
στις ιδιότητες της επαφής. Για τη σχέση υπερρεύματος φάσης δεν παίρνουμε κάποια
καινούρια συνθήκη συμμετρίας. Όμως μπορούμε να εξάγουμε το συμπέρασμα, βασι-
σμένοι στις σχέσεις (4.77) και (4.79), ότι η αθροιστέα ποσότητα ως προς ωn στον τύπο
(7.27) είναι συμμετρική στα θετικά και αρνητικά ωn και συνεπώς μπορούμε να πολλα-
πλασιάσουμε επί δύο και να αθροίσουμε μόνο τις θετικές συχνότητες Matsubara. Έτσι
προκύπτει η σχέση

I = ν
e|∆ν |
~β

∑
ωn>0

1

2Ων

{∑
ps

(kpν + kp̄ν)p
αν
ps,p̄s̄

kpν

}
, (7.46)

καθώς και η σχέση

I =
2e

~β
∑
ωn>0

1

Γ(χ, iωn)

∂Γ(χ, iωn)

∂χ
. (7.47)

Όσον αφορά την ορίζουσα των συνθηκών συρραφής, η επίδραση της συζυγίας Bogoliubov
είναι να δώσει τη σχέση

Γ(χ, z) = cΓ(χ,−z). (7.48)

Η παραπάνω σχέση έχει ως συνέπεια τη συμμετρία των ενεργειακών φάσματων των
καταστάσεων Andreev μεταξύ θετικών και αρνητικών ενεργειών, δηλαδή η ευθεία E =

0 είναι άξονας συμμετρίας του διαγράμματος. Αυτό φαίνεται καθαρά στο Σχ.7.2.
Τέλος αναφέρουμε το βασικό συμπέρασμα στο οποίο μας οδηγούν οι συνθήκες συμ-

μετρίες του κεφαλαίου 5, το οποίο είναι ότι το υπερρεύμα, όπως δίνεται από τον τύπο
των Furusaki-Tsukada, είναι μια πραγματική ποσότητα. Αυτό προκύπτει αμέσως από
τη σχέση (5.20) και τις σχέσεις που την ακολουθούν (5.21) έως (5.24), δείχνοντας ότι
I = I∗, αν μαζί με αυτές χρησιμοποιήσουμε και τη συμμετρία της αθροιστέας ποσότη-
τας στο μετασχηματισμό z → −z.
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Επίσης, χρησιμοποιώντας τη σχέση (5.50) του κεφαλαίου 5, μπορούμε να απαλοί-
ψουμε από τον τύπο των Furusaki-Tsukada τους συντελεστές ανάκλασης που αντιστοι-
χούν σε πρόσπτωση διέγερσης χαρακτήρα οπής και να καταλήξουμε στη σχέση

I = ν
e|∆ν |
~β

∑
ωn>0

1

Ων

(keν + khν)Re
{
αν
e↑,h↓

keν
+
αν
e↓,h↑

keν

}
. (7.49)

Ολοκληρώνουμε αυτή την ενότητα με δύο παρατηρήσεις. Κατ’ αρχάς η σταθερά
αναλογίας c, που εμφανίζεται στις σχέσεις συμμετρίας για την ορίζουσα Γ, είναι πι-
θανότατα ίση με τη μονάδα, όπως προκύπτει από αριθμητικούς υπολογισμούς στο μη
αυτοσυνεπές μοντέλο. Απλά με τη μέθοδο που χρησιμοποιούμε δεν μπορεί να προσδιο-
ριστεί περαιτέρω θεωρητικά. Επίσης με προσεχτικούς υπολογισμούς στην ορίζουσα Γ

μπορούμε να αποδείξουμε ότι

Γ(z)∗ = Γ(−z∗), (7.50)

παίρνοντας το μιγαδικό συζυγή και αναδιατάσσοντας γραμμές και στήλες της ορίζου-
σας. Έτσι αποδεικνύεται ότι η ορίζουσα του πίνακα των συνθηκών συρραφής είναι μια
πραγματική ποσότητα στο πεδίο των συχνοτήτων Matsubara. Η σχέση αυτή μπορεί να
δειχθεί, με απροσδιοριστία μιας πολλαπλασιαστικής σταθεράς, από τη σχέση συμμε-
τρίας (5.50), μέσω της σχέσης (7.36). Σίγουρα όμως θα πρέπει να υπάρχει μια σχέση
που να συνδέει την ορίζουσα απευθείας με γνωστά μετασχηματιζόμενες ποσότητες, κι
όχι μέσω της παραγώγου της.

7.5 Η εξάρτηση του υπερρεύματος από τις διευθύνσεις
των μαγνητίσεων της επαφής - Μη αυτοσυνεπές μο-
ντέλο

Στην παρούσα ενότητα θα υπολογίσουμε την ορίζουσα Γ του πίνακα των συνθη-
κών συρραφής, για να αντλήσουμε πληροφορίες για την εξάρτηση του υπερρεύματος
από τις διευθύνσεις των μαγνητίσεων του συστήματος. Θα θεωρήσουμε μία επαφή με
ένα ενδιάμεσο στρώμα και μαγνητικές ενδοεπιφάνειες εκατέρωθεν αυτού. Επίσης θα
χρησιμοποιήσουμε την προσέγγιση του τμηματικά σταθερού δυναμικού ζεύγους, όπως
το περιγράψαμε στο κεφάλαιο 2. Αυτό σημαίνει ότι το δυναμικό ζεύγους δεν είναι αυ-
τοσυνεπές. Έτσι όμως διευκολύνονται οι πράξεις, που παρόλα αυτά είναι ακόμη πολύ
απαιτητικές.
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Θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο του αναπτύγματος Laplace, για να υπολογίσουμε
την ορίζουσα Γ. Έπίσης είναι βολικό να διακρίνουμε τους όρους του αναπτύγματος ανά-
λογα με την εξάρτησή τους από τη διαφορά φάσης χ μεταξύ των δύο υπεραγωγών. Αυτή
τη φορά θα θέσουμε, χωρίς απώλεια γενικότητας, χℓ = 0 και χr = χ. Το τελικό αποτέ-
λεσμα για την ορίζουσα Γ έχει την ακόλουθη εξάρτηση από τη διαφορά φάσης χ:

Γ(χ, iωn) = A cos 2χ+B sinχ+ C cosχ+D, (7.51)

όπου τα A,B,C,D είναι ανεξάρτητα του χ, αλλά κατά τα άλλα πολύπλοκες συναρ-
τήσεις των κυματανυσμάτων, του πάχους d της επαφής, των μαγνητίσεων του σιδηρο-
μαγνητικού στρώματος και των ενδοεπιφανειών, των ισχύων κανονικής σκέδασης των
ενδοεπιφανειών και των uν , vν , ν = ℓ, r. Αντικαθιστώντας στην σχέση (7.33), έχουμε

I = − e

~β
∑
n

2A sin 2χ−B cosχ+ C sinχ
A cos 2χ+B sinχ+ C cosχ+D

. (7.52)

Παρατηρούμε ότι ο όρος cosχ στον αριθμητή (που προέρχεται από τον όρο sinχ
στον παρονομαστή) είναι αιτία για την πιθανή ύπαρξη υπερρεύματος μηδενικής φάσης
στην επαφή. Είναι επίσης φανερό ότι ο όρος αυτός θα έχει επίδραση στο υπερρεύμα
ακόμα και για μη μηδενικές τιμές της διαφοράς φάσης. Για να πετύχουμε μεγαλύτερη
κατανόηση αυτού του φαινομένου, συνεχίζουμε με τον υπολογισμό, έστω μερικό, της
ορίζουσας Γ.

Αναπτύσσουμε την ορίζουσα Γ ως προς τις πρώτες και τις τελευταίες τέσσερις στή-
λες. Τότε η ορίζουσα ισούται με ένα άθροισμα γινομένων 8× 8 ελασσόνων οριζουσών
επί τα αλγεβρικά τους συμπληρώματα. Είναι προφανές ότι ο μόνος τρόπος αυτές οι
ελάσσονες ορίζουσες να μην περιέχουν γραμμές μηδενικών είναι να επιλέξουμε τέσσε-
ρις από τις γραμμές από τους υποπίνακεςL1, L2 και άλλες τέσσερις από τους υποπίνακες
R1, R2. Τότε οι ελάσσονες ορίζουσες είναι σύνθετα διαγώνιες, με το ένα σύνθετο τμήμα
να αποτελείται από έναν 4× 4 υποπίνακα του (L1;L2) και το άλλο να αποτελείται από
έναν 4 × 4 υποπίνακα του (R1;R2). Εδώ το ερωτηματικό σημαίνει ότι οι πίνακες που
χωρίζει ενώνονται κάθετα. Και τα αλγεβρικά συμπληρώματα όμως των ελασσόνων ορι-
ζουσών παίρνουν σύνθετη διαγώνια ή αντιδιαγώνια μορφή.

Κατ’ αρχάς θα απομονώσουμε όρους από το ανάπτυγμα Laplace που περιέχουν τον
παράγοντα φάσης e±2iχ. Ο μόνος όρος που περιέχει τον παράγοντα e2iχ (e−2iχ) είναι
αυτός που προκύπτει από επιλογή των τεσσάρων γραμμών του L2 (L1) μαζί με τις τέσ-
σερις γραμμές του R1 (R2). Το αντίστοιχο αλγεβρικό συμπλήρωμα ανάγεται στο γινό-
μενο οριζουσών det(S11)det(s22) (det(s11)det(S22)). Οι συντελεστές των e2iχ και e−2iχ

προκύπτουν ταυτόσημοι και αθροίζοντάς τους παίρνουμε

150



A = 32
∏
ν

(keν + khν)
2u2νv

2
ν

∏
p,s

qps. (7.53)

Είναι φανερό ότι, στο πεδίο των συχνοτήτων Matsubara, ο συντελεστής A είναι μία
πραγματική ποσότητα.

Οι υπόλοιποι συντελεστές B,C,D δεν είναι τόσο εύκολο να υπολογιστούν. Είναι
πολύπλοκες συναρτήσεις των παραμέτρων της επαφής και συνεπώς αρκετά μακροσκε-
λείς, ώστε να μην είναι παρουσιάσιμες. Μπορούμε όμως να παρουσιάσουμε με σχετική
ευκολία την εξάρτηση αυτών των συντελεστών από τις διευθύνσεις των μαγνητίσεων
της επαφής. Για να το κάνουμε αυτό για τους συντελεστές B και C, πρέπει να απομο-
νώσουμε τους όρους του αναπτύγματος Laplace της ορίζουσας Γ που περιέχουν τους
παράγοντες φάσης e±iχ. Οι όροι που περιέχουν τον παράγοντα eiχ (e−iχ) προκύπτουν
από την επιλογή τριών γραμμών από τον R1 (R2) και μιας γραμμής από τον R2 (R1).
Για να μην μηδενίζονται ταυτοτικά τα αλγεβρικά συμπληρώματα, είμαστε υποχρεωμέ-
νοι να επιλέξουμε μία μόνο γραμμή από τον L1 (L2) και τρείς γραμμές από τον L2 (L1),
συμπληρώνοντας έτσι τις οκτώ γραμμές που χρειάζονται. Προκύπτει ότι όλοι οι όροι αυ-
τής της κατηγορίας (δηλαδή αυτοί που περιέχουν τον παράγοντα e±iχ) εμφανίζονται σε
μιγαδικά συζυγή ζεύγη, ώστε η συνεισφορά τους στην ορίζουσα Γ να είναι πραγματική.
Η εξάρτηση των B και C από τις διευθύνσεις των μαγνητίσεων είναι

B = a ξ · (η × ζ) (7.54)

και

C = a0 + a1 ξ · η + a2 η · ζ + a3 ξ · ζ + a4 (ξ · η)(η · ζ), (7.55)

όπου ξ,ζ είναι οι κατευθύνσεις των ενδοεπιφανειακών μαγνητίσεων αριστερά και δεξιά
αντίστοιχα και η είναι η κατεύθυνση της μαγνήτισης του ενδιάμεσου σιδηρομαγνήτη.
Επίσης τα a είναι πολύπλοκες συναρτήσεις των κυματανυσμάτων, του πάχους d, των
ισχύων ενδοπιφανειακής μαγνήτισης και σκέδασης και των uν , vν , ν = ℓ, r.

Απο τις παραπάνω σχέσεις, η σχέση (7.54) είναι ιδαίτερης σημασίας, επειδή κα-
ταδεικνύει άμεσα αυτό που ήδη γνωρίζουμε από τα επιχειρήματα της συμμετρίας: ότι
δηλαδή υπερρεύμα μηδενικής φάσης μπορεί να υπάρξει, όταν το τριπλό γινόμενο των
κατευθύνσεων των μαγνητίσεων του συστήματος είναι μη μηδενικό. Αυτό είναι ισοδύ-
ναμο με το μη συνεπίπεδο των μαγνητίσεων του συστήματος. Παρόλα αυτά όμως, είναι
προφανές ότι ο όρος cosχ στον αριθμητή της σχέσης (7.52) επηρεάζει το υπερρεύμα,
ακόμα και για μη μηδενικές τιμές της φάσης χ. Σημειώνουμε ότι στο όριο της πολύ
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ασθενούς σύζευξης, οπότε η CPR είναι ημιτονοειδής, η ύπαρξη του τριπλού γινομένου
των μαγνητίσεων ως συντελεστή του όρου cosχ δίνεται στην αναφορά [67]. Επίσης το
τριπλό γινόμενο των μαγνητίσεων υπεισέρχεται και στο σπιν φαινόμενο Josephson της
αναφοράς [103].

Τέλος χρειάζεται να προσδιορίσουμε την εξάρτηση του συντελεστήD, που δεν εξαρ-
τάται από το χ, από τις κατευθύνσεις των μαγνητίσεων. Η πλήρης έκφραση του D εί-
ναι πιο πολύπλοκη από αυτές των B και C. Προκύπτει, αν λάβουμε υπόψη μας τους
ανεξάρτητους του χ όρους στο ανάπτυγμα Laplace της ορίζουσας Γ, δηλαδή αν επικε-
ντρωθούμε σε όρους που προκύπτουν από την επιλογή δύο γραμμών από κάθε έναν από
τους υποπίνακες R1, R2, L1, L2. Πάλι όλοι οι όροι που εμφανίζονται είναι είτε πραγ-
ματικοί, είτε μιγαδικά συζυγείς κατά ζεύγη. Έτσι επιβεβαιώνεται ότι η ορίζουσα Γ, σαν
συνάρτηση της φανταστικής ενέργειας, είναι ένας πραγματικός αριθμός. Το ίδιο φαίνε-
ται και από τον αριθμητικό υπολογισμό της. Η εξάρτηση του D από τις κατευθύνσεις
των μαγνητίσεων είναι

D = b0 + b1 ξ · η + b2 (ξ · η)2 + b3 η · ζ + b4 (η · ζ)2 + b5 ξ · ζ
+ b6 (ξ · ζ)2 + b7 (ξ · η)(η · ζ) + b8 (ξ · η)(ξ · ζ)
+ b9 (ξ · ζ)(η · ζ) + b10 (ξ · η)(η · ζ)2 + b11 (ξ · η)2(η · ζ)
+ b12 (ξ · η)(η · ζ)(ξ · ζ) + b13 (ξ · η)2(η · ζ)2,

(7.56)

όπου τα b είναι πολύπλοκες συναρτήσεις των κυματανυσμάτων, του πάχους d, των
ισχύων ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης και σκέδασης και των uν , vν , ν = ℓ, r. Είναι ση-
μαντικό να παρατηρήσουμε ότι ο ανεξάρτητος του χ συντελεστής D εξαρτάται μόνο
από τα εσωτερικά γινόμενα των κατευθύνσεων των μαγνητίσεων του συστήματος. Το
τριπλό γινόμενο απουσιάζει σε αυτή την περίπτωση.
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Κεφάλαιο 8

Αριθμητικά αποτελέσματα

Στο κεφάλαιο αυτό θα παραθέσουμε αποτελέσματα που προκύπτουν από αριθμητι-
κούς υπολογισμούς στο μοντέλο που περιγράψαμε στα προηγούμενα κεφάλαια και συ-
γκεκριμένα στο προσεγγιστικό μοντέλο της τμηματικά σταθερής συνάρτησης χάσματος.
Έτσι θα γίνουν πιο κατανοητά συμπεράσματα που έχουν εξαχθεί θεωρητικά, αλλά θα
προκύψουν και νέα, τα οποία είναι, κατά την τωρινή μας εκτίμηση, απροσπέλαστα από
τους αναλυτικούς υπολογισμούς.

Σε αυτό το σημείο θα θέλαμε να αναφέρουμε μερικές παρατηρήσεις σχετικά με
τις κανονικοποιημένες παραμέτρους που χρησιμοποιούμε. Κανονικοποιούμε το μήκος
d του ενδιάμεσου στρώματος σε μονάδες k−1

F , του αντίστροφου κυματανύσματος του
αριστερού υπεραγωγού και των υπόλοιπων στρωμάτων, αφού θεωρούμε την ενέργεια
Fermi να είναι σταθερή στην επαφή. Θα χρησιμοποιήσουμε σαν παράδειγμα τις παρα-
μέτρους του υπεραγώγιμου νιοβίου (Nb), που έχει ενέργεια Fermi EF = 5.32eV και
∆0 = 1.5meV . Τότε το κυματάνυσμα Fermi, μιας και η ενεργός μάζα είναι περίπου ίση
με τη μάζα του ελεύθερου ηλεκτρονίου, είναι

kF = 1.2 · 1010m−1. (8.1)

Η μονάδα του ρεύματος που θα χρησιμοποιήσουμε, αν το χάσμα είναι αυτό του
νιοβίου, είναι

Iu =
e∆0

~
≃ 10−1µA. (8.2)

Για την πυκνότητα ρεύματος χρησιμοποιούμε τη μονάδα

Ju =
e∆0

h
k2F ≃ 5µA/nm2. (8.3)
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Χρήσιμο επίσης είναι να αποκτήσουμε μια αίσθηση για τις κανονικοποιημένες ισχύες
κανονικής σκέδασης και μαγνήτισης. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι

Zn,m =
En,m

EF

(kFd), (8.4)

όπουEn,m είναι η χαρακτηριστική ενέργεια του δυναμικού στην ενδοεπιφάνεια και d το
χαρακτηριστικό της μήκος. Έτσι, αν kFd = 1 και En,m = EF , τότε Zn,m = 1.

Επίσης αναφέρουμε ότι θα θεωρήσουμε θετικό το ρεύμα των αρνητικών φορτίων και
θυμίζουμε ότι η μαγνήτιση έχει οριστεί σαν πυκνότητα σπιν και όχι μαγνητικής ροπής.

Στο κεφάλαιο αυτό πραγματευόμαστε μονοδιάστατες επαφές Josephson, με εξαί-
ρεση τις ενότητες 8.5 και 8.6, όπου θεωρούμε τριδιάστατες επαφές Josephson.

Τέλος σημειώνουμε ότι στους υπολογισμούς έχουν χρησιμοποιηθεί οι συχνότητες
Ozaki [127], αντί των συχνοτήτων Matsubara, στα αθροίσματα συχνοτήτων.

8.1 Υπερρεύμα μηδενικής διαφοράς φάσης - Γενική πα-
ρουσίαση

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε τις σχέσεις υπερρεύματος και διαφοράς φά-
σης (current phase relation ή συντόμως CPR) για επιλεγμένες παραμέτρους της επαφής
Josephson, με κύριο στόχο να τονιστεί η ύπαρξη του υπερρεύματος μηδενικής φάσης και
η εξάρτηση του από τη μη συνεπίπεδη γεωμετρία των μαγνητίσεων της επαφής. Επίσης
κάνουμε και μια γενική επισκόπηση της εξάρτησης του υπερρεύματος μηδενικής φάσης
από τις παραμέτρους της σιδηρομαγνητικής επαφής Josephson.

Οι κοινές παράμετροι των επαφών σε αυτή την ενότητα είναι η θερμοκρασία T/Tc =
0.1 και τα μηδενικής θερμοκρασίας δυναμικά ζεύγους∆ℓ0/EF = ∆r0/EF = 0.001, κα-
νονικοποιημένα στην κρίσιμη θερμοκρασία των υπεραγωγών και την ενέργεια Fermi
αντίστοιχα. Η συνάρτηση χάσματος των υπεραγώγιμων ηλεκτροδίων δίνεται από τη
σχέση∆ℓ,r = ∆0 tanh(1.74

√
Tc/T − 1). Επίσης θεωρούμε τις ισχύες ενδοεπιφανειακής

μαγνήτισης και σκέδασης στην αριστερή και δεξιά ενδοεπιφάνεια συμμετρικές, δηλαδή
Zmℓ = Zmr = Zm και Znℓ = Znr = Zn.

Στο Σχ.8.1(a) παρουσιάζουμε το υπερρεύμα μηδενικής φάσης για επαφές με ένα εν-
διάμεσο σιδηρομαγνητικό στρώμα και ενδοεπιφανειακές μαγνητίσεις εκατέρωθεν αυ-
τού, συναρτήσει της πολικής γωνίας της δεξιάς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης. Θέτουμε
τη διεύθυνση της αριστερής ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης στον z άξονα και τη διεύ-
θυνση της μαγνήτισης του ενδιάμεσου στρώματος στον x άξονα. Η δεξιά ενδοεπιφα-
νειακή μαγνήτιση μεταβάλλεται στο επίπεδο xy. To μέτρο της μαγνήτισης του ενδιά-
μεσου στρώματος είναι M = 0.8 και το πάχος του kFd = 25. Επίσης Zm = 1 και
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Zn = 0.5, 1, 2 (συμπαγής γραμμή, διακεκομμένη γραμμή, γραμμή με τελείες αντί-
στοιχα). Στο Σχ.8.1(b) δίνονται οι αντίστοιχες στα Zn σχέσεις υπερρεύματος φάσης,
για γωνίες ϕr που αντιστοιχούν στα μέγιστα της απόλυτης τιμής του υπερρεύματος μη-
δενικής φάσης στο εύρος γωνιών 0 έως π. Αντίστοιχα με τα Zn, οι τιμές των γωνιών
αυτών είναι κατά προσέγγιση ϕr = 0.66π, 0.73π, 0.75π.
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Σχήμα 8.1: (a) Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης συναρτήσει της πολικής γωνίας ϕr της
δεξιάς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης, για επαφές με ένα ενδιάμεσο στρώμα και Zn =

0.5, 1, 2 (συμπαγής γραμμή, διακεκομμένη γραμμή, γραμμή με τελείες αντίστοιχα), (b)
οι αντίστοιχες σχέσεις υπερρεύματος φάσης για γωνίες ϕr = 0.66π, 0.73π, 0.75π, που
μεγιστοποιούν το |I(0)|. Οι κοινές παράμετροι των επαφών είναι kFd = 25, M =

0.8, Zm = 1 και οι διευθύνσεις των μαγνητίσεων είναι, η αριστερή στον z άξονα, του
ενδιάμεσου στρώματος στον x άξονα και της δεξιάς ενδοεπιφάνειας στο xy επίπεδο.
Επίσης T = 0.1 και ∆0 = 0.001.

Στo διάγραμμα του Σχ.8.1(a) παρατηρούμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης μηδε-
νίζεται για πολικές γωνίες της δεξιάς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης ϕr ίσες με 0, π, 2π,
όπως είναι αναμενόμενο, αφού τότε η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι συνεπίπεδη.
Για τις υπόλοιπες τιμές του ϕr είναι μη μηδενικό και τα μέγιστά του κατ’ απόλυτη τιμή
δεν συμβαίνουν για τις γωνίες ϕr = π/2, 3π/2, οι οποίες αντιστοιχούν στο μέγιστο της
απόλυτης τιμής του τριπλού γινομένου των μοναδιαίων διανυσμάτων στις διευθύνσεις
των μαγνητίσεων της επαφής. Αυτό το φαινόμενο οφείλεται προφανώς στον παρονο-
μαστή της σχέσης (7.52). Φαίνεται επίσης ότι το φαινόμενο γίνεται εντονότερο με την
αύξηση της ισχύος ενδοεπιφανειακής σκέδασης Zn. Παρόλα αυτά παρουσιάζεται με πε-
ριοδικότητα ακόμα και για Zn = 0, μεταβάλλοντας τις παραμέτρους kFd και M . Στο
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διάγραμμα του Σχ.8.1(b) απεικονίζονται οι σχέσεις υπερρεύματος φάσης και η ύπαρξη
του υπερρεύματος μηδενικής φάσης είναι εμφανής. Επίσης εμφανής είναι η ύπαρξη μιας
δεύτερης αρμονικής, που εξασθενεί με την αύξηση της ισχύος ενδοεπιφανειακής σκέ-
δασης Zn μαζί με το κρίσιμο υπερρεύμα.
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Σχήμα 8.2: (a) Σχέσεις υπερρεύματος φάσης για δύο επαφές με μη συνεπίπεδη γεω-
μετρία μαγνητίσεων. Η συμπαγής γραμμη αντιστοιχεί σε μία επαφή με ένα ενδιάμεσο
στρώμα και η διακεκομμένη γραμμή σε μία επαφή με δύο ενδιάμεσα στρώματα.(b)
Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης για τις δύο επαφές, συναρτήσει της πολικής γωνίας
της δεξιάς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης. Οι παράμετροι της επαφής με ένα ενδιάμεσο
στρώμα είναι όμοιες με αυτές του Σχ.8.1, αλλά Zn = 0. Για την επαφή των δύο στρω-
μάτων, τα πάχη είναι kFd = 25 το καθένα, M1 = 0.8, M2 = 0.7 με διευθύνσεις
θ1 = 90◦, ϕ1 = 0◦ και θ2 = 45◦, ϕ2 = 0◦ αντίστοιχα, ZnI = 1 και ZmI = 0 στην
ενδοεπιφάνεια μεταξύ των στρωμάτων και Znℓ = Znr = 0. Οι διευθύνσεις των ενδοε-
πιφανειακών μαγνητίσεων είναι z αριστερα και y δεξιά.

Στο Σχ.8.2(a) παρουσιάζουμε τη σχέση υπερρεύματος φάσης για δύο περιπτώσεις
σιδηρομαγνητικών επαφών με μη συνεπίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων. Οι κατευθύν-
σεις της αριστερής και της δεξιάς μαγνήτισης ενδοεπιφάνειας παίρνουν τις τιμές θℓ =
0◦, ϕℓ = 0◦ and θr = 90◦, ϕr = 90◦, δηλαδή στη θετική z και στη θετική y κατεύ-
θυνση αντίστοιχα. Οι κανονικοποιημένες ισχύες των μαγνητίσεων ενδοεπιφάνειας εί-
ναι Zm = 1 και οι κανονικοποιημένες ισχύες των κανονικών σκεδάσεων ενδοεπιφά-
νειας είναι Zn = 0. Η συμπαγής γραμμή είναι η σχέση υπερρεύματος φάσης για μια
επαφή με ένα ενδιάμεσο σιδηρομαγνητικό στρώμα μήκους kFd = 25 και μαγνήτισης
M = 0.8EF , με διεύθυνση θ = 90◦, ϕ = 0◦, δηλαδή στην θετική διεύθυνση του άξονα

156



x. Η διακεκομμένη γραμμή αντιστοιχεί στην σχέση υπερρεύματος φάσης μιας επαφής
με δύο σιδηρομαγνητικά ενδιάμεσα στρώματα μήκους kFd = 25 το καθένα, μαγνητίσεις
M1/EF = 0.8,M2/EF = 0.7, με διεθύνσεις θ1 = 90◦, ϕ1 = 0◦ και θ2 = 45◦, ϕ2 = 0◦

αντίστοιχα, και ZnI = 1, ZmI = 0 για την ενδοεπιφάνεια μεταξύ των στρωμάτων αυ-
τών. Και οι δύο επαφές έχουν μη συνεπίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων και παρατηρούμε
από το Σχ.8.2(a) ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης είναι σημαντικό και στις δύο περι-
πτώσεις.

Στο Σχ.8.2(b) παρουσιάζουμε το υπερρεύμα μηδενικής φάσης συναρτήσει της πο-
λικής γωνίας της δεξιάς μαγνήτισης ενδοεπιφάνειας για τις δύο περιπτώσεις επαφών
που προαναφέρθηκαν. Η συμπαγής γραμμή αντιστοιχεί στην επαφή με ένα ενδιάμεσο
στρώμα και η διακεκομμέμη γραμμή αντιστοιχεί στην επαφή με τα δύο ενδιάμεσα στρώ-
ματα. Παρατηρούμε πάλι ότι, για ϕr = 0, π, 2π, το υπερρεύμα μηδενικής φάσης μηδενί-
ζεται, όπως οφείλει, αφού τότε οι μαγνητίσεις του συστήματος είναι συνεπίπεδες. Έτσι
καταδεικνύεται ότι η ύπαρξη του υπερρεύματος μηδενικής φάσης είναι άμεση συνέπεια
του μη συνεπίπεδου της γεωμετρίας των μαγνητίσεων, ανεξάρτητα από το πλήθος των
ενδιάμεσων στρωμάτων και ενδοεπιφανειών. Επίσης, παρατηρούμε ξανά ότι η επαφή με
το ένα ενδιάμεσο στρώμα παρουσιάζει μετατόπιση του μέγιστου υπερρεύματος μηδενι-
κής φάσης από τη γωνία που μεγιστοποιεί την απόλυτη τιμή του τριπλού γινομένου των
διευθύνσεων των μαγνητίσεων, όταν δηλαδή οι μαγνητίσεις του συστήματος είναι αμοι-
βαίως ορθογώνιες. Το ίδιο ισχύει και για την επαφή των δύο σιδηρομαγνητικών στρω-
μάτων, με το μέγιστο σε απόλυτη τιμή υπερρεύμα μηδενικής φάσης να μην αντιστοιχεί
σε ϕr = π/2, 3π/2, που καθιστά την δεξιά μαγνήτιση ενδοεπιφάνειας ορθογώνια στο
επίπεδο των υπολοίπων μαγνητίσεων της επαφής.

Θα παραθέσουμε τώρα μερικά διαγράμματα, που καταδεικνύουν την εξάρτηση του
υπερρεύματος μηδενικής φάσης από τις παραμέτρους της σιδηρομαγνητικής επαφής.
Στο Σχ.8.3 θέτουμε εκ νέου T/Tc = 0.1,∆ℓ0/EF = ∆r0/EF = 0.001 και θℓ = 0◦, ϕℓ =

0◦, θ = 90◦, ϕ = 0◦, θr = 90◦, ϕr = 90◦ για την αριστερή, την ενδιάμεση και τη δε-
ξιά κατεύθυνση της μαγνήτισης αντίστοιχα. Επίσης θέτουμε kFd = 25 καιM = 0.8EF ,
στις περιπτώσεις που αυτές οι παράμετροι δεν μεταβάλλονται ως ανεξάρτητες μεταβλη-
τές, ή δεν δηλώνεται διαφορετικά. Στο Σχ.8.3(a) απεικονίζεται το υπερρεύμα μηδενικής
φάσης συναρτήσει του Znℓ = Znr = Zn για διάφορες τιμές των Zmℓ = Zmr = Zm

(Zm = 0.5, 1, 1.5, 2 που αντιστοιχούν στη συμπαγή γραμμή, τη διακεκομμένη γραμμή,
τη γραμμή με τελείες και τη διακεκομμένη γραμμή με τελείες με αυτή τη σειρά). Πα-
ρατηρούμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης φθίνει στο μηδέν καθώς το Zn αυξά-
νει, όχι όμως μονότονα, όταν το Zm είναι αρκετά μεγάλο. Στο Σχ.8.3(b) το υπερρεύμα
μηδενικής φάσης απεικονίζεται συναρτήσει του Zmℓ = Zmr = Zm για διάφορες τι-
μές του Znℓ = Znr = Zn (Zn = 0, 1, 2 συμπαγής γραμμή, διακεκομμένη γραμμή και
γραμμή με τελείες αντίστοιχα). Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης φαίνεται ότι είναι μηδέν
για Zm = 0, ενώ στη συνέχεια αυξάνεται κατ’ απόλυτη τιμή και παρουσιάζει μέγιστο,
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φθίνοντας στη συνέχεια καθώς το Zm αυξάνεται περαιτέρω. Απουσιάζει φαινόμενο αλ-
λαγής προσήμου σε αυτή την περίπτωση, όπως και στην εξάρτηση του υπερρεύματος
μηδενικής φάσης από το Zn. Όπως θα δούμε όμως στην επόμενη ενότητα, τέτοια συ-
μπεριφορά μπορεί να εμφανιστεί στην περιοχή των παραμέτρων kFd και M όπου το
υπερρεύμα μηδενικής φάσης μηδενίζεται.
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Σχήμα 8.3: Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης συναρτήσει (a) της κανονικοποιημένης
ισχύος κανονικής ενδοεπιφανειακής σκέδασης Zn για τιμές της Zm = 0.5, 1, 1.5, 2 και
kFd = 25,M = 0.8, (b) της κανονικοποιημένης ισχύος ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης
Zm για τιμές της Zn = 0, 1, 2 και σταθερά τα kFd = 25,M = 0.8, (c) του κανονικοποι-
ημένου μήκους ενδιάμεσου στρώματος kFd γιαM = 0.5, Zn = 1, Zm = 1 και (d) του
κανονικοποιημένου δυναμικού ανταλλαγήςM για kFd = 25, Zn = 0, Zm = 1. Επίσης
T = 0.1 και ∆0 = 0.001. Η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι zxy.

Στο Σχ.8.3(c) το υπερρεύμα μηδενικής φάσης απεικονίζεται σαν συνάρτηση του κα-
νονικοποιημένου μήκους του ενδιάμεσου στρώματος kFd, για Zn = 1, Zm = 1 και
M = 0.5EF . Παρατηρούμε την ταλαντωτική συμπεριφορά του υπερρεύματος μηδενι-
κής φάσης, που είναι αναμενόμενη με βάση την εξάρτηση αυτού από το κανονικοποι-
ημένο μήκος μέσω τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Επίσης παρατηρούμε ότι το υπερ-
ρεύμα μηδενικής φάσης μπορεί να μηδενιστεί για ορισμένες τιμές του kFd, παρόλο που
η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι σαφέστατα μη συνεπίπεδη. Αυτό το φαινόμενο χα-
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ρακτηρίζεται ως τυχαίος εκφυλισμός (ή τυχαίος μηδενισμός στην περίπτωσή μας) στη
θεωρία συμμετρίας της κβαντομηχανικής. Δηλαδή, παρότι οι συνθήκες συμμετρίας δεν
επιβάλλουν το μηδενισμό του υπερρεύματος, αυτό παρόλα αυτά μηδενίζεται.

Στο Σχ.8.3(d) παρουσιάζεται το υπερρεύμα μηδενικής φάσης σαν συνάρτηση της
κανονικοποιημένης μαγνήτισης του ενδιάμεσου στρώματος για Zn = 0 και Zm = 1.
Παρατηρούμε πάλι τις γρήγορες ταλαντώσεις του υπερρεύματος μηδενικής φάσης, που
οφείλονται στις τριγωνομετρικές συναρτήσεις μέσω των οποίων η μαγνήτιση επηρεάζει
το υπερρεύμα και οι οποίες εντείνονται καθώς πλησιάζουμε την τιμήM = EF . Επίσης
βλέπουμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης μηδενίζεται για διάφορες τιμές της μα-
γνήτισης, παρόλο που η γεωμετρία των μαγνητίσεων της επαφής είναι μη συνεπίπεδη.

Ένα σημείο που αξίζει να σημειωθεί είναι ότι, καθώς η μαγνήτιση, σε μονάδες ενέρ-
γειας, πλησιάζει την ενέργεια Fermi, η τιμή του υπερρεύματος μηδενικής φάσης δεν
τείνει στο μηδέν. Το ίδιο ισχύει και για το κρίσιμο υπερρεύμα. Θα επανέλθουμε σε αυτό
το ζήτημα σε επόμενη ενότητα του παρόντος κεφαλαίου.
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Σχήμα 8.4: (a) Απόλυτη τιμή του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει της κα-
νονικοποιημένης θερμοκρασίας για kFd = 25.26, 26.8, 28.5 (γκρι συμπαγής, μαύρη συ-
μπαγής και γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα). (b)Με kFd = 26.8, οι σχέσεις υπερ-
ρεύματος φάσης για T = 0.001, 0.05, 0.1 (μαύρη συμπαγής, γκρι συμπαγής και γκρι
διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα). Οι άλλες παράμετροι είναι ∆0 = 0.001, Zn = 0,
Zm = 1,M = 0.5. Η επαφή έχει ένα ενδιάμεσο στρώμα με μαγνήτιση στη διεύθυνση x
και ενδοεπιφανειακές μαγνητίσεις στις διευθύνσεις z αριστερά και y δεξιά.

Στη συνέχεια δίνουμε μερικά διαγράμματα με την εξάρτηση του υπερρεύματος μη-
δενικής φάσης από τη θερμοκρασία της επαφής Josephson. Στο Σχ.8.4(a) παρατηρούμε
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μια τυπική μορφή που έχει αυτή η εξάρτηση. Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης είναι στα-
θερό για χαμηλές θερμοκρασίες, στη συνέχεια αυξάνεται προς ένα τοπικό μέγιστο και
έπειτα φθίνει μέχρι το μηδέν, για θερμοκρασία ίση με 1. Οι τιμές των παραμέτρων δί-
δονται στη λεζάντα του Σχ.8.4. Αναφέρουμε ότι η επιλογή των τιμών της παραμέτρου
kFd έγινε ώστε να αντιστοιχούν σε τοπικά μέγιστα του υπερρεύματος μηδενικής φά-
σης, όταν οι υπόλοιπες παράμετροι παραμένουν σταθερές και είναι όπως δίνονται στο
Σχ.8.4. Στο Σχ.8.4(b) δίνονται οι σχέσεις υπερρεύματος φάσης για kFd = 26.8, που
αντιστοιχεί στην μαύρη συμπαγή γραμμή του Σχ.8.4(a), και τιμές της θερμοκρασίας
T = 0.001, 0.05, 0.1. Είναι φανερό ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης είναι ταυτόσημο
και για τις τρεις περιπτώσεις, κάτι που επιβεβαιώνει το πλατώ του διαγράμματος I(0)
συναρτήσει του T , για μικρές θερμοκρασίες.
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Σχήμα 8.5: Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης, κανονικοποιημένο στο e∆0/~ για ∆0 =

0.001, συναρτήσει της συνάρτησης χάσματος ∆0 για Zm = 0.5, 1, 1.5 η μαύρη, γκρί
σκούρα και γκρί ανοιχτή γραμμή αντίστοιχα. Οι άλλες παράμετροι είναι T = 0.1,
Zn = 0, kFd = 25, M = 0.1. Η επαφή έχει ένα ενδιάμεσο στρώμα με μαγνήτιση
στη διεύθυνση x και ενδοεπιφανειακές μαγνητίσεις στις διευθύνσεις z αριστερά και y
δεξιά.

Κλείνουμε αυτή την ενότητα παρουσιάζοντας την εξάρτηση του υπερρεύματος μη-
δενικής φάσης σε σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson από το μέγεθος της σταθερής
συνάρτησης χάσματος μηδενικής θερμοκρασίας των δύο συμβατικών υπεραγωγών εκα-
τέρωθεν της επαφής. Θεωρούμε ότι οι υπεραγωγοί είναι ταυτόσημοι στα αριστερά και
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τα δεξιά και συνεπώς η συνάρτηση χάσματός τους ταυτίζεται. Θεωρούμε μιά επαφή
με ένα σιδηρομαγνητικό στρώμα και ενδοεπιφανειακές μαγνητίσεις εκατέρωθεν αυτού.
Θέτουμε T = 0.1, Zn = 0, για μαγνητίσεις στις διευθύνσεις z, x, y με μέτροM = 0.1

στο ενδιάμεσο στρώμα και kFd = 25. Στο Σχ.8.5 παρουσιάζουμε την απόλυτη τιμή
του υπερρεύματος μηδενικής φάσης, κανονικοποιημένο στην μονάδα ρεύματος e∆0/~
που αντιστοιχεί σε ∆0 = 0.001, για τιμές της ισχύος ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης
Zmℓ = Zmr = 0.5, 1, 1.5 με η μαύρη, γκρί σκούρα και γκρί ανοιχτή γραμμή αντίστοιχα.
Παρατηρούμε την μονότονη αύξηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης με την αύξηση
του μέτρου της συνάρτησης χάσματος.
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Σχήμα 8.6: Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης, κανονικοποιημένο στο e∆0/~ για ∆0 =

0.001, συναρτήσει της συνάρτησης χάσματος ∆0. (a) Για διάφορες τιμές της μαγνήτι-
σηςM = 0.15, 0.18, 0.21, 0.25 (μαύρη συμπαγής, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγής
και γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα) και kFd = 25. (b) Για διάφορες τιμές του
kFd=26, 26.5, 27, 27.5 (μαύρη συμπαγής, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγής και γκρι
διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα) και M = 0.5. Οι άλλες παράμετροι είναι T = 0.1,
Zn = 0, Zm = 1. Η επαφή έχει ένα ενδιάμεσο στρώμα με μαγνήτιση στη διεύθυνση x
και ενδοεπιφανειακές μαγνητίσεις στις διευθύνσεις z αριστερά και y δεξιά.

Σημειώνουμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης, για∆0 = 0.001 καιZn = 0,Zm =

1, kFd = 25 είναι κοντά στην τοπικά μέγιστη απόλυτη τιμή του σαν συνάρτηση τουM ,
γιαM = 0.1 που είναι η τιμή της μαγνήτισης που θεωρήσαμε στο Σχ.8.5. Αυτό φαίνεται
και στο Σχ.8.3(d). Σε περιοχές των παραμέτρωνM και kFd που το υπερρεύμα μηδενι-
κής φάσης μηδενίζεται, μπορεί να παρατηρηθεί και μη μονότονη εξάρτηση του I(0) συ-
ναρτήσει της συνάρτησης χάσματος, με ύπαρξη και αλλαγής προσήμου. Στο Σχ.8.6(a)
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παρουσιάζεται το διάγραμμα του |I(0)|, κανονικοποιημένου όπως και προηγουμένως,
συναρτήσει του ∆0, για τιμές των παραμέτρων T = 0.1, Zn = 0, Zm = 1, kFd = 25

και τιμές της μαγνήτισης γύρω από την τιμήM = 0.2 (M = 0.15, 0.18, 0.21, 0.25 αντί-
στοιχα η μαύρη συμπαγής, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγής και γκρι διακεκομμένη
γραμμή). Σημειώνουμε ότι στην τιμή M = 0.2 το I(0) μηδενίζεται για τις ίδιες λοι-
πές παραμέτρους και∆0 = 0.015. Παρατηρούμε λοιπόν μη μονότονη συμπεριφορά της
εξάρτησης του |I(0)| από τη συνάρτηση χάσματος, η οποία υφίσταται σε ένα διάστημα
γύρω από την τιμήM = 0.2. Ανάλογα ισχύουν και για μεταβολή της παραμέτρου kFd.
Στο Σχ.8.6(b), για τις ίδιες παραμέτρους καιM = 0.5, δίνουμε το |I(0)| συναρτήσει του
∆0 για διάφορες τιμές του kFd γύρω από την τιμή 27.23, που αντιστοιχεί σε μηδενικό
του I(0), όπως προσεγγιστικά φαίνεται στο Σχ.8.3(c), που αντιστοιχεί όμως σε Zn = 1.
Οι τιμές του kFd είναι 26, 26.5, 27, 27.5 (μαύρη συμπαγής, μαύρη διακεκομμένη, γκρι
συμπαγής και γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα). Παρατηρούμε ξανά τη μη μονό-
τονη εξάρτηση του I(0) από τη συνάρτηση χάσματος για kFd = 26.5 και kFd = 27.
Επίσης και στα δύο διαγράμματα του Σχ.8.6 παρατηρούμε μία σχετική μείωση του μεγέ-
θους του |I(0)| με μη μονότονη συμπεριφορά, σε σύγκριση με το διάγραμμα του Σχ.8.5.

8.2 Εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης και
του κρίσιμου υπερρεύματος από τις ισχύες ενδοεπι-
φανειακής μαγνήτισης και σκέδασης

Στην πρώτη ενότητα αυτού του κεφαλαίου είδαμε επιγραμματικά τη γενική εξάρ-
τηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης από τις παραμέτρους της σιδηρομαγνητικής
επαφής Josephson. Στην παρούσα ενότητα θα μελετήσουμε περαιτέρω τα χαρακτηρι-
στικά της σιδηρομαγνητικής επαφής Josephson κατά τη μεταβολή των κανονικοποι-
ημένων ισχύων ενδοεπιφανειακής σκέδασης Zmℓ,r και Znℓ,r. Στη μελέτη μας θα θε-
ωρήσουμε σταθερές τις παρακάτω βασικές παραμέτρους της επαφής: τη θερμοκρα-
σία T = 0.1Tc και τις συναρτήσεις χάσματος ∆ℓ0 = ∆r0 = 0.001EF . Επίσης θεω-
ρούμε επαφές Josephson με ένα ενδιάμεσο στρώμα και δύο ενδοεπιφάνειες, οι οποίες
είναι συμμετρικές όσον αφορά τις τιμές των ισχύων μαγνήτισης και σκέδασης, δηλ.
Zmℓ = Zmr και Znℓ = Znr. Οι διευθύνσεις των μαγνητίσεων της επαφής είναι αμοι-
βαίως ορθογώνιες και συγκεκριμένα θℓ = 0, θ = π/2, ϕ = 0 και θr = π/2, ϕr = π/2.

Θα ξεκινήσουμε με την εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης από την κα-
νονικοποιημένη ισχύ ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης Zm. Είναι λογικό, όπως είδαμε και
στην προηγούμενη ενότητα, ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης αυξάνεται αρχικά κα-
θώς το Zm αυξάνει, παρουσιάζει ένα μέγιστο και στη συνέχεια μειώνεται, λόγω της
ισχυρής σκέδασης στις ενδοεπιφάνειες. Εδώ ανταγωνίζονται δύο τάσεις. Η μία είναι ευ-
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νοϊκή για το υπερρεύμα μηδενικής φάσης μέσω του συντελεστή του sinχ στην ορίζουσα
Γ και η άλλη είναι καταστροφική, καθώς η ισχυροποίηση της σκέδασης καταστρέφει τις
υπεραγώγιμες συσχετίσεις στο εσωτερικό της επαφής. Μια τυπική συμπεριφορά που
εμφανίζεται στην εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης απο την ισχύ μαγνήτι-
σης ενδοεπιφάνειας Zm, για διάφορες τιμές του Zn, είναι αυτή που απεικονίζεται στο
Σχ.8.7(a)-(d). Σε κάθε διάγραμμα δίνεται το I(0) συναρτήσει του Zm, για μαγνήτιση
(a) M = 0.2, (b) M = 0.43, (c) M = 0.9, (d) M = 1. Σε κάθε διάγραμμα δίνονται
καμπύλες για τιμές του Zn = 0, 1, 2, 3 αντίστοιχα η μαύρη συμπαγής γραμμή, η μαύρη
διακεκομμένη, η γκρί συμπαγής και η γκρί διακεκομμένη γραμμή.
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Σχήμα 8.7: Διαγράμματα του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει του Zm για
διάφορες τιμές της μαγνήτισης: (a)M = 0.2, (b)M = 0.43, (c)M = 0.9, (d)M = 1. Οι
υπόλοιπες παράμετροι είναι kFd = 25 και Zn = 0, 1, 2, 3 αντίστοιχα η μαύρη συμπαγής
γραμμή, η μαύρη διακεκομμένη, η γκρί συμπαγής και η γκρί διακεκομμένη γραμμή.
Φυσικά T = 0.1 και ∆0 = 0.001. Οι διευθύνσεις των μαγνητίσεων είναι z, x και y.

Παρατηρούμε ότι η αύξηση του Zm οδηγεί αρχικά σε αύξηση και έπειτα μείωση
του υπερρεύματος μηδενικής φάσης. Η παράλληλη αύξηση όμως του Zn, εκτός από
τη μείωση της τιμής του μέγιστου υπερρεύματος μηδενικής φάσης, οδηγεί σε μια συ-
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μπεριφορά που χαρακτηρίζεται από δύο τοπικά μέγιστα του υπερρεύματος μηδενικής
φάσης στις περιπτώσεις των Σχ.8.7(a) και (d). Η συμπεριφορά αυτή συνοδεύεται από
την ύπαρξη μιας περιοχής της παραμέτρουZm, μεταξύ των δύο μεγίστων, όπου το υπερ-
ρεύμα μηδενικής φάσης έχει προσεγγιστικά σταθερή τιμή. Αντίθετα στα διαγράμματα
των Σχ.8.7(b) και (c) εμφανίζεται μόνο ένα μέγιστο για όλες τις τιμές του Zn. Παρόλα
αυτά διαπιστώνεται ότι, για αρκετά μεγάλη τιμή του Zn, η εμφάνιση του δεύτερου με-
γίστου είναι γεγονός, ακόμα και για τις περιπτώσεις (b) και (d). Όμως το μέτρο του
υπερρεύματος μηδενικής φάσης έχει γίνει πια πάρα πολύ μικρό. Έτσι η αξιοποίηση αυ-
τού του φαινομένου δεν είναι πάντοτε εφικτή. Επίσης οφείλουμε να αναφέρουμε ότι το
φαινόμενο της εμφάνισης του δεύτερου μεγίστου είναι πολύ ευαίσθητο στην τιμή της
μαγνήτισηςM . Έτσι η εμφάνιση του δεύτερου μεγίστου με επαρκή ένταση παρουσιάζε-
ται ή απουσιάζει διαδοχικά από τα διαγράμματα του I(0) ως προς Zm έντονα περιοδικά
με τη μαγνήτιση της επαφής. Επίσης έντονη περιοδικότητα του φαινομένου εμφανίζεται
και με την μεταβολή της παραμέτρου kFd.
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Σχήμα 8.8: Διαγράμματα του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει του Zm

για Zn = 0 και (a) M = 0.5 για kFd = 27.31, 27.325, 27.33 με γκρί συμπαγή,
μαύρη συμπαγή και γκρί διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα, (b) kFd = 25 για M =

0.155, 0.1555, 0.156 με γκρί συμπαγή, μαύρη συμπαγή και γκρί διακεκομμένη γραμμή
αντίστοιχα. Φυσικά T = 0.1 και ∆0 = 0.001. Οι διευθύνσεις των μαγνητίσεων είναι z,
x και y.

Επίσης παρατηρούμε ότι οι μεταβολές της ισχύος ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης δεν
αλλάζουν το πρόσημο του υπερρεύματος μηδενικής φάσης. Το γεγονός αυτό φαίνεται
να ισχύει για όλες τις αλλαγές των παραμέτρων kFd καιM , εκτός από την περίπτωση
που σε μια περιοχή κάποιας από αυτές το υπερρεύμα μηδενικής φάσης μηδενίζεται.
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Σε αυτά τα σημεία το διάγραμμα του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει της
ισχύος ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης Zm εμφανίζει ταλαντωτική συμπεριφορά και το
I(0) μπορεί να αλλάξει πρόσημο κατά τη μεταβολή του Zm. Το φαινόμενο αυτό παρου-
σιάζεται στο Σχ.8.8(a), για την περιοχή kFd = 27.32 και M = 0.5, Zn = 0 και στο
Σχ.8.8(b), για την περιοχή M = 0.1555 και kFd = 25, Zn = 0, όπου το υπερρεύμα
μηδενικής φάσης μηδενίζεται για Zm = 1. Στα διαγράμματα αυτά παρατηρούμε ότι το
υπερρεύμα μηδενικής φάσης παραμένει μικρό σε απόλυτη τιμή και έτσι είναι σχετικά
ασφαλές να μιλήσουμε για διατήρηση του προσήμου του υπερρεύματος μηδενικής φά-
σης ως προς την παράμετρο Zm. Ανάλογο συμπέρασμα ισχύει και για τη μεταβολή του
υπερρεύματος συναρτήσει της ισχύος ενδοεπιφανειακής κανονικής σκέδασης Zn. Έτσι
το πρόσημο του υπερρεύματος μηδενικής φάσης I(0) φαίνεται να εξαρτάται μόνο από
το πάχος του ενδιάμεσου στρώματος kFd και την τιμή της μαγνήτισηςM .

0 2 4 6 8
0

0.05

0.1

0.15

Zm

|I
|h̄

e
∆

0

(a)

0 2 4 6 8
0

0.05

0.1

0.15
(b)

Zm

|I
|h̄

e
∆

0

0 2 4 6 8
0

0.02

0.04

0.06
(c)

Zm

|I
|h̄

e
∆

0

0 2 4 6 8
0

0.02

0.04

0.06
(d)

Zm

|I
|h̄

e
∆

0

Σχήμα 8.9: Διαγράμματα της απόλυτης τιμής του υπερρεύματος μηδενικής φάσης και
του κρίσιμου υπερρεύματος (αντίστοιχα η μαύρη συμπαγής γραμμή και η γκρί συμπαγής
γραμμή) συναρτήσει του Zm, για διάφορες τιμές της μαγνήτισης: (a)M = 0.2, (b)M =

0.43, (c)M = 0.9, (d)M = 1. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι T = 0.1, ∆0 = 0.001,
kFd = 25 και Zn = 2. Οι διευθύνσεις των μαγνητίσεων είναι z,x και y.
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Έχει ενδιαφέρον να εξετάσουμε, παράλληλα με το υπερρεύμα μηδενικής φάσης, και
το κρίσιμο υπερρεύμα σαν συνάρτηση της ισχύος ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης Zm.
Στο Σχ.8.9(a)-(d) παρουσιάζονται σε κοινά διαγράμματα το κρίσιμο υπερρεύμα και το
υπερρεύμα μηδενικής φάσης συναρτήσει του Zm, για επαφές με ένα ενδιάμεσο στρώμα
και kFd = 25, Zn = 2 και τιμές τις μαγνήτισηςM ίδιες με αυτές του Σχ.8.7 αντίστοιχα
στα διαγράμματα (a) έως (d). Παρατηρούμε ότι τα μέγιστα της απόλυτης τιμής του I(0)
συναρτήσει του Zm συμπέφτουν με τα σημεία στα οποία το κρίσιμο υπερρεύμα παρου-
σιάζει ασυνέχεια της παραγώγου και κατά συνέπεια αλλαγή του προσήμου του μέγιστου
υπερρεύματος της επαφής, δηλαδή 0− π αλλαγή φάσης. Η παρατήρηση αυτή είναι γε-
νική, όταν η ισχύς ενδοεπιφανειακής σκέδασηςZn είναι αρκετά μεγάλη, αλλά δεν ισχύει
όταν είναι σχετικά μικρή. Σε αυτή την περίπτωση η αλλαγή φάσης 0 − π, αν υπάρχει,
δεν συμβαίνει στην ίδια τιμή του Zm, για την οποία μεγιστοποιείται η απόλυτη τιμή
του I(0). Για παράδειγμα στις καμπύλες του I(0) συναρτήσει του Zm για Zn = 0 στα
διαγράμματα του Σχ.8.7(a)-(d) τα μέγιστα δεν αντιστοιχούν σε αλλαγή φάσης 0− π.

Στο Σχ.8.10(a)-(d) παρουσιάζονται οι σχέσεις υπερρεύματος φάσης αντίστοιχα με
τις ίδιες παραμέτρους του Σχ.8.9(a)-(d) και τιμές του Zm γύρω από τα σημεία που ανα-
φέρθηκαν προηγουμένως, συγκεκριμένα κατά προσέγγιση (a) Zm = 3.4, (b) Zm = 1.8,
(c) Zm = 2.25 και (d) Zm = 2. Παρατηρούμε ότι στις περιπτώσεις μεγάλης μαγνήτισης
(M = 0.9,M = 1) και ειδικά γιαM = 1, τα σημεία που επιλέξαμε δεν είναι ακριβώς
ασυνέχειες της παραγώγου που σχετίζονται με αλλαγές φάσης. Παρόλα αυτά τα μέγιστα
του υπερρεύματος μηδενικής φάσης ταυτίζονται με αυτά και μάλιστα, ειδικά γιαM = 1,
οι δύο καμπύλες ταυτίζονται σε ένα μεγάλο φάσμα τιμών του Zm. Αυτό οφείλεται στο
γεγονός ότι γιαM = 1, η σχέση υπερρεύματος φάσης “κλειδώνει” στη μορφή − cosχ,
με αποτέλεσμα η απόλυτη τιμή του υπερρεύματος μηδενικής φάσης να είναι πολύ κο-
ντά στο κρίσιμο υπερρεύμα. ΓιαM = 0.9, παρατηρούμε στο διάγραμμα του Σχ.8.10(c)
ότι η μεταβολή του Zm οδηγεί σε ελαφρά μετατόπιση της σχέσης υπερρεύματος φάσης,
κάτι που μπορεί να θυμίσει μία 0−π αλλάγη φάσης. Περαιτέρω αύξηση τουZm παρόλα
αυτά δεν οδηγεί σε μία καθαρή τέτοια μετάβαση. Το ίδιο και ακόμα περισσότερο ισχύει
για M = 1, όπου η σχέση υπερρεύματος φάσης παραμένει “κλειδωμένη” στη μορφή
− cosχ. Αντίθετα, γιαM = 0.2 καιM = 0.43, η 0 − π αλλαγή φάσης είναι εμφανής,
στα διαγράμματα του Σχ.8.10(a) και (b).

Παρόλα αυτά οι σχέσεις υπερρεύματος φάσης που παρουσιάζονται σε αυτά τα δια-
γράμματα (Σχ.8.10) είναι σχετικά συμβατικές, με την έννοια ότι η μορφή τους, με τη μία
αρμονική και, κατά την αλλαγή φάσης, με τη δεύτερη, εμφανίζεται και σε επαφές με συ-
νεπίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων. Επίσης το υπερρεύμα μηδενικής φάσης είναι σχετικά
μικρό, συγκρινόμενο με το κρίσιμο υπερρεύμα. Έτσι, στο Σχ.8.11(a), παρουσιάζουμε το
διάγραμμα του κρίσιμου υπερρεύματος και της απόλυτης τιμής του υπερρεύματος μη-
δενικής φάσης συναρτήσει του Zm, για τις ίδιες παραμέτρους με το Σχ.8.10, αλλά με
M = 0.8. Παρατηρούμε ότι το μέγιστο της απόλυτης τιμής του I(0) γίνεται στο σημείο
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Σχήμα 8.10: Σχέσεις υπερρεύματος φάσης για επαφές με τις ίδιες παραμέτρους, όπως
και στο Σχ.8.9, και για τιμές του Zm γύρω από τις οποίες έχουμε απότομη μεταβολή
του κρίσιμου υπερρεύματος και μέγιστο του υπερρεύματος μηδενικής φάσης:(a) Zm =

3.2, 3.4, 3.6, (b) Zm = 1.6, 1.8, 2, (c) Zm = 2, 2.25, 2.5 και (d) Zm = 1.8, 2, 2.2. Οι
τιμές του Zm, με τη σειρά που αναφέρονται, αντιστοιχούν στη καμπύλη με την γκρί
συμπαγή, τη μαυρη συμπαγή και τη γκρί διακεκομμένη γραμμή σε κάθε διάγραμμα. Οι
άλλες παράμετροι είναι ακριβώς όπως και στο Σχ.8.9(a)-(d) αντίστοιχα.
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Σχήμα 8.11: Για τις ίδιες παραμέτρους με το Σχ.8.10, αλλά μεM = 0.8, δίνουμε: (a) το
κρίσιμο υπερρεύμα (γκρι γραμμή) και την απόλυτη τιμή του υπερρεύματος μηδενικής
φάσης (μαύρη γραμμή) συναρτήσει του Zm και (b) τις σχέσεις υπερρεύματος φάσης για
τιμές του Zm = 2, 2.5, 3 (γκρί συμπαγής, μαύρη συμπαγής, γκρί διακεκομμένη γραμμή)
γύρω από το μέγιστο του Ι(0) στο Zm = 2.5.

που το κρίσιμο υπερρεύμα έχει τη δεύτερη ασυνέχεια παραγώγου. Και οι δύο ασυνέ-
χειες της παραγώγου του κρίσιμου υπερρεύματος αντιστοιχούν σε αλλαγή φάσης 0−π.
Η πρώτη όμως δεν αντιστοιχεί σε μέγιστο του I(0). Σημειώνουμε ότι, π.χ για Zn = 4, η
κατάσταση διατηρείται με τη διαφορά ότι έχει αναπτυχθεί και ένα δεύτερο μέγιστο του
I(0), το οποίο συμπέφτει με την πρώτη ασυνέχεια παραγώγου του κρίσιμου υπερρεύ-
ματος. Βέβαια το μέγεθος του υπερρεύματος πέφτει σημαντικά. Έτσι επιβεβαιώνεται ο
κανόνας που αναφέραμε παραπάνω για αρκούντως μεγάλη τιμή του Zn. Στο Σχ.8.11(b)
δίνονται οι αντίστοιχες σχέσεις υπερρεύματος φάσης για τιμές του Zm γύρω από το μέ-
γιστο του I(0) (Zm = 2, 2.5, 3). Παρατηρούμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης είναι
αυξημένο σε σχέση με το κρίσιμο υπερρεύμα και ότι η αλλαγή φάσης γίνεται με “πα-
ραμόρφωση” της σχέσης υπερρεύματος φάσης και όχι με ευκρινή εμφάνιση δεύτερης
αρμονικής. Γενικότερα μπορούμε να κάνουμε το εξής σχόλιο: Οι σχέσεις υπερρεύματος
φάσης, με μη συνεπίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων, δείχνουν ότι πρόκειται για επαφές
που δεν μπορούν να χαρακτηριστούν ως ευρισκόμενες αμιγώς σε φάση 0 ή π, στις πε-
ρισσότερες των περιπτώσεων, παρόλο που μπορεί να περιέχουν προσεγγιστικά μία μόνο
αρμονική. Η ύπαρξη υπερρεύματος μηδενικής φάσης και ο όρος sinχ στην ορίζουσα
Γ, και κατά συνέπεια ο όρος cosχ στον αριθμητή της σχέσης (7.52), επηρρεάζουν το
υπερρεύμα για όλες τις τιμές της φάσης, περιορίζοντας το ενδεχόμενο να υπάρχει κέ-
ντρο αντισυμμετρίας στο διάγραμμα της CPR και διατηρωντας μόνο την περιοδικότητα
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κατά τη μετατόπιση της φάσης κατά 2π.
Κλείνουμε αυτή την ενότητα με μερικές ανάλογες παρατηρήσεις με τις προηγού-

μενες, που αφορούν την εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης από την ισχύ
ενδοεπιφανειακής κανονικής σκέδασης Zn. Η εξάρτηση από το Zn κρίνεται λιγότερο
σημαντική, καθώς δεν είναι απαραίτητη για την ύπαρξη του υπερρεύματος μηδενικής
φάσης, ούτε για τα σημαντικά υπερρεύματα που παρατηρούνται σε ημιμεταλλικές επα-
φές Josephson με γεωμετρία μαγνητίσεων που επιτρέπει την αλλαγή σπιν των διεγέρ-
σεων κατά τη σκέδαση στις ενδοεπιφάνειες, σε σχέση με την κατάσταση σπιν που βρί-
σκονται μέσα στο σιδηρομαγνητικό στρώμα. Παρόλα αυτά μια σύντομη συζήτηση είναι
χρήσιμη.

Στο Σχ.8.12 δίνεται το υπερρεύμα μηδενικής φάσης συναρτήσει της ισχύος ενδοεπι-
φανειακής σκέδασης Zn, για διάφορες τιμές της ισχύος ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης
Zm. Οι ακριβείς παράμετροι της επαφής φαίνονται στη λεζάντα του σχήματος. Παρατη-
ρούμε, όπως και στην πρώτη ενότητα, ότι για μικρά Zm(= 0.5) το υπερρεύμα μηδενικής
φάσης είναι πιο ασθενές και φθίνει μονότονα στο μηδέν με την αύξηση του Zn (μάυρη
συμπαγής γραμμή). Η αύξηση όμως του Zm οδηγεί σε αύξηση του υπερρεύματος μηδε-
νικής φάσης, σχεδόν για κάθε Zn, αλλά και στην ύπαρξη μιας κορυφής συναρτήσει του
Zn, η ύπαρξη της οποίας είναι αντίθετη με την “κοινή” λογική. Θα περιμέναμε δηλαδή
μονότονη πτώση. Αυτό το φαινόμενο πιθανόν οφείλεται σε συντονισμούς που εμφα-
νίζονται στην επαφή. Τέλος παρατηρούμε ότι περαιτέρω αύξηση του Zm(= 2) οδηγεί
σε μείωση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης, παρόλο που η κορυφή που αναφέραμε
συνεχίζει να υφίσταται.

Στο Σχ.8.13(a) δίνουμε στο ίδιο διάγραμμα το κρίσιμο υπερρεύμα και την απόλυτη
τιμή του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει του Zn, για τις ίδιες παραμέτρους
όπως και στο Σχ.8.12 και για Zm = 2. Παρατηρούμε ότι, όπως και στα αντίστοιχα δια-
γράμματα συναρτήσει του Zm, οι κορυφές ή απότομες μεταβολές του υπερρεύματος
μηδενικής φάσης συμπέφτουν με τα σημεία ασυνέχειας της παραγώγου του κρίσιμου
υπερρεύματος. Το φαινόμενο αυτό είναι σχετικά γενικό, αλλά απαιτεί αρκούντως ισχυρή
τιμή του Zm για να εμφανιστεί. Στο Σχ.8.13(b) δίνουμε τις σχέσεις υπερρεύματος φά-
σης για τιμές του Zn γύρω από το πρώτο μέγιστο του |I(0)|, περίπου στο Zn = 1.78.
Παρατηρούμε ότι γύρω από το σημείο αυτό έχουμε 0− π αλλαγή φάσης.

Στο Σχ.8.13(c) δίνουμε πάλι στο ίδιο διάγραμμα το κρίσιμο υπερρεύμα και την από-
λυτη τιμή του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει του Zn, αλλά γιαM = 0.9.
Παρατηρούμε ότι το κρίσιμο υπερρεύμα έχει μία ασυνέχεια στην παράγωγό του, γύρω
στοZn = 1.75, και ότι η απόλυτη τιμή του υπερρεύματος μηδενικής φάσης τείνει να συ-
μπέσει με την καμπύλη του κρίσιμου ρεύματος. Η κορυφή που εμφανίζει το υπερρεύμα
μηδενικής φάσης συμπέφτει με την ασυνέχεια της παραγώγου του κρίσιμου υπερρεύμα-
τος. Όμως σε αυτό το σημείο δεν έχουμε μια καθαρή 0−π αλλαγή φάσης, όπως φαίνεται
στο Σχ.8.13(d). Εκεί δίνουμε τις αντίστοιχες σχέσεις υπερρεύματος φάσης για τιμές του

169



0 1 2 3 4 5
−0.08

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

Zn

I
(0

)h̄
e
∆

0

Σχήμα 8.12: Διάγραμμα του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει του Zn, για
τιμές του Zm = 0.5, 1, 1.5, 2 (μαύρη συμπαγής, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγής,
γκρι διακεκομμένη γραμμή). Οι τιμές των άλλων παραμέτρων είναι:M = 0.5, kFd =

25. Η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι zxy.
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Σχήμα 8.13: (a) Διάγραμμα του κρίσιμου υπερρεύματος (γκρι γραμμή) και του υπερ-
ρεύματος μηδενικής φάσης (μαύρη γραμμή) συναρτήσει του Zn γιαM = 0.5 και (b) οι
αντίστοιχες σχέσεις υπερρεύματος φάσης για Zn = 1.5, 1.78, 2 (γκρι συμπαγής, μαύρη
συμπαγής, γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα). (c) Διάγραμμα του κρίσιμου υπερ-
ρεύματος (γκρι γραμμή) και του υπερρεύματος μηδενικής φάσης (μαύρη γραμμή) συ-
ναρτήσει του Zn γιαM = 0.9 και (d) οι αντίστοιχες σχέσεις υπερρεύματος φάσης για
Zn = 1.5, 1.75, 2 (γκρι συμπαγής, μαύρη συμπαγής, γκρι διακεκομμένη γραμμή αντί-
στοιχα). Οι άλλες παράμετροι είναι Zm = 2 και kFd = 25. Η γεωμετρία των μαγνητί-
σεων είναι zxy.
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Zn γύρω από το 1.75. Υπάρχει μια μετατόπιση των καμπυλών, καθώς το Zn αυξάνει,
αλλά η κατάσταση αυτή δεν αλλάζει, όσο κι αν απομακρυνθούμε από το εν λόγω ση-
μείο (Zn = 1.75). Φαίνεται ότι οι σχέσεις υπερρεύματος φάσης σε αυτή την περίπτωση
τείνουν να “κλειδώσουν” στη μορφή − cosχ. Με βάση όλα τα παραπάνω, συμπεραί-
νουμε ότι η εξάρτηση του υπερρεύματος από το Zn παρουσιάζει πολλές αναλογίες με
την εξάρτησή του από την ισχύ της ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης Zm.

8.3 Εξάρτηση του κρίσιμου υπερρεύματος και του υπερ-
ρεύματος μηδενικής φάσης από τη μαγνήτιση και το
πάχος του ενδιάμεσου στρώματος - το ημιμεταλλικό
όριοM > 1

Στην παρούσα ενότητα θα παραθέσουμε μερικά διαγράμματα που καταδεικνύουν
την εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης, καθώς και του κρίσιμου υπερρεύ-
ματος, από τη μαγνήτιση και το πάχος του ενδιάμεσου στρώματος σιδηρομαγνητικής
επαφής Josephson. Θα θεωρήσουμε ότι η επαφή Josephson έχει ένα ενδιάμεσο στρώμα
και σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες στα αριστερά και τα δεξιά. Επίσης θα υποθέσουμε ξανά
ότι T = 0.1 και∆0 = 0.001, όπου∆0 είναι η συνάρτηση χάσματος σε μηδενική θερμο-
κρασία και είναι η ίδια και για την αριστερή και τη δεξιά υπεραγώγιμη περιοχή. Οι ισχύες
ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης και κανονικής σκέδασης στην αριστερή και τη δεξιά εν-
δοεπιφάνεια θεωρούνται συμμετρικές. Οι διευθύνσεις της αριστερής ενδοεπιφανειακής
μαγνήτισης και της μαγνήτισης του ενδιάμεσου στρώματος επιλέγονται στη z και την x
διεύθυνση αντίστοιχα. Η διεύθυνση της δεξιάς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης μεταβάλ-
λεται τόσο στο επίπεδο xy, όσο και στα επίπεδα zy και zx. Επίσης θα μεταβάλλουμε
το μέτρο της μαγνήτισης του ενδιάμεσου στρώματος σε εύρος τιμών που περιλαμβάνει
τιμές μεγαλύτερες της μονάδος, οπότε το ενδιάμεσο στρώμα έχει ιδιότητες ημιμεταλλι-
κού σιδηρομαγνήτη, αφού η μία ζώνη σπιν βρίσκεται πάνω από την ενέργεια Fermi και
είναι κενή σε μηδενική θερμοκρασία.

Στο Σχ.8.14 δίνουμε το υπερρεύμα μηδενικής φάσης συναρτήσει της κανονικοποιη-
μένης μαγνήτισηςM του ενδιάμεσου στρώματος. Και στα τέσσερα διαγράμματα αυτού
του σχήματος έχουμε θέσει Zm = 1, ενώ στα διαγράμματα (a) και (b) το κανονικοποι-
ημένο πάχος του ενδιάμεσου στρώματος είναι kFd = 26.8, 33.2 αντίστοιχα και η ισχύς
της ενδοεπιφανειακής κανονικής σκέδασης είναι Zn = 0. Στα διαγράμματα (c) και (d)
εχουμε πάλι kFd = 26.8, 33.2 αντίστοιχα, αλλά Zn = 1. Η γεωμετρία των μαγνητίσεων
είναι zxy. Το εύρος των τιμών της μαγνήτισηςM εκτείνεται από το μηδέν έως το 1.5.
Περιλαμβάνει δηλαδή και την περιοχή [1, 1.5], στην οποία το μοντέλο μας αποτελεί μια
απλοϊκή περιγραφή ημιμεταλλικού σιδηρομαγνητικού ενδιάμεσου στρώματος.
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Σχήμα 8.14: Διαγράμματα του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει της μαγνή-
τισης M του ενδιάμεσου στρώματος για (a) kFd = 26.8 και Zn = 0, (b) kFd = 33.2

και Zn = 0, (c) kFd = 26.8 και Zn = 1 και (d) kFd = 33.2 και Zn = 1. Σε όλα τα
διαγράμματα Zm = 1, T = 0.1 και ∆0 = 0.001. Η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι
zxy.
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Από τα διαγράμματα του Σχ.8.14 παρατηρούμε τις γρήγορες ταλαντώσεις του υπερ-
ρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει της μαγνήτισης M . Επίσης παρατηρούμε ότι
αυτό μηδενίζεται ακόμα και για μη μηδενικές τιμές της μαγνήτισης, όπως παρατηρή-
σαμε και στην πρώτη ενότητα αυτού του κεφαλαίου. Με την αύξηση του kFd (από το
(a) στο (b) και από το (c) στο (d)) διαπιστώνουμε ότι η περίοδος της ταλάντωσης τεί-
νει να μειωθεί, και όντως μειώνεται, όπως προκύπτει αν επιλέξουμε ακόμα μεγαλύτερες
τιμές του κανονικοποιημένου πάχους. Αυτό είναι αναμενόμενο, αν αναλογιστούμε ότι
η εξάρτηση του υπερρεύματος από τη μαγνήτιση είναι μέσω των κυματοδιανυσμάτων,
τα οποία εμφανίζονται και μέσα σε τριγωνομετρικές συναρτήσεις ημιτόνου και συνη-
μιτόνου, πολλαπλασιασμένα επί kFd. Για Zn = 1, στα διαγράμματα (c) και (d), παρα-
τηρούμε μια κάποια μείωση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης, για όλες τις τιμές του
M . Επίσης παρατηρούμε ότι, ενώ για Zn = 0 στο M = 1 η τιμή του υπερρεύματος
μηδενικής φάσης είναι μέγιστη κατ΄ απόλυτη τιμή, για Zn = 1 αυτό δεν ισχύει πλέον.
Το υπερρεύμα μηδενικής φάσης γιαM > 1 είναι μειωμένο, όταν Zn = 1, και εμφανί-
ζει πτώση, καθώς αυξάνεται τοM , με πιο ευκρινείς κορυφές. H πτώση οφείλεται στην
αυξημένη κανονική σκέδαση στην επαφή, ενώ οι ευκρινείς κορυφές σε συντονισμούς,
που επιτρέπουν τη διέλευση των σωματιδίων παρά την ισχυρή κανονική σκέδαση.

Είναι αξιοπερίεργο επίσης γιατί δεν εμφανίζονται γρήγορες ταλαντώσεις, λόγω της
εξάρτησης από τα κυματανύσματα μέσω τριγωνομετρικών συναρτήσεων, ότανM > 1.
Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι, τα ημίτονα και συνημίτονα που αναφέραμε, εμφανίζο-
νται στον αριθμητή της σχέσης (7.52) σε αθροίσματα με όρους που εξαρτώνται και από
τα δύο κυματανύσματα, που αντιστοιχούν στις δύο προβολές του σπιν. ΌτανM > 1, η
φάση που αντιστοιχεί στο σπιν το αντίθετο της μαγνήτισης (qe↓kFd) γίνεται φανταστική
και μετατρέπει το ημίτονο ή το συνημίτονο στην αντίστοιχη υπερβολική τριγωνομε-
τρική συνάρτηση. Έτσι αυτή αθροιζόμενη με το ημίτονο ή συνημίτονο της πραγματικής
φάσης (qe↑kFd), που αντιστοιχεί στο σπιν το παράλληλο στη μαγνήτιση, εξαφανίζει την
ταλαντωτική συμπεριφορά. Οδηγούμαστε λοιπόν σε μια πιο απλή εξάρτηση του υπερ-
ρεύματος από τις παραμέτρους της επαφής.

Στη συνέχεια παρουσιάζουμε μερικά διαγράμματα που συσχετίζουν το κρίσιμο υπερ-
ρεύμα με την τιμή της μαγνήτισης. Επίσης θα περιγράψουμε ποια είναι η σχέση της
μεταβολής της μαγνήτισης με την εμφάνιση 0 − π αλλαγής φάσης στην επαφή. Στην
περίπτωση που οι μαγνητίσεις της επαφής είναι μη συνεπίπεδες, η σχέση υπερρεύματος
φάσης έχει μηδενικά σε τιμές της φάσης που διαφέρουν από τις τιμές 0 και π. Έτσι δεν
έχει νόημα να μιλήσουμε για κατάσταση 0 ή κατάσταση π. Τότε λέγεται ότι η επαφή
βρίσκεται σε κατάσταση χ0, όπου χ0 είναι η φάση που μηδενίζεται το υπερρεύμα και
η ενέργεια της επαφής έχει ελάχιστο. Παρόλα αυτά έχει νόημα να ορίσουμε μια επαφή
να βρίσκεται στην κατάσταση 0 ή π ανάλογα με το αν το μέγιστο, κατ’ απόλυτη τιμή,
του υπερρεύματος στη σχέση υπερρεύματος φάσης και στο διάστημα [0, π] είναι θετικό
ή αρνητικό. Έτσι, αν μια επαφή με μη συνεπίπεδη γεωμετρία μαγνητίσεων έχει μικρό
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υπερρεύμα μηδενικής φάσης και κατά συνέπεια μικρή φάση μηδενισμού, μπορεί να της
αποδοθεί ο χαρακτηρισμός μηδενικής 0 ή π επαφής. Κυρίως αυτό που μας ενδιαφέρει
είναι αν το πρόσημο του υπερρεύματος αλλάζει απότομα ή ομαλά, με τη μεταβολή κά-
ποιας παραμέτρου. Γενικά η αλλαγή είναι απότομη όταν M < 1, όπως είδαμε στην
προηγούμενη ενότητα (Σχ.8.10). ΓιαM > 1 η CPR κλειδώνει σε προσεγγιστικά πριο-
νωτή ή ημιτονοειδή μορφή και με μεταβολή των σχετικών γωνιών του πρώτου και του
τρίτου στρώματος επιτυγχάνουμε τη μετατόπισή της [96].
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Σχήμα 8.15: Διαγράμματα του κρίσιμου υπερρεύματος συναρτήσει της μαγνήτισης του
ενδιάμεσου στρώματος: (a) Zm = 0.7 και γεωμετρία μαγνητίσεων zxz, (b) Zm = 1

και γεωμετρία μαγνητίσεων zxz, (c) Zm = 0.7 και γεωμετρία μαγνητίσεων zxy και
(d) Zm = 1 και γεωμετρία μαγνητίσεων zxy. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι Zn = 0,
kFd = 25. Οι κάθετες γραμμές συμβολίζουν την 0 − π αλλαγή φάσης. Στο διάγραμμα
(b) δεν υπάρχει αλλαγή φάσης. ΓιαM κοντά στη μονάδα, ο ορισμός της 0− π αλλαγής
φάσης είναι απλά ενδεικτικός για τη γεωμετρία zxy.

Στο Σχ.8.15 δίνουμε διαγράμματα του κρίσιμου υπερρεύματος συναρτήσει της μα-

175



γνήτισηςM του ενδιάμεσου στρώματος. Στο Σχ.8.15(a) οι παράμετροι είναι Zm = 0.7,
Zn = 0, kFd = 25 και η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι zxz. Οι κάθετες γραμμές
συμβολίζουν την αλλαγή φάσης, με τις συμπαγείς γραμμές να σημαίνουν αλλαγή από
0 σε π και οι διακεκομμένες το αντίστροφο. Παρατηρούμε ότι για M > 1 το κρίσιμο
υπερρεύμα είναι μη μηδενικό, σε αντίθεση με το υπερρεύμα μηδενικής φάσης, που είναι
μηδέν, αφού η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι συνεπίπεδη. Επίσης παρατηρούμε ότι
μετά το M > 1 δεν έχουμε αλλαγές φάσης. Αυτό επιβεβαιώνει ότι η μορφή της CPR
γιαM > 1 είναι ανεξάρτητη των μαγνητίσεων της επαφής.

Στο Σχ.8.15(b) έχουμε θέσει Zm = 1 και όλες τις άλλες παραμέτρους ίδιες με το
Σχ.8.15(a). Παρατηρούμε ανάλογη συμπεριφορά, με τη διαφορά ότι δεν εμφανίζεται
αλλαγή φάσης για ολόκληρο το εύρος τιμών της παραμέτρουM . Στα Σχ.8.15(c) και (d)
έχουμε αλλάξει τη γεωμετρία των μαγνητίσεων σε zxy και έχουμε Zm = 0.7 στο (c) και
Zm = 1 στο (d). Οι άλλες παράμετροι είναι οι ίδιες. Παρατηρούμε τις αλλαγές φάσης
κατά μήκος των τιμών της παραμέτρου M , μέχρι την τιμή μονάδα. Από εκεί και πέρα
δεν υπάρχουν αλλαγές φάσης.

Στο Σχ.8.16(a) δίνουμε ξανά το Σχ.8.15(d) μαζί με την απόλυτη τιμή του υπερρεύ-
ματος μηδενικής φάσης, με τη μαύρη διακεκομμένη γραμμή. Παρατηρούμε ότι τα μέγι-
στα των καμπυλών ταυτίζονται προσεγγιστικά. Αυτό το συμπέρασμα είναι γενικό, στο
βαθμό που μπορούμε να κρίνουμε. Επίσης, βαθιά μέσα στην περιοχήM > 1 οι καμπύ-
λες τείνουν να ταυτιστούν. Στο διάγραμμα του Σχ.8.16(b) παρουσιάζονται οι σχέσεις
υπερρεύματος φάσης για τρεις τιμές της μαγνήτισης, που αναφέρονται στο Σχ.8.16(a)
(M = 0.53 με μάυρη συμπαγής γραμμή,M = 0.55 με μαύρη διακεκομμένη γραμή και
M = 0.57 με γκρί συμπαγή γραμμή). Οι τιμές αυτές είναι κοντά στο σημείο αλλαγής
φάσης από 0 σε π. Παρατηρούμε την ύπαρξη της δεύτερης αρμονικής και τη σταδιακή
ενίσχυση του αρνητικού λοβού σε σχέση με το θετικό. Στο διάγραμμα του Σχ.8.16(c)
δείχνουμε τις σχέσεις υπερρεύματος φάσης για M = 1.1 (μαύρη συμπαγής γραμμή),
M = 1.2 (μαύρη διακεκομμένη γραμμή) καιM = 1.3 (γκρί συμπαγής γραμμή). Παρα-
τηρούμε ότι η CPR, καθώς αυξάνεται η μαγνήτιση, τείνει να γίνει ημιτονοειδής. Επίσης
φαίνεται ότι η γενική μορφή της CPR μένει αναλλοίωτη με τη μεταβολή της μαγνήτισης,
όπως συμβαίνει και με τη μεταβολή των παραμέτρων Zm και Zn. Π.χ τα σημεία μηδενι-
σμού παραμένουν τα ίδια. Όπως έχουμε αναφέρει, μετατόπιση της CPR επιτυγχάνεται
με μεταβολή των γωνιών των μαγνητίσεων ενδοεπιφάνειας.

Στο Σχ.8.17(a) και (b) δίνουμε το κρίσιμο υπερρεύμα συναρτήσει της μαγνήτισης
του ενδιάμεσου στρώματος για τρεις γεωμετρίες μαγνητίσεων. H μαύρη συμπαγής γραμμή
αντιστοιχεί στη γεωμετρία zxz, η μαύρη διακεκομμένη γραμμή αντιστοιχεί στη γεωμε-
τρία zxy και η γκρί συμπαγής γραμμή αντιστοιχεί στη γεωμετρία zxx. Στο Σχ.8.17(a)
έχουμε kFd = 25 και στο (b) θέτουμε kFd = 40. Oι υπόλοιπες παράμετροι είναιZm = 1

και Zn = 0.5. Παρατηρούμε ότι οι συντονισμοί του κρίσιμου υπερρεύματος γιαM < 1

είναι πιο ισχυροί για την περίπτωση της γεωμετρίας zxz και για τις δύο τιμές του kFd.
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Σχήμα 8.16: Στο (a) δίνουμε ξανά το Σχ.8.15(d) μαζί με την απόλυτη τιμή του υπερ-
ρεύματος μηδενικής φάσης (διακεκομμένη μαύρη γραμμή). Στο (b) δίνουμε τις σχέσεις
υπερρεύματος φάσης γύρω από σημείο M = 0.55 του διαγράμματος (a) (μαύρη δια-
κεκομμένη γραμμή) και συγκεκριμένα και στα σημεία M = 0.53 (μαύρη συμπαγής
γραμμή) καιM = 0.57 (γκρί συμπαγής γραμμή). Στο (c) δίνουμε τις σχέσεις υπερρεύ-
ματος φάσης γιαM = 1.1 (μαύρη συμπαγής γραμμή),M = 1.2 (μαύρη διακεκομμένη
γραμμή) καιM = 1.3 (γκρί συμπαγής γραμμή).
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Σχήμα 8.17: Στα παραπάνω διαγράμματα δίνουμε τις καμπύλες του κρίσιμου υπερ-
ρεύματος συναρτήσει της μαγνήτισης M για τρεις γεωμετρίες μαγνητίσεων: zxz με
μαύρη συμπαγή γραμμή, zxy με μαύρη διακεκομμένη γραμμη και zxx με γκρί συμπαγή
γραμμή. Στο (a) έχουμε kFd = 25 και στο (b) έχουμε kFd = 40. Οι υπόλοιπες παράμε-
τροι είναι κοινές και είναι Zn = 0.5 και Zm = 1.
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Η παρατήρηση αυτή φαίνεται να είναι γενική και αφορά και τη μεταβολή άλλων παρα-
μέτρων πέραν του πάχους του ενδιάμεσου στρώματος. To φαινόμενο πιθανώς οφείλεται
στο ότι η μαγνητίσεις στο πρώτο και στο τρίτο στρώμα είναι στην ίδια διεύθυνση και
επιτρέπουν ευκολότερα τη διεύλεση των διεγέρσεων με κατάσταση σπιν στον άξονα
κβάντωσης. Παρατηρούμε επίσης ότι, στο ημιμεταλλικό όριοM > 1, το κρίσιμο υπερ-
ρεύμα των γεωμετριών zxz και zxy είναι το ίδιο, ενώ το κρίσιμο υπερρεύμα για τη
γεωμετρία zxx μηδενίζεται. Επομένως συμπεραίνουμε ότι για την ύπαρξη φαινομένου
Josephson σε ημιμεταλλικές επαφές είναι απαραίτητη η ύπαρξη περιοχών μεταξύ του
ενδιάμεσου στρώματος και των υπεραγωγών που να χαρακτηρίζονται από διαφορετική
μαγνήτιση, ώστε να είναι δυνατή η μετατροπή των ζευγών Cooper από την κατάσταση
singlet στους υπεραγώγούς στην κατάσταση triplet στο ημιμεταλλικό στρώμα. Αυτό
είναι σε συμφωνία με τα ευρήματα της αναφοράς [64]. Επιπρόσθετα, βλέπουμε ότι το
κρίσιμο υπερρεύμα είναι το ίδιο, ανεξάρτητα από τη ανομοιογενή γεωμετρία zxz ή zxy,
και αυτό έχει να κάνει με το γεγονός ότι η μορφή της CPR δεν αλλάζει, όπως είδαμε,
αλλά απλά μετατοπίζεται με τη μεταβολή των σχετικών γωνιών των μαγνητίσεων ενδο-
επιφάνειας στα αριστερά και στα δεξιά.

Τα παραπάνω συμπεράσματα επιβεβαιώνονται και από τα Σχ.8.18 και Σχ.8.19. Οι
παράμετροι στις οποίες αναφέρονται τα διαγράμματα δίνονται στις αντίστοιχες λεζά-
ντες. Έτσι φαίνεται ότι και με μεταβολή των παραμέτρων Zm και Zn το κρίσιμο υπερ-
ρεύμα εξακολουθεί να έχει πιο έντονους συντονισμούς για τη γεωμετρία zxz. Επίσης
και τα συμπεράσματα για το ημιμεταλλικό όριο επιβεβαιώνονται.

Συνεχίζουμε με την παράθεση διαγραμμάτων του υπερρεύματος μηδενικής φάσης
και του κρίσιμου υπερρεύματος συναρτήσει του κανονικοποιημένου πάχους του ενδιά-
μεσου στρώματος kFd. Στο Σχ.8.20 δίνουμε το υπερρεύμα μηδενικής φάσης συναρτήσει
του κανονικοποιημένου πάχους. Οι κοινές παράμετροι είναι Zn = 0.5, Zm = 1. Στο (a)
θέτουμε M = 0.1 και παρατηρούμε ότι κυριαρχούν ταλαντώσεις δύο περιόδων, μία
της τάξης του 3kFd και η άλλη της τάξης του 60kFd. Οι περίοδοι αυτοί μπορούν να
ερμηνευτούν, αν προσεγγίσουμε τα κυματοδιανύσματα στο ενδιάμεσο στρώμα με τις
σχέσεις

q↑ =
√
1 +M, q↓ =

√
1−M. (8.5)

Τότε η εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης από το κανονικοποιημένο πά-
χος προέρχεται από τριγωνομετρικές συναρτήσεις των παραστάσεων

S↑,↓ = 2q↑,↓kFd, (8.6)

∆− = (q↑ − q↓)kFd (8.7)
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Σχήμα 8.18: Στα παραπάνω διαγράμματα δίνουμε τις καμπύλες του κρίσιμου υπερ-
ρεύματος συναρτήσει της μαγνήτισης M για τρεις γεωμετρίες μαγνητίσεων: zxz με
μαύρη συμπαγή γραμμή, zxy με μαύρη διακεκομμένη γραμμη και zxx με γκρί συμπαγή
γραμμή. Στο (a) έχουμε Zm = 0.75 και στο (b) έχουμε Zm = 1.5. Οι υπόλοιπες παρά-
μετροι είναι κοινές και είναι Zn = 0.5 και kFd = 25.
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Σχήμα 8.19: Στα παραπάνω διαγράμματα δίνουμε τις καμπύλες του κρίσιμου υπερ-
ρεύματος συναρτήσει της μαγνήτισης M για τρεις γεωμετρίες μαγνητίσεων: zxz με
μαύρη συμπαγή γραμμή, zxy με μαύρη διακεκομμένη γραμμη και zxx με γκρί συμπαγή
γραμμή. Στο (a) έχουμεZn = 0.75 και στο (b) έχουμεZn = 1. Οι υπόλοιπες παράμετροι
είναι κοινές και είναι Zm = 1 και kFd = 25.
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και

∆+ = (q↑ + q↓)kFd. (8.8)

Η περίοδος των συνιστωσών του υπερρεύματος προκύπτει από την εξίσωση των
παραπάνω παραστάσεων με 2π. Έτσι προκύπτουν οι περίοδοι

2π

S↑,↓
≃ 2π

∆+

≃ 3 (8.9)

και

2π

∆−
≃ 60. (8.10)

Επίσης, όσον αφορά το διάγραμμα Σχ.8.20(a), παρατηρούμε ότι το υπερρεύμα μη-
δενικής φάσης μηδενίζεται για συγκεκριμένες τιμές του kFd, παρόλο που η γεωμετρία
των μαγνητίσεων είναι μη συνεπίπεδη.

Στο διάγραμμα του Σχ.8.20(b) παρουσιάζεται το υπερρεύμα μηδενικής φάσης συ-
ναρτήσει του kFd για M = 0.5. Ξανά παρατηρούμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής φά-
σης μηδενίζεται για ορισμένες τιμές του kFd περιοδικά. Επίσης, αν και δεν είναι τόσο
εμφανείς όσο στο (a), διακρίνονται προσεγγιστικά δύο περίοδοι να συνυπάρχουν στο
διάγραμμα του Σχ.8.20(b). Έτσι έχουμε

2π

S↑,↓
≃ 2π

∆+

≃ 2.5 − 4.5 (8.11)

και

2π

∆−
≃ 12. (8.12)

Στο διάγραμμα του Σχ.8.20(c) παρουσιάζεται το υπερρεύμα μηδενικής φάσης για
M = 0.8. Εδώ παρατηρούμε ότι, σε όλο το εύρος τιμών του kFd, το υπερρεύμα μηδε-
νικής φάσης έχει αρνητική τιμή και δεν τέμνει τον οριζόντιο άξονα. Επίσης, με βάση τη
προσεγγιστική λογική που παρουσιάσαμε προηγουμένως, εμφανής είναι μία ταλάντωση
με περίοδο ∼ 7, που αντιστοιχεί στις φάσεις ∆− ή S↓. Συγκεκριμένα

2π

S↓
=

2π

∆−
= 7.024. (8.13)
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Σχήμα 8.20: Διαγράμματα του υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει του κανο-
νικοποιημένου πάχους kFd: (a) M = 0.1, (b) M = 0.5, (c) M = 0.8 και (d) M = 1.
Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι Zn = 0.5, Zm = 1. H γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι
zxy.
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Στο Σχ.8.20(d) έχουμε θέσειM = 1. To υπερρεύμα μηδενικής φάσης αυξάνεται σε
συνάρτηση με το kFd και αποκτά σταθερή τιμή, με μικρές ταλαντώσεις που, με την αύ-
ξηση του kFd, σταθεροποιούνται με περίοδο που αντιστοιχεί στη φάση S↑. Αυτό είναι
αναμενόμενο, διότι μόνο αυτή η φάση είναι πραγματική συνάρτηση του kFd, αφού αντι-
στοιχεί σε διεγέρσεις που βρίσκονται στην κατειλημμένη ζώνη, κάτω από την ενέργεια
Fermi. Επίσης, το υπερρεύμα μηδενικής φάσης παραμένει μη μηδενικό σε όλο το εύρος
τιμών του kFd.

Στο Σχ.8.21 δίνουμε το κρίσιμο υπερρεύμα συναρτήσει του κανονικοποιημένου πα-
χους kFd για τρεις γεωμετρίες μαγνητίσεων. Με μαύρη συμπαγή γραμμή παριστάνουμε
τη γεωμετρία zxz, με μαύρη διακεκομμένη γραμμή τη γεωμετρία zxy και με γκρι συ-
μπαγή γραμμή τη γεωμετρία zxx. Οι τιμές των παραμέτρων είναι ίδιες με αυτές του
Σχ.8.20, ενώ στο (a) έχουμε M = 0.1 και στο (b) έχουμε M = 0.95. Στο Σχ.8.21(a)
παρατηρούμε την ίδια περιοδικότητα που είδαμε στο αντίστοιχο διάγραμμα του υπερ-
ρεύματος μηδενικής φάσης Σχ.8.20(a). Επίσης παρατηρούμε ότι η τιμή του κρίσιμου
υπερρεύματος είναι παρόμοια για τις γεωμετρίες zxy και zxx και λίγο μεγαλύτερη για
τη γεωμετρία zxz σε σχέση με τις προηγούμενες. Το τελευταίο συμπέρασμα είναι σχε-
τικά γενικό. Τέλος παρατηρούμε ότι το κρίσιμο υπερρεύμα φθίνει πολύ αργά, καθώς
αυξάνεται το πάχος του ενδιάμεσου στρώματος. Αυτό το φαινόμενο οφείλεται και στο
γεγονός ότι το μοντέλο μας είναι μονοδιάστατο.

Στο Σχ.8.21(b) δίνουμε το κρίσιμο υπερρεύμα για μαγνήτισηM = 0.95. Οι υπόλοι-
πες παράμετροι και οι συμβάσεις είναι ίδιες με το (a). Εδώ παρατηρούμε ότι το κρίσιμο
υπερρεύμα της γεωμετρίας zxx αρχίζει να μειώνεται σε σχέση με τις γεωμετρίες zxz
και zxy, που επιφέρουν αλλαγή του σπιν στις ενδοεπιφάνειές τους. Παρόλα αυτά η δια-
φορά δεν είναι μεγάλη. Οι τρεις γεωμετρίες εμφανίζουν παρόμοια περιοδικότητα, που
χαρακτηρίζεται με μεγαλύτερη ευκρίνεια από τον παράγοντα φάσης S↓ (2π/S↓ ≃ 14).
Η περίοδος αυτή αυξάνει καθώς τοM πλησιάζει τη μονάδα και εξαφανίζεται (τείνει στο
άπειρο), ότανM > 1.

Στο Σχ.8.22 κάνουμε το ίδιο με το Σχ.8.21, αλλά για M = 0.99 στο (a) και M =

1.01 στο (b). Στο (a) δεν παρατηρούμε κάποια αξιοσημείωτη διαφορά σε σχέση με το
Σχ.8.21(a), παρά μόνον την αύξηση της περιόδου που οφείλεται στο S↓. Στο Σχ.8.22(b)
όμως η αλλαγή είναι δραματική. Οι γεωμετρίες zxz και zxy δίνουν διαγράμματα που
ταυτίζονται, ενώ η γεωμετρία zxx είναι μια τάξη μεγέθους μικρότερη και φθίνει γρήγορα
στο μηδέν, καθώς το πάχος του ενδιάμεσου στρώματος αυξάνεται. Το αξιοσημείωτο
είναι ότι η μεταβολή αυτή γίνεται απότομα γύρω από την τιμή της μαγνήτισηςM = 1.
Η χαρακτηριστική περίοδος των γεωμετριών zxz και zxy είναι 2π/S↑ ≃ 2.

Ολοκληρώνουμε αυτή την ενότητα δίνοντας, στο Σχ.8.23, τις σχέσεις υπερρεύματος
φάσης για μία επαφή με πάχος kFd = 40, μαγνήτιση M = 1, και ισχύες ενδοεπιφα-
νειακής σκέδασης και μαγνήτισης Zn = 0, Zm = 1. Στο Σχ.8.23(a) κρατάμε σταθερή
την πολική γωνία ϕr της δεξιάς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης στο π/2 και μεταβάλ-
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Σχήμα 8.21: Διαγράμματα του κρίσιμου υπερρεύματος συναρτήσει του κανονικοποι-
ημένου πάχους kFd: (a) M = 0.1, (b) M = 0.95. Με μαύρη συμπαγή γραμμή είναι
η γεωμετρία zxz, με μαύρη διακεκομμένη γραμμή είναι η γεωμετρία zxy και με γκρι
συμπαγή γραμμή η γεωμετρία zxx. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι Zn = 0.5, Zm = 1.
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Σχήμα 8.22: Διαγράμματα του κρίσιμου υπερρεύματος συναρτήσει του κανονικοποιη-
μένου πάχους kFd: (a) M = 0.99, (b) M = 1.01. Με μαύρη συμπαγή γραμμή είναι
η γεωμετρία zxz, με μαύρη διακεκομμένη γραμμή είναι η γεωμετρία zxy και με γκρι
συμπαγή γραμμή η γεωμετρία zxx. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι Zn = 0.5, Zm = 1.
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λουμε την αζιμουθιακή γωνία θr από μηδέν μέχρι π/2, με βήμα π/6. Παρατηρούμε ότι
η μορφή της CPR είναι πριονωτή και ότι μετατοπίζεται οριζόντια κατά τη μεταβολή
της αζιμουθιακής γωνίας, αποκτώντας σημαντικό υπερρεύμα μηδενικής φάσης. Ανά-
λογες CPR έχουν δοθεί στη βιβλιογραφία [96]. O πριονωτός χαρακτήρας της επαφής
οφείλεται στην απουσία σημαντικής κανονικής σκέδασης, και υποχωρεί σε ημιτονοειδή
χαρακτήρα, αν αυξηθούν κάποιες από τις μεταβλητέςM , Zn, Zm ή η θερμοκρασία T .
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Σχήμα 8.23: Σχέσεις υπερρεύματος φάσης: (a) για ϕr = π/2 και θr = 0, π/6, π/3, π/2

(μαύρη συμπαγής, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγής, γκρι διακεκομμένη αντίστοιχα)
και (b) για θr = π/2 και ϕr = 0, π/6, π/3, π/2 (μαύρη συμπαγής, μαύρη διακεκομμένη,
γκρι συμπαγής, γκρι διακεκομμένη αντίστοιχα). Οι κοινές παράμετροι είναι kFd = 40,
M = 1, Zn = 0, Zm = 1.

Με τις ίδιες παραμέτρους, αλλά κρατώντας σταθερή τη δεξιά αζιμουθιακή γωνία
σε θr = π/2, μεταβάλλουμε την πολική γωνία ϕr από μηδέν έως π/2, με βήμα π/6
(Σχ.8.23(b)). Σε αυτή την περίπτωση παρατηρούμε ότι το υπερρεύμα μηδενικής φάσης
υποχωρεί μαζί με το κρίσιμο ρεύμα, καθώς πλησιάζουμε τη συνεπίπεδη γεωμετρία zxx.
Στην περίπτωση της γεωμετρίας zxy, η μορφή της CPR είναι πριονωτή και πάλι λόγω
της απουσίας κανονικής σκέδασης. Διαφορετικά και σε αυτή τη γεωμετρία η CPR είναι
ημιτονοειδής, όπως και στις υπόλοιπες γεωμετρίες, καθώς πλησιάζουμε τη γεωμετρία
zxx με μεταβολή της πολικής γωνίας ϕr.
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8.4 Φάσμα δέσμιων καταστάσεων, πυκνότητα καταστά-
σεων και συνάρτηση Green

Σε αυτή την ενότητα θα αναφέρουμε μερικές παρατηρήσεις σχετικά με το ενεργειακό
φάσμα των δέσμιων καταστάσεων στις σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson. Επίσης θα
δώσουμε και μερικές πληροφορίες για την τοπική πυκνότητα καταστάσεων και τη συ-
νάρτηση Green στο εσωτερικό της επαφής. Θα περιοριστούμε στο μονοδιάστατο μο-
ντέλο και, όπως έχει προκύψει από τη μέχρι τώρα ανάλυση, θα δώσουμε ιδιαίτερη προ-
σοχή στο ημιμεταλλικό όριοM = 1, όπου οι ιδιότητες της επαφής αλλάζουν δραστικά.
Σημειώνουμε ότι θα κρατήσουμε σταθερές τις παραμέτρους T = 0.1, ∆0 = 0.001 και
τη γεωμετρία των μαγνητίσεων σε xzy. Φυσικά θα εξετάσουμε επαφές με ένα ενδιάμεσο
στρώμα και σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες.

0 0.25 0.5 0.75 1
−1

−0.5

0

0.5

1

χ/2π

E
/
∆

0

(a)

0 0.25 0.5 0.75 1
−1

−0.5

0

0.5

1
(b)

χ/2π

E
/
∆

0

0 0.25 0.5 0.75 1
−1

−0.5

0

0.5

1
(c)

χ/2π

E
/
∆

0

0 0.25 0.5 0.75 1
−1

−0.5

0

0.5

1
(d)

χ/2π

E
/
∆

0

Σχήμα 8.24: Ενεργειακό φάσμα των δέσμιων καταστάσεων συναρτήσει της διαφοράς
φάσης χ. Οι παράμετροι είναι T = 0.1, ∆0 = 0.001, Zn = 0, kFd = 40,M = 0.8 και
η γεωμετρία των μαγνητίσεων xzy. Για το Zm εχουμε: (a) Zm = 0, (b) Zm = 0.5, (c)
Zm = 1 και (d) Zm = 1.5.

Στο Σχ.8.24 δίνουμε το ενεργειακό φάσμα των δέσμιων καταστάσεων συναρτήσει
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της διαφοράς φάσης χ, για επαφές με κοινές παραμέτρους τις Zn = 0, kFd = 40,
M = 0.8 και γεωμετρία των μαγνητίσεων xzy. Για το Zm εχουμε, (a) Zm = 0, (b)
Zm = 0.5, (c) Zm = 1 και (d) Zm = 1.5. Παρατηρούμε ότι για Zm = 0 (Σχ.8.24
(a)), που η γεωμετρία των μαγνητίσεων μπορεί να χαρακτηριστεί συνεπίπεδη, το ενερ-
γειακό φάσμα των δέσμιων καταστάσεων είναι συμμετρικό ως προς το χ = π, όπως
έχουμε δείξει στην ενότητα 7.4. Με την αύξηση του Zm όμως, γρήγορα το φάσμα χάνει
αυτή τη συμμετρία (Σχ.8.24 (b), (c), (d)). Παρατηρούμε επίσης ότι οι δύο συμμετρικές
ακραίες δέσμιες καταστάσεις πλησιάζουν με τις δύο συμμετρικές μεσαίες κοντά στα
σημεία χ = π (Σχ.8.24(b)) και χ = 0 (Σχ.8.24(c)) και για Zm = 1.3, για παράδειγμα,
ταυτίζονται (κοντά στο χ = 0). Σε αυτή την περίπτωση έχουμε αυτό που ονομάζεται
στη θεωρία της συμμετρίας τυχαίος εκφυλισμός, καθώς δεν υπαγορεύεται από κάποια
συμμετρία, παρά από τη μεταβολή των παραμέτρων της επαφής και της διαφοράς φά-
σης χ. Ανάλογα ισχύουν και για τη συμβολή των δύο μεσαίων συμμετρικών δέσμιων
καταστάσεων κοντά στα σημεία χ = π/2 και χ = 3π/2. Εδώ παρατηρούμε ότι, για
Zm = 1.5, οι τομές των δύο μεσαίων δέσμιων καταστάσεων πλησιάζουν μεταξύ τους
και εκφυλίζονται σε μία. Φυσικά, υπολογισμοί δείχνουν ότι στο υπερρεύμα συνεισφέ-
ρουν οι τρεις ενεργειακά πιο χαμηλές δέσμιες καταστάσεις και ότι η συνεισφορά του
συνεχούς στο υπερρεύμα είναι πολύ μικρή.

Στο Σχ.8.25 παρουσιάζουμε το ενεργειακό φάσμα των δέσμιων καταστάσεων συ-
ναρτήσει της διαφοράς φάσης χ για (a)M = 0.5, (b)M = 0.7, (c)M = 0.95 και (d)
M = 1. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναιZn = 0, kFd = 40,Zm = 1 και η γεωμετρία των
μαγνητίσεων xzy. Η μορφή του φάσματος των δέσμιων καταστάσεων “ταλαντώνεται”
με τη μεταβολή της μαγνήτισης, με μετατόπιση των μεγαλύτερων ενεργειών στα αρι-
στερά ή στα δεξιά του διαγράμματος. Έτσι η παράθεση των διαγραμμάτων με αυτές τις
τιμές της μαγνήτισης που επιλέξαμε είναι λίγο παραπλανητική, όσον αφορά το είδος της
ασυμμετρίας ως προς το χ = π. Ανάλογες παρατηρήσεις με προηγουμένως, ισχύουν και
εδώ, όσον αφορά την “επαφή” μεταξύ των δέσμιων καταστάσεων. Τέλος, γιαM = 1 ,
παρατηρούμε ότι οι μεσαίες δέσμιες καταστάσεις έχουν γίνει σχεδόν επίπεδες και δεν
συνεισφέρουν καθόλου στο υπερρεύμα. Το ίδιο ισχύει και για την ακραία δέσμια κατά-
σταση, εδώ όμως λόγω της απόστασής της από την ενέργεια Fermi. Έτσι το υπερρεύμα
μεταφέρεται αποκλειστικά από τη δέσμια κατάσταση χαμηλότερης ενέργειας. Εδώ εν-
διαφέρον έχει να εξετάσουμε τη βαρύτητα που έχουν οι γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις,
που έχουμε επιλέξει στο κεφάλαιο 2, στην κυματοσυνάρτηση της δέσμιας κατάστασης
που φέρει το υπερρεύμα.

Έτσι στο Σχ.8.26 δίνουμε τις απόλυτες τιμές των συντελεστών των γραμμικώς ανε-
ξάρτητων λύσεων στην κυματοσυνάρτηση της φέρουσας το υπερρεύμα δέσμιας κατά-
στασης του Σχ.8.25(d), συναρτήσει της διαφοράς φάσης χ: (a) |Ce↑+|, |Ch↓−|, |Ce↑−|,
|Ch↓+| με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγή, γκρι διακεκομμένη
γραμμή αντίστοιχα και (b) |Ce↓+|, |Ch↑−|, |Ce↓−|, |Ch↑+| με μαύρη συμπαγή, μαύρη
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Σχήμα 8.25: Ενεργειακό φάσμα των δέσμιων καταστάσεων συναρτήσει της διαφοράς
φάσης χ. Οι παράμετροι είναι T = 0.1, ∆0 = 0.001, Zn = 0, kFd = 40, Zm = 1 και
η γεωμετρία των μαγνητίσεων xzy. Για το M εχουμε: (a) M = 0.5, (b) M = 0.7, (c)
M = 0.95 και (d)M = 1.
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Σχήμα 8.26: Απόλυτες τιμές των συντελεστών των γραμμικώς ανεξάρτητων λύ-
σεων στην κυματοσυνάρτηση της φέρουσας το υπερρεύμα δέσμιας κατάστασης του
Σχ.8.25(d), συναρτήσει της διαφοράς φάσης χ: (a) |Ce↑+|, |Ch↓−|, |Ce↑−|, |Ch↓+| με
μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγή, γκρι διακεκομμένη γραμμη αντί-
στοιχα και (b) |Ce↓+|, |Ch↑−|, |Ce↓−|, |Ch↑+| με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη,
γκρι συμπαγή, γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα. Οι παράμετροι της επαφής είναι
Zn = 0, kFd = 40, Zm = 1, M = 1 και η γεωμετρία των μαγνητίσεων xzy. Στο
διάγραμμα (c) δίνεται η CPR.
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διακεκομμένη, γκρι συμπαγή, γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα. Ο δείκτης + ή −
στους συντελεστές συμβολίζει τη διεύθυνση διάδοσης προς τα δεξιά ή αριστερά αντί-
στοιχα. Θυμίζουμε ότι ισχύει M = 1 και συνεπώς η μία ζώνη (σπιν κάτω) βρίσκεται
πάνω από την ενέργεια Fermi. Παρόλα αυτά, βλέπουμε στο Σχ8.26(a) και (b) ότι οι συ-
ντελεστές που αντιστοιχούν στο σπιν κάτω είναι μη μηδενικοί. Αυτό δεν είναι πρόβλημα
όμως, αφού ναι μεν για τα ηλεκτρόνια με σπιν κάτω η αντίστοιχη γραμμικώς ανεξάρτητη
λύση είναι πραγματική συνάρτηση της θέσης, καθώς είναι επίπεδο κύμα με φανταστικό
κυματάνυσμα, για τις οπές με σπιν κάτω το πραγματικό κυματάνυσμά τους είναι τάξεις
μεγέθους μικρότερο από το κυματάνυσμα των λύσεων με σπιν επάνω. Το ίδιο ισχύει για
τα ηλεκτρόνια με σπιν κάτω, πέραν από το ότι το κυματάνυσμά τους είναι φανταστικό.
Θυμίζουμε ότι

qe↓ = kF
√
1−M − E (8.14)

και

qh↓ = kF
√
1−M + E (8.15)

και ότι οι ενέργειες της δέσμιας κατάστασης είναι αρνητικές, ενώM = 1. Έτσι το ρεύμα
πιθανότητας των λύσεων με σπιν κάτω στην κυματοσυνάρτηση της δέσμιας κατάστα-
σης μηδενίζεται ή είναι αμελητέο και κατά συνέπεια το ίδιο ισχύει και για το υπερρεύμα
που φέρουν αυτές οι καταστάσεις. Το υπερρεύμα επομένως δημιουργείται από τους συ-
ντελεστές του Σχ.8.26(a) που αντιστοιχούν στις συμπαγείς γραμμές (δηλ. τους συντε-
λεστές των ηλεκτρονίων με σπιν επάνω) και από τους συντελεστές του Σχ.8.26(b) που
αντιστοιχούν στις διακεκομμένες γραμμές (δηλ. τους συντελεστές των οπών με σπιν
επάνω). Έτσι, για χ = 0, βλέπουμε ότι επικρατούν οι συντελεστές του ηλεκτρονίου με
σπιν επάνω που κινείται προς τα δεξιά και της οπής με σπιν πάνω που διαδίδεται προς τα
αριστερά. Το υπερρεύμα (ηλεκτρονίων) είναι θετικό, δηλαδή τα αρνητικά φορτία κινού-
νται προς τη θετική (δεξιά) κατεύθυνση. Καθώς αυξάνει η φάση χ, οι συντελεστές του
ηλεκτρονίου σπιν επάνω που διαδίδεται προς τα δεξιά και του ηλεκτρονίου με σπιν πάνω
που διαδίδεται προς τα αριστερά γίνονται ίσοι μεταξύ τους (Σχ.8.26(a)). Το ίδιο ισχύει
και για τις οπές με σπιν επάνω που διαδίδονται σε αντίθετες κατευθύνσεις (Σχ.8.26(b)).
Έτσι το υπερρεύμα μηδενίζεται στο χ = π/2. Στη συνέχεια επικρατούν οι συντελεστές
των ηλεκτρονίων σπιν επάνω που κινούνται προς τα αριστερά και των οπών σπιν επάνω
που κινούνται προς τα δεξιά με αποτέλεσμα το υπερρεύμα (ηλεκτρονίων) να είναι αρνη-
τικό, δηλαδή τα αρνητικά φορτία κινούνται προς την αρνητική (αριστερή) κατεύθυνση .
Ακριβώς στο σημείο χ = 3π/2, όλοι οι συντελεστές που συνεισφέρουν στο υπερρεύμα
μηδενίζονται και η δέσμια κατάσταση είναι οριακά σε ενέργεια E/∆0 = 1 και παύει
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να υπάρχει (βλ. Σχ.8.25(d)). Το υπερρεύμα φυσικά μηδενίζεται και στη συνέχεια, μέχρι
το χ = 2π, γίνεται θετικό, λόγω της επικράτησης των συντελεστών του ηλεκτρονίου
με σπιν επάνω που διαδίδεται προς τα δεξιά και της οπής με σπιν επάνω που διαδίδεται
προς τα αριστερά. Η CPR φαίνεται στο Σχ.8.26(c).

Αυτό που διαπιστώνουμε από την παραπάνω ανάλυση είναι ότι το υπερρεύμα μετα-
φέρεται από ηλεκτρόνια και οπές με το ίδιο σπιν. Έτσι είναι λογικό να υποθέσουμε ότι
τα ζεύγη Cooper από σπιν singlet μετατρέπονται στις ενδοεπιφάνειες σε σπιν triplet και
μεταφέρονται έτσι στο ενδιάμεσο στρώμα, που μπορεί να φέρει οδεύοντα κύματα μόνο
του σπιν επάνω. Αντίστοιχα συμπεράσματα, με διαφορετική μέθοδο, υπάρχουν και στη
βιβλιογραφία, βλ. π.χ [98].
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Σχήμα 8.27: Τοπική πυκνότητα καταστάσεων ρ στο μέσο του ενδιάμεσου στρώματος,
σε μονάδες kF/EF , συναρτήσει της κανονικοποιημένης ενέργειας E/∆0: (a)M = 0.5,
(b)M = 0.7, (c)M = 0.9, (d)M = 0.95. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι ίδιες με αυτές
του Σχ.8.25. Η διαφορά φάσης χ είναι μηδέν. Οι μαύρες γραμμές αντιστοιχούν στην
τοπική πυκνότητα καταστάσεων του σπιν πάνω και οι γκρί του σπιν κάτω.

Στη συνέχεια δίνουμε μερικά διαγράμματα της τοπικής πυκνότητας καταστάσεων ρ
στο μέσο του ενδιάμεσου στρώματος, σε μονάδες kF/EF , συναρτήσει της κανονικοποι-
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ημένης ενέργειας E/∆0, για διάφορες μαγνητίσεις μιας επαφής με παραμέτρους ίδιες
με αυτές του Σχ.8.25, αλλά με μαγνητίσεις: (a)M = 0.5, (b)M = 0.7, (c)M = 0.9, (d)
M = 0.95. Οι μαύρες γραμμές αντιστοιχούν στην τοπική πυκνότητα καταστάσεων του
σπιν πάνω και οι γκρί του σπιν κάτω. Τα διαγράμματα αυτά φαίνονται στο Σχ.8.27(a)-
(d). Η διαφορά φάσης χ είναι μηδέν. Στα διαγράμματα αυτά έχουμε βάλει ένα μικρό
φανταστικό μέρος στην ενέργεια (της τάξης του 10−5∆0), έτσι ώστε να είναι ορατές
οι δέσμιες καταστάσεις στην περιοχή ενεργειών |E| < ∆0. Μπορεί να διαπιστωθεί ότι
οι ενέργειες στις οποίες εμφανίζονται οι δέσμιες καταστάσεις είναι ίδιες με αυτές που
προκύπτουν από το Σχ.8.25. Εκτός του ενεργειακού χάσματος, η τοπική πυκνότητα κα-
ταστάσεων εμφανίζει σημαντικές μεταβολές ανάλογα με τη μαγνήτιση. Αυτές όμως δεν
έχουν να κάνουν με την υπεραγώγιμη ιδιότητα της επαφής, αλλά είναι αποτέλεσμα της
ανομοιογενούς μαγνήτισης του συστήματος. Οι επιδράσεις της υπεραγωγιμότητας είναι
στην ύπαρξη των δέσμιων καταστάσεων και σε μικρές μεταβολές στην περιοχή των ση-
μείων |E| = ∆0. Τέτοιες μεταβολές για παράδειγμα προκαλεί η μεταβολή της φάσης χ
σε μη μηδενικές τιμές. Έτσι στο Σχ.8.28 δίνουμε την τοπική πυκνότητα καταστάσεων
στο μέσο του ενδιάμεσου στρώματος για (a) χ = 0, (b) χ = π/4, (c) χ = π/2, (d)
χ = π. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι ίδιες με αυτές του Σχ.8.25(a) και του Σχ.8.27(a).
Παρατηρούμε ότι η τοπική πυκνότητα καταστάσεων εμφανίζει έντονες κορυφές στο
όριο |E| = ∆0, όταν οι ενέργειες των δέσμιων καταστάσεων πλησιάζουν αυτό το όριο
με τη μεταβολή της φάσης χ (διαγράμματα (b), (c)). Αυτό μπορεί να δώσει ενίσχυση
του υπερρεύματος που οφείλεται στο συνεχές φάσμα, αν και οι υπόλοιποι παράγοντες
το επιτρέψουν. Αντίθετα, όταν οι ενέργειες των δέσμιων καταστάσεων απομακρύνονται
από το |E| = ∆0, οι κορυφές, κοντά στο σημείο αυτό της ενέργειας και από τη μεριά
του συνεχούς φάσματος, εξομαλύνονται. Αξίζει να σημειώσουμε ότι στο διάγραμμα του
Σχ.8.28(c), που αντιστοιχεί σε φάσηχ = π/2, και οι δύο δέσμιες καταστάσεις που συνα-
ντώνται σε αυτό το σημείο και σε ενέργειαE = 0 έχουν αμιγώς σπιν επάνω. Το γεγονός
ότι οι δέσμιες αυτές καταστάσεις διασταυρώνονται φαίνεται καθαρά στο Σχ.8.25(a).

Κλείνουμε αυτή την ενότητα με μερικές παρατηρήσεις για τη συνάρτηση Green
στις σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson και συγκεριμένα τις συνιστώσες αυτής που
χαρακτηρίζονται ως συνιστώσες της ανώμαλης συνάρτησης Green (F̂ (x, x′)). Η ανώ-
μαλη συνάρτηση Green μας δίνει την κυματοσυνάρτηση των ζευγών Cooper κατά μή-
κος της επαφής. Όπως είναι γνωστό, η ύπαρξη ανομοιογενούς μαγνήτισης σε μια επαφή
Josephson καθιστά τις συνιστώσες της ανώμαλης συνάρτησης Green με τον ίδιο δείκτη
σπιν μη μηδενικές στο χώρο της ενδιάμεσης περιοχής της επαφής [57], παρόλο που στη
συνάρτηση χάσματος στις υπεραγώγιμες περιοχές συμμετέχει μόνο η συνιστώσα της
συνάρτησης Green με αντίθετους δείκτες σπιν (F↓↑). Η ύπαρξη μέσα στην επαφή μη
μηδενικής ανώμαλης συνάρτησης Green με δείκτες σπιν που αντιστοιχούν στην triplet
κατάσταση σπιν των ζευγών Cooper, σηματοδοτεί τη δυνατότητα μεταφοράς των ζευ-
γών Cooper με αλλαγή της κατάστασης σπιν αυτών μέσα από τους σιδηρομαγνήτες και
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Σχήμα 8.28: Τοπική πυκνότητα καταστάσεων ρ στο μέσο του ενδιάμεσου στρώματος,
σε μονάδες kF/EF , συναρτήσει της κανονικοποιημένης ενέργειαςE/∆0: (a) χ = 0, (b)
χ = π/4, (c) χ = π/2, (d) χ = π. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι ίδιες με αυτές του
Σχ.8.25(a). Οι μαύρες γραμμές αντιστοιχούν στην τοπική πυκνότητα καταστάσεων του
σπιν πάνω και οι γκρί του σπιν κάτω.
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παράκαμψη της καταστροφής των συμβατικών ζευγών Cooper (κατάσταση singlet) από
τη μαγνήτιση, η οποία τείνει να προσανατολίσει τα σπιν των συμβατικών ζευγών Cooper
και να τα καταστρέψει. Στις ασυμπτωτικές περιοχές βέβαια υπάρχουν μόνο συμβατικά
ζεύγη Cooper.

Σύμφωνα όμως με την απαγορευτική αρχή του Pauli, η συνολική κυματοσυνάρτηση
των ζευγών Cooper πρέπει να είναι αντισυμμετρική στην εναλλαγή των μεταβλητών
των ηλεκτρονίων που το αποτελούν, όπως είναι το σπιν, η θέση και ο χρόνος. Έτσι,
αν ένα ζεύγος Cooper βρίσκεται στην κατάσταση σπιν triplet, που είναι συμμετρική,
και αν έχει συμμετρική κυματοσυνάρτηση ως προς τη θέση, η εξάρτησή της ανώμαλης
συνάρτησης Green από το χρόνο πρέπει να είναι αντισυμμετρική. Αυτό συνεπάγεται ότι
η κυματοσυνάρτηση του ζεύγους Cooper στο πεδίο της ενέργειας είναι αντισυμμετρική
ως προς την ενέργεια z = 0. Τότε λέμε ότι είναι περιττή ως προς την ενέργεια. Φυσικά
είναι δυνατόν η κυματοσυνάρτηση ως προς τη θέση να είναι περιττή, οπότε ένα triplet
ζεύγος Cooper να είναι άρτιο ως προς την ενέργεια. Γενικά, όλες οι δυνατές συμμετρίες
της ανώμαλης συνάρτησης Green εμφανίζονται σε επαφές με ανομοιογενή μαγνήτιση
[62, 63].

Στα διαγράμματα του Σχ.8.29 δίνουμε τις συνιστώσες της άρτιας στη θέση ανώμαλης
συνάρτησης Green F̂ (x, x), για την επαφή του Σχ.8.25(d), συναρτήσει της θέσης x στην
επαφή:(a) F↓↑(x, x), (b) F↑↑(x, x), (c) F↓↓(x, x), (d) F3(x, x). Με μαύρη γραμμή είναι
η απόλυτη τιμή της αντίστοιχης συνιστώσας και με γκρι η φάση της διά π. Η διαφορά
φάσης χ είναι μηδέν. Με F3(x, x) εννοούμε

F3(x, x) =
1

2
(F↓↑(x, x) + F↑↓(x, x)), (8.16)

και είναι η κυματοσυνάρτηση των ζευγών Cooper στην triplet κατάσταση σπιν, αλλά
με προβολή σπιν στον άξονα κβάντωσης ίση με μηδέν. Επίσης θυμίζουμε ότι η γεωμε-
τρία των μαγνητίσεων είναι xzy και ότι η μαγνήτιση του ενδιάμεσου στρώματος είναι
M = 1. Σημειώνουμε ότι η ανώμαλη συνάρτηση Green F↓↑(x, x) έχει αθροιστεί ως
προς 26 το πλήθος συχνότητες Ozaki [127], θετικές και αρνητικές, που αντιστοιχεί σε
μία συχνότητα αποκοπής της τάξεως του 0.025 της ενέργειας Fermi, που είναι εφικτή
από την κλάση των συμβατικών υπεραγωγών. Οι υπόλοιπες συνιστώσες της ανώμαλης
συνάρτησης Green, που είναι περιττές στην ενέργεια, έχουν αθροιστεί μόνο στις αρνη-
τικές συχνότητες Ozaki.

Παρατηρούμε λοιπόν στο Σχ.8.29(a) και (d) ότι η singlet ανώμαλη συνάρτησηGreen
και η triplet με σπιν μηδέν στον άξονα κβάντωσης ταλαντώνονται με μειούμενο πλάτος
προς το κέντρο του ενδιάμεσου στρώματος, κάτι το οποίο δεν ισχύει για το διάγραμμα
του Σχ.8.29(b), που αντιστοιχεί στην ανώμαλη συνάρτηση Green με δύο δείκτες σπιν
επάνω. Αυτή ναι μεν ταλαντώνεται, αλλά διατηρεί σταθερή μέση τιμή μέσα στο ενδιά-
μεσο στρώμα, κάτι το οποίο συνεχίζει να ισχύει και για μεγαλύτερα πάχη. Αντίθετα η
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Σχήμα 8.29: Συνιστώσες της άρτιας στη θέση ανώμαλης συνάρτησης Green F̂ (x, x),
για την επαφή του Σχ.8.25(d), συναρτήσει της θέσης kFx στην επαφή: (a) F↓↑(x, x),
(b) F↑↑(x, x), (c) F↓↓(x, x), (d) F3(x, x). Με μαύρη γραμμή είναι η απόλυτη τιμή της
αντίστοιχης συνιστώσας και με γκρι η φάση της διά π. Η διαφορά φάσης χ είναι μηδέν.
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ανώμαλη συνάρτηση Green με δείκτες σπιν κάτω δεν ταλαντώνεται, αφούM = 1 και
η σπιν κάτω ζώνη βρίσκεται πάνω από την ενέργεια Fermi. Έτσι τα κυματανύσματα
που συμμετέχουν σε αυτή τη συνιστώσα της συνάρτησης Green έχουν μεγαλύτερο φα-
νταστικό μέρος (θυμίζουμε ότι τώρα οι ενέργειες είναι φανταστικές) και οι αντίστοιχοι
εκθετικοί παράγοντες έχουν ισχυρά πραγματικά εκθετικά. Επίσης παρατηρούμε ότι η
φάση των συναρτήσεων F↑↑(x, x) και F↓↓(x, x), παρότι ταλαντώνεται έντονα στις υπε-
ραγώγιμες περιοχές, στο ενδιάμεσο στρώμα έχει μια πολύ ομαλή εξέλιξη. Σημειώνουμε
ότι στην περίπτωση επαφής με ομογενή μαγνήτιση στον άξονα z (0z0), δηλαδή χωρίς
σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες, οι συναρτήσεις F↑↑(x, x) και F↓↓(x, x) μηδενίζονται και
μόνο η συνάρτηση F3(x, x), καθώς φυσικά και η F↓↑(x, x), δε μηδενίζονται. Επίσης,
για λόγους σύγκρισης, παραθέτουμε στο Σχ.8.30 τα ίδια διαγράμματα με το Σχ.8.29,
αλλά με γεωμετρία μαγνητίσεων xzx. Ποιοτικά παρατηρούμε την ίδια συμπεριφορά,
με τη διαφορά ότι η φάση των συναρτήσεων F↑↑(x, x) και F↓↓(x, x) παραμένει σταθερή
στο ενδιάμεσο στρώμα. Αυτό πιθανώς οφείλεται στην ανυπαρξία υπερρεύματος μηδε-
νικής φάσης στη συνεπίπεδη γεωμετρία xzx, κάτι που μας προετοιμάζει να θέσουμε το
παρακάτω ερώτημα.

Ενδιαφέρον λοιπόν θα είχε να μπορούσαμε να σχετίσουμε αυτές τις ιδιότητες της συ-
νάρτησης Green με ένα τμήμα του υπερρεύματος μηδενικής φάσης ή του υπερρεύματος
γενικά. Πιστεύουμε ότι αυτό είναι δυνατό, αν μετατρέψουμε τη διαφορική εξίσωση που
ικανοποιεί η συνάρτηση Green σε ολοκληρωτική, όπως παρακάτω

G(x, x′) = G0(x, x
′) +

∫
dy G0(x, y)

(
0̂ ∆̂(y)

−∆̂(y)∗ 0̂

)
G(y, x′), (8.17)

όπου G0(x, x
′) είναι η συνάρτηση Green του συστήματος που προκύπτει, αν μηδενί-

σουμε τη συνάρτηση χάσματος στις υπεραγώγιμες περιοχές. Στη συνέχεια αντικαθι-
στούμε το κανονικό κομματι της συνάρτησης Green στον τύπο του ρεύματος (7.12)
και σημειώνουμε ότι το κανονικό κομμάτι της G0(x, x

′) δίνει μηδενικό υπερρεύμα. Έτσι
απομένει το κανονικό κομμάτι του δεύτερου όρου της σχέσης (8.17), το οποίο ανα-
μιγνύει το κανονικό κομμάτι της G0(x, x

′) με την ανώμαλη πλήρη συνάρτηση Green.
Με αυτό τον τρόπο μπορούμε να αποδώσουμε, για κάθε θέση x μέσα στο ενδιάμεσο
στρώμα, το υπερρεύμα που φέρει κάθε συνιστώσα της ανώμαλης συνάρτησης Green.
Το εγχείρημα αυτό δεν θα επιχειρηθεί στα πλαίσια αυτής της εργασίας.

8.5 Τριδιάστατες σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson
Στην παρούσα ενότητα θα μελετήσουμε εν συντομία ιδιότητες των τριδιάστατων

σιδηρομαγνητικών επαφών Josephson, που είναι αντίστοιχες με αυτές που μελετήσαμε
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Σχήμα 8.30: Συνιστώσες της άρτιας στη θέση ανώμαλης συνάρτησης Green F̂ (x, x)
συναρτήσει της θέσης kFx στην επαφή: (a) F↓↑(x, x), (b) F↑↑(x, x), (c) F↓↓(x, x), (d)
F3(x, x). Οι παράμετροι είναι ίδιες με αυτές του Σχ.8.25(d), αλλά η γεωμετρία των μα-
γνητίσεων είναι xzx. Με μαύρη γραμμή είναι η απόλυτη τιμή της αντίστοιχης συνιστώ-
σας και με γκρι η φάση της διά π. Η διαφορά φάσης χ είναι μηδέν.
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προηγουμένως για την περίπτωση των μονοδιάστατων επαφών Josephson. Με τον όρο
τριδιάστατες επαφές Josephson εννοούμε επαφές που είναι ομογενείς στις διευθύνσεις
y και z και που οι ιδιότητές τους μεταβάλλονται μόνο κατά τη διάσταση x. Σε αυτή
την περίπτωση οι στάσιμες καταστάσεις του συστήματος εξαρτώνται από τη μεταβλητή
k∥, που είναι η ορμή των οιωνεί σωματιδίων στο επίπεδο yz. Τότε, για να βρούμε το
υπερρεύμα στην επαφή Josephson, πρέπει να ολοκληρώσουμε αυτή τη μεταβλητή, στην
περιοχή του επιπεδου yz που το μέτρο της είναι μικρότερο του kF . Αυτή η απλή μαθημα-
τική διαδικασία οδηγεί σε αξιοσημείωτες διαφορές στις ιδιότητες της επαφής Josephson,
παρόλο που βασικά χαρακτηριστικά, όπως οι επιπτώσεις των συνθηκών συμμετρίας, πα-
ραμένουν αναλλοίωτα.
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Σχήμα 8.31: Σχέσεις υπερρεύματος φάσης για τριδιάστατες επαφές Josephson στη γεω-
μετρία zxy, για Zn = 0, 0.5, 1 με συμπαγή μαύρη, συμπαγή γκρί και μαύρη διακεκομ-
μένη γραμμή αντίστοιχα: (a) M = 0.1, (b) M = 0.4, (c) M = 0.8 και (d) M = 1.
To κανονικοποιημένο πάχος είναι kFd = 40. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι T = 0.1,
∆0 = 0.001 και Zm = 1.

Σημειώνουμε ότι παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε ως μονάδα της πυκνότητας ρεύ-
ματος την ποσότητα
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Ju =
e∆0

h
k2F , (8.18)

όπου e το φορτίο του ηλεκτρονίου, ∆0 η συνάρτηση χάσματος σε μηδενική θερμοκρα-
σία για τον ομογενή υπεραγωγό, h η σταθερά του Planck και kF το κυματοδιάνυσμα
Fermi. Επίσης σημειώνουμε ότι στα αποτελέσματα που θα παρουσιάσουμε σε αυτή την
ενότητα έχουμε T = 0.1 και∆0 = 0.001 και τις ισχύες ενδοεπιφανειακής σκέδασης και
μαγνήτισης στα αριστερά και τα δεξιά ίσες μεταξύ τους.

Στο Σχ.8.31 παρουσιάζουμε τις σχέσεις υπερρεύματος φάσης τριδιάστατων επαφών
Josephson για μαγνητίσεις (a) M = 0.1, (b) M = 0.4, (c) M = 0.8 και (d) = 1. Σε
κάθε διάγραμμα δίνουμε τη CPR για τρείς τιμές του Zn (0, 0.5 και 1). Οι υπόλοιπες
παράμετροι είναι kFd = 40, Zm = 1 και η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι zxy.
Παρατηρούμε σε όλα τα διαγράμματα την ύπαρξη υπερρεύματος μηδενικής φάσης το
οποίο βαίνει αυξανόμενο, καθώς αυξάνεται η μαγνήτιση. Επίσης παρατηρούμε ότι η
μορφή της CPR αποκτά πολύ γρηγορότερα, όσον αφορά τη μαγνήτισηM , την πριονωτή
μορφή που παίρνει στο μονοδιάστατο μοντέλο γιαM = 1. Αυτό αποτελεί ένδειξη για
μια πιο ομαλή μετάβαση των ιδιοτήτων της επαφής Josephson στο ημιμεταλλικό όριο.

Στο Σχ.8.32 απεικονίζουμε την πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρ-
τήσει των παραμέτρων της επαφής. Στο Σχ.8.32(a) δίνουμε την πυκνότητα υπερρεύ-
ματος μηδενικής φάσης συναρτήσει της ισχύος ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης Zm, για
Zn = 0, 0.5, 1 με μαύρη συμπαγή, γκρι συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη γραμμή αντί-
στοιχα. Επίσης kFd = 25 καιM = 0.5. Παρατηρούμε ότι η πυκνότητα υπερρεύματος
μηδενικής φάσης είναι μηδέν, για Zm = 0, στη συνέχεια αυξάνεται μέχρι ένα μέγι-
στο και έπειτα φθίνει στο μηδέν, με περαιτέρω αύξηση του Zm. Αυτή η συμπεριφορά
είναι παρόμοια με την αντίστοιχη στο μονοδιάστατο μοντέλο, μόνο που εδώ δεν πα-
ρατηρούμε την ύπαρξη κορυφών, που εμφανίζονται στο μονοδιάστατο μοντέλο με την
αύξηση της κανονικής ενδοεπιφανειακής σκέδασης Zn. Έτσι τα πλατώ που αναφέραμε
στο μονοδιάστατο μοντέλο απουσιάζουν.

Στο Σχ.8.32(b) δίνουμε την πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει
του Zn, για Zm = 0.5, 1.2, 1.8 με μαύρη συμπαγή, γκρι συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη
γραμμή αντίστοιχα. Επίσης kFd = 25 καιM = 0.5. Παρατηρούμε ότι για αρκετά μικρό
Zm η πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης φθίνει μονότονα στο μηδέν, ενώ με
την αύξηση του Zm τείνει να εμφανιστεί μία κορυφή και να καταστήσει την εξάρτηση
του υπερρεύματος μηδενικής φάσης από το Zn μη μονότονη. Η συμπεριφορά αυτή είναι
ανάλογη με αυτή που εμφανίζεται στο μονοδιάστατο μοντέλο, μόνο που είναι πολύ πιο
ήπια σε ένταση.

Στο Σχ.8.32(c) δίνεται η πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει της
μαγνήτισης M , για Zm = 0.7, 1, 1.3 με μαύρη συμπαγή, γκρι συμπαγή, μαύρη διακε-
κομμένη γραμμή αντίστοιχα. Επίσης kFd = 25 και Zn = 0.5. Εδώ παρατηρούμε αξιο-
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Σχήμα 8.32: (a) Πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει του Zm, για
Zn = 0, 0.5, 1 με μαύρη συμπαγή, γκρι συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη γραμμή αντί-
στοιχα. Επίσης kFd = 25 καιM = 0.5. (b) Πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης
συναρτήσει του Zn, για Zm = 0.5, 1.2, 1.8 με μαύρη συμπαγή, γκρι συμπαγή, μαύρη
διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα. Επίσης kFd = 25 και M = 0.5. (c) Πυκνότητα
υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει της μαγνήτισης M , για Zm = 0.7, 1, 1.3

με μαύρη συμπαγή, γκρι συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα. Επίσης
kFd = 25 και Zn = 0.5. (d) Πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτήσει
του κανονικοποιημένου πάχους kFd, για Zm = 0.7, 1, 1.5 με μαύρη συμπαγή, γκρι συ-
μπαγή, μαύρη διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα. ΕπίσηςM = 0.5 και Zn = 0. Σε όλα
τα παραπάνω η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι zxy.
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σημείωτη διαφορά σε σχέση με το μονοδιάστατο μοντέλο. Οι γρήγορες ταλαντώσεις
του υπερρεύματος μηδενικής φάσης έχουν εξαφανιστεί και τώρα αυτό διατηρεί σταθερό
πρόσημο σε όλο το εύρος των τιμών της μαγνήτισηςM . Το φαινόμενο αυτό εξηγείται,
αν αναλογιστούμε ότι η συνεισφορά στο υπερρεύμα από τις ορμές στο yz επίπεδο με
μέτρο μεταξύ k∥ και k∥+dk∥ 1 στο τριδιάστατο μοντέλο είναι ανάλογη με την εξάρτηση
του υπερρεύματος από τη μαγνήτιση στο μονοδιάστατο μοντέλο. Αυτό φαίνεται και στο
Σχ.8.33. Όμως η ολοκλήρωση ως προς k∥ δίνει αποτέλεσμα με συγκεκριμένο πρόσημο,
αφού οι ταλαντώσεις της ολοκληρωτέας ποσότητας τείνουν να μετατοπίζουν το κέντρο
τους προς μία συγκεκριμένου προσήμου τιμή, καθώς αυξάνεται το k∥, όπως συμβαίνει
και με την εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης από τη μαγνήτιση στο μονο-
διάστατο μοντέλο. Σημειώνουμε μόνο ότι για κατάλληλη επιλογή του kFd (π.χ ≃ 40 με
τις άλλες παραμέτρους ίδιες) μπορούμε να πετύχουμε μια πολύ μικρή ταλάντωση του
J(0) στην περιοχή τιμών του M κοντά στο μηδέν, πρακτικά όμως το διάγραμμα του
Σχ.8.32(c) παραμένει αναλλοίωτο.
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Σχήμα 8.33: Ολοκληρωτέα ποσότητα συναρτήσει του μέτρου της ορμής στο yz επίπεδο
για χ = 0,M = 0.5 και τις υπόλοιπες παραμέτρους ίδιες με το Σχ.8.32(c)

Επίσης οφείλουμε να παρατηρήσουμε ότι η ολοκληρωτέα ποσότητα του Σχ.8.33 δεν
μηδενίζεται για μέτρο k∥ >

√
1−M ≃ 0.7, πέρα από το οποίο η μία ζώνη σπιν δεν

δύναται να φέρει οδεύοντα κύματα. Το γεγονός αυτό οφείλεται στη συνιστώσα triplet
της ανώμαλης συνάρτησης Green, που επιτρέπει τη μετατροπή των ζευγών Cooper από

1Εδώ με k∥ εννοούμε το μέτρο της ορμής στο επίπεδο yz.
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σπιν μηδέν σε 1 μέσα στην επαφή και κατά συνέπεια συνεισφέρει στο υπερρεύμα ακόμα
και όταν η μία ζώνη σπιν δεν φέρει οδεύοντα κύματα [98].

Στο Σχ.8.32(d) δίνουμε την πυκνότητα υπερρεύματος μηδενικής φάσης συναρτή-
σει του κανονικοποιημένου πάχους kFd, για Zm = 0.7, 1, 1.5 με μαύρη συμπαγή, γκρι
συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα. ΕπίσηςM = 0.5 και Zn = 0. Πα-
ρατηρούμε ξανά ότι οι ταλαντώσεις του υπερρεύματος μηδενικής φάσης σε σχέση με
την απόλυτη τιμή του έχουν μειωθεί σε σχέση με το μονοδιάστατο μοντέλο. Η συμπε-
ριφορά μάλιστα του υπερρεύματος ομοιάζει πιο πολύ στην συμπεριφορά του I(0) για
M = 1 του μονοδιάστατου μοντέλου. Αυτό πιθανώς οφείλεται στο ότι, για όλες τις τιμές
της μαγνήτισης, υπάρχουν καταστάσεις σκέδασης στην επαφή που δεν μπορούν να προ-
σπελάσουν τη μία ζώνη σπιν, για αρκετά μεγάλο k∥, με αποτέλεσμα η συνεισφορά στο
υπερρεύμα να γίνεται μέσω της triplet συνιστώσας της ανώμαλης συνάρτησης Green.
Αντίθετα, στο μονοδιάστατο μοντέλο, η μία από τις δύο ζώνες γίνεται απροσπέλαστη
μόνον ότανM = 1.

Στο Σχ.8.34 απεικονίζουμε την κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του
Zm. Στο Σχ.8.34(a) θέτουμε kFd = 40, Zn = 0 και M = 0.1, M = 0.2, M = 0.3,
M = 0.4 με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγή και γκρι διακεκομ-
μένη γραμμή αντίστοιχα. Η γεωμετρία των μαγνητίσεων είναι zxy. Παρατηρούμε ότι
για τις τιμές της μαγνήτισηςM = 0.2 καιM = 0.4 (μαύρη διακεκομμένη και γκρι δια-
κεκομμένη γραμμή αντίστοιχα) και για μικρά Zm εμφανίζεται ένα πλατώ στο κρίσιμο
υπερρεύμα, που καταλήγει σε απότομη μεταβολή της παραγώγου της καμπύλης. Θα πε-
ριμέναμε να υπάρχει μια αλλαγή φάσης 0−π σε αυτό το σημείο, όμως δεν είναι ακριβώς
έτσι. Στο Σχ.8.35(a) δίνουμε τις CPR για Zm = 0, Zm = 0.15, Zm = 0.35, Zm = 5

με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συμπαγή, γκρι διακεκομμένη γραμμή
αντίστοιχα: (a) M = 0.2, (b) M = 0.4. Εκεί διαπιστώνουμε ότι δεν υπάρχει αλλαγή
φάσης, παρά η CPR εμφανίζει απότομες μεταβολές της παραγώγου της, που παράγουν
και την απότομη μεταβολή στο διάγραμμα του Σχ.8.34(a) και οι οποίες τείνουν να εξο-
μαλυνθούν με την αύξηση του Zm. Η εμφάνιση αυτού του πλατώ στο διάγραμμα του
Σχ.8.34(a) γίνεται περιοδικά με τη μαγνήτιση. Το ίδιο ισχύει και για τη μεταβολή του
κανονικοποιημένου πάχους της επαφής. Στο Σχ.8.34(b) δίνουμε το κρίσιμη πυκνότητα
ρεύματος συναρτήσει του Zm για M = 0.5, Zn = 0 και kFd = 32.5, kFd = 35,
kFd = 37.5 με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη και γκρι συμπαγή γραμμή αντί-
στοιχα. Η γεωμετρία μαγνητίσεων είναι zxy. Το πλατώ εμφανίζεται και εξαφανίζεται
περιοδικά και οι CPR κατά μήκος της καμπύλης εμφανίζουν απότομες μεταβολές της
παραγώγου, που τείνουν να εξομαλυνθούν με την αύξηση του Zm.

Στο Σχ.8.36 δίνουμε την κρίσιμη πυκνότητα ρεύματος συναρτήσει του Zn για τρεις
τιμές του Zm = 0.5, 1.2, 1.8, με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη και γκρι συ-
μπαγή γραμμή αντίστοιχα. Επίσης έχουμε kFd = 25, M = 0.5. Παρατηρούμε ότι το
κρίσιμο υπερρεύμα μειώνεται μονότονα, αλλά όσο μεγαλώνει τοZm τείνει να εμφανίσει
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Σχήμα 8.34: Κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει τουZm: (a) kFd = 40,Zn =

0 καιM = 0.1,M = 0.2,M = 0.3,M = 0.4 με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη,
γκρι συμπαγή και γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα. (b) M = 0.5, Zn = 0 και
kFd = 32.5, kFd = 35, kFd = 37.5 με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη και γκρι
συμπαγή γραμμή αντίστοιχα. Η γεωμετρία μαγνητίσεων είναι πάντα zxy.
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Σχήμα 8.35: Σχέσεις υπερρεύματος φάσης για τις επαφές του Σχ.8.34(a) για Zm = 0,
Zm = 0.15, Zm = 0.35, Zm = 5 με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη, γκρι συ-
μπαγή, γκρι διακεκομμένη γραμμή αντίστοιχα: (a)M = 0.2, (b)M = 0.4.
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μία κορυφή κοντά στο Zm = 1.5. Αυτή η συμπεριφορά είναι σε συμφωνία και με το μο-
νοδιάστατο μοντέλο, μόνο που στην περίπτωση της τριδιάστατης επαφής τα πράγματα
είναι πιο ομαλά.
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Σχήμα 8.36: Κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του Zn. Έχουμε θέσει
kFd = 25,M = 0.5 και Zm = 0.5, 1.2, 1.8, με μαύρη συμπαγή, μαύρη διακεκομμένη
και γκρι συμπαγή γραμμή αντίστοιχα. Η γεωμετρία μαγνητίσεων είναι πάντα zxy.

Προχωρούμε παρουσιάζοντας διαγράμματα της κρίσιμης πυκνότητας υπερρεύμα-
τος συναρτήσει της μαγνήτισηςM και του πάχους kFd του ενδιάμεσου στρώματος. Στο
Σχ.8.37 η κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος δίνεται συναρτήσει της μαγνήτισηςM για
γεωμετρία zxz με μαύρη συμπαγή γραμμή, για γεωμετρία zxy με μαύρη διακεκομμένη
γραμμή, για γεωμετρία zxx με γκρί συμπαγή γραμμή, για γεωμετρία 0x0 (δηλ. Zm = 0

και η μαγνήτιση του στρώματος στη διεύθυνση x) με γκρί διακεκομμένη γραμμή. Οι
άλλες παράμετροι της επαφής είναι kFd = 40, Zn = 0.2 και Zm = 1. Παρατηρούμε ότι
οι γρήγορες ταλαντώσεις που βρήκαμε στο μονοδιάστατο μοντέλο παύουν να υπάρχουν.
Επίσης βλέπουμε ότι οι γεωμετρίες zxx και 0x0 φθίνουν γρήγορα με τη μαγνήτιση και
όχι απότομα στην τιμήM = 1, όπως συμβαίνει στις μονοδιάστατες επαφές. Αντίθετα, οι
γεωμετρίες zxz και zxy, στις οποίες τα οιωνεί σωμάτια έχουν τη δυνατότητα να αλλά-
ξουν σπιν, σκεδαζόμενα στις ενδοεπιφάνειες, παραμένουν με σημαντικό κρίσιμο ρεύμα
σε όλο το εύρος τιμών που απεικονίζεται στο Σχ.8.37. Μάλιστα μετά το M = 1 το
κρίσιμο υπερρεύμα τους ταυτίζεται. ΓιαM < 1 η γεωμετρία zxz έχει σταθερά μεγαλύ-
τερο κρίσιμο υπερεύμα από τη γεωμετρία zxy, καθώς και από τη γεωμετρία zxx. Μόνο
κοντά στο M = 0, η γεωμετρία 0x0 έχει το μεγαλύτερο κρίσιμο υπερρεύμα από όλες
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τις γεωμετρίες. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι, όσο μεγαλώνει η μαγνήτιση, όλο
και λιγότερες καταστάσεις μπορούν να διαπεράσουν την επαφή γεωμετρίας zxx ή 0x0,
αφού η μαγνήτιση εισάγει ένα όριο στις επιτρεπτές τιμές του k∥. Στις γεωμετρίες zxz
και zxy όμως, τα ζεύγη Cooper μπορούν να διέλθουν και μέσω μίας μόνο ζώνης σπιν,
με αποτέλεσμα να συνεισφέρουν όλες οι καταστάσεις με k∥ μικρότερο του kF . Τέλος
οφείλουμε να σημειώσουμε ότι όλες οι γεωμετρίες εμφανίζουν αλλαγές φάσης 0−π στο
διάστημα M ∈ [0, 1], εκτός από τη γεωμετρία zxz, που παραμένει σε σταθερή φάση.
Οι παραπάνω παρατηρήσεις είναι σχετικά γενικές και δεν εξαρτώνται από την επιλογή
των παραμέτρων της επαφής.
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Σχήμα 8.37: Κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει της μαγνήτισηςM : για γε-
ωμετρία zxz με μαύρη συμπαγή γραμμή, για γεωμετρία zxy με μαύρη διακεκομμένη
γραμμή, για γεωμετρία zxx με γκρί συμπαγή γραμμή, για γεωμετρία 0x0 (δηλ. Zm = 0

και η μαγνήτιση του ενδιάμεσου στρώματος στη διεύθυνση x) με γκρί διακεκομμένη
γραμμή. Οι παράμετροι της επαφής είναι kFd = 40, Zn = 0.2 και Zm = 1.

Στο Σχ.8.38 απεικονίζουμε την κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του
πάχους kFd του ενδιάμεσου στρώματος, για γεωμετρία zxz με μαύρη συμπαγή γραμμή,
για γεωμετρία zxy με μαύρη διακεκομμένη γραμμή, για γεωμετρία zxx με γκρί συ-
μπαγή γραμμή, για γεωμετρία 0x0 (δηλ. Zm = 0 και η μαγνήτιση του στρώματος στη
διεύθυνση x) με γκρί διακεκομμένη γραμμή. Οι άλλες παράμετροι της επαφής είναι
M = 0.5, Zn = 0.2 και Zm = 1. Ξανά παρατηρούμε ότι οι γρήγορες ταλαντώσεις του
μονοδιάστατου μοντέλου δεν υφίστανται στο τριδιάστατο και ότι η γεωμετρία zxz έχει
μεγαλύτερο κρίσιμο υπερρεύμα. Επίσης όλες οι γεωμετρίες έχουν αλλαγές φάσης 0−π,
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εκτός από τη zxz. Τέλος, αν και στο εύρος τιμών του kFd που επιλέξαμε δεν φαίνεται, το
υπερρεύμα στις γεωμετρίες zxz, zxy και zxx επιβιώνει με ελάχιστη πτώση για μεγάλα
πάχη (kFd > 100), σε αντίθεση με το υπερρεύμα της γεωμετρίας 0x0, που γίνεται τάξη
μεγέθους μικρότερο.
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Σχήμα 8.38: Κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του πάχους kFd του ενδιά-
μεσου στρώματος: για γεωμετρία zxz με μαύρη συμπαγή γραμμή, για γεωμετρία zxy
με μαύρη διακεκομμένη γραμμή, για γεωμετρία zxx με γκρί συμπαγή γραμμή, για γε-
ωμετρία 0x0 (δηλ. Zm = 0 και η μαγνήτιση του ενδιάμεσου στρώματος στη διεύθυνση
x) με γκρί διακεκομμένη γραμμή. Οι παράμετροι της επαφής είναιM = 0.5, Zn = 0.2

και Zm = 1.

8.6 Συντονισμοί σε τριδιάστατες επαφές Josephson με
ομογενή μαγνήτιση και ισχυρή σκέδαση στις ενδοε-
πιφάνειες

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε μια μελέτη τριδιάστατων σιδηρομαγνητικών
επαφών Josephson με ένα στρώμα, ομογενή μαγνήτιση σε αυτό, χωρίς σπιν ενεργές
ενδοεπιφάνειες, αλλά με ισχυρή ενδοεπιφανειακή κανονική σκέδαση. Αυτό που συμ-
βαίνει σε αυτά τα συστήματα είναι ότι το κρίσιμο υπερρεύμα μειώνεται δραστικά, όμως
σαν συνάρτηση του kFd εμφανίζει έντονες κορυφές, που αντιστοιχούν σε συντονισμούς
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των οιωνεί σωματιδίων μέσα στην επαφή. Στη μονοδιάστατη περίπωση αυτοί οι συντο-
νισμοί συμβαίνουν αναγκαστικά πάντα σε κάθετη πρόσπτωση των σωματιδίων στην
επαφή και φθίνουν σε ένταση σαν συνάρτηση του kFd σχετικά αργά [128, 129]. Στην
τριδιάστατη περίπτωση υπάρχει όμως και η δυνατότητα συντονισμών που αντιστοιχούν
σε πρόσπτωση υπό συγκεκριμένη, μη ορθή γωνία. Παρόλα αυτά, οι συντονισμοί αυτοί
έχουν μικροτερη ένταση εξαιτίας της ολοκλήρωσης ως προς k∥ και του γεγονότος ότι
έχουν αντίθετη συνεισφορά εκατέρωθεν της γωνίας πρόσπτωσης (βλ. Σχ.8.41). Συμβαί-
νει όμως για επιλεγμένα kFd να υπαρχει σύμπτωση συντονισμών με διαφορετικό σπιν,
με αποτέλεσμα θετική συνεισφορά για γωνίες πρόσπτωσης εκατέρωθεν του συντονι-
σμού. Έτσι παράγονται εντονότερες κορυφές στο διάγραμμα του κρίσιμου υπερρεύμα-
τος συναρτήσει του kFd, δημιουργώντας μια χαρακτηριστική εικόνα, που επιτρέπει την
ομαδοποίηση των συντονισμών (βλ. Σχ.8.39).
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Σχήμα 8.39: Κανονικοποιημένη κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του kFd
για Zn = 9 καιM = 0.2. Επίσης T = 0.1 και ∆0 = 0.001.

Οι συντονισμοί που αναφέρουμε, δίνονται προσεγγιστικά από τις εξισώσεις

q↑kFd = nπ, q↓kFd = mπ, (8.19)

όπου

q↑,↓ =
√

1±M − k2∥, (8.20)
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ή

q↑,↓ =

√
1

u2
±M, (8.21)

όπου u = 1/ cos θ και k∥ = kF sin θ, με θ τη γωνία πρόσπτωσης.
Στο Σχ.8.39 δίνουμε την κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του kFd για

Zn = 9 και M = 0.2. Παρατηρούμε την ύπαρξη συντονισμών, οι πιο έντονοι των
οποίων αντιστοιχούν σε σύμπτωση συντονισμών σωματιδίων με σπιν επάνω και σπιν
κάτω. Τους ομαδοποιούμε ανάλογα με την ποσότητα α = n − m. Κάθε συντονισμός
σύμπτωσης θα συμβολίζεται με (n,m), όπου n, m οι ακέραιοι που εμφανίζονται στη
σχέση (8.19). Οι συντονισμοί με μικρότερο δείκτη α εμφανίζονται σε μικρότερα kFd.
Η γωνία πρόσπτωσης του κάθε συντονισμού είναι διαφορετική γενικά από την κάθετη,
αλλά όσο πιο κοντά σε αυτή τόσο πιο έντονος ο συντονισμός. Επίσης εμφανίζονται και
συντονισμοί του ενός μόνο σπιν, είτε πάνω είτε κάτω, που είναι πιο ασθενείς από τους
συντονισμούς σύμπτωσης και είναι πιο εμφανείς στα μικρά πάχη (kFd < 8).
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Σχήμα 8.40: Κανονικοποιημένη κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του kFd
για Zn = 9 καιM = 0.2, στο εύρος τιμών kFd = 0− 10. Οι συντονισμοί ενός σπιν σε
κάθετη πρόσπτωση και ο συντονισμός σύμπτωσης (2, 1) σημειώνονται. Επίσης σημειώ-
νονται και οι περιοχές 0 ή π επαφής. Οι άλλες παράμετροι είναι T = 0.1 και∆0 = 0.001.

Στο Σχ.8.40 απεικονίζουμε την κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος για kFd = 0− 10

και παρατηρούμε την ακολουθία απλών συντονισμών (για ένα σπιν) n1 = 1, m1 = 1,
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n2 = 2 καιm2 = 2, που αντιστοιχούν σε κάθετη πρόσπτωση. Η έντονη κορυφή στα δε-
ξιά (kFd ≃ 8.4) είναι ο συντονισμός σύμπτωσης (2, 1). Παρατηρούμε ότι εκατέρωθεν
του συντονισμού (2, 1) υπάρχουν δύο μικρά μέγιστα, που αντιστοιχούν στο άθροισμα
του συντονισμού n = 3 και του (2, 1), ο οποίος έχει συνεισφορά στο υπερρεύμα αντί-
θετου προσήμου. Επίσης δείχνουμε τις περιοχές 0 και π επαφής και συνεπώς και τις
αντίστοιχες αλλαγές φάσης. Έτσι βλέπουμε ότι εκατέρωθεν των απλών συντονισμών
υπάρχει αλλαγή φάσης από 0 σε π επαφή, ενώ ο συντονισμός σύμπτωσης δεν επιφέρει
αλλαγή φάσης.

Θα κάνουμε σε αυτό το σημείο μια παρένθεση για να δώσουμε μερικές πληροφορίες
σχετικά με το ανάπτυγμα της ορίζουσας των συνθηκών συρραφής με διαγραμματικούς
όρους. Θυμίζουμε ότι η ορίζουσα των συνθηκών συρραφής υπεισέρχεται στον παρονο-
μαστή της έκφρασης για το υπερρεύμα. Έχει λοιπόν αποδειχθεί [128,130] ότι για επαφές
με ένα σιδηρομαγνητικό στρώμα χωρίς σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες, η ορίζουσα των
συνθηκών συρραφής μπορεί να γραφεί ως εξής

Γ = 1− γ, (8.22)

όπου

γ = xS1 + xS2 + xS3 + xS4 − (xS1xS2 + xS3xS4 − xS5 − xS6). (8.23)

Στην παραπάνω σχέση ο όρος xS1 περιγράφει διαγραμματικά την κανονική σκέ-
δαση των ηλεκτρονιακών οιωνεί σωματιδίων στο ενδιάμεσο στρώμα, ο xS2 την κανο-
νική σκέδαση των σωματιδίων χαρακτήρα οπής, οι όροι xS3, xS4 τις σκεδάσεις Andreev
των σωματιδίων και οι όροι xS5, xS6 τη σύνθεση κανονικών σκεδάσεων και σκεδάσεων
Andreev. Στην περίπτωση επαφών με ισχυρή κανονική σκέδαση, η κύρια συνεισφορά
έρχεται από τους όρους xS1, xS2 και το γινόμενό τους. Στην περίπτωση των συντονισμών
σύμπτωσης, οι όροι αυτοί γίνονται πολύ μικροί, με αποτέλεσμα να συνεισφέρουν και οι
όροι xS3, xS4, όχι όμως και το γινόμενό τους, που είναι μικρότερης τάξης. Αγνοώντας
επομένως μόνο τους όρους xS5, xS6 και xS3xS4, υπολογίζουμε το κρίσιμο υπερρεύμα
στο διάγραμμα του Σχ.8.40 και παρατηρούμε ότι το αποτέλεσμα ταυτίζεται με αυτό του
πλήρους υπολογισμού της ορίζουσας συνθηκών συρραφής.

Στα διαγραμμάτα του Σχ.8.41 παρουσιάζουμε την ολοκληρωτέα ποσότητα του κρί-
σιμου υπερρεύματος σαν συνάρτηση του u, δηλ. ουσιαστικά της γωνίας πρόσπτωσης
του οιωνεί σωματιδίων στην επαφή. Παρατηρούμε ότι, για κάθε τιμή του kFd, το κρί-
σιμο υπερρεύμα έχει συνεισφορά από διάφορους συντονισμούς, όμως χαρακτηρίζουμε
την επαφή με βάση τον συντονισμό εκείνο που είναι κυρίαρχος. Χαρακτηριστική εί-
ναι στο διάγραμμα (e) η κορυφή που αντιστοιχεί στο συντονισμό σύμπτωσης (2, 1) και
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Σχήμα 8.41: Η ολοκληρωτέα ποσότητα του κρίσιμου υπερρεύματος συναρτήσει του u
για Zn = 9 και M = 0.2. (a) kFd = 2.67, (b) kFd = 3.28, (c) kFd = 5.51, (d)
kFd = 8.2235, (e) kFd = 8.370 και (f) kFd = 8.503. Επίσης T = 0.1 και ∆0 = 0.001.

συμβαίνει σε μη κάθετη πρόσπτωση. Επίσης είναι εμφανής η αλλαγή προσήμου της
ολοκληρωτέας ποσότητας στους απλούς συντονισμούς.

Στο Σχ.8.42 δίνουμε την κανονικοποιημένη κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συ-
ναρτήσει του kFd για Zn = 9 και M = 0.2, στο εύρος τιμών kFd = 8 − 16, που
καλύπτει τη συλλογή συντονισμών σύμπτωσης με α = 1. Με συμπαγή γραμμή είναι το
πλήρες αποτέλεσμα, ενώ με διακεκομμένη είναι η προσέγγιση Γ = (1− xS1)(1− xS2).
Το αποτέλεσμα που κρατάει και τους όρους xS3, xS4 δεν διακρίνεται από το πλήρες
αποτέλεσμα. Παρατηρούμε τους συντονισμούς σύμπτωσης (5, 4), (4, 3), (3, 2), (2, 1),
σε σειρά μειούμενης έντασης. Ο συντονισμός (6, 5) απουσιάζει, επειδή αντιστοιχεί σε
u < 1, δηλαδή σε φανταστική γωνία πρόσπτωσης. Στα αριστερά του συντονισμού σύμ-
πτωσης (5, 4) παρατηρούμε το συντονισμό σύμπτωσης (3, 1), που ανήκει στην ομάδα
α = 2 και είναι πολύ μικρότερης έντασης. Επίσης παρατηρούμε τους απλούς συντονι-
σμούςm = 3 και n = 4, εκατέρωθεν του συντονισμού σύμπτωσης (3, 2).

Στο Σχ.8.43 παρουσιάζουμε το διάγραμμα του u των συντονισμών σπιν επάνω (γκρι
γραμμές) και των συντονισμών σπιν κάτω (μαύρες γραμμμές) συναρτήσει του κανο-
νικοποιημένου πάχους kFd. Οι τομές τους αντιστοιχούν στις γωνίες πρόσπτωσης των
συντονισμών σύμπτωσης. Επίσης με διακεκομμένες γραμμές έχουμε ενώσει τις οικογέ-
νειες συντονισμών σύμπτωσης με σταθερό α. Καθώς κινούμαστε κατακόρυφα σε αυτό
το διάγραμμα, για σταθερό kFd, τέμνουμε τις γραμμές των απλών συντονισμών, οπότε
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Σχήμα 8.42: Κανονικοποιημένη κρίσιμη πυκνότητα υπερρεύματος συναρτήσει του kFd
για Zn = 9 και M = 0.2, στο εύρος τιμών kFd = 8 − 16, που καλύπτει την συλλογή
συντονισμών σύμπτωσης με α = 1. Με συμπαγή γραμμή είναι το πλήρες αποτέλεσμα,
ενώ με διακεκομμένη είναι η προσέγγιση Γ = (1− xS1)(1− xS2). Το αποτέλεσμα που
κρατάει και τους όρους xS3, xS4 δεν διακρίνεται από το πλήρες αποτέλεσμα. Επίσης
T = 0.1 και ∆0 = 0.001.
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Σχήμα 8.43: Διάγραμμα του u των συντονισμών σπιν επάνω (γκρι γραμμές) και των
συντονισμών σπιν κάτω (μαύρες γραμμμές) συναρτήσει του κανονικοποιημένου πάχους
kFd. Οι τομές τους αντιστοιχούν στις γωνίες πρόσπτωσης των συντονισμών σύμπτωσης.
Έχουμε Zn = 9,M = 0.2, T = 0.1 και ∆0 = 0.001.

η συνεισφορά του ρεύματος αλλάζει πρόσημο, εκτός αν περάσουμε από ένα σημείο
συντονισμού σύμπτωσης, οπότε το ρεύμα κρατά σταθερό πρόσημο. Όσο πιο κοντά βρί-
σκεται σε κάθετη πρόσπτωση (u = 1) ένας συντονισμός σύμπτωσης, τόσο μεγαλύτερη
είναι η συνεισφορά του. Τέλος, όσο αυξάνουμε το kFd, τόσο ασθενέστεροι γίνονται οι
απλοί συντονισμοί.
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Κεφάλαιο 9

Επίλογος

Ολοκληρώνοντας αυτή τη διατριβή θα κάνουμε μία σύνοψη των συμπερασμάτων
στα οποία καταλήξαμε. Ξεκινούμε με το κεφάλαιο 2, όπου δείξαμε πως από την χαμιλ-
τονιανή πολλών σωμάτων μέσου πεδίου του συστήματος της σιδηρομαγνητικής επαφής
Josephson καταλήγουμε, με τη βοήθεια των μετασχηματισμών Bogoliubov, στις εξισώ-
σεις Bogoliubov-de Gennes (BdG), που διέπουν τη δυναμική των μονοσωματιδιακών
διεγέρσεων του υπεραγώγιμου συστήματος. Στη συνέχεια δώσαμε τις λύσεις των εξι-
σώσεων σε ομογενή συστήματα υπεραγωγών και σιδηρομαγνητών στο μοντέλο Stoner,
που φάνηκαν χρήσιμες στη μελέτη του μη ομογενούς συστήματος της σιδηρομαγνητικής
επαφής Josephson. Ένας τρόπος να επιλύσουμε τις εξισώσεις BdG της σιδηρομαγνητι-
κής επαφής Josephson είναι να χωρίσουμε την επαφή σε περιοχές, όπου οι εξισώσεις
BdG επιλύονται ευκολότερα και να συνδέσουμε τις λύσεις με τη βοήθεια των συνθη-
κών συρραφής των λύσεων αυτών και των παραγώγων τους. Τότε οι συντελεστές των
γραμμικών συνδυασμών των λύσεων σε κάθε περιοχή ξεχωριστά είναι οι άγνωστοι ενός
γραμμικού συστήματος εξισώσεων, που μπορεί να επιλυθεί, για παράδειγμα, με τον κα-
νόνα του Cramer. Μας ενδιαφέρουν ιδιαίτερα οι συντελεστές ανάκλασης Andreev στις
ασυμπτωτικές περιοχές, καθώς μας δίνουν το υπερρεύμα με τη βοήθεια του τύπου των
Furusaki-Tsukada.

Στο κεφάλαιο 3 επεξεργαζόμαστε έναν διαφορετικό τρόπο να υπολογίσουμε δυνη-
τικά τους συντελεστές σκέδασης. Αναπτύσσουμε τη θεωρία των εξισώσεων Lippmann-
Schwinger για συστήματα με διαφορετικές ασυμπτωτικές χαμιλτονιανές, με τις εξισώ-
σεις BdG της σιδηρομαγνητικής Josephson σαν γενικό μοντέλο, βασιζόμενοι στη βι-
βλιογραφία, αλλά και επεκτείνοντας τη γνωστή θεωρία. Έτσι καταλήγουμε στο συμπέ-
ρασμα ότι οι συντελεστές σκέδασης της επαφής μπορούν να εκφραστούν με τη βοήθεια
στοιχείων του λεγόμενου T-πίνακα μεταξύ καταστάσεων πρόσπτωσης και ανάκλασης ή
διάδοσης στις ασυμπτωτικές περιοχές. Ανάλογα με τις ασυμπτωτικές περιοχές που συμ-
μετέχουν σε μια διαδικασία σκέδασης, που περιγράφεται από κάποιο συντελεστή σκέ-
δασης, ο Τ-πίνακας έχει διαφορετική μορφή. Για κάθε τύπο πρόσπτωσης και ανάκλασης
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ή διάδοσης αντιστοιχεί ένας Τ-πίνακας, ακριβώς όπως συμβαίνει και στη θεωρία σκέ-
δασης σε συστήματα με πολλά κανάλια. Με αυτό τον τρόπο μπορούμε να εξάγουμε και
τη μορφή της συνάρτησης Green με ορίσματα θέσης στις ασυμπτωτικές περιοχές, που
μας χρησιμεύουν στον υπολογισμό του υπερρεύματος.

Στα επόμενα δύο κεφάλαια (κεφ.4 και κεφ.5) αξιοποιούμε τη σχέση των συντελε-
στών σκέδασης με τα στοιχεία του T-πίνακα και εξάγουμε συνθήκες συμμετρίες για
τους συντελεστές σκέδασης, που προκύπτουν από αντιγραμμικούς μετασχηματισμούς
οι οποίοι αφήνουν την χαμιλτονιανή BdG αναλλοίωτη, με εξαίρεση την αλλαγή κάποιων
παραμέτρων, όπως είναι η διαφορά φάσης χ και οι πολικές γωνίες ϕ των μαγνητίσεων.
Στο κεφάλαιο 4 μετασχηματίζουμε τα στοιχεία του Τ-πίνακα πρώτα και μετά παίρνουμε
την αναλυτική επέκταση σε μιγαδικές ενέργειες, ενώ στο κεφάλαιο 5 μετασχηματίζουμε
απευθείας τις αναλυτικές επεκτάσεις των στοιχείων του Τ-πίνακα. Έτσι προκύπτουν δια-
κριτές συνθήκες συμμετρίας, τις οποίες αξιοποιούμε αργότερα στην εργασία μας.

Στο κεφάλαιο 6, με βάση τη βιβλιογραφία, γενικεύουμε και αναπτύσσουμε περαι-
τέρω έναν τρόπο υπολογισμού της συνάρτησης Green στην επαφή Josephson, για κάθε
δυνατή τιμή των ορισμάτων θέσης. Αυτό επιτυγχάνεται συνδυάζοντας κατάλληλα γραμ-
μικώς ανεξάρτητες λύσεις των εξισώσεων BdG για μιγαδική ενέργεια. Έτσι επιβεβαιώ-
νουμε τις σχέσεις για τη συνάρτηση Green με ορίσματα θέσης στις ασυμπτωτικές πε-
ριοχές και είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε την ανώμαλη συνάρτηση Green και την
τοπική πυκνότητα καταστάσεων.

Στο κεφάλαιο 7 αξιοποιούμε τον τύπο των Furusaki-Tsukada για να αποδείξουμε μια
σχέση που μας δίνει το υπερρεύμα στην επαφή συναρτήσει της ορίζουσας του πίνακα
των συνθηκών συρραφής. Στη συνέχεια, πάλι βασιζόμενοι στον τύπο των Furusaki-
Tsukada, αλλά και στις συνθήκες συμμετρίας των συντελεστών ανάκλασης Andreev,
δείχνουμε σχέσεις συμμετρίας για τη σχέση υπερρεύματος φάσης (CPR) στις σιδηρομα-
γνητικές επαφές Josephson. Βασικό συμπέρασμά μας είναι ότι, όταν οι μαγνητίσεις του
συστήματος είναι συνεπίπεδες, τότε απαγορεύεται η ύπαρξη υπερρεύματος μηδενικής
φάσης. Αν όμως οι μαγνητίσεις του συστήματος δεν είναι συνεπίπεδες, τότε δεν υπαρ-
χει επιχείρημα συμμετρίας που να μηδενίσει το υπερρεύμα μηδενικής φάσης, το οποίο
υφίσταται, όπως δείχνουμε στο κεφάλαιο 8. Επίσης εξιδεικεύουμε το μοντέλο μας σε
σταθερή τμηματικά παράμετρο τάξης και καταλήγουμε σε μία σχέση για το υπερρεύμα
(σχέση (7.52)), η οποία είναι ενδεικτική της εξάρτησης του υπερρεύματος από τη δια-
φορά φάσης χ μεταξύ των υπεραγωγών και από τις διευθύνσεις των μαγνητίσεων της
επαφής. Μάλιστα, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι οι όροι που συνεισφέρουν στο
υπερρεύμα μηδενικής φάσης είναι ανάλογοι του τριπλού γινομένου των μαγνητίσεων
μιας επαφής με ένα ενδιάμεσο στρώμα και σπιν ενεργές ενδοεπιφάνειες. Φυσικά αυ-
τοί οι όροι έχουν μη τετριμένη συνεισφορά στο υπερρεύμα, ακόμα και όταν η διαφορά
φάσης χ είναι μη μηδενική.

Στο κεφάλαιο 8 δίνουμε αριθμητικά αποτελέσματα για το μη αυτοσυνεπές, με τμη-
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ματικά σταθερή παράμετρο τάξης, μοντέλο μιας σιδηρομαγνητικής επαφής Josephson.
Κυρίως ασχολούμαστε με μονοδιάστατες επαφές. Καταδεικνύουμε την ύπαρξη υπερ-
ρεύματος μηδενικής φάσης, όταν οι μαγνητίσεις του συστήματος είναι μη συνεπίπεδες.
Η εξάρτηση του υπερρεύματος μηδενικής φάσης από τις παραμέτρους της επαφής δί-
νεται σε πληθώρα διαγραμμάτων. Επικεντρωνόμαστε στη γεωμετρία μαγνητίσεων zxy.
Η ισχύς ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης αυξανόμενη αυξάνει το υπερρεύμα μηδενικής
φάσης μέχρι κάποιο μέγιστο, οπότε περαιτέρω αύξησή της οδηγεί σε μείωση του υπερ-
ρεύματος μηδενικής φάσης. Η ισχύς ενδοεπιφανειακής κανονικής σκέδασης τείνει να
μειώσει το υπερρεύμα μηδενικής φάσης, αν και όχι μονότονα. Η εξάρτηση του υπερρεύ-
ματος μηδενικής φάσης από τη μαγνήτιση του ενδιάμεσου στρώματος και του πάχους
αυτού είναι έντονα ταλαντωτική. Το κρίσιμο υπερρεύμα έχει ανάλογη συμπεριφορά και
μάλιστα, για μικρές μαγνητίσεις, οι απότομες μεταβολές της κλίσης του συναρτήσει των
ισχύων ενδοεπιφανειακής μαγνήτισης και σκέδασης, που αντιστοιχούν σε αλλαγές φά-
σης 0−π, συμπίπτουν με τα σημεία που μεγιστοποιείται το υπερρεύμα μηδενικής φάσης.
Για μεγάλες μαγνητίσεις, κοντά στο M = 1, το κρίσιμο υπερρεύμα και το υπερρεύμα
μηδενικής φάσης τείνουν να ταυτιστούν και η σχέση υπερρεύματος φάσης διατηρεί στα-
θερή μορφή με την αλλαγή των παραμέτρων, μετατοπιζόμενη με τη μεταβολή των γω-
νιών των μαγνητίσεων της επαφής. Το κρίσιμο υπερρεύμα για τη γεωμετρία zxz είναι
ελαφρώς πιο ισχυρό από αυτό της γεωμετρίας zxy για κανονικοποιημένες μαγνητίσεις
μικρότερες της μονάδος, ενώ γιαM > 1 (στο ημιμεταλλικό όριο) τείνουν να ταυτιστούν.
Για τη γεωμετρία zxx, όπου δεν επιτελείται σκέδαση σπιν στη δεξιά ενδοεπιφάνεια, το
κρίσιμο υπερρεύμα φθίνει απότομα στο μηδέν, στο ημιμεταλλικό όριο M = 1. Έτσι
συμπεραίνουμε ότι μόνο σε γεωμετρίες με σκέδαση σπιν στις ενδοεπιφάνειες επιβιώ-
νει το κρίσιμο υπερρεύμα στο ημιμεταλλικό όριο. Ειδικά για M = 1 μελετήσαμε τη
συνεισφορά των δέσμιων καταστάσεων στο υπερρεύμα και είδαμε ότι αυτό οφείλεται
σε συνιστώσες της κυματοσυνάρτησης της κατώτερης ενεργειακά δέσμιας κατάστασης
που αντιστοιχούν σε ηλεκτρόνια και οπές με το ίδιο σπιν. Έτσι καταδείξαμε ότι η επιβί-
ωση του υπερρεύματος στο ημιμεταλλικό όριο οφείλεται σε μετατροπή της κατάστασης
σπιν των ζευγών Cooper από singlet σε triplet.

Επίσης μελετήσαμε αριθμητικά και σιδηρομαγνητικές επαφές Josephson στις τρεις
διαστάσεις. Ισχύουν ανάλογα συμπεράσματα, με τη διαφορά ότι η πτώση του κρίσιμου
υπερρεύματος για τις γεωμετρίες μαγνητίσεων χωρίς σκέδαση σπιν στις ενδοεπιφάνειες
είναι πολύ πιο ομαλή σαν συνάρτηση της μαγνήτισης και δεν συμβαίνει απότομα στο
M = 1, όπως στη μονοδιάστατη περίπτωση. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι διε-
γέρσεις με παράλληλη στις ενδοεπιφάνειες ορμή πέρα από την τιμή αποκοπής μπορούν
να διαδοθούν στην επαφή με σκέδαση σπιν στις ενδοεπιφάνειες, ενισχύοντας το υπερ-
ρεύμα, ενώ αυτό δεν ισχύει σε γεωμετρίες χωρίς σκέδαση σπιν και η παράλληλη ορμή
έχει όριο αποκοπής που, σε αυτή την περίπτωση, μειώνεται με την αύξηση της μαγνήτι-
σης. Επίσης άλλο ένα χαρακτηριστικό των τριδιάστατων επαφών είναι η απουσία έντο-
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νων ταλαντώσεων του κρίσιμου υπερρεύματος και του υπερρεύματος μηδενικής φάσης
με τη μαγνήτιση και το πάχος του ενδιάμεσου στρώματος, που εξηγείται από την επί-
δραση της ολοκλήρωσης ως προς την παράλληλη ορμή στον υπολογισμό της πυκνότη-
τας υπερρεύματος.

9.1 Προθέσεις μελλοντικής εργασίας
Μία ενδιαφέρουσα προοπτική για έρευνα είναι να αναλύσουμε, σε σιδηρομαγνη-

τικές επαφές Josephson, το υπερρεύμα σε συνιστώσες, ανάλογα με τη συμμετρία της
παραμέτρου τάξεως που φέρει την καθεμία, στο πλαίσιο των εξισώσεων Bogoliubov-de
Gennes. Έτσι, σε κάθε θέση x της επαφής, θα μπορούμε να γνωρίζουμε τις συνιστώ-
σες του υπερρεύματος και το πως αλληλεπιδρούν μεταξύ τους κατά μήκος της επαφής.
Αυτό θα ήταν ενδιαφέρον να συσχετιστεί με την εικόνα του υπερρεύματος ως αποτέλε-
σμα της κλίσης των δέσμιων καταστάσεων Andreev συναρτήσει της φάσης. Μια τέτοια
ανάλυση θα ήταν χρήσιμη, ειδικά για το υπερρεύμα μηδενικής διαφοράς φάσης.

Επίσης, η μέθοδος για τον υπολογισμό της συνάρτησης Green που επεξεργαστήκαμε
στο κεφάλαιο 6 μπορεί να μας δώσει το εργαλείο, για να δουλέψουμε αριθμητικά το
πρόβλημα της αυτοσυνεπούς επίλυσης των επαφών Josephson και να κατασκευάσουμε
αποτελεσματικούς και ταχείς κώδικες για το σκοπό αυτό.

Ακόμη ενδιαφέρον έχει να προσπαθήσουμε να αξιοποιήσουμε τη θεωρία του Τ-
πίνακα που αναπτύξαμε για τον άμεσο υπολογισμό των συντελεστών σκέδασης, καθώς
και άλλων μεθόδων της θεωρίας σκέδασης για τον υπολογισμό χρήσιμων ποσοτήτων,
όπως για παράδειγμα η χρονική καθυστέρηση των σκεδαζόμενων διεγέρσεων σε μια
επαφή Josephson. Τέτοιες τεχνικές μπορούν να φανούν χρήσιμες και στην απόδειξη του
τύπου (7.33) για την περίπτωση μη συμβατικών υπεραγώγιμων ηλεκτροδίων.
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Κεφάλαιο 10
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