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Abstract

Chapter 1: In the beginning of the current work an initial- and Dirichlet boundary- value
problem for a semi-linear wave equation is formulated. Then using the energy method an a-

priori bound of the solution, depending only on the problem data, is constructed. Subsequently
the uniqueness of the solution to the semi-linear wave equation is proved combining the above
bound and well-known results from the Sobolev spaces theory.

Chapter 2: The assumptions on the �nite element spaces and their approximation properties
are introduced. The de�nition of the elliptic projection is given and the estimation of its ap-
proximation error in H1(Ω) and L2(Ω) norms are proved. In addition, the Taylor theorem with
integral remainder, which is used to estimate the consistency error, is involved. The Chapter 2
is closed by discussing some distinct Gronwall's lemmas.

Chapter 3: A numerical method is formulated in order to approximate the solution to the
linear wave equation, which is obtained by discretizing the equation in time with the use of
the Newmark method with parameter β ∈ (1

4 ,
1
2 ] and in space with the use of the standard

�nite element method. The existence and uniqueness of the proposed numerical approximations
are demonstrated, the consistency errors in time are estimated and, �nally, a stability result is
established. The convergence of the method is ensured by proving an optimal order error of the
form O(τ2 + hκ) in the H1(Ω) norm and of the form O(τ2 + hκ+1) in the L2(Ω) norm of the
discrete �rst order time derivative of the error, where h and τ respectively denote the spatial
and temporal discretization parameters.

Chapter 4: In correspondence with the Chapter 3, a numerical method is formulated in order
to approximate the solution to the semi-linear wave equation, which is obtained by discretizing
the equation both in time with the use of a linearly implicit variant of the Newmark method with
parameter β ∈ (1

4 ,
1
2 ] and in space with the use of the �nite element method. The existence and

uniqueness of fully discrete approximations with the use of energy method are demonstrated and
also the consistency errors in time are estimated. In addition, an a-priori barrier is constructed
for the numerical approximations which depend only on the choice of norms and the regularity
of the solution. The above barrier is independent of the spatial and temporal discretization
parameters. In conclusion, convergence errors of order O(τ2 + hκ) in the norm H1(Ω) and of
order O(τ2 +hκ+1) with respect to the norm L2(Ω) of the discrete �rst order time derivative are
demonstrated with the use of elements from theory of Sobolev spaces and the already proved
a-priori barriers for the numerical approximated solutions.



Περίληψη

Κεφάλαιο 1: Πρώτα διατυπώνουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών και συνοριακών συνθηκών Diri-
chlet για μια ημιγραμμική εξίσωση κύματος. ΄Επειτα, με τη μέθοδο της ενέργειας, κατασκευάζουμε
ένα a-priori φράγμα της λύσης το οποίο εξαρτάται από τα δεδομένα του προβλήματος. Στη συνέχεια,
με χρήση αυτού του φράγματος και στοιχείων της θεωρίας χώρων Sobolev, αποδεικνύουμε, χωριστά
για κάθε χωρική διάσταση, τη μοναδικότητα της λύσης της ημιγραμμικής εξίσωσης κύματος.

Κεφάλαιο 2: Εισάγονται οι υποθέσεις μας για τους χώρους πεπερασμένων στοιχείων και τις προ-

σεγγιστικές τους ιδιότητες. Διατυπώνεται ο ορισμός της ελλειπτικής προβολής και αποδεικνύονται

εκτιμήσεις του σφάλματος προσέγγισής της στην H1(Ω) και L2(Ω) νόρμα. Επιπλέον, παραθέτουμε
το Θεώρημα Taylor με ολοκληρωτικό υπόλοιπο το οποίο θα χρησιμοποιηθεί στην εκτίμηση του
σφάλματος συνέπειας. Κλείνουμε το κεφάλαιο παρουσιάζοντας μερικά διακριτά λήμματα Gronwall.

Κεφάλαιο 3: Διατυπώνεται μια αριθμητική μέθοδος για την προσέγγιση της λύσης της γραμμικής

εξίσωσης του κύματος, η οποία προκύπτει διακριτοποιώντας την εξίσωση στο χρόνο με τη μέθοδο

Newmark με παράμετρο β ∈ (1
4 ,

1
2 ] και στο χώρο με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων. Αποδει-

κνύεται η ύπαρξη και η μοναδικότητα των αριθμητικών προσεγγίσεων και εκτιμώνται τα σφάλματα

συνέπειας της διακριτοποίησης στο χρόνο και διατυπώνεται ένα αποτέλεσμα ευστάθειας. Η συγκλι-

ση της μεθόδου εξασφαλίζεται αποδεικνύοντας βέλτιση τάξης εκτίμηση της μορφής O(τ2 + hκ) για
την H1(Ω) νόρμα του σφάλματος και της μορφής O(τ2 + hκ+1) για την L2(Ω) νόρμα της πρώ-
της διακριτής χρονικής παραγώγου του σφάλματος, όπου τα h και τ εκφράζουν, αντίστοιχα, τις
παραμέτρους χωρικής και χρονικής διακριτοποίησης.

Κεφάλαιο 4: Κατά αντιστοιχία με το Κεφάλαιο 3, διατυπώνεται μια αριθμητική μέθοδος για

την προσέγγιση της λύσης της ημιγραμμικής εξίσωσης του κύματος, η οποία προκύπτει διακριτο-

ποιώντας την εξίσωση στο χρόνο με μια γραμμικά πεπλεγμένη παραλλαγή της μεθόδου Newmark
με παράμετρο β ∈ (1

4 ,
1
2 ] και στο χώρο με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων. Αποδεικνύεται η

ύπαρξη και η μοναδικότητα των πλήρως διακριτών προσεγγίσεων με τη μέθοδο της ενέργειας και

εκτιμώνται τα σφάλματα συνέπειας της διακριτοποίησης στο χρόνο. Επιπροσθέτως, κατασκευάζεται

ένα a-priori φράγμα για τις αριθμητικές προσεγγισεις λύσης που εξαρτάται πάλι από τα δεδομένα
του προβλήματος και είναι ανεξάρτητο από τις παραμέτρους διακριτοποίησης. Εν κατακλείδι, αποδει-

κνύεται σύγκλιση τάξης O(τ2 + hκ) ως προς την H1(Ω) νόρμα του σφάλματος και σύγκλιση τάξης
O(τ2 + hκ+1) ως προς την L2(Ω) νόρμα της πρώτης διακριτής χρονικής παραγώγου του σφάλμα-
τος, χρησιμοποιώντας στοιχεία από τη θεωρία χώρων Sobolev και τα ήδη αποδεδειγμένα a-priori
φράγματα για τις αριθμητικές προσεγγίσεις.
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1 Το συνεχές πρόβλημα

1.1 Διατύπωση του προβλήματος

΄Εστω T > 0, d ∈ {1, 2, 3} και Ω ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του Rd. Θεωρούμε το
ακόλουθο πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών για την εξίσωση του κύματος όπου αναζητούμε

μια πραγματική συνάρτηση u = u(t, x) : [0, T ]× Ω 7→ R τέτοια ώστε

utt(t, x) = ∆u(t, x) + ε u3 + f(t, x) ∀(t, x) ∈ (0, T )× Ω,

u(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω,

u(0, x) = u0
init(x) ∀x ∈ Ω,

ut(0, x) = u1
init(x) ∀x ∈ Ω,

(1)

όπου ε = 0 ή −1 και f : [0, T ]× Ω 7→ R, u0
init : Ω 7→ R, u1

init : Ω 7→ R είναι δοσμένες πραγματικές
συναρτήσεις με u0

init|∂Ω = 0 και u1
init|∂Ω = 0. ΄Οταν ε = 0 τότε έχουμε τη «γραμμική εξίσωση του

κύματος» και όταν ε = −1 την «ημιγραμμική εξίσωση του κύματος».
Υποθέτουμε ότι το Ω έχει πολυεδρικό σύνορο ∂Ω, και ότι για δοθέν p > 1 και g ∈ Lp(Ω) υπάρχει

λύση ψ ∈W 2,p(Ω) του ακόλουθου ελλειπτικού προβλήματος συνοριακών συνθηκών Dirichlet (βλ.
π.χ. [5]):

−∆ψ = g στο Ω,

ψ = 0 στο ∂Ω,

και σταθερά Creg > 0, η οποία είναι ανεξάρτητη από την g, τέτοια ώστε:

‖ψ‖W2,p(Ω) ≤ Creg ‖g‖Lp(Ω). (2)

1.2 A priori εκτίμηση της λύσης της γραμμικής εξίσωσης του κύματος

΄Εστω u ∈ C2([0, T ], H2(Ω)) μιά λύση του (1) με ε = 0. Πολλαπλασιάζοντας και τις δύο πλευρές
της μερικής διαφορικής εξίσωσης του (1) με ut, ολοκληρώνοντας στο Ω και χρησιμοποιώντας το
Θεώρημα Gauss έχουμε

(utt(t, ·), ut(t, ·))L2(Ω) + (∇u(t, ·),∇ut(t, ·))L2(Ω) =

∫
∂Ω

∂u
∂ν (t, ·)ut(t, ·) dS

+ (f(t, ·), ut(t, ·))L2(Ω) ∀ t ∈ [0, T ].

(3)

Ορίζοντας E(t) := ‖ut(t, ·)‖2L2(Ω)
+ ‖∇u(t, ·)‖2

L2(Ω)
για κάθε t ∈ [0, T ], και παρατηρώντας ότι για

κάθε t ∈ [0, T ] έχουμε ut(t, ·)|∂Ω = 0, καθώς u(s, ·)|∂Ω = 0 για κάθε s ∈ [0, T ], η (3) παίρνει τη
μορφή:

d
dtE(t) = 2 (f(t, ·), ut(t, ·))L2(Ω) ∀ t ∈ [0, T ]. (4)

Με χρήση της ανισότητας Cauchy-Schwarz η σχέση (4) δίνει

d
dtE(t) ≤ 2 ‖f(t, ·)‖L2(Ω) ‖ut(t, ·)‖L2(Ω)

≤‖ut(t, ·)‖2L2(Ω)
+ ‖f(t, ·)‖2

L2(Ω)

≤E(t) + ‖f(t, ·)‖2
L2(Ω)

∀ t ∈ [0, T ].

(5)

Από την (5) έπεται

d
dt

[
e−tE(t)

]
≤ e−t ‖f(t, ·)‖2

L2(Ω)
∀ t ∈ [0, T ],
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η οποία, ολοκληρώνοντας, δίνει

e−tE(t) ≤ E(0) +

∫ t

0
e−s ‖f(s, ·)‖2

L2(Ω)
ds ∀ t ∈ [0, T ].

Επειδή e−s ≤ 1 για κάθε s ≥ 0, από την παραπάνω σχέση παίρνουμε:

E(t) ≤ et
[
E(0) +

∫ t

0
‖f(s, ·)‖2

L2(Ω)
ds

]
∀ t ∈ [0, T ].

΄Ετσι καταλήγουμε στο ακόλουθο φράγμα για τη λύση

max
{
‖ut‖2C([0,T ],L2(Ω))

, ‖∇u‖2
C([0,T ],L2(Ω))

}
≤ eT

[
‖u1

init‖2L2(Ω)
+ ‖∇u0

init‖2L2(Ω)

+ ‖f‖2
L2((0,T );L2(Ω))

]
.

(6)

Παρατήρηση 1.1

΄Οταν f = 0, τότε η (4) δίνει ddtE(t) = 0 για κάθε t ∈ [0, T ]. ΄Ετσι συμπεράινουμε ότι

‖ut(t, ·)‖2L2(Ω)
+ ‖∇u(t, ·)‖2

L2(Ω)
= ‖u1

init‖2L2(Ω)
+ ‖∇u0

init‖2L2(Ω)
∀ t ∈ [0, T ], (7)

ένα αποτέλεσμα γνωστό ως «διατήρηση της ενέργειας».

1.3 Μοναδικότητα της λύσης της γραμμικής εξίσωσης του κύματος

΄Εστω u1, u2 ∈ C2([0, T ], H2(Ω)) δύο λύσεις του (1) με ε = 0. Τότε ορίζουμε τη συνάρτηση
w := u1 − u2, η οποία ικανοποιεί

wtt(t, x) = ∆w(t, x), ∀(t, x) ∈ (0, T )× Ω,

w(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω,

w(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω,

wt(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω.

(8)

Λόγω της (7) συνάγεται ότι:

‖wt(t, ·)‖2L2(Ω)
+ ‖∇w(t, ·)‖2

L2(Ω)
= 0 ∀ t ∈ [0, T ],

η οποία σε συνδυασμό με την ανισότητα Poincaré δίνει ότι w = 0 ή ισοδύναμα u1 = u2.

1.4 A-priori εκτίμηση της λύσης της ημιγραμμικής εξίσωσης κύματος

΄Εστω u ∈ C2([0, T ], H2(Ω)) μία λύση του (1) με ε = −1. Πολλαπλασιάζοντας και τις δύο πλευρές
της μερικής διαφορικής εξίσωσης του (1) με ut, ολοκληρώνοντας στο Ω και χρησιμοποιώντας το
Θεώρημα Gauss καταλήγουμε στη σχέση:

(utt(t, ·), ut(t, ·))L2(Ω) + (∇u(t, ·),∇ut(t, ·))L2(Ω) =

∫
∂Ω

∂u
∂ν (t, ·)ut(t, ·) dS

− (u3(t, ·), ut(t, ·))L2(Ω)

+ (f(t, ·), ut(t, ·))L2(Ω) ∀ t ∈ [0, T ].

(9)

Λόγω των συνοριακών συνθηκών Dirichlet έχουμε ut(t, ·)|∂Ω = 0 για κάθε t ∈ [0, T ], και επομένως
η (9) δίνει

d
dtE(t) = 2 (f(t, ·), ut(t, ·))L2(Ω) ∀ t ∈ [0, T ], (10)
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όπου

E(t) := ‖ut(t, ·)‖2L2(Ω)
+ ‖∇u(t, ·)‖2

L2(Ω)
+ 1

2 ‖u(t, ·)‖4
L4(Ω)

∀ t ∈ [0, T ].

΄Οπως στο Κεφ. 1.2, από τη σχέση (10) παίρνουμε

d
dtE(t) ≤‖f(t, ·)‖2

L2(Ω)
+ ‖ut(t, ·)‖2L2(Ω)

≤E(t) + ‖f(t, ·)‖2
L2(Ω)

∀ t ∈ [0, T ],

από την οποία, εύκολα, συμπεραίνουμε ότι

E(t) ≤ et
[
E(0) +

∫ t

0
‖f(s, ·)‖2

L2(Ω)
ds

]
∀ t ∈ [0, T ].

΄Ετσι καταλήγουμε στο ακόλουθο φράγμα:

max
{
‖ut‖2C([0,T ],L2(Ω))

, ‖∇u‖2
C([0,T ],L2(Ω))

}
≤ eT

[
‖u1

init‖2L2(Ω)
+ ‖∇u0

init‖2L2(Ω)

+1
2 ‖u

0
init‖4L4(Ω)

+ ‖f‖2
L2((0,T );L2(Ω))

]
.
(11)

Παρατήρηση 1.2

΄Οταν f = 0, τότε η (10) δίνει ddtE(t) = 0 για κάθε t ∈ [0, T ]. ΄Ετσι συμπεραίνουμε ότι

‖ut(t, ·)‖2L2(Ω)
+ ‖∇u(t, ·)‖2

L2(Ω)
+ 1

2 ‖u(t, ·)‖4
L4(Ω)

= ‖u1
init‖2L2(Ω)

+ ‖∇u0
init‖2L2(Ω)

+ 1
2 ‖u

0
init‖4L4(Ω)

για κάθε t ∈ [0, T ].

1.5 Μοναδικότητα της λύσης της ημιγραμμικής εξίσωσης κύματος

΄Εστω u1, u2 ∈ C2([0, T ], H2(Ω)) δύο λύσεις του (1) με ε = −1. Τότε ορίζουμε τη συνάρτηση
w := u1 − u2, η οποία ικανοποιεί

wtt(t, x) = ∆w(t, x)− (u3
1(t, x)− u3

2(t, x)) ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

w(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

w(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω,

wt(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω.

(12)

Πολλαπλασιάζοντας και τις δύο πλευρές της μερικής διαφορικής εξίσωσης του (12), χρησιμοποιώντας

το Θεώρημα Gauss σε συνδυασμό με τις συνοριακές συνθήκες Dirichlet και την ανισότητα Cauchy-
Schwarz, έχουμε τα ακόλουθα:

d
dtE(t) = − 2 (G(t, ·), wt(t, ·))L2(Ω)

≤ 2 ‖G(t, ·)‖L2(Ω) ‖wt(t, ·)‖L2(Ω)

≤ 2 ‖G(t, ·)‖L2(Ω)

√
E(t) ∀ t ∈ [0, T ],

(13)

όπου

G(t, x) := u3
1(t, x)− u3

2(t, x) ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Ω

και

E(t) := ‖wt(t, ·)‖2L2(Ω)
+ ‖∇w(t, ·)‖2

L2(Ω)
, ∀t ∈ [0, T ].
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1.5.1 Περίπτωση d = 1.

Επειδή

y3 − z3 = (y − z) (y2 + y z + z2) ∀ y, z ∈ R,

έπεται ότι

G = w (u2
1 + u1 u2 + u2

2).

Επειδή d = 1, από τη θεωρία χώρων Sobolev έχουμε ότι H1(Ω) = W 1,2(Ω) ⊂ L∞(Ω) και υπάρχει
σταθερά C∞ > 0 τέτοια ώστε:

‖v‖L∞(Ω) ≤ C∞ ‖v‖H1(Ω) ∀v ∈ H1(Ω). (14)

Συνδυάζοντας τη (14) με τη (11) και την ανισότητα Poincaré συμπεραίνουμε ότι: όταν u είναι μια
λύση του (1) με ε = −1, τότε έχουμε:

‖u‖C([0,T ];L∞(Ω)) ≤ C
[
‖u1

init‖L2(Ω) + ‖(u0
init)
′‖L2(Ω) + ‖u0

init‖2L4(Ω)
+ ‖f‖L2((0,T ),L2(Ω))

]
. (15)

Λαμβάνοντας υπόψιν την (15), την ανισότητα Cauchy-Schwarz καθώς και την ανισότητα Poincaré,
έχουμε

‖G(t, ·)‖L2(Ω) ≤‖u2
1(t, ·) + u1(t, ·)u2(t, ·) + u2

2(t, ·)‖L∞(Ω) ‖w(t, ·)‖L2(Ω)

≤C
[
‖u1(t, ·)‖2L∞(Ω) + ‖u2(t, ·)‖2L∞(Ω)

]
‖wx(t, ·)‖L2(Ω)

≤C ‖wx(t, ·)‖L2(Ω)

≤C
√
E(t) ∀ t ∈ [0, T ].

(16)

Από τις (16) και (13) συμπεραίνουμε ότι

d
dtE(t) ≤ C E(t) ∀ t ∈ [0, T ],

που δίνει

E(t) ≤ eC t E(0) ∀ t ∈ [0, T ].

Επειδή η w έχει μηδενικές αρχικές συνθήκες (βλ. (12)), έπεται οτι E(0) = 0 η οποία σε συνδυασμό
με την παραπάνω ανισότητα και την ανισότητα Poincaré δίνει ότι w = 0 ή ισοδύναμα u1 = u2.

1.5.2 Περίπτωση d = 2.

Λήμμα 1.1

΄Εστω α, β ≥ 0. Τότε, ισχύει ότι

(α+ β)2n ≤ 32n−1
(
α2n + β2n

)
∀n ∈ N. (17)

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με μαθηματική επαγωγή.

Πρώτα παρατηρούμε ότι

(α+ β)2 = α2 + β2 + 2αβ ≤ 2 (α2 + β2) ≤ 3 (α2 + β2)
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που σημαίνει ότι η (17) ισχύει για n = 1. Υποθέτουμε ότι ισχύει η (17) για n = k ∈ N. Τότε,
έχουμε τα ακόλουθα:

(α+ β)2(k+1) = (α+ β)2k (α+ β)2

≤ 32k−1(α2k + β2k) 2 (α2 + β2)

≤ 2 32k−1 (α2k+2 + α2k β2 + β2k α2 + β2k+2).

(18)

΄Οταν α ≤ β, τότε η (18) δίνει

(α+ β)2(k+1) ≤ 2 32k−1 (α2k+2 + 3β2k+2)

≤ 32k+1 (a2k+2 + b2k+2)

και όταν β ≤ α, τότε η (18) δίνει

(α+ β)2(k+1) ≤ 2 32k−1 (3α2k+2 + β2k+2)

≤ 32k+1 (a2k+2 + b2k+2).

΄Ετσι, η (17) ισχύει για n = k + 1.

Επειδή d = 2, από τη θεωρία χώρων Sobolev έχουμε ότι: για κάθε p ∈ [1,∞) ισχύει ότι
H1(Ω) = W 1,2(Ω) ⊂ Lp(Ω) και υπάρχει σταθερά Cp > 0 τέτοια ώστε:

‖v‖Lp(Ω) ≤ Cp ‖v‖H1(Ω) ∀v ∈ H1(Ω). (19)

Συνδυάζοντας τη (19) με τη (11) και την ανισότητα Poincaré συμπεραίνουμε ότι: όταν u είναι μια
λύση του (1) με ε = −1, τότε έχουμε

‖u‖C([0,T ],L8(Ω)) ≤ C
[
‖u1

init‖L2(Ω) + ‖∇u0
init‖L2(Ω) + ‖u0

init‖2L4(Ω)
+ ‖f‖L2((0,T ),L2(Ω))

]
. (20)

Επειδή

y3 − z3 = (y − z) (y2 + y z + z2) ∀ y, z ∈ R,

γράφουμε τη συνάρτηση G ως εξής:

G = w (u2
1 + u1 u2 + u2

2).

Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz και το Λήμμα 1.1 έχουμε τα ακό-
λουθα:

‖G(t, ·)‖L2(Ω) ≤
[ ∫

Ω

w2(t, x) (u2
1(t, x) + |u1(t, x)| |u2(t, x)|+ u2

2(t, x))2 dx

] 1
2

≤
[ ∫

Ω

w2(t, x)
(

3
2 u

2
1(t, x) + 3

2 u
2
2(t, x)

)2
dx

] 1
2

≤ 3
2

[ ∫
Ω

w2(t, x) (u2
1(t, x) + u2

2(t, x))2 dx

] 1
2

≤ 3
2

(∫
Ω

w4(t, x) dx

) 1
4
(∫

Ω

(u2
1(t, x) + u2

2(t, x))4 dx

) 1
4

≤ 3
7
4

2 ‖w(t, ·)‖L4(Ω)

[
‖u1(t, ·)‖8

L8(Ω)
+ ‖u2(t, ·)‖8

L8(Ω)

] 1
4 ∀ t ∈ [0, T ].

(21)
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Λόγω του φράγματος (20), της σχέσης (19) για p = 4 και της ανισότητας Poincaré καταλήγουμε
στη σχέση

‖G(t, ·)‖L2(Ω) ≤C ‖∇w(t, ·)‖L2(Ω)

≤C
√
E(t) ∀ t ∈ [0, T ].

(22)

Με τη χρήση της ανισότητας (22), η (13) δίνει:

d

dt
E(t) ≤ C E(t) ∀ t ∈ [0, T ]. (23)

Από την (23) και τις μηδενικές αρχικές συνθήκες που ικανοποιεί η w (βλ. (12)) παίρνουμε

E(t) ≤ eC t E(0)

≤ 0, ∀ t ∈ [0, T ].

Η παραπάνω σχέση σε συνδυασμό με την ανισότητα Poincaré δίνει ότι w = 0 ή ισοδύναμα u1 = u2.

1.5.3 Περίπτωση d = 3.

Από τη θεωρία χώρων Sobolev σε τρείς διαστάσεις ισχύει ότι: όταν q ∈ [1, 6] τότε H1(Ω) =
W 1,2(Ω) ⊂ Lq(Ω) και υπάρχει Cq > 0 τέτοιο ώστε

‖v‖Lq(Ω) ≤ Cq ‖v‖H1(Ω) ∀v ∈ H1(Ω). (24)

Συνδυάζοντας τη (24) με τη (11) και την ανισότητα Poincaré συμπεραίνουμε ότι: αν u είναι μια
λύση του (1) με ε = −1 τότε έχουμε

‖u‖C([0,T ];L6(Ω)) ≤ C
[
‖u1

init‖L2(Ω) + ‖∇u0
init‖L2(Ω) + ‖u0

init‖2L4(Ω)
+ ‖f‖L2((0,T ),L2(Ω))

]
. (25)

Με τη χρήση της ανισότητας Cauchy-Schwarz, γράφουμε την (13) ως εξής:

d

dt
E(t) ≤ 2 ‖G(t, ·)‖L2(Ω) ‖wt(t, ·)‖L2(Ω) ∀ t ∈ [0, T ]. (26)

Για την εκτίμηση του όρου ‖G(t, ·)‖L2(Ω) προσθαφαιρούμε τους όρους (u2
1 u2) και (u1 u

2
2), οπότε

έχουμε:

‖G(t, ·)‖L2(Ω) ≤ K1(t) +K2(t) +K3(t) ∀ t ∈ [0, T ], (27)

όπου

K1(t) :=
∥∥u2

1(t, ·) (u1(t, ·)− u2(t, ·))
∥∥
L2(Ω)

,

K2(t) :=
∥∥u1(t, ·)u2(t, ·) (u1(t, ·)− u2(t, ·))

∥∥
L2(Ω)

,

K3(t) :=
∥∥(u1(t, ·)− u2(t, ·))u2

2(t, ·)
∥∥
L2(Ω)

.

Εφαρμόζοντας την ανισότητα Hölder με p = 3 και q = 3
2 φράσουμε κατάλληλα τις παραπάνω

ποσότητες ως ακολούθως:

K1(t) =

(∫
Ω

w2(t, x)u4
1(t, x) dx

) 1
2

≤

[(∫
Ω

w6(t, x) dx

) 1
3
(∫

Ω

u6
1(t, x) dx

) 2
3

] 1
2

≤‖w(t, ·)‖L6(Ω) ‖u1(t, ·)‖2
L6(Ω)

∀ t ∈ [0, T ]

(28)
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και

K2(t) =

(∫
Ω

w2(t, x)u2
1(t, x)u2

2(t, x) dx

) 1
2

≤

[(∫
Ω

w6(t, x) dx

) 1
3
(∫

Ω

|u1(t, x)|3 |u2(t, x)|3 dx
) 2

3

] 1
2

≤‖w(t, ·)‖L6(Ω)

[(∫
Ω

u6
1(t, x) dx

) 1
2
(∫

Ω

u6
2(t, x) dx

) 1
2

] 2
6

≤‖w(t, ·)‖L6(Ω) ‖u1(t, ·)‖L6(Ω) ‖u2(t, ·)‖L6(Ω) ∀ t ∈ [0, T ].

(29)

Λόγω συμμετρίας ως προς τις u1 και u2, το φράγμα για την K3(t) είναι εκείνο για την K1(t) θέτοντας
u1 στη θέση της u2 και αντίστροφα, δηλ.

K3(t) ≤ ‖w(t, ·)‖L6(Ω) ‖u2(t, ·)‖2
L6(Ω)

∀ t ∈ [0, T ]. (30)

Από τις σχέσεις (24), (27), (28), (29), (30) και την ανισότητα Poincaré έπεται

‖G(t, ·)‖L2(Ω) ≤C ‖w(t, ·)‖H1(Ω)

[
‖u1(t, ·)‖L6(Ω) + ‖u2(t, ·)‖L6(Ω)

]2
≤C ‖∇w(t, ·)‖L2(Ω)

[
‖u1(t, ·)‖L6(Ω) + ‖u2(t, ·)‖L6(Ω)

]2 ∀ t ∈ [0, T ].
(31)

Επιπλέον οι (25) και (31) οδηγούν στην τελική σχέση

‖G(t, ·)‖L2(Ω) ≤C ‖∇w(t, ·)‖L2(Ω)

≤C
√
E(t) ∀ t ∈ [0, T ].

(32)

΄Ετσι, η (26) με χρήση της εκτίμησης (32) δίνει

d

dt
E(t) ≤ C E(t) ∀ t ∈ [0, T ]. (33)

Από την (33) και τις μηδενικές αρχικές συνθήκες που ικανοποιεί η w (βλ. (12)) παίρνουμε τη σχέση

E(t) ≤ eC t E(0)

≤ 0, ∀ t ∈ [0, T ],

η οποία σε συνδυασμό με την ανισότητα Poincaré δίνει ότι w = 0 ή ισοδύναμα u1 = u2.

2 Πεπερασμένα στοιχεία και διακριτά λήμματα Gronwall

2.1 Χώροι πεπερασμένων στοιχείων

΄Εστω μια οικογένεια {Th : h > 0} ομαλών τριγωνοποιήσεων του Ω. Τα στοιχεία του Th θα
συμβολίζονται με K. Πιο συγκεκριμένα, τα στοιχεία K του Th είναι ευθύγραμμα τμήματα όταν
d = 1, τρίγωνα όταν d = 2 και τετράεδρα όταν d=3. Σε κάθε τριγωνοποίηση Th ο δείκτης h
αναφέρεται στη λεπτότητα της διαμέρισης, δηλ. h := maxK∈Th hK όπου hK είναι η διάμετρος του
στοιχείου K, π.χ. όταν d = 2 το hK είναι το μήκος της μεγαλύτερης πλευράς του τριγώνου K.
Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι έχουμε έναν, πεπερασμένης διάστασης, υπόχωρο V ◦h του H

1
0 (Ω)

αποτελούμενο από συνεχείς κατά τμήματα πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού κ ≥ 1 οι οποίες
μηδενίζονται στο σύνορο του Ω, δηλ.

V h
0 :=

{
φ ∈ C(Ω) : φ|

∂Ω
= 0, φ|K ∈ Pκ ∀K ∈ Th

}
⊂ H1

0 (Ω)
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όπου

Pκ := span

{
Πd
i=1x

αi
i : (α1, . . . , αd)

T ∈ Nd0 με

d∑
i=1

αi ≤ κ

}
.

Επιπλέον, υποθέτουμε λοιπόν ότι

inf
φ∈V ◦h

‖∇(w − φ)‖L2(Ω) ≤ Cκ h
s−1 ‖w‖Hs(Ω) ∀w ∈ H1

0 (Ω) ∩Hs(Ω), s = 2, . . . , κ+ 1, (34)

όπου Cκ είναι θετική σταθερά η οποια εξαρτάται από το κ και είναι ανεξάρτητη της παραμέτρου h
χωρικής διακριτοποίησης και της συνάρτησης w ∈ H1

0 (Ω) ∩Hs(Ω).

2.2 Η ελλειπτική προβολή

Η ελλειπτική προβολή είναι μια απεικόνιση Rh : H1(Ω) 7→ V ◦h η οποία ορίζεται (βλ., π.χ., [6]) από
τη σχέση:

(∇Rhw,∇v)L2(Ω) = (∇w,∇v)L2(Ω) ∀v ∈ V ◦h , ∀w ∈ H1(Ω). (35)

Λήμμα 2.1

Η ελλειπτική προβολή ειναι καλά ορισμένη.

Απόδειξη. ΄Εστω w ∈ H1(Ω), N := dim(V ◦h ) και (φi)
N
i=1 μιά βάση του χώρου V

◦
h . Τότε η (35)

ισοδυναμεί με τις απαιτήσεις: Rhw ∈ V ◦h και

(∇Rhw,∇φi)L2(Ω) = (∇w,∇φi)L2(Ω), i = 1, . . . , N.

΄Ετσι αναζητούμε (aj)
N
j=1 ⊂ R τέτοια ώστε:

N∑
j=1

aj (∇ϕj ,∇φi)L2(Ω) = (∇w,∇φi)L2(Ω), i = 1, . . . , N,

καταλήγοντας σε ένα N × N γραμμικό συστημα της μορφής S x = b, όπου x ∈ RN
με xj := αj

για j = 1, . . . , N , b ∈ RN
με bi := (∇w,∇φi)L2(Ω) για i = 1, . . . , N , και S ∈ RN×N

με Sij :=
(∇φj ,∇φi)L2(Ω) για i, j = 1, . . . , N . Επειδή

zT S z =

∥∥∥∥∥∥∇
 N∑
j=1

zjφj

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≥ 0 ∀ z ∈ RN ,

με τη χρήση της ανισότητας Poincaré συμπεραίνουμε ότι zT S z = 0, αν και μόνο αν, z = 0. ΄Ετσι ο
πίνακας S είναι θετικά ορισμένος και επομένως είναι αντιστρέψιμος. Αρα τα (aj)

N
j=1 προσδιορίζονται

μονοσήμαντα, και Rhw =
∑

N

j=1 aj φj .

Λήμμα 2.2

Για κάθε w1, w2 ∈ H1(Ω) και λ1, λ2 ∈ R ισχύει ότι:

Rh(λ1w1 + λ2w2) = λ1Rh(w1) + λ2Rh(w2). (36)

Απόδειξη. Για κάθε χ ∈ V ◦h έχουμε

(∇(λ1w1 + λ2w2),∇χ)L2(Ω) =λ1 (∇w1,∇χ)L2(Ω) + λ2 (∇w2,∇χ)L2(Ω)

=λ1 (∇Rh(w1),∇χ)L2(Ω) + λ2 (∇Rh(w2),∇χ)L2(Ω)

= (∇(λ1Rh(w1) + λ2Rh(w2)),∇χ)L2(Ω),

από την οποία καταλήγουμε στην (36) λόγω της μοναδικότητας της ελλειπτικής προβολής.
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Λήμμα 2.3

Για κάθε w ∈ H1(Ω) ισχύει ότι:

‖∇Rhw‖L2(Ω) ≤ ‖∇w‖L2(Ω). (37)

Απόδειξη. Θέτοντας v = Rhw ∈ V ◦h στον ορισμό της ελλειπτικής προβολής (βλ. (35)) και
χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουμε:

‖∇Rhw‖2L2(Ω)
= (∇w,∇Rhw)L2(Ω)

≤‖∇w‖L2(Ω) ‖∇Rhw‖L2(Ω)

από την οποία, προφανώς, καταλήγουμε στην (37).

Λήμμα 2.4

΄Εστω Φ ∈ C([0, T ], H1(Ω)) και ta, tb ∈ [0, T ] με ta < tb. Τότε, ισχύει ότι

Rh

[∫ tb

ta

Φ(s) ds

]
=

∫ tb

ta

Rh(Φ(s)) ds. (38)

Απόδειξη. Πράγματι από τον ορισμό της ελλειπτικής προβολής έχουμε τα ακόλουθα(
∇Rh

[∫ tb

ta

Φ(s) ds

]
,∇v

)
L2(Ω)

=

(
∇
(∫ tb

ta

Φ(s) ds

)
,∇v

)
L2(Ω)

=

(∫ tb

ta

∇Φ(s) ds,∇v
)
L2(Ω)

=

∫ tb

ta

(∇Φ(s),∇v)
L2(Ω)

ds

=

∫ tb

ta

(∇Rh(Φ(s)),∇v)
L2(Ω)

ds

=

(
∇
∫ tb

ta

Rh(Φ(s)) ds,∇v
)
L2(Ω)

∀ v ∈ V ◦h ,

από την οποία έπεται η (38) λαμβάνοντας υπόψιν τη μοναδικότητα της ελλειπτικής προβολής και ότι∫ tb
ta
Rh(Φ(s)) ds ∈ V ◦h .

Θεώρημα 2.1

Υπάρχει σταθερά C > 0 τέτοια ώστε:

‖Rhw−w‖L2(Ω) +h ‖∇(Rhw−w)‖L2(Ω) ≤ C hs ‖w‖Hs(Ω) ∀w ∈ Hs, s = 2, . . . , κ+ 1, (39)

όπου Hs := H1
0 (Ω) ∩Hs(Ω).

Απόδειξη. ΄Εστω s ∈ {2, . . . , κ+ 1} και w ∈ Hs
. Από τον ορισμό της ελλειπτικής προβολής (βλ.

(35)), θέτοντας υ = Rhu ∈ V ◦h παίρνουμε:

(∇(Rhw − w),∇Rhw)L2(Ω) = 0. (40)

Με τη βοήθεια των (40) και (35), έχουμε τα ακόλουθα:

‖∇(Rhw − w)‖2
L2(Ω)

= (∇(Rhw − w),∇(Rhw − w))L2(Ω)

= − (∇(Rhw − w),∇w)L2(Ω)

= (∇(Rhw − w),∇(χ− w))L2(Ω)

≤‖∇(Rhw − w)‖L2(Ω) ‖∇(χ− w)‖L2(Ω) ∀χ ∈ V ◦h ,
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και έτσι καταλήγουμε στη σχέση

‖∇(Rhw − w)‖L2(Ω) = inf
χ∈V ◦h

‖∇(χ− w)‖L2(Ω). (41)

Τώρα εφαρμόζουμε την (34) στην εξίσωση (41) για να πάρουμε την H1−εκτίμηση:

‖∇(Rhw − w)‖L2(Ω) ≤ C hs−1‖w‖Hs(Ω). (42)

Για να αποδείξουμε την L2(Ω)−εκτίμηση εφαρμόζουμε το τέχνασμα του Nitsche. Πιο συγκε-
κριμένα έστω πραγματική συνάρτηση ψ ∈ H2(Ω) (βλ. Κεφ. 1.1) η οποία ικανοποιεί το ακόλουθο
ελλειπτικό πρόβλημα συνοριακών τιμών:

∆ψ = w −Rhw στο Ω,

ψ = 0 στο ∂Ω.

Στη συνέχεια εφαρμόζοντας το Θεώρημα Gauss, καθώς και τον ορισμό της ελλειπτικής προβολής
(βλ. (35)) παίρνουμε:

‖Rhw − w‖2L2(Ω)
= − (Rhw − w,∆ψ)L2(Ω)

= (∇(Rhw − w),∇ψ)L2(Ω)

= (∇(Rhw − w),∇(ψ − χ))L2(Ω)

≤‖∇(Rhw − w)‖L2(Ω) ‖∇(ψ − χ)‖L2(Ω) ∀χ ∈ V ◦h ,

που τελικά μας δίνει

‖Rhw − w‖2L2(Ω)
≤ ‖∇(Rhw − w)‖L2(Ω) inf

χ∈V ◦h
‖∇(ψ − χ)‖L2(Ω). (43)

Τώρα από τη σχέση (43), με χρήση της (34) (για s = 2) και της (42), παίρνουμε:

‖Rhw − w‖2L2(Ω)
≤C hs−1 ‖w‖Hs(Ω) h ‖ψ‖H2(Ω)

≤C hs ‖w‖Hs(Ω) ‖ψ‖H2(Ω).
(44)

Από την υπόθεση ελλειπτικής ομαλότητας (βλ. (2) για p = 2) έχουμε

‖ψ‖H2(Ω) ≤ C ‖Rhw − w‖L2(Ω). (45)

Τελικά, οι (45) και (44) δίνουν τη ζητούμενη L2(Ω) εκτίμηση:

‖Rhw − w‖L2(Ω) ≤ C hs ‖w‖Hs(Ω).

Παρατήρηση 2.1

Για δοθέν p > 1, με βάση την υπόθεση (2), και τη γενικευμένη υπόθεση (αντίστοιχη της υπόθεσης
(34))

inf
φ∈V ◦h

‖w−φ‖W1,p(Ω) ≤ Cκ h
s−1 ‖w‖Ws,p(Ω) ∀w ∈ H1

0 (Ω)∩W s,p(Ω), s = 2, . . . , κ+ 1, (46)

μπορεί να αποδειχθεί (βλ. [3]) ότι:

‖Rhw − w‖Lp(Ω) + h ‖Rhw − w‖W1,p(Ω) ≤ C hs ‖w‖Ws,p(Ω). (47)
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2.3 Ανάπτυγμα Taylor

Αναφέρουμε τώρα το θεώρημα Taylor με υπόλοιπο σε ολοκλήρωτική μορφή, το οποίο θα χρησιμο-
ποιήσουμε στη παρούσα μελέτη μας σε διάφορες εκτιμήσεις σφαλμάτων.

Θεώρημα 2.2 (Taylor)

΄Εστω g = g(t) πραγματική συνάρτηση με g : A 7→ R η οποία έχει στο σημείο a ∈ A παραγώγους
μέχρι και %+ 1 τάξης για κάποιο % ∈ N και η g(%+1) ∈ L1(a, t) ή έστω ότι η g(%+1)

έχει αριθμήσιμο

πλήθος σημείων ασυνέχειας σχεδόν παντού στο διάστημα (a, t), τότε το ανάπτυγμα Taylor της
g = g(t) γύρω από το a ∈ A είναι:

g(t) =

%∑
`=0

(t− a)`

`!
g(`)(a) +

1

%!

∫ t

a
(t− s)% g(%+1)(s)ds. (48)

Ειδικά αν η g = g(t) είναι συνεχής στο [a, t] με g ∈ C%[a, t] και υπάρχει η παράγωγος % + 1
τάξης g(%+1)

στο ανοικτό διάστημα (a, t), τότε από το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής συμπεραίνουμε
ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο ξ ∈ (a, t) τέτοιο ώστε:

Y%g :=

∫ t

a

(t− s)%

%!
g(%+1)(s)ds =

(t− ξ)%

%!
(t− a)g(%+1)(ξ) (49)

Παρατήρηση 2.2

Από την (49) έπεται ότι

|Y%g| ≤
(t− a)%+1

%!
max
[a,t]
|g%+1|, (50)

δηλ. το υπόλοιπο Y%g είναι τάξης % + 1 ως προς (t − a) και συμβολικά το δηλώνουμε γράφοντας
Y%g = O((t− a)%+1).

2.4 Διακριτά λήμματα Gronwall

Το διακριτό λήμμα Gronwall που ακολουθεί προέρχεται από την εργασία [2].

Λήμμα 2.5

΄Εστω N ∈ N, τ > 0, (γn)Nn=0 ⊂ [0,∞) με γ0 = 0 και

γn ≤ CA + CB τ

n−1∑
m=0

γm, n = 1, . . . , N, (51)

όπου CA, CB είναι δοσμένοι μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί. Τότε ισχύει ότι:

γn ≤ CA eCB (n−1)τ , n = 1, . . . , N. (52)

Απόδειξη. ΄Εστω CA = 0. Θα δείξουμε με μαθηματική επαγωγή ότι

γm = 0, m = 0, . . . , N. (53)

Πρώτα διαπιστώνουμε ότι, από τις υποθέσεις μας, έχουμε γ0 = 0. Στη συνέχεια, ας υποθέσουμε
ότι για κάποιο ακέραιο n ∈ {0, . . . , N − 1}, έχουμε γm = 0 για m = 0, . . . , n. Τότε η (51) δίνει

γn+1 ≤ CB τ
n∑

m=0

γm = 0,
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και επομένως γn+1 = 0. Λόγω της (53), η (52) ισχύει τότε τετριμμένα.
΄Εστω CA > 0. Θέτοντας

βm = γm
CA
, m = 0, . . . , N, (54)

παίρνουμε:

β0 = 0, βn ≤ 1 + CB τ
n−1∑
m=0

βm, n = 1, . . . , N. (55)

Στη συνέχεια, ορίζουμε:

%1 = 1, %n = 1 + CB τ

n−1∑
m=1

%m, n = 2, . . . , N. (56)

και με μαθηματική επαγωγή, θα δείξουμε ότι:

βn ≤ %n, n = 1, . . . , N. (57)

Για αυτό το σκοπό, πρώτα παρατηρούμε ότι οι σχέσεις (55) και (56) δίνουν

β1 ≤ 1 + CB τ β0 = 1 = %1,

και έτσι η (57) ισχύει για n = 1. ΄Εστω ότι για κάποιο ακέραιο n ∈ {1, . . . , N − 1} ισχύει ότι:
βm ≤ %m για m = 1, . . . , n. Τότε, χρησιμοποιώντας τις (55) και (56), έχουμε:

βn+1 ≤ 1 + CB τ
n∑

m=0

βm

≤ 1 + CB τ

n∑
m=0

%m

≤ %n+1,

που ολοκληρώνει το επιχείρημα μαθηματικής επαγωγής. ΄Επειτα γράφουμε τη σχέση (56) ως εξής:

%n =

(
1 + CB τ

n−2∑
m=1

%m

)
+ CB τ %n−1

= %n−1 (1 + CB τ), n = 2, . . . , N,

από την οποία, με μαθηματική επαγωγή, καταλήγουμε στη σχέση

%n = (1 + CB τ)n−1 %1, n = 1, . . . , N. (58)

Επειδή ex ≥ 1 + x για κάθε x ≥ 0, και %1 = 1, από την (58) συμπεραίνουμε

%n ≤ eCB (n−1) τ , n = 1, . . . , N. (59)

Τέλικά, με χρήση των σχέσεων (54), (57) και (59), καταλήγουμε στην

γn ≤ CA e
CB (n−1) τ , n = 1, . . . , N,

που είναι η ζητούμενη ανισότητα.
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Στη συνέχεια παρουσιάζουμε μια επέκταση του προηγούμενου λήμματος.

Λήμμα 2.6

΄Εστω N ∈ N, τ > 0 και (γn)Nn=0 ⊂ [0,∞) τέτοια ώστε

γn ≤ CA + CB τ
n−1∑
m=0

γm, n = 1, . . . , N, (60)

όπου CA, CB είναι δοσμένοι μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί. Τότε, υπάρχει μη αρνητική σταθερά
CΓ ≥ 1 τέτοια ώστε:

γn ≤ (CA + CΓ γ0) eCB n τ , n = 0, . . . , N. (61)

Απόδειξη. ΄Εστω δn := γn − γ0 για n = 0, . . . , N . Στη συνέχεια από την (60) παίρνουμε:

δn ≤CA − γ0 + CB τ
n−1∑
m=0

(γm − γ0) + CB γ0

n−1∑
m=0

τ

≤CA + CB τ
n−1∑
m=0

δm + γ0 |CB T − 1|

≤CA + C? γ0 + CB τ
n−1∑
m=0

δm, n = 1, . . . , N,

(62)

όπου C? := |CB T − 1|. Επειδή δ0 = 0 και ισχύει η (62), εφαρμόζοντας το Λήμμα 2.5 παίρνουμε

γn ≤ γ0 + (CA + C? γ0) eCB τ (n−1)

≤ [CA + (1 + C?)γ0] eCB τ (n−1), n = 1, . . . , N,

από την οποία εύκολα προκύπτει η (61).

Η πιο συνηθισμένη μορφή διακριτού λήμματος Gronwall παρουσιάζεται στο ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 2.7

΄Εστω N ∈ N, τ > 0, C? ≥ 0, τ C? ≤ 1
2 και (an)Nn=0 ⊂ [0,∞) τέτοια ώστε

(1− τ C?) an+1 ≤ (1 + τ C?) an + τ Λn, n = 0, . . . , N − 1, (63)

όπου (Λn)N−1

n=0 ⊂ [0,∞). Τότε ισχύει ότι:

an ≤ e4C? n τ

(
a0 + 2 τ

n−1∑
`=0

Λ`

)
, n = 1, . . . , N. (64)

Απόδειξη. Επειδή 1− C?τ ≥ 1
2 , από την (63) έπεται

an+1 ≤ 1+C? τ
1−C? τ an + τ

1−C?τ Λn

≤ 1−C? τ+2C? τ
1−C? τ an + 2 τ Λn

≤ (1 + 4C? τ) an + 2 τ Λn, n = 0, . . . , N − 1.

(65)

Επειδή ex ≥ 1 + x για κάθε x ≥ 0, από την (65) έπεται ότι

an+1 ≤ e4C? τ an + 2 τ Λn, n = 0, . . . , N − 1. (66)
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Στη συνέχεια θα δείξουμε με μαθηματική επαγωγή ότι:

am ≤ e4C? τ m a0 + 2 τ e4C? τ (m−1)
m−1∑
`=0

Λ`, m = 1, . . . , N. (67)

Για m = 1, η (67) δίνει

a1 ≤ e4C? τ a0 + 2 τ Λ0

που ισχύει λόγω της (66) για n = 0. Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι η (67) ισχύει για κάποιο
m ∈ {1, . . . , N − 1}. Τότε, από την (66) για n = m, έχουμε:

am+1 ≤ e4C? τ am + 2 τ Λm

≤ e4C? τ

[
e4C? τ m a0 + 2 τ e4C? τ (m−1)

m−1∑
`=0

Λ`

]
+ 2 τ Λm

≤ e4C? τ (m+1) a0 + 2 τ e4C? τ m
m−1∑
`=0

Λ` + 2 τ Λm

≤ e4C? τ (m+1) a0 + 2 τ e4C? τ m
m∑
`=0

Λ`,

που ολοκληρώνει το επιχείρημα επαγωγής. Τέλος, η σχέση (64) προκύπτει εύκολα από την (67).

3 Πλήρως διακριτές προσεγγίσεις πεπερασμένων στοιχείων

της λύσης της γραμμικής εξίσωσης του κύματος

3.1 Διατύπωση της αριθμητικής μεθόδου

΄Εστω παράμετρος β ∈ (1
4 ,

1
2 ], M ∈ N και μια ομοιόμορφη διαμέριση του [0, T ] με πλάτος τ := T

M
και κόμβους tn := n τ για n = 0, . . . ,M . Στη συνέχεια, για n = 0, . . . ,M , κατασκεύαζουμε
προσέγγιση unh ∈ V ◦h της ακριβούς λύσης u(tn, ·) με τον ακόλουθο αλγόριθμο.

Βήμα 1. Ορίζουμε

u0
h := Rh(u0

init). (68)

Βήμα 2. Ορίζουμε

u1
h := Rh(u?), (69)

όπου

u? := u0
init + τu1

init + τ2

2

[
∆u0

init + f(0, ·)
]
. (70)

Βήμα 3. Για n = 1, . . . ,M − 1, δοθέντων των προσεγγίσεων un−1
h , unh ∈ V ◦h στους προηγούμενους

κόμβους ψάχνουμε προσέγγιση un+1
h ∈ V ◦h της un+1

απαιτώντας:

(
∂2un+1

h , v
)
L2(Ω)

+ (∇un+1,β
h ,∇v)L2(Ω) = (fn+1,β, v)L2(Ω) ∀ v ∈ V ◦h , (71)
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όπου

∂2un+1
h :=

un+1
h −2unh+un−1

h
τ2 ,

un+1,β
h :=β un+1

h + (1− 2β)unh + β un−1
h ,

fn+1,β :=β f(tn+1, ·) + (1− 2β) f(tn, ·) + β f(tn−1, ·).

Παρατήρηση 3.1

Η μέθοδος (68)-(71) διατυπώνεται στην εργασία [1]. Η περίπτωση β = 1
4 εξετάζεται στις σημειώσεις

[4], όμως το αποτέλεσμα σύγκλισης έχει διαφορετική μορφή από αυτό που λαμβάνεται στην [1] για

β ∈ (1
4 ,

1
2 ].

3.2 ΄Υπαρξη και μοναδικότητα των αριθμητικών προσεγγίσεων με με-

θόδους γραμμικής άλγεβρας

΄Εστω N := dim(V ◦h ) και (φi)
N
i=1 μιά βάση του χώρου V

◦
h . ΄Ετσι έχουμε τις αναπαραστάσεις

unh =
N∑
i=1

Uni φi, n = 0, . . . ,M,

όπου Un = (Un1 , . . . , U
n
Nh

)T ∈ RN
είναι τα διανύσματα των συντελεστών που πρέπει να προσδιορι-

στούν.

Λόγω των (68) και (69), το Λήμμα 2.1 εξασφαλίζει οτι οι αρχικές προσεγγίσεις u0
h και u

1
h είναι

καλά ορισμένες.

΄Εστω n ∈ {1, . . . ,M − 1}. Από την (71) καταλήγουμε στο ακόλουθο ισοδύναμο γραμμικό
σύστημα:

(G+ β τ2A)Un+1 =
[
2G− (1− 2β) τ2A

]
Un −

(
G+ βτ2A

)
Un−1 + τ2 Fn,

όπου Fn ∈ RN
με Fni := (fn+1,β, ϕi)L2(Ω) για i = 1, . . . , N , και A,G ∈ RN×N

με

Ai,j := (∇φj ,∇φi)L2(Ω), i, j = 1, . . . , N

και

Gi,j := (φj , φi)L2(Ω), i, j = 1, . . . , N.

΄Επομένως, το διάνυσμα των συντελεστών Un+1
είναι καλά ορισμένο αν και μόνο αν ο συμμετρικός

πίνακας H := G+ β τ2A είναι αντιστρέψιμος. Παρατηρούμε ότι

∀x ∈ RN : xT H x =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

xi φi

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ β τ2

∥∥∥∥∥∇
(

N∑
i=1

xi φi

)∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≥ 0

και διαπιστώνουμε, λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των (φi)
n
i=1, ότι x

T H x = 0, αν και μόνο αν,
x = 0. Αυτό σημαίνει οτι ο πίνακας H είναι θετικά ορισμένος και επομένως είναι αντιστρέψιμος.

3.3 ΄Υπαρξη και μοναδικότητα των αριθμητικών προσεγγίσεων με τη

μέθοδο ενέργειας

Επειδή σε κάθε χρονικό βήμα η αριθμητική προσέγγιση προσδιορίζεται ως λύση ενός γραμμικού συ-

στήματος, θα ειναι καλά ορισμένη (δηλαδή υπάρχει και είναι μοναδική) αν και μονο αν, το αντιστοιχο
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ομογενές γραμμικό σύστημα έχει μόνο την τετριμένη λύση, κάτι που ισοδυναμεί με τη μοναδικότητα

της λύσης του γραμμικού συστήματος.

΄Εστω (unh)Mn=0 και (w
m
h )mm=0 ∈ V ◦h προσεγγίσεις της λύσης του (1) με ε = 0, που ικανοποιούν

τις (68), (69) και (71). Θα δείξουμε, με μαθηματική επαγωγή βασισμένη στη μέθοδο ενέργειας, ότι

οι παραπάνω προσεγγίσεις ταυτίζονται.

Πρώτα παρατηρούμε οτι u0
h = w0

h και u
1
h = w1

h, και ότι το Λήμμα 2.1 συνεπάγεται ότι οι αρχικές

προσεγγίσεις u0
0, u

1
h, w

0
h και w

1
h είναι καλά ορισμένες. Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι για κάποιο

m ∈ {1, . . . ,M − 1} ισχύει οτι

unh = wnh , n = 0, . . . ,m. (72)

Τότε, από την (71), για n = m, έχουμε:

(∂2um+1
h , v)L2(Ω) + (∇um+1,β

h ,∇v)L2(Ω) = (fm+1,β, v)L2(Ω),

(∂2wm+1
h , v)L2(Ω) + (∇wm+1,β

h ,∇v)L2(Ω) = (fm+1,β, v)L2(Ω)

για κάθε v ∈ V ◦h . Αφαιρώντας κατά μέλη τις παραπάνω σχέσεις και λαμβάνοντας υπόψιν την
επαγωγική υπόθεση (72), παίρνουμε:

(um+1
h − wm+1

h , v)L2(Ω) + τ2 β (∇(um+1
h − wm+1

h ),∇v)L2(Ω) = 0 ∀ v ∈ V ◦h . (73)

Στη συνέχεια θέτουμε στην (73) v = um+1
h − wm+1

h , και έτσι παίρνουμε

‖um+1
h − wm+1

h ‖2
L2(Ω)

+ τ2 β ‖∇(um+1
h − wm+1

h )‖2
L2(Ω)

= 0,

από την οποία συμπεραίνουμε ότι ‖um+1
h − wm+1

h ‖2
L2(Ω)

= 0, ή ισοδύναμα um+1
h = wm+1

h , το οποίο

ολοκληρώνει την απόδειξη.

3.4 Ευστάθεια

Λήμμα 3.1

Υποθέτουμε ότι υπάρχουν (ηmh )Mm=0 ⊂ V ◦h και (Sm)Mm=2 ⊂ L2(Ω) τέτοια ώστε(
ηn+1
h −2ηnh+ηn−1

h
τ2 , v

)
L2(Ω)

+ (∇ηn+1,β
h ,∇v)L2(Ω) = (Sn+1, v)L2(Ω) ∀ v ∈ V ◦h (74)

για n = 1, . . . ,M − 1, και θέτουμε ∂1ηmh :=
ηmh −η

m−1
h
τ για m = 1, . . . ,M . ΄Οταν τ ≤ 1

2 , τότε ισχύει

η ακόλουθη εκτίμηση

max
1≤m≤M

[
‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)

+ (4β − 1) ‖∇ηmh ‖2L2(Ω)

]
≤ C

[
S∞ + F(η0

h, η
1
h)
]

(75)

όπου: S∞ := max
2≤m≤M

‖Sm‖2
L2(Ω)

και F(η0
h, η

1
h) := ‖∂1η1

h‖2L2(Ω)
+ ‖∇η1

h‖2L2(Ω)
+ ‖∇η0

h‖2L2(Ω)
.

Απόδειξη. Στη συνέχεια θα απλοποιήσουμε το συμβολισμό γράφοντας (w1, w2) αντί (w1, w2)L2(Ω)

για οποιεσδήποτε συναρτήσεις w1, w2 ∈ L2(Ω), και ορίζοντας δmh = ηmh − η
m−1
h για m = 1, . . . ,M .

Επίσης, θα συμβολίζουμε με C μια γενική σταθερά που δεν εξαρτάται από τα h και τ , και μπορεί
να έχει διαφορετική τιμή σε διαφορετικά σημεία του κειμένου.

Θέτοντας v = ηn+1
h − ηn−1

h στη σχέση (74) παίρνουμε:(
ηn+1
h −2ηnh+ηn−1

h
τ2 , ηn+1

h − ηn−1
h

)
+ (∇ηn+1,β

h ,∇(ηn+1
h − ηn−1

h )) = (Sn+1, ηn+1
h − ηn−1

h ) (76)
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για n = 1, . . . ,M − 1. Εύκολα βλέπουμε ότι(
∇ηn+1,β

h ,∇(ηn+1
h − ηn−1

h )
)

=β
(
‖∇ηn+1

h ‖2
L2(Ω)

− ‖∇ηn−1
h ‖2

L2(Ω)

)
+ (1− 2β)

[
(∇ηn+1

h ,∇ηnh)− (∇ηnh ,∇ηn−1
h )

]
=β

[
‖∇ηn+1

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖∇ηnh‖2L2(Ω)
− 2 (∇ηn+1

h ,∇ηnh)
]

− β
[
‖∇ηn−1

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖∇ηnh‖2L2(Ω)
− 2 (∇ηnh ,∇ηn−1

h )
]

+ (∇ηn+1
h ,∇ηnh)− (∇ηnh ,∇ηn−1

h ), n = 1, . . . ,M − 1,

η οποία μας δίνει τελικά την(
∇ηn+1,β

h ,∇(ηn+1
h − ηn−1

h )
)

=β
[
‖∇δn+1

h ‖2
L2(Ω)

− ‖∇δnh‖2L2(Ω)

]
+ (∇ηn+1

h ,∇ηnh)− (∇ηnh ,∇ηn−1
h ), n = 1, . . . ,M − 1.

(77)

Στη συνέχεια εκτελούμε τους παρακάτω υπολογισμούς(
ηn+1
h −2ηnh+ηn−1

h
τ2 , ηn+1

h − ηn−1
h

)
= 1

τ2 (δn+1
h − δnh , δn+1

h + δnh)

= 1
τ2

[
‖δn+1
h ‖2

L2(Ω)
− ‖δnh‖2L2(Ω)

]
= ‖∂1ηn+1

h ‖2
L2(Ω)

− ‖∂1ηnh‖2L2(Ω)
, n = 1, . . . ,M − 1.

(78)

Από τις σχέσεις (76), (77) και (78), έπεται ότι

En+1
h −Enh = (Sn+1, ηn+1

h − ηn−1
h ), n = 1, . . . ,M − 1, (79)

όπου

Emh := ‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)
+ β ‖∇δmh ‖2L2(Ω)

+ (∇ηmh ,∇ηm−1
h ), m = 1, . . . ,M. (80)

Επειδή
1
2 ≥ β, χρησιμοποιώντας την (80), την ανισότητα Cauchy-Schwarz και την αριθμητική-

γεωμετρική ανισότητα έχουμε τα ακόλουθα:

Emh = ‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)
+ β

[
‖∇ηmh ‖2L2(Ω)

+ ‖∇ηm−1
h ‖2

L2(Ω)

]
+ (1− 2β) (∇ηmh ,∇ηm−1

h )

≥‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)
+ β

[
‖∇ηmh ‖2L2(Ω)

+ ‖∇ηm−1
h ‖2

L2(Ω)

]
− (1− 2β) ‖∇ηmh ‖L2(Ω) ‖∇ηm−1

h ‖L2(Ω)

≥‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)
+ β

[
‖∇ηmh ‖2L2(Ω)

+ ‖∇ηm−1
h ‖2

L2(Ω)

]
− 1−2β

2

[
‖∇ηmh ‖2L2(Ω)

+ ‖∇ηm−1
h ‖2

L2(Ω)

]
≥‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)

+ 4β−1
2

[
‖∇ηmh ‖2L2(Ω)

+ ‖∇ηm−1
h ‖2

L2(Ω)

]
, m = 1, . . . ,M.

(81)

Επειδή β > 1
4 από τις (80), (81) και (83) έπεται ότι

Emh ≥ Hm
h ≥ 0, m = 1, . . . ,M, (82)

όπου

Hm
h := ‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)

+ 4β−1
2

[
‖∇ηmh ‖2L2(Ω)

+ ‖∇ηm−1
h ‖2

L2(Ω)

]
, m = 1, . . . ,M. (83)
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Προσθέτοντας κατά μέλη τη σχέση (79) ως προς n έχουμε

m∑
n=1

(
En+1
h −Enh

)
=

m∑
n=1

(Sn+1, ηn+1
h − ηn−1

h ), m = 1, . . . ,M − 1,

και έτσι καταλήγουμε στην

Em+1
h = E1

h +
m∑
n=1

(
Sn+1, ηn+1

h − ηn−1
h

)
, m = 1, . . . ,M − 1. (84)

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι

m∑
n=1

(Sn+1, ηn+1
h − ηn−1

h ) = τ

m∑
n=1

(Sn+1, ∂1ηn+1
h + ∂1ηnh)

≤ τ
m∑
n=1

‖Sn+1‖L2(Ω)

(
‖∂1ηn+1

h ‖L2(Ω) + ‖∂1ηnh‖L2(Ω)

)
≤ τ

m∑
n=1

[
‖Sn+1‖2

L2(Ω)
+ 1

2

(
‖∂1ηn+1

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖∂1ηnh‖2L2(Ω)

)]
≤ τ

m∑
n=1

‖Sn+1‖2
L2(Ω)

+ τ
2

(
m+1∑
n=2

‖∂1ηnh‖2L2(Ω)
+

m∑
n=1

‖∂1ηnh‖2L2(Ω)

)

≤ τ
m∑
n=1

‖Sn+1‖2
L2(Ω)

+ τ

m+1∑
n=1

‖∂1ηnh‖2L2(Ω)
, m = 1, . . . ,M − 1,

η οποία, μαζί με τις (83) και (82), δίνει

m∑
n=1

(Sn+1, ηn+1
h − ηn−1

h ) ≤ τ
m∑
n=1

‖Sn+1‖2
L2(Ω)

+ τ
m+1∑
n=1

Enh, m = 1, . . . ,M − 1. (85)

΄Ετσι, από τις (84) και (85), έχουμε

(1− τ)Em+1
h ≤ E1

h + T S∞ + τ
m∑
n=1

Enh, m = 1. . . . ,M − 1, (86)

Απαιτώντας τ ≤ 1
2 , η (86) παίρνει τη μορφή:

Emh ≤ 2E1
h + 2T S∞ + 2 τ

m−1∑
n=1

Enh, m = 2, . . . ,M. (87)

Εφαρμόζοντας στη συνέχεια το διακριτό λήμμα Gronwall που δίνεται στο Λήμμα 2.6 (βλ. (61)),
παίρνουμε:

Emh ≤C e2T
(
S∞ + E1

h

)
≤C

[
S∞ + ‖∂1η1

h‖2L2(Ω)
+ β ‖∇(η1

h − η0
h)‖2

L2(Ω)
+ (∇η1

h,∇η0
h)
]

≤C
[
S∞ + ‖∂1η1

h‖2L2(Ω)
+ β ‖∇η1

h‖2L2(Ω)
+ β ‖∇η0

h‖2L2(Ω)
+ (1− 2β) (∇η1

h,∇η0
h)
]

≤C
[
S∞ + ‖∂1η1

h‖2L2(Ω)
+ ‖∇η1

h‖2L2(Ω)
+ ‖∇η0

h‖2L2(Ω)

]
, m = 1, . . . ,M,

η οποία μαζί με την (82) δίνει την (75).
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Παρατηρήση 3.1

Αν (unh)Mn=0 ⊂ V ◦h είναι οι αριθμητικές προσεγγίσεις που ορίστηκαν στο Κεφ. 3.1, τότε το Λήμμα 3.1
δίνει την ακόλουθη a-priori εκτίμηση

‖∂1umh ‖2L2(Ω)
+ (4β − 1) ‖∇umh ‖2L2(Ω)

≤ C
[
F∞ + F(u0

h, u
1
h)
]
, m = 1, . . . ,M, (88)

όπου

F∞ := max
1≤n≤M−1

‖β f(tn+1, ·) + (1− 2β) f(tn, ·) + β f(tn−1, ·)‖2L2(Ω)

≤ max
0≤n≤M

‖f(tn, ·)‖2L2(Ω)

≤‖f‖2
C([0,T ];L2(Ω))

και

F(u0
h, u

1
h) = ‖∂1u1

h‖2L2(Ω)
+ ‖∇u1

h‖2L2(Ω)
+ ‖∇u0

h‖2L2(Ω)
.

Λόγω των σχέσεων (68), (69), (70), του Λήμματος 2.2, του Λήμματος 2.3 και της ανισότητας

Poincaré ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

‖∇u0
h‖2L2(Ω)

= ‖∇Rh(u0
init)‖2L2(Ω)

≤ ‖∇u0
init‖2L2(Ω)

, (89)

‖∇u1
h‖2L2(Ω)

= ‖∇Rh(u?)‖2
L2(Ω)

≤ ‖∇u?‖2
L2(Ω)

, (90)

και

‖∂1u1
h‖2L2(Ω)

= 1
τ2 ‖Rh(u? − u0

init)‖2L2(Ω)

≤ C
τ2 ‖∇Rh(u? − u0

init)‖2L2(Ω)

≤ C
τ2 ‖∇(u? − u0

init)‖2L2(Ω)

≤C
∥∥∇(u1

init + τ
2 [∆u0

init + f(0, ·)])
∥∥2

L2(Ω)
.

(91)

΄Ετσι η σχέση (88), λόγω των (89), (90) και (91), δίνει την ακόλουθη a-priori εκτίμηση:

max
1≤m≤M

[
‖∂1umh ‖2L2(Ω)

+ (4β − 1) ‖∇umh ‖2L2(Ω)

]
≤C

[
‖f‖2

C([0,T ];L2(Ω))
+ ‖∇u?‖2

L2(Ω)
+ ‖∇u0

init‖2L2(Ω)

+
∥∥∇(u1

init + τ
2 [∆u0

init + f(0, ·)])
∥∥2

L2(Ω)

]
,

όπου το δεξί μέλος της ανισότητας εξαρτάται από τα δεδομένα του προβλήματος.

Παρατηρήση 3.2

΄Οταν β = 1
4 , τότε (βλ. [4]) από την (81) παίρνουμε E

m
h := ‖∂1ηmh ‖2L2(Ω)

+ 1
4 ‖∇(ηmh + ηm−1

h )‖2
L2(Ω)

για m = 1, . . . ,M .

3.5 Συνέπεια διακριτοποίησης στο χρόνο

Στα πλαίσια αυτής της ενότητας υποθέτουμε ότι

u ∈ C4([0, T ], L2(Ω)) ∩ C3([0, T ], H1(Ω)) ∩ C([0, T ], H2(Ω))

και συμβολίζουμε um := u(tm, ·), fm := f(tm, ·) και umtt := utt(tm, ·) για m = 0, . . . ,M .
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3.5.1 Σφάλμα συνέπειας στον κόμβο t1

Το σφάλμα συνέπειας ω1
στο χρονικό κόμβο t1 ορίζεται ως εξής:

ω1 := u(t1, ·)− u?. (92)

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Taylor (2.2) ως προς τη μεταβλητή t, για τη συνάρτηση u (με (t, a, %) =
(t1, 0, 2)), και λαμβάνοντας υπόψιν τις αρχικές συνθήκες του (1) παίρνουμε:

u(t1, ·) =u(0, ·) + τ ut(0, ·) + τ2

2 utt(0, ·) + 1
2

∫ t1

0
(t1 − s)2 ∂3

t u(s, ·) ds

=u? + 1
2

∫ t1

0
(t1 − s)2 ∂3

t u(s, ·) ds,

και επομένως

ω1 = 1
2

∫ t1

0
(t1 − s)2 ∂3

t u(s, ·) ds. (93)

Παίρνοντας την H1(Ω)−νόρμα στη σχέση (93) καταλήγουμε στην ακόλουθη εκτίμηση για το σφάλ-
μα συνέπειας ω1

:

‖ω1‖H1(Ω) ≤ 1
2

∫ τ

0
(τ − s)2 ‖∂3

t u(s, ·)‖H1(Ω) ds

≤ 1
6 τ

3 ‖∂3
t u‖C([0,T ],H1(Ω)).

(94)

3.5.2 Σφάλμα συνέπειας στους κόμβους (tn)M−1

n=2

Για n = 1, . . . ,M − 1, ορίζουμε το σφάλμα συνέπειας ωn+1
ως εξής:

un+1−2un+un−1

τ2 −∆un+1,β + ωn+1 = fn+1,β. (95)

Από την εξίσωση του κύματος στις χρονικές στιγμές t = tn+1, tn, tn−1 έχουμε τις σχέσεις

β utt(tn+1, ·) =β∆un+1 + βf(tn+1, ·),
(1− 2β)utt(tn, ·) = (1− 2β) ∆un + (1− 2β) f(tn, ·),

β utt(tn−1, ·) =β∆un−1 + β f(tn−1, ·),

τις οποίες προσθέτουμε κατά μέλη και παίρνουμε

un+1,β
tt = ∆un+1,β + fn+1,β n = 1, . . . ,M − 1. (96)

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (95) και (96) και προσθαφαιρώντας τον όρο untt καταλήγουμε
στη σχέση:

ωn+1 =un+1,β
tt − un+1−2un+un−1

τ2

=ωn+1
1 + ωn+1

2 ,
(97)

όπου

ωn+1
1 :=un+1,β

tt − untt,

ωn+1
2 :=untt − un+1−2un+un−1

τ2 .
(98)

22



Εφαρμόζοντας τον τύπο του Taylor (2.2), ως προς τη μεταβλητή t, για τη συνάρτηση utt (με
(t, a, %) = (tn+1, tn, 1) και (t, a, %) = (tn−1, tn, 1)) παίρνουμε τα ακόλουθα αναπτύγματα:

β utt(tn+1, ·) =β utt(tn, ·) + β τ uttt(tn, ·) + β

∫ tn+1

tn
(tn+1 − s) ∂4

t u(s, ·) ds,

β utt(tn−1, ·) =β utt(tn, ·)− β τ uttt(tn, ·) + β

∫ tn

tn−1

(s− tn−1) ∂4
t u(s, ·) ds,

τα οποία, συνδυασμένα με την (98), δίνουν

ωn+1
1 = β

[∫ tn+1

tn
(tn+1 − s) ∂4

t u(s, ·) ds+

∫ tn

tn−1

(s− tn−1) ∂4
t u(s, ·) ds

]
. (99)

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Taylor (2.2), ως προς τη μεταβλητή t, για τη συνάρτηση u (με (t, a, %) =
(tn+1, tn, 3) και (t, a, %) = (tn−1, tn, 3)) παίρνουμε τα ακόλουθα αναπτύγματα:

un+1 =un + τ ut(tn, ·) + τ2

2 utt(tn, ·) + τ3

6 uttt(tn, ·) + 1
6

∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)3 ∂4
t u(s, ·) ds,

un−1 =un − τ ut(tn, ·) + τ2

2 utt(tn, ·)− τ3

6 uttt(tn, ·) + 1
6

∫ tn

tn−1

(s− tn−1)3 ∂4
t u(s, ·) ds,

τα οποία, συνδυασμένα με την (98), δίνουν

ωn+1
2 = − 1

6 τ2

[∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)3 ∂4
t u(s, ·) ds+

∫ tn

tn−1

(s− tn−1)3 ∂4
t u(s, ·) ds

]
. (100)

Παίρνοντας την L2(Ω)−νόρμα στις σχέσεις (99) και (100) έχουμε τα ακόλουθα:

‖ωn+1
1 ‖L2(Ω) ≤β

[ ∫ tn+1

tn

(tn+1 − s) ‖∂4
t u(s, ·)‖L2(Ω) ds

+

∫ tn

tn−1

(s− tn−1) ‖∂4
t u(s, ·)‖L2(Ω) ds

]
≤β τ2 ‖∂4

t u‖C([0,T ],L2(Ω)), n = 1, . . . ,M − 1

(101)

και

‖ωn+1
2 ‖L2(Ω) ≤ 1

6 τ2

[∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)3 ‖∂4
t u(s, ·)‖L2(Ω) ds

+

∫ tn

tn−1

(s− tn−1)3 ‖∂4
t u(s, ·)‖L2(Ω) ds

]
≤ τ2

12 ‖∂
4
t u‖C([0,T ],L2(Ω)), n = 1, . . . ,M − 1.

(102)

Τελικά από τις σχέσεις (97), (101) και (102) συνάγεται η ακόλουθη εκτίμηση δεύτερης τάξης ως

προς τ , για το σφάλμα συνέπειας

‖ωn+1‖L2(Ω) ≤
(
β + 1

12

)
τ2 ‖∂4

t u‖C([0,T ],L2(Ω)), n = 1, . . . ,M − 1. (103)
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3.6 Σύγκλιση

Θεώρημα 3.1

Υποθέτουμε ότι η ασθενής λύση u ∈ L2
(
(0, T ), H1

0 (Ω)
)
του (1) με ε = 0 έχει επιπρόσθετη

ομαλότητα

u ∈ C2([0, T ], Hκ+1(Ω)) ∩ C3([0, T ], H1(Ω)) ∩ C4([0, T ], L2(Ω)),

και ότι (unh)Mn=0 ⊂ V ◦h είναι οι αριθμητικές προσεγγίσεις που ορίστηκαν στο Κεφ. 3.1. ΄Οταν τ ≤
1
2 ,

τότε υπάρχουν μη αρνητικές σταθερές C1, C2, C3 και C4 οι οποίες δεν εξαρτώνται από τη λύση u
και είναι τέτοιες ώστε:

max
0≤m≤M

‖∇(unh − u(tn, ·))‖L2(Ω) ≤C1 τ
2
(
‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)) + ‖u‖C4([0,T ],L2(Ω))

)
+ C2 h

κ ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω))

(104)

και

max
1≤m≤M

‖∂1(unh − u(tn, ·))‖L2(Ω) ≤C3 τ
2
(
‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)) + ‖u‖C4([0,T ],L2(Ω))

)
+ C4 h

κ+1 ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω)).
(105)

Απόδειξη. Θέτουμε θn := unh − Rhun και %n := Rhu
n − un για n = 0, . . . ,M . Με χρήση του

Θεωρήματος 2.1 (βλ. (39)), έχουμε τις ακόλουθες εκτιμήσεις:

‖∇(unh − un)‖L2(Ω) ≤‖∇θn‖L2(Ω) + ‖∇%n‖L2(Ω)

≤C hκ ‖u‖C([0,T ],Hκ+1(Ω)) + ‖∇θn‖L2(Ω), n = 0, . . . ,M,
(106)

και

‖∂1(unh − un)‖L2(Ω) ≤‖∂1θn‖L2(Ω) + ‖∂1%n‖L2(Ω)

≤‖∂1θn‖L2(Ω) +
∥∥∥Rh (un−un−1

τ

)
− un−un−1

τ

∥∥∥
L2(Ω)

≤‖∂1θn‖L2(Ω) + C hκ+1
∥∥∥un−un−1

τ

∥∥∥
Hκ+1(Ω)

≤‖∂1θn‖L2(Ω) + C hκ+1

∥∥∥∥ 1
τ

∫ tn

tn−1

ut(s) ds

∥∥∥∥
Hκ+1(Ω)

≤‖∂1θn‖L2(Ω) + Chκ+1 ‖u‖C1([0,T ],Hκ+1(Ω)), n = 1, . . . ,M.

(107)

΄Οπως βλέπουμε από τις (106) και (107), για την απόδειξη των εκτιμήσεων (104) και (105) αρκεί

να εκτιμηθούν κατάλληλα οι όροι ‖∇θn‖L2(Ω) και ‖∂1θn‖L2(Ω).

Βήμα Α. Εκτίμηση του όρου ‖∂1θ1‖L2(Ω).

Επειδή θ0 = 0 (βλ. (68)), χρησιμοποιώντας την (92), την ανισότητα Poincaré και την (37)
έχουμε

‖∂1θ1‖L2(Ω) = 1
τ ‖θ

1‖L2(Ω)

= 1
τ ‖Rh(u1 − u?)‖L2(Ω)

= 1
τ ‖Rhω

1‖L2(Ω)

≤C 1
τ ‖∇(Rhω

1)‖L2(Ω)

≤C 1
τ ‖∇ω

1‖L2(Ω)
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από την οποία, λόγω της (94), καταλήγουμε στην ακόλουθη εκτίμηση:

‖∂1θ1‖L2(Ω) ≤ C τ2 ‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)). (108)

Βήμα Β. Εκτίμηση του όρου ‖∇θ1‖L2(Ω).

Χρησιμοποιώντας την (69), την (92) και την (37) έχουμε τα ακόλουθα:

‖∇θ1‖L2(Ω) = ‖∇(u1
h −Rhu1)‖L2(Ω)

= ‖∇Rh(u1 − u?)‖L2(Ω)

= ‖∇Rhω1‖L2(Ω)

≤‖∇ω1‖L2(Ω)

από την οποία, λόγω της (94), καταλήγουμε στην ακόλουθη εκτίμηση:

‖∇θ1‖L2(Ω) ≤ C τ3 ‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)). (109)

Βήμα Γ. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό και τη γραμμικότητα της ελλειπτικής προβολής έχουμε:

(∇Rhun+1,β,∇v)L2(Ω) =β (∇Rhun+1,∇v)L2(Ω) + (1− 2β) (∇Rhun,∇v)L2(Ω)

+ β (∇Rhun−1,∇v)L2(Ω)

=β (∇un+1,∇v)L2(Ω) + (1− 2β) (∇un,∇v)L2(Ω)

+ β (∇un−1,∇v)L2(Ω)

= − (β∆un+1 + (1− 2β) ∆un + β∆un−1, v)L2(Ω)

= − (∆un+1,β, v)L2(Ω) ∀ v ∈ V ◦h , n = 1, . . . ,M − 1.

(110)

Στη συνέχεια, για n = 1, . . . ,M − 1, αφαιρώντας κατά μέλη τη σχέση (110) από τη σχέση (71)
παίρνουμε:(

∂2un+1
h − ∂2Rhu

n+1, v
)
L2(Ω)

+
(
∇(un+1,β

h −Rhun+1,β),∇v
)
L2(Ω)

=
(
fn+1,β + ∆un+1,β − ∂2Rhu

n+1, v
)
L2(Ω)

∀v ∈ V ◦h ,
(111)

η οποία μαζί με την (96) δίνει

(∂2θn+1, v)L2(Ω) + (∇θn+1,β,∇v)L2(Ω) = (Gn+1, v)L2(Ω), n = 1, . . . ,M − 1, (112)

όπου

Gn+1 := un+1,β
tt − ∂2Rhu

n+1. (113)

Λαμβάνοντας υπόψιν ότι θ0 = 0, και εφαρμόζοντας το Λήμμα 3.1 με Sm = Gm για m = 2, . . . ,M ,
και ηmh := θm για m = 0, . . . ,M , καταλήγουμε στην ακόλουθη σχέση (βλ. (75)):

max
2≤m≤M

[
‖∂1θm‖2

L2(Ω)
+ (4β − 1)‖∇θm‖2

L2(Ω)

]
≤ C

[
‖∂1θ1‖2

L2(Ω)
+ ‖∇θ1‖2

L2(Ω)
+G∞

]
, (114)

όπου G∞ := max
2≤m≤M

‖Gm‖2
L2(Ω)
. Επειδή οι όροι ‖∇θ1‖L2(Ω) και ‖∂1θ1‖L2(Ω) έχουν εκτιμηθεί πιο

πάνω, μένει να εκτιμηθεί ο όρος G∞.
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Πρώτα, χρησιμοποιώντας την (39), έχουμε

‖∂2%n+1‖L2(Ω) = ‖∂2Rhu
n+1 − ∂2un+1‖L2(Ω)

=
∥∥∥Rh (un+1−2un+un−1

τ2

)
− un+1−2un+un−1

τ2

∥∥∥
L2(Ω)

≤C hκ+1
∥∥∥un+1−2un+un−1

τ2

∥∥∥
Hκ+1(Ω)

≤C hκ+1

τ2

∥∥∥∥∥
∫ tn+1

tn

∫ t

t−τ
utt(s, ·) dsdt

∥∥∥∥∥
Hκ+1(Ω)

≤C hκ+1 ‖utt‖C([0,T ],Hκ+1(Ω)), n = 1, . . . ,M − 1.

(115)

Προσθαφαιρώντας τη ποσότητα ∂2un+1
στην (113) και λαμβάνοντας υπόψιν την (97), παίρνουμε:

Gn+1 =
[

(ûn+1
tt )β − ∂2un+1

]
−
[
∂2Rhu

n+1 − ∂2un+1
]

=ωn+1 − ∂2%n+1, n = 1, . . . ,M − 1.
(116)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (116), (103) και (115), καταλήγουμε στην ακόλουθη εκτίμηση:

max
1≤n≤M−1

‖Gn+1‖L2(Ω) ≤ C
[
τ2 ‖u‖C4([0,T ],L2(Ω)) + hκ+1 ‖utt‖C([0,T ],Hκ+1(Ω))

]
. (117)

Βήμα Δ. Συγκεντρώνοντας τα αποτελέσματα των εκτιμήσεων (114), (108), (154) και (117) έ-

χουμε:

max
2≤m≤M

[
‖∂1θm‖L2(Ω) +

√
4β − 1‖∇θm‖L2(Ω)

]
≤C τ2

[
‖u‖C3([0,T ],H1(Ω))

+‖u‖C4([0,T ],L2(Ω))

]
+ C hκ+1 ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω)).

(118)

Επειδή θ0 = 0, από τις (118) και (106), παίρνουμε

max
0≤m≤M

‖∇(unh − u(tn, ·))‖L2(Ω) ≤C τ2
[
‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)) + ‖u‖C4([0,T ],L2(Ω))

]
+ C hκ ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω)).

Επιπλέον, από τις (118) και (107), παίρνουμε

max
1≤m≤M

‖∂1(unh − u(tn, ·))‖L2(Ω) ≤C τ2
[
‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)) + ‖u‖C4([0,T ],L2(Ω))

]
+ C hκ+1 ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω)).

΄Ετσι καταλήξαμε στις (104) και (105).

Παρατηρήση 3.3

Θα εξηγήσουμε στη συνέχεια ότι η εκτίμηση σφάλματος (105) μπορεί να μας οδηγήσει στο συμπέ-

ρασμα οτι η διακριτή χρονική παράγωγος ∂1unh είναι μια προσέγγιση της ut(t
n− 1

2 , ·).
΄Εστω n ∈ {1, . . . , N}. Εφαρμόζοντας τον τύπο Taylor (2.2), ως προς τη μεταβλητή t, στη

λύση u του (1) (με (t, α, %) = (tn, t
n− 1

2 , 2) και (t, α, %) = (tn−1, t
n− 1

2 , 2)) παίρνουμε:

un =u(tn−
1
2 , ·) + τ

2 ut(t
n− 1

2 , ·) + τ2

4 2! utt(t
n− 1

2 , ·) + 1
2

∫ tn

tn−
1
2

(tn − s)2 uttt(s, ·) ds,

un−1 =u(tn−
1
2 , ·)− τ

2 ut(t
n− 1

2 , ·) + τ2

4 2! utt(t
n− 1

2 , ·)− 1
2

∫ tn−
1
2

tn−1

(tn−1 − s)2 uttt(s, ·) ds.
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Αφαιρώντας κατα μέλη τις παραπάνω σχέσεις καταλήγουμε στη σχέση:

∂1un − ut(tn−
1
2 , ·) = 1

2τ

∫ tn

tn−
1
2

(tn − s)2 uttt(s, ·) ds+

∫ tn−
1
2

tn−1

(tn−1 − s)2uttt(s, ·) ds

 ,
από την οποία έπεται η ακόλουθη εκτίμηση:

‖∂1un − ut(tn−
1
2 , ·)‖L2(Ω) ≤ τ2

8 max
s∈[0,T ]

‖uttt(s, ·)‖L2(Ω)

≤Cτ2 ‖∂3
t u‖C([0,T ],L2(Ω)).

(119)

΄Ετσι, συνδυάζοντας τις (119) και (105) παίρνουμε:

max
1≤m≤M

∥∥∂1unh − ut(tn−
1
2 , ·)

∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∂1unh − ∂1un

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥∂1un − ut(tn−

1
2 , ·)

∥∥
L2(Ω)

≤C
[
τ2
(
‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)) + ‖u‖C4([0,T ],L2(Ω))

)
+hκ+1 ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω))

]
.

4 Πλήρως διακριτές προσεγγίσεις πεπερασμένων στοιχείων

για τη λύση της ημιγραμμικής εξίσωσης κύματος

4.1 Διατύπωση της αριθμητικής μεθόδου

΄Εστω παράμετρος β ∈ (1
4 ,

1
2 ], M ∈ N και μια ομοιόμορφη διαμέριση του [0, T ] με πλάτος τ := T

M
και κόμβους tn := n τ για n = 0, . . . ,M . Στη συνέχεια, για n = 0, . . . ,M , κατασκεύαζουμε
προσέγγιση unh ∈ V ◦h της ακριβούς λύσης u(tn, ·) του προβλήματος (1) για ε = −1, ακολουθώντας
τα βήματα του παρακάτω αλγορίθμου.

Βήμα 1. Ορίζουμε

u0
h := Rh(u0

init). (120)

Βήμα 2. Ορίζουμε

u1
h := Rhu

�, (121)

όπου

u� := u0
init + τu1

init + τ2

2

[
∆u0

init − (u0
init)

3 + f(0, ·)
]
. (122)

Βήμα 3. Για n = 1, . . . ,M − 1, δοθέντων των προσεγγίσεων un−1
h , unh ∈ V ◦h στους προηγούμενους

κόμβους ψάχνουμε προσέγγιση un+1
h ∈ V ◦h της un+1

απαιτώντας:(
∂2un+1

h , v
)
L2(Ω)

+ (∇un+1,β
h ,∇v)L2(Ω) =− 1

2

(
(unh)2(un+1

h + un−1
h ), v

)
L2(Ω)

+ (fn+1,β, v)L2(Ω) ∀ v ∈ V ◦h ,
(123)

όπου

∂2un+1
h :=

un+1
h −2unh+un−1

h
τ2 ,

un+1,β
h :=β un+1

h + (1− 2β)unh + β un−1
h ,

fn+1,β :=β f(tn+1, ·) + (1− 2β) f(tn, ·) + β f(tn−1, ·).
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4.2 Συνέπεια διακριτοποίησης στο χρόνο

Στα πλαίσια αυτής της ενότητας υποθέτουμε ότι

u ∈ C4([0, T ], L2(Ω)) ∩ C3([0, T ], H1(Ω)) ∩ C2([0, T ], H2(Ω)), u3 ∈ C2([0, T ], L2(Ω)).

Επιπλέον, απλοποιούμε τον συμβολισμό θέτοντας: um := u(tm, ·), umtt := utt(tm, ·), pm3 :=
u3(tm, ·), pm2 := u2(tm, ·) και fm := f(tm, ·) για m = 0, . . . ,M .

4.2.1 Σφάλμα συνέπειας στον κόμβο t1

Το σφάλμα συνέπειας σ1
στο χρονικό κόμβο t1 ορίζεται ως εξής:

σ1 := u(t1, ·)− u�. (124)

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Taylor (2.2), ως προς τη μεταβλητή t, στη συνάρτηση u (με (t, a, %) =
(t1, 0, 2)) παίρνουμε

u(t1, ·) =u(0, ·) + τ ut(0, ·) + τ2

2 utt(0, ·) + 1
2

∫ t1

0
(t1 − s)2 ∂3

t u(s, ·) ds

=u0 + τ u1 + τ2

2

[
∆u0 + f(0, ·)− (u0)3

]
+ 1

2

∫ t1

0
(t1 − s)2 ∂3

t u(s, ·) ds

=u� + 1
2

∫ t1

0
(t1 − s)2 ∂3

t u(s, ·) ds,

και επομένως

σ1 = 1
2

∫ t1

0
(t1 − s)2 ∂3

t u(s, ·) ds.

από την οποία καταλήγουμε στην εκτίμηση:

‖σ1‖H1(Ω) ≤ 1
6 τ

3 ‖∂3
t u‖C([0,T ],H1(Ω)). (125)

4.2.2 Σφάλμα συνέπειας στους κόμβους (tn)M−1

n=2

Για n = 1, . . . ,M − 1, ορίζουμε το σφάλμα συνέπειας σn+1
ως εξής:

un+1−2un+un−1

τ2 + σn+1 = ∆un+1,β + fn+1,β − pn2 un+1+un+1

2 . (126)

Από την διαφορική εξισωση του (1), με ε = −1, έχουμε

un+1,β
tt = ∆un+1,β + fn+1,β − pn+1,β

3 , n = 1, . . . ,M − 1. (127)

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (126) και (127) και προσθαφαιρώντας τον όρο u3(tn, ·) παίρνουμε

σn+1 = ωn+1 + In+1
1 + In+1

2 , m = 1, . . . ,M − 1, (128)

όπου

ωn+1 :=un+1,β
tt − un+1−2un+un−1

τ2 ,

In+1
1 := pn2

(
un − un+1+un−1

2

)
,

In+1
2 := pn+1,β

3 − pn3 .

(129)
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Εφαρμόζοντας τον τύπο του Taylor (2.2), ως προς τη μεταβλητή t, για τη συνάρτηση u3
(με

(t, a, %) = (tn+1, tn, 1) και (t, a, %) = (tn−1, tn, 1)) παίρνουμε τα ακόλουθα αναπτύγματα:

β pn+1
3 =β pn3 + β τ (∂tu

3)(tn, ·) + β

∫ tn+1

tn

(tn+1 − s) (∂2
t u

3)(tn, ·) ds,

β pn−1
3 =β pn3 − β τ (∂tu

3)(tn, ·) + β

∫ tn−1

tn

(tn−1 − s) (∂2
t u

3)(s, ·) ds,

τα οποία μας δίνουν

In+1
2 = β

[∫ tn+1

tn

(tn+1 − s) (∂2
t u

3)(s, ·) ds+

∫ tn

tn−1

(s− tn−1) (∂2
t u

3)(s, ·) ds

]
. (130)

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Taylor (2.2), ως προς τη μεταβλητή t, για τη συνάρτηση u (με (t, a, %) =
(tn+1, tn, 1) και (t, a, %) = (tn−1, tn, 1)) παίρνουμε τα ακόλουθα αναπτύγματα:

un+1 =un + τ ut(tn, ·) +

∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)utt(s, ·) ds,

un−1 =un − τ ut(tn, ·) +

∫ tn−1

tn

(tn−1 − s)utt(s, ·) ds,

τα οποία μας δίνουν

In+1
1 = −pn2

2

[∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)utt(s, ·) ds+

∫ tn

tn−1

(s− tn−1)utt(s, ·) ds

]
. (131)

Λόγω των (130) και (131) παίρνουμε:

‖In+1
2 ‖L2(Ω) ≤ β τ2 ‖∂2

t (u3)‖C([0,T ],L2(Ω)) (132)

και

‖In+1
1 ‖L2(Ω) ≤ τ2

2 ‖u‖
2
C([0,T ],L∞(Ω)) ‖∂2

t u‖C([0,T ],L2(Ω)). (133)

Τώρα, λόγω των σχέσεων (128), (132), (133) και (103), καταλήγουμε στην ακόλουθη εκτίμηση

του σφάλματος συνέπειας:

max
1≤n≤M−1

‖σn+1‖L2(Ω) ≤C τ2
[
‖u‖2C([0,T ],L∞(Ω)) ‖∂2

t u‖C([0,T ],L2(Ω))

+‖∂4
t u‖C([0,T ],L2(Ω)) + ‖∂2

t (u3)‖C([0,T ],L2(Ω))

]
.

(134)

4.3 ΄Υπαρξη και μοναδικότητα των πλήρως διακριτών προσεγγίσεων

΄Οπως στο Κεφ. 3.3 αρκεί να εξασφαλίζουμε τη μοναδικότητα των αριθμητικών προσεγγίσεων.

΄Εστω (unh)Mn=0 και (wmh )mm=0 ∈ V ◦h προσεγγίσεις της λύσης του (1) με ε = −1, που ικανο-
ποιούν τις (120), (121), (122) και (123). Στη συνέχεια, με μαθηματική επαγωγή θα δείξουμε ότι

ταυτίζονται.

Πρώτα παρατηρούμε οτι το Λήμμα 2.1 συνεπάγεται ότι οι αρχικές προσεγγίσεις u0
0, u

1
h, w

0
h και

w1
h είναι καλά ορισμένες. Επιπλέον, εκ κατασκευής, έχουμε: u

0
h = w0

h και u
1
h = w1

h. Στη συνέχεια

υποθέτουμε ότι για κάποιο m ∈ {1, . . . ,M − 1} ισχύει οτι

unh = wnh , n = 0, . . . ,m. (135)
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Τότε, από την (123), για n = m, έχουμε:

(∂2um+1
h , v)L2(Ω) + (∇um+1,β

h ,∇v)L2(Ω) = (fm+1,β, v)L2(Ω) − 1
2 ((umh )2 (um+1

h + um−1
h ), v)L2(Ω),

(∂2wm+1
h , v)L2(Ω) + (∇wm+1,β

h ,∇v)L2(Ω) = (fm+1,β, v)L2(Ω) − 1
2 ((wmh )2 (wm+1

h + wm−1
h ), v)L2(Ω)

για κάθε v ∈ V ◦h . Αφαιρώντας κατά μέλη τις παραπάνω σχέσεις και λαμβάνοντας υπόψιν την
επαγωγική υπόθεση (135), παίρνουμε:(um+1

h −wm+1
h

τ2 , v
)
L2(Ω)

+β (∇(um+1
h −wm+1

h ),∇v)L2(Ω) = −1
2 ((umh )2 (um+1

h −wm+1
h ), v)L2(Ω) (136)

για κάθε v ∈ V ◦h . Στη συνέχεια θέτουμε στην (136) v = dh := um+1
h − wm+1

h , και έτσι παίρνουμε

1
τ2 ‖dh‖2L2(Ω)

+ β ‖∇dh‖2L2(Ω)
+ 1

2

∫
Ω

(umh dh)2 dx = 0.

Από την τελευταία σχέση καταλήγουμε στην ισότητα ‖dh‖2L2(Ω)
= 0, η οποία ισοδυναμεί με um+1

h =

wm+1
h . ΄Ετσι ολοκληρώνεται η απόδειξη.

4.4 A priori εκτίμηση των αριθμητικών προσεγγίσεων της ημιγραμμικής

εξίσωσης κύματος.

Λήμμα 4.1

΄Εστω (unh)Mn=0 ⊂ V ◦h οι αριθμητικές προσεγγίσεις που ορίστηκαν στο Κεφ. 4.1. Αν τ ≤
1
2 , τότε

υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη των h και τ τέτοια ώστε:

max
1≤m≤M

[
‖∂1umh ‖2L2(Ω)

+ (4β − 1) ‖∇umh ‖2L2(Ω)

]
≤C

[
f∞ + ‖∇u�‖4

L2(Ω)
+ ‖∇u0

init‖4L2(Ω)

+ ‖∇u�‖2
L2(Ω)

+ ‖∇u0
init‖2L2(Ω)

+
∥∥∇(u1

init + τ
2 [∆u0

init − (u0
init)

3 + f(0, ·)])
∥∥2

L2(Ω)

] (137)
όπου f∞ := ‖f‖2

C([0,T ];L2(Ω))
.

Απόδειξη. Απλοποιούμε το συμβολισμό γράφοντας (w1, w2) αντί (w1, w2)L2(Ω) για οποιεσδήποτε

συναρτήσεις w1, w2 ∈ L2(Ω). Επιπλέον, ορίζουμε ζmh := umh − u
m−1
h για m = 1, . . . ,M . Επίσης,

θα συμβολίζουμε με C μια γενική σταθερά που δεν εξαρτάται από τα h και τ , και μπορεί να έχει
διαφορετική τιμή σε διαφορετικά σημεία του κειμένου.

΄Οπως στην απόδειξη του Λήμματος 3.1, θέτουμε v = un+1
h − un−1

h στη σχέση (123) και

καταλήγουμε (βλ. (79)) στη σχέση

Bn+1
h − Bnh = (fn+1,β, un+1

h − un−1
h ) (138)

για n = 1, . . . ,M − 1, όπου

Bmh := ‖∂1umh ‖2L2(Ω)
+ µmh + β ‖∇ζmh ‖2L2(Ω)

+ (∇umh ,∇um−1
h ), m = 1, . . . ,M (139)

και

µmh := 1
2

∫
Ω

(umh )2 (um−1
h )2 dx, m = 1, . . . ,M.

Προσθέτοντας κατά μέλη τη σχέση (138), ως προς n, παίρνουμε:

m∑
n=1

(Bn+1
h − Bnh) =

m∑
n=1

(fn+1,β, un+1
h − un−1

h ), m = 1, . . . ,M − 1,
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και έτσι καταλήγουμε στην

Bm+1
h = B1

h +

m∑
n=1

(fn+1,β, un+1
h − un−1

h ), m = 1, . . . ,M − 1. (140)

Επειδή β > 1
4 , δουλεύοντας όπως στο Λήμμα 3.1 καταλήγουμε στη σχέση

Bmh ≥ Zmh ≥ 0, m = 1, . . . ,M, (141)

όπου

Zmh := ‖∂1umh ‖2L2(Ω)
+ µmh + 4β−1

2

[
‖∇umh ‖2L2(Ω)

+ ‖∇um−1
h ‖2

L2(Ω)

]
, m = 1, . . . ,M. (142)

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι (βλ. (85))

m∑
n=1

(fn+1,β, un+1
h − un−1

h ) = τ
m∑
n=1

(fn+1,β, ∂1un+1
h + ∂1unh)

≤ τ
m∑
n=1

‖fn+1,β‖2
L2(Ω)

+ τ
m+1∑
n=1

‖∂1unh‖2L2(Ω)

≤T max
0≤n≤M

‖fn‖2
L2(Ω)

+ τ
m+1∑
n=1

‖∂1unh‖2L2(Ω)

≤T ‖f‖2
C([0,T ],L2(Ω))

+ τ
m+1∑
n=1

‖∂1unh‖2L2(Ω)

(143)

για m = 1, . . . ,M − 1. Συνδυάζοντας τις (140), (141), (142) και (143), έχουμε

(1− τ)Zm+1
h ≤ B1

1 + T f∞ + τ

m∑
n=1

Znh, m = 1. . . . ,M − 1. (144)

Απαιτώντας τ ≤ 1
2 , η (144) παίρνει τη μορφή:

Zmh ≤ 2B1
h + 2T f∞ + 2 τ

m−1∑
n=1

Znh, m = 2, . . . ,M. (145)

Εφαρμόζοντας στη συνέχεια το διακριτό λήμμα Gronwall που δίνεται στο Λήμμα 2.6 (βλ. (61)) και
χρησιμοποιώντας την (141), παίρνουμε:

Zmh ≤C e2T
(
B1
h + f∞ + Z1

h

)
≤C

(
B1
h + f∞

)
≤C

[
f∞ + µ1

h + ‖∂1u1
h‖2L2(Ω)

+ ‖∇u1
h‖2L2(Ω)

+ ‖∇u0
h‖2L2(Ω)

]
, m = 1, . . . ,M.

(146)

Λόγω των σχέσεων (120), (121), (122), του Λήμματος 2.2, του Λήμματος 2.3 και της ανισότητας

του αριθμητικού γεωμετρικού μέσου ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

‖∇u0
h‖2L2(Ω)

= ‖∇Rhu0‖2
L2(Ω)

≤ ‖∇u0‖2
L2(Ω)

,

‖∇u1
h‖2L2(Ω)

= ‖∇Rhu�‖2L2(Ω)
≤ ‖∇u�‖2

L2(Ω)
,

‖∂1u1
h‖2L2(Ω)

= 1
τ2 ‖Rh(u� − u0

init)‖2L2(Ω)
≤ C

τ2 ‖∇Rh(u� − u0
init)‖2L2(Ω)

≤ C
τ2 ‖∇(u� − u0

init)‖2L2(Ω)

≤C
∥∥∇ (u1

init + τ
2 [∆u0

init − (u0
init)

3 + f0]
) ∥∥2

L2(Ω)
.

(147)
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Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz, την εμφύτευση L4(Ω) ↪→ H1(Ω) (για d = 1, 2, 3)
και την ανισότητα Poincaré, έχουμε:

µ1
h ≤‖u1

h‖2L4(Ω)
‖u0

h‖2L4(Ω)

≤C ‖u1
h‖2H1(Ω)

‖u0
h‖2H1(Ω)

≤C ‖∇u1
h‖2L2(Ω)

‖∇u0
h‖2L2(Ω)

≤C ‖∇u�‖2
L2(Ω)

‖∇u0
init‖2L2(Ω)

≤C
(
‖∇u�‖4

L2(Ω)
+ ‖∇u0

init‖4L2(Ω)

)
.

(148)

Τέλικά από τις σχέσεις (147) και (148), προκύπτει η (137).

4.5 Σύγκλιση

Θεώρημα 4.1

Υποθέτουμε ότι η ασθενής λύση u ∈ L2
(
(0, T ), H1

0 (Ω)
)
του (1) με ε = −1 έχει επιπρόσθετη

ομαλότητα

u ∈ C2([0, T ], Hκ+1(Ω)) ∩ C([0, T ],W κ+1,ν(d)(Ω))

u ∈ C3([0, T ], H1(Ω)) ∩ C4([0, T ], L2(Ω)), u3 ∈ C2([0, T ], L2(Ω))

και ότι (unh)Mn=0 ⊂ V ◦h είναι οι αριθμητικές προσεγγίσεις που ορίστηκαν στο Κεφ. 4.1. Τότε υπάρ-
χουν μη αρνητικές σταθερές C0, C1, C2, C3 και C4 οι οποίες είναι ανεξάρτητες των h και τ , τέτοιες
ώστε: όταν C0 τ ≤ 1

2 τότε

max
0≤n≤M

‖∇(unh − u(tn, ·))‖L2(Ω) ≤ C1 τ
2 T̃(u) + C2 h

κ X̃(u) (149)

και

max
1≤n≤M

‖∂1(unh − u(tn, ·))‖L2(Ω) ≤ C3 τ
2 T̃(u) + C4 h

κ+1 X̃(u), (150)

όπου

T̃(u) := ‖u‖C3([0,T ],H1(Ω)) + ‖u‖C4([0,T ],L2(Ω)) + ‖u3‖C2([0,T ],L2(Ω))

+ ‖u‖C2([0,T ],L2(Ω)) ‖u‖2C([0,T ],L∞(Ω)),

X̃(u) := ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω)) + ‖u‖
C([0,T ],Wκ+1,ν(d)(Ω))

+ ‖u‖C([0,T ],Hκ+1(Ω)) ‖u‖2C([0,T ],L∞(Ω)),

με ν(1) = 2, ν(2) = 4 και ν(3) := 6.

Απόδειξη. Απλοποιούμε το συμβολισμό γράφοντας (w1, w2) αντί (w1, w2)L2(Ω) για οποιεσδήποτε

συναρτήσεις w1, w2 ∈ L2(Ω), και θέτοντας θn := unh−Rhun και %n := Rhu
n−un για n = 0, . . . ,M ,

και ζ̃mh := θm−θm−1
γιαm = 1, . . . ,M . Επίσης, θα συμβολίζουμε με C μια γενική σταθερά που δεν

εξαρτάται από τα h και τ , και μπορεί να έχει διαφορετική τιμή σε διαφορετικά σημεία του κειμένου.

Εφαρμόζοντας τη (39), παίρνουμε τις ακόλουθες εκτιμήσεις:

‖∇(unh − un)‖L2(Ω) ≤‖∇θn‖L2(Ω) + ‖∇%n‖L2(Ω)

≤C hκ ‖u‖C([0,T ],Hκ+1(Ω)) + ‖∇θn‖L2(Ω), n = 0, . . . ,M,
(151)
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και

‖∂1(unh − un)‖L2(Ω) ≤‖∂1θn‖L2(Ω) + ‖∂1%n‖L2(Ω)

≤‖∂1θn‖L2(Ω) + Chκ+1 ‖u‖C1([0,T ],Hκ+1(Ω)), n = 1, . . . ,M.
(152)

Ο στόχος μας στη συνέχεια της απόδειξης ειναι να εκτιμήσουμε κατάλληλα τους όρους ‖∇θn‖L2(Ω)

και ‖∂1θn‖L2(Ω).

Βήμα Α. Επειδή θ0 = 0 (βλ. (120)), χρησιμοποιώντας την (121), την (124), την ανισότητα
Poincaré και την (37) έχουμε

‖∂1θ1‖L2(Ω) = 1
τ ‖θ

1‖L2(Ω)

= 1
τ ‖u

1
h −Rh(u1

init)‖L2(Ω)

= 1
τ ‖Rh(u� − u1

init)‖L2(Ω)

= 1
τ ‖Rh(σ1)‖L2(Ω)

≤C 1
τ ‖∇(Rhσ

1)‖L2(Ω)

≤C 1
τ ‖∇σ

1‖L2(Ω)

από την οποία, λόγω της (125), καταλήγουμε στην ακόλουθη εκτίμηση:

‖∂1θ1‖L2(Ω) ≤ C τ2 ‖∂3
t u‖C([0,T ],H1(Ω)). (153)

Βήμα Β. Χρησιμοποιώντας την (121) και την (124) έχουμε τα ακόλουθα:

‖∇θ1‖L2(Ω) = ‖∇(u1
h −Rh(u1

init))‖L2(Ω)

= ‖∇Rh(u� − u1
init)‖L2(Ω)

= ‖∇Rhσ1‖L2(Ω)

≤‖∇σ1‖L2(Ω)

από την οποία, λόγω της (125), καταλήγουμε στην ακόλουθη εκτίμηση:

‖∇θ1‖L2(Ω) ≤ C τ3 ‖∂3
t u‖C([0,T ],H1(Ω)). (154)

Βήμα Γ. Για n = 1, . . . ,M − 1, αφαιρούμε κατά μέλη τη σχέση (110) από τη σχέση (123) οπότε
παίρνουμε:(

∂2un+1
h − ∂2Rhu

n+1, v
)

+ (∇un+1,β
h −∇(Rhu

n+1,β),∇v)

=
(
fn+1,β + ∆un+1,β − ∂2Rhu

n+1, v
)

− 1
2

(
(unh)2(un+1

h + un−1
h ), v

)
∀v ∈ V ◦h .

(155)

Η σχέση (155) μαζί με την (127) δίνει:

(∂2θn+1, v) + (∇θn+1,β,∇v) =(Gn+1 + G̃n+1, v) ∀ v ∈ V ◦h , n = 1, . . . ,M − 1. (156)
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όπου

Gn+1 :=un+1,β
tt − ∂2Rhu

n+1,

G̃n+1 := pn+1,β
3 − (unh)2 un+1

h +un−1
h

2 .
(157)

Επιπλέον, λόγω της (129), έχουμε:

G̃n+1 := pn2
un+1+un−1

2 − (unh)2 un+1
h +un−1

h
2 + In+1

1 + In+1
2 , n = 1, . . . ,M − 1. (158)

Λόγω της (158), η (156) παίρνει την ακόλουθη μορφή:

(∂2θn+1, v) + (∇θn+1,β,∇v) =(Dn+1
h +Bn+1

h , v), ∀ v ∈ V ◦h , n = 1, . . . ,M − 1, (159)

όπου

Dn+1
h :=Gn+1 + In+1

1 + In+1
2 ,

Bn+1
h := pn2

un+1+un−1

2 − (unh)2 un+1
h +un−1

h
2 .

(160)

Προσθαφαιρώντας τον όρο pn2
un+1
h +un−1

h
2 παίρνουμε:

Bn+1
h =− pn2

%n+1+%n−1+θn+1+θn−1

2 − (%n + θn) (un + unh)
un+1
h +un−1

h
2

=
4∑
`=1

B`,n+1
h , n = 1, . . . ,M − 1,

(161)

όπου

B1,n+1
h :=− pn2

2

(
%n+1 + %n−1

)
,

B2,n+1
h :=− pn2

2

(
θn+1 + θn−1

)
,

B3,n+1
h :=− %n

2 (un + unh)
(
un+1
h + un−1

h

)
,

B4,n+1
h :=− θn

2 (un + unh)
(
un+1
h + un−1

h

)
.

(162)

΄Οπως στην απόδειξη του Λήμματος 3.1, θέτουμε v = θn+1 − θn−1
στη σχέση (159) και κατα-

λήγουμε (βλ. (79)) στη σχέση

Ẽn+1
h − Ẽnh = (Dn+1

h +Bn+1
h , θn+1 − θn−1), n = 1, . . . ,M − 1, (163)

όπου

Ẽmh := ‖∂1θm‖2
L2(Ω)

+ β ‖∇
(
θm − θm−1

)
‖2
L2(Ω)

+ (∇θm,∇θm−1), m = 1, . . . ,M. (164)

Επειδή β > 1
4 , δουλεύοντας όπως στο Λήμμα 3.1, καταλήγουμε στη σχέση

Ẽmh ≥ H̃mh ≥ 0, m = 1, . . . ,M, (165)

όπου

H̃mh := ‖∂1θm‖2
L2(Ω)

+ 4β−1
2

[
‖∇θm‖2

L2(Ω)
+ ‖∇θm−1‖2

L2(Ω)

]
, m = 1, . . . ,M. (166)
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Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (161) και (162), η (163) παίρνει την ακόλουθη μορφή:

Ẽn+1
h − Ẽnh = τ

(
Dn+1
h +Bn+1

h , ∂1θn+1 + ∂1θn
)

≤ τ

(
‖Dn+1

h ‖L2(Ω) +

4∑
`=1

‖B`,n+1
h ‖L2(Ω)

) (
‖∂1θn+1‖L2(Ω) + ‖∂1θn‖L2(Ω)

) (167)
για n = 1, . . . ,M − 1.
Με χρήση των σχέσεων (162) και (39), και της ανισότητας Poincaré καταλήγουμε στις εκτιμή-

σεις:

‖B1,n+1
h ‖L2(Ω) ≤ 1

2 ‖u(tn, ·)‖2L∞(Ω) ‖%n+1 + %n−1‖L2(Ω)

≤C hκ+1 ‖u‖C([0,T ],Hκ+1(Ω)) ‖u‖2C([0,T ],L∞(Ω))

(168)

και

‖B2,n+1
h ‖L2(Ω) ≤ 1

2 ‖u‖
2
C([0,T ],L∞(Ω))

(
‖θn+1‖L2(Ω) + ‖θn−1‖L2(Ω)

)
≤C ‖u‖2C([0,T ],L∞(Ω))

(
‖∇θn+1‖L2(Ω) + ‖∇θn−1‖L2(Ω)

) (169)

για n = 1, . . . ,M − 1.
Επιπλέον, από τις (160), (117), (132) και (133), έπεται:

‖Dn+1
h ‖L2(Ω) ≤C

[
τ2
(
‖u‖C4([0,T ],L2(Ω)) + ‖u3‖C2([0,T ],L2(Ω))

)
+hκ+1 ‖u‖C2([0,T ],Hκ+1(Ω))

]
, n = 1, . . . ,M − 1.

(170)

Βήμα Δ. Θα εκτιμήσουμε στη συνέχεια τις ποσότητες B3,n+1
h , B4,n+1

h χωριστά για d = 1, 2, 3.

Περίπτωση d = 1. Με χρήση των σχέσεων (162), (14), (39), της ανισότητας Poincaré και των
a-priori φραγμάτων (137) και (6), καταλήγουμε στις ακόλουθες εκτιμήσεις:∥∥B3,n+1

h

∥∥
L2(Ω)

≤ 1
2 ‖%

n‖L2(Ω) ‖un + unh‖L∞(Ω) ‖un+1
h + un−1

h ‖L∞(Ω)

≤C ‖%n‖L2(Ω) ‖un + unh‖H1(Ω) ‖un+1
h + un−1

h ‖H1(Ω)

≤C ‖%n‖L2(Ω) ‖∇(un + unh)‖L2(Ω) ‖∇(un+1
h + un−1

h )‖L2(Ω)

≤C hκ+1 ‖u‖C([0,T ],Hκ+1(Ω))

(171)

και ∥∥B4,n+1
h

∥∥
L2(Ω)

≤C ‖θn‖L2(Ω)

≤C ‖∇θn‖L2(Ω)

(172)

για n = 1, . . . ,M − 1.

Περίπτωση d = 2. Με χρήση της (162), της ανισότητας Cauchy-Schwarz, της (19), της ανισό-
τητας Poincaré, των a-priori εκτιμήσεων (137) και (6), και της εκτίμησης (47) για την ελλειπτική
προβολή για p = 4, καταλήγουμε στην εκτίμηση:

‖B3,n+1
h ‖L2(Ω) ≤ 1

2 ‖%
n‖L4(Ω)

(∫
Ω

(un + unh)4 (un+1
h + un−1

h )4 dx

) 1
4

≤ 1
2 ‖%

n‖L4(Ω) ‖un + unh‖L8(Ω) ‖un+1
h + un−1

h ‖L8(Ω)

≤C ‖%n‖L4(Ω)

(
‖un‖H1(Ω) + ‖unh‖H1(Ω)

) (
‖un+1‖H1(Ω) + ‖un−1

h ‖H1(Ω)

)
≤C ‖%n‖L4(Ω)

(
‖∇un‖L2(Ω) + ‖∇unh‖L2(Ω)

) (
‖∇un+1‖L2(Ω) + ‖∇un−1

h ‖L2(Ω)

)
≤C hκ+1 ‖u‖C([0,T ],Wκ+1,4(Ω))

(173)
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και

‖B4,n+1
h ‖L2(Ω) ≤C ‖θn‖L4(Ω)

(
‖∇un‖L2(Ω) + ‖∇unh‖L2(Ω)

) (
‖∇un+1‖L2(Ω) + ‖∇un−1

h ‖L2(Ω)

)
≤C ‖θn‖H1(Ω)

≤C ‖∇θn‖L2(Ω)

(174)

για n = 1, . . . ,M − 1.

Περίπτωση d = 3. Με χρήση της σχέσης (162), της ανισότητας Hölder με p = 3 και q = 3
2 και

της ανισότητας Cauchy-Schwarz, της (24) με p = 6, της ανισότητας Poincaré, των a-priori εκτι-
μήσεων (137) και (6), και της εκτίμησης (47) για την ελλειπτική προβολή για p = 6, καταλήγουμε
στις ακόλουθες ανισότητες:

‖B3,n+1
h ‖L2(Ω) ≤ 1

2 ‖%
n‖L6(Ω)

(∫
Ω

(un + unh)3 (un+1
h + un−1

h )3 dx

) 1
3

≤ 1
2 ‖%

n‖L6(Ω) ‖un + unh‖L6(Ω) ‖un+1
h + un−1

h ‖L6(Ω)

≤C ‖%n‖L6(Ω)

(
‖un‖H1(Ω) + ‖unh‖H1(Ω)

) (
‖un+1‖H1(Ω) + ‖un−1

h ‖H1(Ω)

)
≤C ‖%n‖L6(Ω)

(
‖∇un‖L2(Ω) + ‖∇unh‖L2(Ω)

) (
‖∇un+1‖L2(Ω) + ‖∇un−1

h ‖L2(Ω)

)
≤C hκ+1 ‖u‖C([0,T ],Wκ+1,6(Ω))

(175)

και

‖B4,n+1
h ‖L2(Ω) ≤C ‖θn‖L6(Ω)

(
‖∇un‖L2(Ω) + ‖∇unh‖L2(Ω)

) (
‖∇un+1‖L2(Ω) + ‖∇un−1

h ‖L2(Ω)

)
≤C ‖θn‖H1(Ω)

≤ C ‖∇θn‖L2(Ω)

(176)

για n = 1, . . . ,M − 1.

Βήμα Ε. Από τις (167), (170), (169), (172), (174), (176), την ανισότητα αριθμητικού γεωμετρικού

μέσου, (165) και (166) καταλήγουμε στα ακόλουθα:

Ẽn+1
h − Ẽnh ≤ τ

2

(
‖Dn+1

h ‖L2(Ω) +

4∑
`=1

‖B`,n+1
h ‖L2(Ω)

)2

+ τ
2

(
‖∂1θn+1‖L2(Ω) + ‖∂1θn‖L2(Ω)

)2
≤C τ

(
‖Dn+1

h ‖2
L2(Ω)

+
4∑
`=1

‖B`,n+1
h ‖2

L2(Ω)

)
+ τ

(
‖∂1θn+1‖2

L2(Ω)
+ ‖∂1θn‖2

L2(Ω)

)
≤C τ

(
‖Dn+1

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖B3,n+1
h ‖2

L2(Ω)
+ ‖B1,n+1

h ‖2
L2(Ω)

)
+ C? τ ( H̃n+1

h + H̃nh )

≤C τ
(
‖Dn+1

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖B3,n+1
h ‖2

L2(Ω)
+ ‖B1,n+1

h ‖2
L2(Ω)

)
+ C? τ ( Ẽn+1

h + Ẽnh )

για n = 1, . . . ,M − 1. Υποθέτοντας ότι C? τ ≤ 1
2 και εφαρμόζοντας το Λήμμα 2.7, με an := Ẽn+1

h

για n = 0, . . . ,M − 1, και

Λn = C
(
‖Dn+2

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖B3,n+2
h ‖2

L2(Ω)
+ ‖B1,n+2

h ‖2
L2(Ω)

)
, n = 0, . . . ,M − 2,

παίρνουμε:

max
1≤n≤M

Ẽnh ≤ C

[
Ẽ1
h + max

2≤`≤M

(
‖D`

h‖2L2(Ω)
+ ‖B3,`

h ‖
2
L2(Ω)

+ ‖B1,`
h ‖

2
L2(Ω)

)]
. (177)
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Επειδή θ0 = 0, από τις (164), (153) και (154), έχουμε

Ẽ1 = ‖∂1θ1‖2
L2(Ω)

+ β ‖∇θ1‖2
L2(Ω)

≤C τ4 ‖u‖2
C3([0,T ],H1(Ω))

.
(178)

Από τις (178), (170), (168), (171), (173), (175) και (177), έπεται:

max
1≤n≤M

[
‖∂1θn‖L2(Ω) +

√
4β − 1 ‖∇θn‖L2(Ω)

]
≤ C

(
hκ+1 X̃(u) + τ2 T̃(u)

)
. (179)

Με χρήση των εκτιμήσεων (151), (152) και (179), καταλήγουμε εύκολα στις εκτιμήσεις σφάλ-

ματος (149) και (150) που συνεπάγονται τη σύγκλιση της αριθμητικής μεθόδου.

Παρατηρήση 4.1

Θα δείξουμε τώρα πως από την εκτίμηση (150) του Θεωρήματος 4.1 καταλήγουμε σε μια εκτίμηση

του σφάλματος της μεθόδου στην L2(Ω) νόρμα.
΄Εστω en := unh − u(tn, ·) για m = 0, . . . ,M . Πρώτα παρατηρούμε ότι:

em = e0 +
m−1∑
`=0

(e`+1 − e`) m = 1, . . . ,M,

Στη συνέχεια λαμβάνοντας υπόψιν ότι θ0 = 0, και χρησιμοιώντας τις εκτιμήσεις (150) και (39),
έχουμε:

max
0≤m≤M

‖em‖L2(Ω) ≤‖e0‖L2(Ω) + τ

M−1∑
`=0

‖∂1e`+1‖L2(Ω)

≤‖θ0‖L2(Ω) + ‖%0‖L2(Ω) + T max
1≤m≤M

‖∂1em‖L2(Ω)

≤C hκ+1 ‖u0
init‖Hκ+1(Ω) + T max

1≤m≤M
‖∂1em‖L2(Ω)

≤C
[
τ2 T̃(u) + hκ+1 X̃(u)

]
.
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