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Περίληψη 

 

Tο χαρακτηριστικό της οπτικοποίησης πληροφορίας (information visualization), και 

ειδικότερα η σχεδίαση γράφων, αποτελεί µια κρίσιµης σηµασίας λειτουργικότητα για τις 

σύγχρονες εφαρµογές. Η ανάγκη της αυτόµατης σχεδίασης γράφων ανακύπτει σε ποικίλες 

περιοχές, όπως η τεχνολογία λογισµικού, τα πληροφοριακά συστήµατα και οι βάσεις 

δεδοµένων. 

Στην παρούσα εργασία εισάγουµε µια καινούρια κλάση γράφων, τους οποίους 

ονοµάζουµε χωροταξικούς γράφους. Σε έναν χωροταξικό γράφο υπάρχουν ετικέτες της 

µορφής ‘δεξιά’, ‘κάτω’, ‘αριστερά’, ή ‘επάνω’ επί των ακµών του. ∆εδοµένου ενός 

χωροταξικού γράφου G  διατυπώνουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων ως εξής: Να 

αποφασισθεί εάν οι κόµβοι του G  µπορούν να σχεδιασθούν στο επίπεδο ως ορθογώνια 

πλαίσια, έτσι ώστε δύο οποιαδήποτε πλαίσια των οποίων οι αντίστοιχοι κόµβοι ενώνονται µε 

µια ακµή του G , να εφάπτονται σύµφωνα µε την ετικέτα αυτής της ακµής. 

Το πρακτικό πρόβληµα που µοντελοποιούµε είναι το εξής: Έστω ότι διαχειριζόµαστε 

µια συλλογή D  από αντικείµενα πληροφορίας (π.χ. µια βάση δεδοµένων), κάθε ένα απ’ τα 

οποία µπορεί να παρασταθεί οπτικά µέσα σε ένα ορθογώνιο πλαίσιο, όπως λ.χ. βλέπουµε στις 

διάφορες ιστοσελίδες. Τα αντικείµενα αυτά µπορεί να είναι τµήµατα κειµένου, φωτογραφίες, 

σχήµατα, λεζάντες, σύνδεσµοι σελίδων, γραµµές εργαλείων, διαφηµιστικά πλαίσια, κ.ά. Ένα 

υποσύνολο αντικειµένων της D  µπορεί να επιλεγεί δυναµικά προς εµφάνιση, οπότε πρέπει να 

δηµιουργηθεί µια σελίδα που θα διαµερίζεται σε ένα σύνολο πλαισίων, όπου σε κάθε ένα θα 
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τοποθετηθεί ένα αντικείµενο. Για δύο αντικείµενα 1i , 2i  της συλλογής D  ενδέχεται να 

υπάρχει η συνθήκη ότι το 2i  θα πρέπει να εµφανίζεται αµέσως προς τα δεξιά λ.χ. του 1i , 

εκφράζοντας κάποια σχετική σηµασία-σπουδαιότητα, οπότε τα αντίστοιχα πλαίσια θα πρέπει 

να εφάπτονται κατάλληλα. 

Στην εργασία µας µελετάµε τη δυνατότητα αυτόµατης σχεδίασης µιας σελίδας που 

πρόκειται να εµφανισθεί στην οθόνη ενός υπολογιστή (π.χ. µια ιστοσελίδα). Μοντελοποιούµε 

κάθε αντικείµενο της συλλογής D  µε έναν κόµβο στο χωροταξικό µας γράφο G , και κάθε 

πληροφορία επαφής τους µε µία ακµή στον G . Ορίζουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης 

Πλαισίων και το επιλύουµε σε πολυωνυµικό χρόνο σε τρεις φάσεις, µέσω µιας γραµµατικής 

χωρίς συµφραζόµενα, µε εφαρµογή της θεωρίας επίπεδων γράφων και του γραµµικού 

προγραµµατισµού. Η εργασία µας αποδεικνύει ότι η αυτόµατη σελιδοποίηση (λ.χ. για 

εφαρµογές στον παγκόσµιο ιστό, ή/και για εφαρµογές που (επιχειρούν να) εξειδικεύουν την 

παρουσιαζόµενη πληροφορία µε βάση ένα προφίλ χρήστη) είναι θεωρητικά εφικτή (γίνεται 

σε πολυωνυµικό χρόνο). Αποµένει όµως να βελτιστοποιηθούν οι αλγόριθµοί µας ώστε να 

αποδίδουν σε συνθήκες “πραγµατικoύ” χρόνου. 



 iii 

Automatic Page Layout: 
A Graph-theoretic Approach through 

Oriented Cycles 
 

Ioannis L. Niarhos 

 

Master of Science Thesis 
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Abstract 

 

Information visualization, and especially graph drawing, is a key component of support 

tools for many applications in science and engineering.  The automatic generation of drawings 

of graphs finds many applications, including software engineering, information systems and 

database systems. 

In this thesis we introduce a new class of graphs, which we name (page-) layout-graphs.  

The edges of a layout-graph are labeled as either ‘right’, ‘down’, ‘left’ or ‘up’. Given a 

layout-graph G, we define the Frame Layout problem as follows: Decide whether the nodes 

of G can be drawn in the plane as a set of rectangular frames, such that any two frames 

corresponding to an edge of G touch each other according to the label of this edge. 

Our motivation is the following: Suppose we are managing a collection D of information 

items (e.g., a database), each of which can be visually represented in a rectangular frame, e.g., 

the way we usually see in the various web-pages.  Items may be main text, photos, figures, 

captions, links, toolbars, banners etc.  A subset of items of D may be dynamically selected to 

be presented, so a ‘page’ must be set, divided into a set of frames, where each frame is 

preserved for each item to be presented.  For any two items 1i , 2i  of D, there may exist the 

condition that 2i  should appear immediately to the right of 1i , expressing some kind of 

relevance important between 1i  and 2i , so the corresponding frames should touch 

appropriately. 

Our work explores the possibility of the automatic layout of a page which will be 

presented on a computer monitor (e.g., a web-page).  Each item of collection D becomes a 
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node in our layout graph G, and each contact information between a pair of items becomes an 

edge in G.  We define the Frame Layout problem and solve it in P-time in three phases, 

through a context-free grammar, planar graphs theory and linear programming. In our thesis 

we prove that automatic page-layout (e.g., for web applications or/and personalizing 

applications through user profiles) is theoretically feasible (can be accomplished in P-time). 

Our algorithms, however, should be optimized in order to be efficient in the context of real-

time constraints. 
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Αυτόµατη Σχεδίαση Σελίδων: Μια Γραφοθεωρητική Προσέγγιση µέσω Προσανατολίσιµων Κύκλων 

Κεφάλαιο   1. Εισαγωγή 

Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο δίδουµε µια γενική εισαγωγή στον 

κλάδο της Σχεδίασης Γράφων, παραθέτοντας τα πεδία εφαρµογών και τις 

συσχετίσεις µε άλλες επιστηµονικές περιοχές. Περιγράφουµε το αντικείµενο 

και τη συνεισφορά της εργασίας, κλείνοντας µε µια περιγραφή του 

περιεχοµένου των υπολοίπων κεφαλαίων του κειµένου. 

§ 1.1. Γενική Εισαγωγή 

Η οπτικοποίηση (visualization) σύνθετων δοµών που χρησιµοποιούνται 

για την αναπαράσταση πληροφορίας, αποτελεί µια κρίσιµης σηµασίας 

λειτουργικότητα για τα σύγχρονα εργαλεία που απαιτούν οι διάφορες 

εφαρµογές. Σε αρκετές περιπτώσεις η πληροφορία που µας ενδιαφέρει µπορεί 

να µοντελοποιηθεί ως ένα σύνολο αντικειµένων και σχέσεων µεταξύ αυτών, 

οπότε για την αναπαράστασή της χρησιµοποιείται η αφηρηµένη δοµή των 

γράφων. Έτσι, πολλά συστήµατα που εµπεριέχουν το χαρακτηριστικό της 

οπτικοποίησης πληροφορίας (information visualization) απαιτούν τη σχεδίαση 

γράφων µε τρόπο ευανάγνωστο κι εύκολα αντιληπτό από το χρήστη. 

Ο κλάδος της Σχεδίασης Γράφων (Graph Drawing) επιλαµβάνεται του 

προβλήµατος της κατασκευής γεωµετρικών αναπαραστάσεων γράφων, 

σηµασιολογικών δικτύων, και σχετικών συνδυαστικών δοµών. Η γεωµετρική 

αναπαράσταση των γράφων έχει µελετηθεί εδώ και πολλές δεκαετίες, τόσο 

για σκοπούς οπτικοποίησης και αντιληψιµότητας των γράφων, όσο και για 

αυτή και µόνο την οµορφιά της αλληλεπίδρασης µεταξύ της θεωρίας γράφων 

και της γεωµετρίας. Στις αρχές της δεκαετίας του 1960, οι επιστήµονες των 

υπολογιστών άρχισαν να χρησιµοποιούν τη σχεδίαση γράφων ως 

διαγραµµάτων που θα βοηθούσαν στην κατανόηση της διαδικασίας 

ανάπτυξης λογισµικού. Το άρθρο του Knuth το 1963 για τη σχεδίαση 

διαγραµµάτων ροής (flowcharts) [1] αναγνωρίζεται ως το πρώτο άρθρο που 

παρουσιάζει έναν αλγόριθµο σχεδίασης γράφων για σκοπούς οπτικοποίησης. 

Στις µέρες µας η ανάγκη της αυτόµατης σχεδίασης γράφων ανακύπτει σε 

ποικίλες εφαρµογές: Στην τεχνολογία λογισµικού (ιεραρχίες κλάσεων στον 

οντοκεντρικό (object-oriented) προγραµµατισµό), στα πληροφοριακά 
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συστήµατα (διαγράµµατα ροής δεδοµένων), στις βάσεις δεδοµένων 

(διαγράµµατα οντοτήτων συσχετίσεων), σε συστήµατα πραγµατικού χρόνου 

(διαγράµµατα µεταβάσεων καταστάσεων (state-transition diagrams)), σε 

συστήµατα στήριξης αποφάσεων (δίκτυα PERT), καθώς και στην τεχνητή 

νοηµοσύνη και τον λογικό προγραµµατισµό (διαγράµµατα παράστασης 

γνώσης (knowledge-representation systems) και SLD-δένδρα). Εφαρµογές 

µπορούν επίσης να εντοπιστούν και σε άλλες περιοχές της επιστήµης πέραν 

της πληροφορικής και των υπολογιστών, όπως η βιολογία (εξελικτικά δένδρα 

(evolutionary trees)), η χηµεία (απεικόνιση µορίων), και η πολιτική µηχανική 

(χάρτες σχεδίων ορόφων (floorplan maps)). 

Εξαιτίας της συνδυαστικής και γεωµετρικής φύσης των προβληµάτων 

που µελετώνται αλλά και του ευρέος πεδίου των εφαρµογών, η έρευνα περί 

της σχεδίασης γράφων έχει διεξαχθεί σε ποικίλες περιοχές, όπως τα διακριτά 

µαθηµατικά (τοπολογική θεωρία γράφων, γεωµετρική θεωρία γράφων, 

θεωρία διατάξεων (order theory)), η θεωρία αλγορίθµων (αλγόριθµοι γράφων, 

δοµές δεδοµένων, υπολογιστική γεωµετρία, VLSI), καθώς και η επικοινωνία 

ανθρώπου-υπολογιστή (γραφικές διεπαφές χρήστη, οπτικοποίηση 

λογισµικού). Το άρθρο-βιβλιογραφική έρευνα [2] περί αλγορίθµων σχεδίασης 

γράφων περιέχει πάνω από 300 σχετικές αναφορές, ενώ εκτεταµένη είναι και 

η µη αλγοριθµική βιβλιογραφία επί της τοπολογικής και γεωµετρικής 

θεωρίας γράφων και της θεωρίας διατάξεων. 

Στην παρούσα εργασία εισάγουµε µια καινούρια κλάση γράφων, τους 

οποίους ονοµάζουµε χωροταξικούς γράφους, και µελετούµε το εξής 

πρόβληµα οπτικοποίησης-σχεδίασης: ∆εδοµένου ενός χωροταξικού γράφου 

G , το πρόβληµα είναι να αποφασίσουµε αν οι κόµβοι του G  µπορούν να 

σχεδιασθούν στο επίπεδο ως κατάλληλα ορθογώνια πλαίσια, µε τέτοιο τρόπο 

ώστε δύο κόµβοι-ορθογώνια που ενώνονται µε µια ακµή του G , να 

εφάπτονται σύµφωνα µε την ετικέτα της ακµής αυτής. Στην επόµενη ενότητα 

δίδουµε µια συνοπτική περιγραφή του προβλήµατος, αναφέροντας 

παράλληλα τα πραγµατικά προβλήµατα που µοντελοποιούµε (και λύνουµε) 

στην εργασία µας (τα οποία αποτέλεσαν και το βασικό κίνητρο για να 

ασχοληθούµε µε τη συγκεκριµένη περιοχή). 
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§ 1.2. Συνοπτική Περιγραφή του Προβλήµατος – Συνεισφορά 

της Εργασίας 

Ορίζουµε έναν χωροταξικό γράφο ως έναν κατευθυνόµενο γράφο, οι 

ακµές του οποίου έχουν µια ετικέτα της µορφής ‘δεξιά’, ‘κάτω’, ‘αριστερά’, 

‘επάνω’, και διατυπώνουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων ως εξής: 

∆εδοµένου ενός χωροταξικού γράφου G , το πρόβληµα είναι να 

αποφασίσουµε εάν οι κόµβοι του G  µπορούν να σχεδιασθούν στο επίπεδο 

όχι απλώς ως σηµεία που ενώνονται µε µη τεµνόµενες καµπύλες (δηλ. όπως 

ορίζει το κλασικό πρόβληµα της επιπεδότητας (planarity problem)), αλλά ως 

ορθογώνια πλαίσια ευθυγραµµισµένα µε τους δύο άξονες και ανά δύο µη 

επικαλυπτόµενα. Για να σέβονται τη συνήθη αναγνωστική φορά (που 

εκφράζεται µέσα από τις επαφές των πλαισίων, τις οποίες ορίζουν οι ετικέτες 

των ακµών), οποιαδήποτε δύο πλαίσια των οποίων οι αντίστοιχοι κόµβοι 

ενώνονται µε µια κατευθυνόµενη ακµή του G , θα πρέπει να εφάπτονται 

σύµφωνα µε την ετικέτα της ακµής αυτής, δηλ. να εφάπτονται κατά µήκος 

της ‘δεξιάς’, ‘κάτω’, ‘αριστερής’, ή ‘επάνω’ πλευράς του πρώτου ορθογωνίου. 

Θα ονοµάζουµε µια τέτοια σχεδίαση πλαισίων ως ορθογωνική σχεδίαση του 

γράφου G . Στο Σχήµα 1.1 φαίνεται ένας χωροταξικός γράφος (µε ετικέτες 

∆εξιά, Κάτω, Αριστερά, Επάνω επί των ακµών του) και µία ορθογωνική του 

σχεδίαση. 

ορθογωνική σχεδίαση
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Σχήµα 1.1. Ένας χωροταξικός γράφος και µια ορθογωνική του σχεδίαση. Παρατηρούµε λ.χ. ότι 

οι κόµβοι 1 και 2 του γράφου ενώνονται µε µια ακµή που έχει ετικέτα ∆εξιά, γι’ αυτό 

στην ορθογωνική σχεδίαση το ορθογώνιο 2 εφάπτεται κατά µήκος της δεξιάς 

πλευράς του ορθογωνίου 1. 
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Το πρακτικό πρόβληµα που µοντελοποιούµε είναι το εξής: Έστω ότι 

διαχειριζόµαστε µια συλλογή D  από αντικείµενα πληροφορίας (π.χ. µια 

βάση δεδοµένων), κάθε ένα απ’ τα οποία µπορεί να παρασταθεί οπτικά µέσα 

σε ένα ορθογώνιο πλαίσιο µεταβλητού µεγέθους ευθυγραµµισµένο µε τους 

άξονες, κατά παρόµοιο τρόπο όπως λ.χ. βλέπουµε να εµφανίζονται τα 

διάφορα αντικείµενα στις ιστοσελίδες του διαδικτύου. Τα αντικείµενα αυτά 

µπορεί να είναι τµήµατα κειµένου, φωτογραφίες, επικεφαλίδες, σχήµατα, 

λεζάντες, σύνδεσµοι σελίδων (links), γραµµές εργαλείων (toolbars), 

διαφηµιστικά πλαίσια (banners), βοηθητικά σχόλια κ.ά. 

Ένας χρήστης που έχει πρόσβαση στη συλλογή D  µπορεί δυναµικά να 

επιλέξει προς εµφάνιση ένα υποσύνολο αντικειµένων της D , οπότε πρέπει να 

δηµιουργηθεί µια σελίδα που θα διαµερίζεται σε ένα σύνολο µη 

επικαλυπτόµενων ορθογωνίων πλαισίων, όπου σε κάθε ένα θα τοποθετηθεί 

ένα αντικείµενο προς εµφάνιση. Είναι σηµαντικό να δηµιουργηθεί µια 

χωροδιάταξη των πλαισίων αυτών τέτοια ώστε να αποδίδει τη σχετική 

σηµασία-σπουδαιότητα των αντίστοιχων αντικειµένων. 

Το πρόβληµα αυτό µπορεί να εκφρασθεί µέσω της τήρησης της 

συνήθους αναγνωστικής φοράς (π.χ. από αριστερά προς τα δεξιά κι από πάνω 

προς τα κάτω, για τη δυτική γραφή). ∆ύο αντικείµενα 1i , 2i  της συλλογής D  

µπορεί να είναι σε θέση να διαταχθούν κατά τη σχεδίασή τους σύµφωνα µε 

την αναγνωστική φορά: το 1i  ‘πριν από’ το 2i  σηµαίνει ότι το 1i  θα πρέπει να 

εµφανιστεί είτε προς τα αριστερά ή προς τα πάνω του 2i . Αυτό θα ήταν 

ιδιαίτερα επιθυµητό στην περίπτωση όπου τα αντίστοιχα πλαίσια είναι 

ευθυγραµµισµένα κατά µήκος της επάνω ή της αριστερής πλευράς τους 

αντίστοιχα. Η σχετική σηµασία που αποδίδεται µε αυτή τη διάταξη µπορεί να 

είναι αλφαβητική σειρά, χρονολογική σειρά, βαθµός σχετικότητας (degree of 

relevance) ως προς µια επερώτηση επί της D , κ.τ.τ. 

Η διάταξη όµως αυτή θα είναι δευτερευούσης σηµασίας σε σχέση µε µια 

πρωτεύουσα και αυστηρότερη-ισχυρότερη συνθήκη: ότι το αντικείµενο 2i  θα 

πρέπει να εµφανίζεται αµέσως προς τα δεξιά (ή κάτω, αριστερά, επάνω) του 

αντικειµένου 1i . Αυτό σηµαίνει ότι τα αντίστοιχα πλαίσια θα πρέπει να 

εφάπτονται κατάλληλα. Για παράδειγµα, µπορεί να επιθυµούµε µια εικόνα να 

εµφανίζεται αµέσως προς τα δεξιά ενός τµήµατος κειµένου, ένα πλαίσιο 

πλοήγησης (navigation bar) σε έναν δικτυακό τόπο να εµφανίζεται στο 

αριστερό άκρο µιας ιστοσελίδας, ένα διαφηµιστικό πλαίσιο να εµφανίζεται 
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στο πάνω µέρος µιας ιστοσελίδας ή κάποιοι σύνδεσµοι να εµφανίζονται στο 

κάτω µέρος, κ.τ.τ. 

Για τις εφαρµογές που εµπεριέχουν οπτικοποίηση πληροφορίας, και 

κυρίως για τις εφαρµογές που σχετίζονται µε τον παγκόσµιο ιστό και το 

διαδίκτυο, θα ήταν εξαιρετικά χρήσιµο να µπορούν να παράγουν µια καλής 

ποιότητας (ως προς τα παραπάνω κριτήρια) χωροδιάταξη µε αυτόµατο τρόπο. 

Ο τρόπος µε τον οποίο οπτικοποιείται στο διαδίκτυο ένα δυναµικά ορισµένο 

σύνολο αντικειµένων είναι µάλλον φτωχός: συνήθως παρουσιάζεται 

πληροφορία απρόβλεπτης φύσης και µεγέθους µε έναν απλοϊκό, σειριακό 

τρόπο από πάνω προς τα κάτω. Ένα εργαλείο αυτόµατης χωροταξικής 

σχεδίασης πλαισίων θα ήταν ιδιαίτερα χρήσιµο και στις εφαρµογές που 

(επιχειρούν να) εξειδικεύουν την παρουσιαζόµενη πληροφορία µε βάση ένα 

προφίλ χρήστη (user profile, personalizing applications). 

Στην παρούσα εργασία µελετάµε τη δυνατότητα αυτόµατης σχεδίασης 

µιας σελίδας που πρόκειται να εµφανισθεί στην οθόνη ενός υπολογιστή (π.χ. 

µια ιστοσελίδα). Σε αντιστοιχία µε την αρχική µας συζήτηση, 

µοντελοποιούµε κάθε αντικείµενο της συλλογής D  µε έναν κόµβο στο 

χωροταξικό µας γράφο G , και κάθε πληροφορία σχετικής τοποθέτησής τους 

µε µία ακµή στον G : αν υπάρχει µια πρωτεύουσα συνθήκη επαφής µεταξύ 

δύο αντικειµένων, τότε οι αντίστοιχοι κόµβοι του G  ενώνονται µε µια 

κατευθυνόµενη ακµή που φέρει µια κατάλληλη ετικέτα. Σύµφωνα µε την 

παραπάνω παρουσίαση ορίζουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων και 

δίδουµε µια λύση για αυτό. Ο αλγόριθµός µας λειτουργεί σε πολυωνυµικό 

χρόνο, και όταν δίδει θετική απάντηση παρέχει επίσης µια εφικτή σχεδίαση. 

Λύνουµε το πρόβληµα σε τρεις φάσεις-υποπροβλήµατα, η επίλυση καθενός 

απ’ τα οποία αποτελεί ένα σηµαντικό συµπέρασµα της εργασίας µας: (i) 

Επιλύουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων για την απλούστερη µη 

τετριµµένη περίπτωση, όπου ο χωροταξικός γράφος G  αποτελείται από έναν 

µόνο κύκλο. Παραθέτουµε µια γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα, η οποία 

αποδεικνύουµε ότι παράγει όλους και µόνο τους κύκλους πλαισίων· (ii) 

Αντιµετωπίζουµε την περίπτωση όπου ο γράφος G  αποτελείται από 

περισσότερους από έναν κύκλους, και το πρόβληµα είναι να αποφασίσουµε 

ποιοι από αυτούς θα αποτελέσουν τις έδρες της τελικής επίπεδης σχεδίασης 

του G . Η λύση µας προκύπτει από την εξέταση των τρόπων σχεδίασης των 

‘γεφυρών’ του G  ως προς έναν κύκλο του· (iii) Εν τέλει, επιλύουµε το 

πρόβληµα της σχεδίασης των κόµβων και ακµών των εδρών του G  ως 
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καταλλήλως εφαπτόµενα µη επικαλυπτόµενα πλαίσια. Εισάγουµε την έννοια 

των ‘σκελετών’ και καταλήγουµε σε ένα γραµµικό πρόγραµµα. 

§ 1.3. Οργάνωση του Κειµένου 

Η δοµή του υπολοίπου της εργασίας έχει ως εξής: 

Στο Kεφάλαιο 2 ορίζουµε το πρόβληµα που επιλαµβάνεται η εργασία 

µας και που το ονοµάζουµε πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων, δίδοντας τις 

φάσεις επίλυσής του. Ορίζουµε τις έννοιες του πλαισίου, του κύκλου 

πλαισίων, του χωροταξικού γράφου και της ορθογωνικής σχεδίασης. 

Στο Κεφάλαιο 3 εξετάζουµε την απλούστερη περίπτωση του 

προβλήµατος της Σχεδίασης Πλαισίων, όπου ο χωροταξικός γράφος 

αποτελείται από έναν κύκλο. Ορίζουµε το πρόβληµα του Προσανατολισµού 

Απλού Κύκλου, και το επιλύουµε µέσω µιας γραµµατικής χωρίς 

συµφραζόµενα. 

Στο Κεφάλαιο 4 αντιµετωπίζουµε τη γενική περίπτωση όπου ο 

χωροταξικός γράφος αποτελείται από περισσότερους του ενός κύκλους. 

Ορίζουµε το πρόβληµα της Προσανατολισµένης Επιπεδότητας, για την 

επίλυση του οποίου χρησιµοποιούµε έννοιες και τεχνικές από την κλασική 

θεωρία επί επίπεδων γράφων. 

Στο Κεφάλαιο 5 ασχολούµαστε µε το πρόβληµα του να υλοποιήσουµε 

κατάλληλα τις έδρες του G , δηλ. να ελέγξουµε: (i) αν είναι δυνατόν να 

σχεδιασθούν όλοι οι κόµβοι του G  ως πλαίσια, τα οποία (ii) εφάπτονται 

σύµφωνα µε την ετικέτα κάθε κατευθυνόµενης ακµής και δεν επικαλύπτονται. 

Ονοµάζουµε τούτο το πρόβληµα ως πρόβληµα Υλοποίησης των Εδρών, και 

το επιλύουµε µέσω του γραµµικού προγραµµατισµού. 

Τέλος, στο Κεφάλαιο 6 συνοψίζουµε τη συνεισφορά και τα 

συµπεράσµατα της εργασίας µας, και παραθέτουµε τα προβλήµατα που 

παραµένουν ανοικτά, αποτελώντας έτσι κατευθύνσεις µελλοντικής έρευνας. 
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Κεφάλαιο   2. Το Πρόβληµα της Σχεδίασης 

Πλαισίων 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφουµε αναλυτικά το πρόβληµα που 

επιλαµβάνεται η εργασία µας και που το ονοµάζουµε πρόβληµα της 

Σχεδίασης Πλαισίων, δίδοντας τις (τρεις) φάσεις επίλυσής του. Ορίζουµε τις 

έννοιες του πλαισίου, του κύκλου πλαισίων, του χωροταξικού γράφου και της 

ορθογωνικής σχεδίασης. Ας ξεκινήσουµε µε τους απαραίτητους ορισµούς. 

§ 2.1. Βασικοί Ορισµοί 

Θα χρησιµοποιήσουµε τη βασική ορολογία της (επίπεδης) ευκλείδειας 

γεωµετρίας: σηµείο, ευθύγραµµο τµήµα, ευθεία (γραµµή), επίπεδο κ.ά. Ένα 

σηµείο p  ορίζεται από τις x-  και y- συντεταγµένες του: ( ),p x y= . Ένα 

ευθύγραµµο τµήµα s  ορίζεται από τα δύο άκρα-σηµεία του: [ ],s p q= . 

Ορίζουµε ένα πλαίσιο F  (Frame)  ως ένα ορθογώνιο ευθυγραµµισµένο 

µε τους δύο άξονες, και θα αναφερόµαστε σε αυτό ορίζοντας την επάνω-

αριστερή και την κάτω-δεξιά γωνία του: 

( ) ( ){ }1 2 2 1 1 2 1 2, , , , ,F a b a b   a a  b b= ≤ ≤ . Τα σηµεία (points) του πλαισίου F  

είναι το σύνολο ( ) ( ){ }1 2 1 2, : ,pts F x y x  b y bα α= ≤ ≤ ≤ ≤ , και τα εσωτερικά 

σηµεία (interior) του F  το σύνολο ( ) ( ){ }1 2 1 2, : ,int F x y x  b y bα α= < < < < . 

Τα συνοριακά σηµεία (περίγραµµα – boundary) του F  είναι το σύνολο 

( ) ( ) ( )bnd F pts F int F= − , το οποίο αντιστοιχεί στα εξής τέσσερα 

ευθύγραµµα τµήµατα: ( ) ( ) ( )2 2 2 1, , ,Rt F b bα α =   , 

( ) ( ) ( )2 1 1 1, , ,Dn F b bα α =   , ( ) ( ) ( )1 1 1 2, , , ,Lt F b bα α =   , και 

( ) ( ) ( )1 2 2 2, , ,Up F a b a b =   , δηλ. στη δεξιά, κάτω, αριστερή, και επάνω 

πλευρά του F  αντίστοιχα (βλ. Σχήµα 2.1). 
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a1 a2

Up(F)

x

b2

b1

Rt(F)

Dn(F)

Lt(F) int(F)

y
bnd(F)

 

Σχήµα 2.1. Ένα πλαίσιο F και οι τέσσερις πλευρές του. 

∆ύο πλαίσια ,F  F ′  θα ονοµάζονται µη επικαλυπτόµενα, αν και µόνο αν 

(ανν) δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία: ( ) ( )int F int F ′∩ = ∅ . Ορίζουµε 

δύο πλαίσια ,F  F ′  ως εφαπτόµενα, ανν τα δύο πλαίσια είναι µη 

επικαλυπτόµενα και η τοµή των συνοριακών τους σηµείων ορίζει ένα µη 

τετριµµένο ευθύγραµµο τµήµα ( ) ( ) ( ),cmn F F bnd F bnd F′ ′= ∩ . 

Χρησιµοποιώντας το αλφάβητο { }, , ,R D L UΣ =  (Right, Down, Left, Up), 

ορίζουµε για ένα διατεταγµένο ζεύγος εφαπτόµενων πλαισίων ( ),F  F ′  την 

κατεύθυνση της επαφής τους ( ),dir F F ′  ως τύπου ‘R’ (αντ. ‘D’, ‘L’, ‘U’), 

ανν ( ) ( ),cmn F  F Rt F′ ⊆ , (αντ. ( ) ( ) ( ), ,Dn F  Lf F  Up F⊆ ) (βλ. Σχήµα 2.2). 

cmn(F,F')

dir(F,F')='R'

 

Σχήµα 2.2. ∆ύο εφαπτόµενα πλαίσια µε την κατεύθυνση της επαφής τους. 

Ορίζουµε µια αλυσίδα πλαισίων ως µια ακολουθία πλαισίων 

1 2, , , nF F FK , όπου το πλαίσιο kF  εφάπτεται µε το πλαίσιο 

1, 1, , 1kF   k n+ = −K , προς µια ορισµένη κατεύθυνση. Ο αριθµός n  θα 

ονοµάζεται µήκος της αλυσίδας. Ένας κύκλος πλαισίων είναι µια αλυσίδα 

πλαισίων µήκους τουλάχιστον τρία, όπου το τελευταίο πλαίσιο ( nF ) 
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εφάπτεται µε το πρώτο ( 1F ). Μια τέτοια περιγραφή ενός κύκλου πλαισίων, 

δηλ. ως µια ακολουθία πλαισίων όπου ορίζεται η κατεύθυνση της επαφής 

µεταξύ των διαδοχικών πλαισίων, θα ονοµάζεται συντακτική περιγραφή του 

κύκλου. Ένας κύκλος πλαισίων θα ονοµάζεται απλός, αν τα πλαίσια του 

κύκλου είναι ανά δύο µη επικαλυπτόµενα (βλ. Σχήµα 2.3). Στη συνέχεια όταν 

αναφερόµαστε σε έναν κύκλο πλαισίων θα υποθέτουµε ότι είναι απλός, εκτός 

κι αν δηλώνεται ρητά το αντίθετο. 

 

Σχήµα 2.3. Ένας απλός κύκλος πλαισίων. 

Ορίζουµε έναν χωροταξικό γράφο (layout graph) ( ),G V E= , ως έναν 

κατευθυνόµενο γράφο µε σύνολο κορυφών V  και σύνολο ακµών E , όπου 

κάθε κόµβος u  φέρει µια ετικέτα ( )u Nγ ∈  η οποία διατάσσει πλήρως το 

σύνολο V , και κάθε ακµή e  φέρει µια ετικέτα ( )eδ Σ∈ . Θα φανεί χρήσιµο 

(για “τεχνικούς λόγους”) να υποθέσουµε ότι το σύνολο V  περιέχει τέσσερις 

ειδικούς κόµβους (‘N’, ‘E’, ‘S’, ‘W’ — North, East, South, West) καταλλήλως 

συνδεδεµένους, οι οποίοι θα σχεδιασθούν ως τέσσερα ηµιανοικτά πλαίσια 

που αναπαριστούν τις τέσσερις πλευρές µιας σελίδας έτσι ώστε η τελική 

σχεδίαση να καλύπτει όλο το επίπεδο. Ορίζουµε µια ορθογωνική σχεδίαση 

(orthogonal embedding-realization) ενός χωροταξικού γράφου G , ως ένα 

σύνολο πλαισίων { }:G uF F u V= ∈  (που περιβάλλονται κατάλληλα από τα 

τέσσερα ειδικά πλαίσια), τέτοιο ώστε για κάθε πλαίσια , ,u v w GF  F  F F∈ , 

u v w u≠ ≠ ≠ :  

• Τα πλαίσια ,u vF  F  είναι µη επικαλυπτόµενα, 

• Αν ( ),u v E∈ , τότε τα πλαίσια ,u vF  F  εφάπτονται και ισχύει ότι 

( ) ( )( ), ,u vdir F F u vδ= , 
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ειδάλλως, αν τα ,u vF F  εφάπτονται µε ένα πλαίσιο wF  κατά µήκος της 

ίδιας κατακόρυφης (αντ. οριζόντιας) πλευράς του, τότε το πλαίσιο uF  

βρίσκεται “προς τα επάνω” (αντ. “προς τα αριστερά”) του πλαισίου vF  

αν ( ) ( )u vγ γ<  (η σηµασία της διάταξης ( )γ ⋅  θα φανεί στη συνέχεια). 

Στο Σχήµα 2.4 φαίνεται ένας χωροταξικός γράφος και µια ορθογωνική 

του σχεδίαση. 

χωροταξικός γράφος

4

2

D

R

D

L

3

1

W

N

S

E

D

D U
R

R

R

U

L L

D

R

5

U

D

ορθογωνική σχεδίαση

5

42

1

3

N

W

S

E

 

Σχήµα 2.4. Ένας χωροταξικός γράφος και µια ορθογωνική του σχεδίαση. 

§ 2.2. Ορισµός του Προβλήµατος 

Με βάση τους ορισµούς της προηγούµενης ενότητας µπορούµε να 

ορίσουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων (Frame Layout): 

ΣΧΕ∆ΙΑΣΗ ΠΛΑΙΣΙΩΝ 

Στιγµιότυπο: Ένας χωροταξικός γράφος G . 

Ερώτηµα: Να αποφασισθεί αν υπάρχει µια ορθογωνική σχεδίαση του G , 

κι αν υπάρχει να κατασκευασθεί µια τέτοια. 
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§ 2.3. Φάσεις του Προβλήµατος 

Στην εργασία µας επιλύουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων σε 

τρεις φάσεις, αντιµετωπίζοντας αντίστοιχα τρία αρκετά διαφορετικά 

υποπροβλήµατα: 

• Φάση Ι: Επιλύουµε το πρόβληµα της Σχεδίασης Πλαισίων για την 

απλούστερη µη τετριµµένη περίπτωση, όπου ο χωροταξικός γράφος G  

αποτελείται από έναν µόνο κύκλο (αφού αν ο G  είναι δενδρικής µορφής τότε 

το πρόβληµα επιλύεται πολύ εύκολα). Ας υποθέσουµε ότι έχουµε στη 

διάθεσή µας τέσσερα αντικείµενα, η σχετική τοποθέτησή των οποίων πρέπει 

να γίνει όπως περιγράφει ο κύκλος που αποτελείται από τους κόµβους 1, 2, 3 

και 4, στο Σχήµα 1.1. Το πρώτο ερώτηµα που τίθεται αφορά το αν είναι 

εφικτή η αντίστοιχη σχεδίαση κατάλληλα εφαπτόµενων πλαισίων; — στην 

προκειµένη περίπτωση είναι, όπως φαίνεται στο ίδιο σχήµα. Αν φανταστούµε 

ένα σηµείο στο εσωτερικό (π.χ. στο κέντρο) κάθε πλαισίου, και ενώσουµε 

όλα τα σηµεία µε κατάλληλες καµπύλες, τότε σχηµατίζουµε µια απλή 

κλειστή καµπύλη στο εσωτερικό των πλαισίων. Καθώς µπορούµε να 

διασχίσουµε έναν κύκλο πλαισίων είτε ωρολογιακά ή ανθωρολογιακά, το 

δεύτερο ερώτηµα είναι αν οι προκαθορισµένες επαφές µεταξύ των πλαισίων 

(δηλ. οι αντίστοιχες κατευθυνόµενες ακµές µε τις ετικέτες τους), καθορίζουν 

έναν µοναδικό προσανατολισµό στην απλή κλειστή καµπύλη (στο παραπάνω 

παράδειγµα αυτό ισχύει). Αν σε όλες τις δυνατές σχεδιάσεις ενός κύκλου 

πλαισίων η αντίστοιχη καµπύλη παραµένει προσανατολισµένη κατά την ίδια 

φορά, τότε θα ονοµάζουµε τον κύκλο πλαισίων προσανατολίσιµο. ∆εδοµένου, 

λοιπόν, ενός (γραφο)κύκλου, το πρόβληµα είναι αν ο κύκλος αυτός δύναται 

να σχεδιασθεί ως ένας εφικτός κύκλος πλαισίων, και αν είναι 

προσανατολίσιµος (δηλ. αν δύναται να σχεδιασθεί κατά µοναδικό τρόπο). 

Ονοµάζουµε το (υπο)πρόβληµα αυτό ως Πρόβληµα Προσανατολισµού Απλού 

Κύκλου (Simple Cycle Orientability problem) και το λύνουµε σε 

πολυωνυµικό χρόνο, βασιζόµενοι σε µια γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα 

(context free grammar). Αναπαριστούµε  µε ένα τερµατικό σύµβολο της 

γραµµατικής τον τρόπο µε τον οποίο κάθε πλαίσιο εφάπτεται µε το 

προηγούµενο και το επόµενό του στον κύκλο πλαισίων, και αποδεικνύουµε 

ότι η γραµµατική µας παράγει όλες τις περιγραφές των κύκλων που είναι 

(τουλάχιστον ωρολογιακά) προσανατολίσιµοι (πρώτο σηµαντικό συµπέρασµα 
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της εργασίας µας). Ο προσανατολισµός των κύκλων είναι καίριας σηµασίας 

για τη δεύτερη φάση. 

• Φάση ΙI: Αντιµετωπίζουµε την περίπτωση όπου ο γράφος G  

αποτελείται από περισσότερους του ενός κύκλους. Ο G  θα πρέπει προφανώς 

να είναι επίπεδος (σύµφωνα µε την κλασική ορολογία γραφηµάτων). Το 

πρόβληµα εδώ είναι να αποφασίσουµε ποιοι από τους κύκλους του G  θα 

αποτελέσουν τις έδρες της τελικής επίπεδης σχεδίασής του. Η λύση µας 

(δεύτερο καίριο αποτέλεσµα της εργασίας µας) προκύπτει από την εξέταση 

των τρόπων σχεδίασης των ‘γεφυρών’ του G  ως προς έναν κύκλο του. Ο 

προσανατολισµός των κύκλων-εδρών του G , αν τις δούµε ως απλές κλειστές 

καµπύλες, είναι καίριας σηµασίας για την επίλυση του προβλήµατος τούτου, 

γι’ αυτό το ονοµάζουµε ως Πρόβληµα Προσανατολισµένης Επιπεδότητας 

(Oriented Planarity problem). Το επιλύουµε σε πολυωνυµικό χρόνο ως εξής: 

(i) υπολογίζουµε τις γέφυρες του γράφου G  ως προς έναν κύκλο του· (ii) 

καθορίζουµε, σύµφωνα µε τη φάση I, τον προσανατολισµό ορισµένων 

κύκλων και τη σχετική τοποθέτηση των γεφυρών ως προς τον αρχικό κύκλο, 

και (iii) συνεχίζουµε αναδροµικά για να υπολογίσουµε µια κατάλληλη 

επίπεδη σχεδίαση για κάθε γέφυρα. Η τελική επίπεδη σχεδίαση που 

υπολογίζουµε, αν υπάρχει, διαδραµατίζει ένα σηµαντικό ρόλο για την τρίτη 

φάση. 

• Φάση ΙΙI: Τελικά επιλύουµε το (πλήρες) πρόβληµα της σχεδίασης 

πλαισίων, δηλ. της σχεδίασης των κόµβων και των ακµών των εδρών της 

επίπεδης σχεδίασης του γράφου G  ως καταλλήλως εφαπτόµενα µη 

επικαλυπτόµενα πλαίσια στο (ευκλείδειο) επίπεδο. Ονοµάζουµε το 

(υπο)πρόβληµα αυτό ως Πρόβληµα Υλοποίησης των Εδρών (Face 

Realizability problem). Τα πλαίσια που αναπαριστούν τους κόµβους του G , 

και που εφάπτονται σύµφωνα µε τις ακµές του G , µπορούν να εκφρασθούν 

ως ένα σύνολο µεταβλητών µαζί µε ένα σύνολο γραµµικών εξισώσεων και 

ανισώσεων — αλλά δεν µπορούµε να εκφράσουµε γραµµικά ότι τα πλαίσια 

πρέπει να µην επικαλύπτονται. Καταφέρνουµε τούτο έµµεσα: αποδεικνύουµε 

ότι µπορούµε να σχηµατίσουµε κατάλληλους ‘σκελετούς’, µαζί µε ένα 

σύνολο βοηθητικών πλαισίων, στο εσωτερικό κάθε έδρας του G , µε τη 

βοήθεια των οποίων καλύπτουµε ολόκληρο το επίπεδο µε πλαίσια, 

εξασφαλίζοντας έτσι (µέσω των περιορισµών για κάθε δύο εφαπτόµενα 

πλαίσια) ότι τα πλαίσια θα είναι µη επικαλυπτόµενα. Αξίζει να σηµειώσουµε 

ότι το καταφέρνουµε αυτό χωρίς βλάβη της γενικότητας όσον αφορά στην 
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εφικτότητα του αρχικού µας προβλήµατος. Τελικά, σχηµατίζουµε ένα 

γραµµικό πρόγραµµα του οποίου οι περιορισµοί (που εκφράζουν ότι έχουµε 

ένα σύνολο πλαισίων που εφάπτονται κατάλληλα) εξασφαλίζουν, µεταβατικά, 

ότι τα πλαίσια είναι µη επικαλυπτόµενα, κάθε λύση του οποίου αποτελεί και 

µια λύση του γενικού µας προβλήµατος της Σχεδίασης Πλαισίων (τρίτο 

σηµαντικό αποτέλεσµα της εργασίaς µας). 

Μέσα από τις φάσεις I, II και III µπορούµε να επιλύσουµε σε 

πολυωνυµικό χρόνο το πρόβληµα της επίπεδης σχεδίασης για έναν 

χωροταξικό γράφο G , δηλ. να αποφασίσουµε αν ο G  µπορεί να σχεδιασθεί 

ως ένα σύνολο κατάλληλα εφαπτόµενων και µη επικαλυπτόµενων πλαισίων. 

Αν αποφανθούµε θετικά, παρέχουµε και µία (τουλάχιστον) εφικτή σχεδίαση.



 14 

Αυτόµατη Σχεδίαση Σελίδων: Μια Γραφοθεωρητική Προσέγγιση µέσω Προσανατολίσιµων Κύκλων 

Κεφάλαιο   3. Φάση Ι: Προσανατολισµός Απλού 

Κύκλου 

Στο κεφάλαιο τούτο εξετάζουµε την απλούστερη µη τετριµµένη 

περίπτωση του προβλήµατος της Σχεδίασης Πλαισίων, όπου ο χωροταξικός 

γράφος αποτελείται από έναν µόνο κύκλο. Ορίζουµε το πρόβληµα του 

Προσανατολισµού Απλού Κύκλου, και το λύνουµε µέσω µιας γραµµατικής 

χωρίς συµφραζόµενα. 

§ 3.1. Βασικοί Ορισµοί 

Ορισµοί για Κύκλους του Γράφου 

Έστω ( ),G V E=  ένας χωροταξικός γράφος και ( )1 2, , , nc u u u= K , 

iu V∈ , ένας µη κατευθυνόµενος κύκλος του G , αγνοώντας δηλ. τις 

κατευθύνσεις των ακµών του. Υπάρχουν δύο τρόποι να “διαβάσουµε 

προσανατολισµένα” τον κύκλο c , αλλάζοντας τις κατευθύνσεις και τις 

ετικέτες όσων ακµών χρειάζεται, δηλ. υπάρχουν δύο κατευθυνόµενοι κύκλοι 

που αντιστοιχούν στον κύκλο c : 

ο κύκλος ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 3 1 1, , , , , , , ,n n nu u u u u u u uκ −= K , και 

ο κύκλος ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 3 2 2 1, , , , , , , ,n n nu u u u u u u uκ −′ = K , ( ),i ju u E∈ , 

τους οποίους θα ονοµάζουµε συζυγείς µορφές του κύκλου c  (βλ. Σχήµα 3.1 

παρακάτω). 

Επιλέγουµε µία από τις δύο συζυγείς µορφές του κύκλου c , έστω τον 

κύκλοκ . Συνενώνοντας τις ετικέτες ( )ieδ Σ∈ , ( )mod 1i i i   ne u u += , 1, ,i n= K , 

των ακµών του κ , ξεκινώντας από έναν οποιονδήποτε κόµβο, προκύπτει µια 

λέξη ( )π κ Σ ∗∈  µήκους n  που περιγράφει τον κύκλο κ , το σύµβολο στη 

θέση i  της οποίας θα είναι: ( )[ ] ( )ii eπ κ δ= . Κάθε κυκλική µετάθεση των 

συµβόλων της λέξης ( )π κ  είναι κι αυτή µια περιγραφή του κύκλου κ , αφού 

απλά αλλάζει ο αρχικός κόµβος απ’ τον οποίο διαβάζουµε τον κύκλο. 
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Οµοίως για τον κύκλο κ ′  µπορεί να προκύψει µια περιγραφή 

( )π κ Σ ∗′ ∈  µήκους n , το σύµβολο της οποίας στη θέση i  θα είναι: 

( )[ ] ( )ieπ κ ι δ Σ′ ′= ∈ , ( )mod 1i ii   ne u u+
′ = , , ,1i n= K . Κάθε κυκλική µετάθεση 

των συµβόλων της λέξης ( )π κ ′  είναι κι αυτή µια περιγραφή του κύκλου κ ′ . 

Ορίζουµε το µετασχηµατισµό ( )ReOr ⋅  επί (των συµβόλων) µιας λέξης του 

Σ ∗ , ο οποίος αντιστρέφει τη λέξη και αλλάζει τα σύµβολα R σε L, τα L σε R, 

τα U σε D, και τα D σε U (οπότε η λέξη που προκύπτει ανήκει επίσης στο 

Σ ∗ ), π.χ. ( )ReOr RRDLU DRULL= . Εύκολα αποδεικνύεται ότι δεδοµένης 

µιας περιγραφής ( )π κ  του κύκλου κ , µπορούµε να σχηµατίσουµε µια 

περιγραφή ( )π κ ′  του κύκλου κ ′  εφαρµόζοντας το µετασχηµατισµό 

( )ReOr ⋅  επί της ( )π κ : ( ) ( )( )ReOrπ κ π κ′ = . Στο Σχήµα 3.1 φαίνεται ένας 

γραφοκύκλος c , οι συζυγείς µορφές του ,κ κ ′  και οι περιγραφές τους. 

1 2 3

45

R L

D

R

U

1 2 3

45

R R

D

L

U

1 2 3

45

L L

U

R

D

c κ, π(κ)=RRDLU κ', π(κ')=DRULL=ReOr(π(κ))  

Σχήµα 3.1. Ένας γραφοκύκλος c, οι συζυγείς µορφές του κ, κ′ και οι περιγραφές τους. 

Θα συµβολίζουµε το σύνολο όλων των δυνατών περιγραφών για έναν 

γραφοκύκλο c  ως ( )l c , το οποίο θα είναι η ένωση των συνόλων των 

περιγραφών των συζυγών µορφών του: ( ) ( ) ( )l c l lκ κ ′= ∪ . 

Ορισµοί για Κύκλους Πλαισίων 

Αντίστοιχα για έναν κύκλο πλαισίων 1 2, , , nF F FΚ = K  υπάρχουν δύο 

τρόποι να τον “διαβάσουµε προσανατολισµένα”, αλλάζοντας τις 

κατευθύνσεις όσων επαφών χρειάζεται, που αντιστοιχούν σε δύο συζυγείς 

µορφές που ορίζονται όπως και στην περίπτωση ενός γραφοκύκλου. Οι δύο 

συζυγείς µορφές αντιστοιχούν σε ανάγνωση-διάσχιση του (ίδιου γεωµετρικά) 

κύκλου κατά την ωρολογιακή ή την ανθωρολογιακή φορά αντίστοιχα. Ο 

κύκλος Κ  βρίσκεται εξ ορισµού σε συζυγή µορφή, αφού στην ακολουθία 
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πλαισίων 1 2, , , nF F FK  ορίζονται διαδοχικά οι κατευθύνσεις των επαφών 

( )( )mod 1,k k   ndir F F + , 1,k n= K , δηλ. ορίζεται πάντα η κατεύθυνση της επαφής 

του πλαισίου kF  µε το επόµενό του ( )mod 1k   nF +  και ποτέ το αντίστροφο. Μια 

γεωµετρική περιγραφή ενός κύκλου πλαισίων Κ  προκύπτει από τη 

συνένωση των κατευθύνσεων των επαφών των διαδοχικών πλαισίων, 

ξεκινώντας από ένα οποιοδήποτε πλαίσιο, και θα είναι µια λέξη ( )λ Κ Σ ∗∈  

µήκους n , στην οποία το σύµβολο στη θέση 1,i n= K  θα είναι 

( )[ ] ( )( )mod 1,i i   ni dir F Fλ Κ Σ+= ∈  (λ-περιγραφή). Κάθε κυκλική µετάθεση των 

συµβόλων της λέξης ( )λ Κ  αποτελεί κι αυτή µια γεωµετρική περιγραφή του 

Κ . Όπως και στην περίπτωση των γραφοκύκλων, αν ( )λ Κ  είναι µια 

γεωµετρική περιγραφή ενός κύκλου πλαισίων Κ , τότε µια γεωµετρική 

περιγραφή της συζυγούς µορφής του Κ  είναι η λέξη ( )( )ReOr λ Κ  (και οι 

κυκλικές µεταθέσεις των συµβόλων της). Για έναν κύκλο πλαισίων Κ  θα 

συµβολίζουµε µε ( )cw Κ  (clockwise) (αντ. ( )ccw Κ  (counter-clockwise)) το 

σύνολο όλων των δυνατών ωρολογιακών (αντ. ανθωρολογιακών) 

περιγραφών του Κ , δηλ. των γεωµετρικών περιγραφών που αντιστοιχούν 

στην ωρολογιακά (αντ. ανθωρολογιακά) συνεπή µορφή τουΚ . Στο Σχήµα 

3.2 φαίνεται µια ωρολογιακή και µια ανθωρολογιακή περιγραφή ενός κύκλου 

πλαισίων Κ , ο οποίος αντιστοιχεί στο γραφοκύκλο c  του Σχήµα 3.1 

παραπάνω. Το σύνολο ( )d Κ  των δυνατών γεωµετρικών περιγραφών για 

έναν κύκλο πλαισίων Κ  θα είναι η ένωση ( ) ( ) ( )d cw ccwΚ Κ Κ= ∪ . 

ReOr(λ(Κ))=DRULL ∈ ccw(K)λ(Κ)=RRDLU ∈ cw(K)

2

1
3

4
5

2

1
3

4
5

 

Σχήµα 3.2. Μια ωρολογιακή και µια ανθωρολογιακή περιγραφή ενός κύκλου πλαισίων Κ. 



Κεφάλαιο   3.   Φάση Ι: Προσανατολισµός Απλού Κύκλου 17 

Αυτόµατη Σχεδίαση Σελίδων: Μια Γραφοθεωρητική Προσέγγιση µέσω Προσανατολίσιµων Κύκλων 

Θα λέµε ότι δύο κύκλοι πλαισίων ταυτίζονται γεωµετρικά, αν 

αποτελούν την ορθογωνική σχεδίαση του ίδιου γραφοκύκλου, και µια 

ωρολογιακή (ισοδ. ανθωρολογιακή) γεωµετρική περιγραφή του ενός 

ταυτίζεται µε µια ωρολογιακή (ισοδ. ανθωρολογιακή) γεωµετρική περιγραφή 

του άλλου. Ο ορισµός αυτός είναι συνεπής µε το γεγονός ότι θεωρούµε τις 

δύο συζυγείς µορφές ενός κύκλου πλαισίων ως “δύο µορφές – τρόπους 

ανάγνωσης” του ίδιου κύκλου και όχι ως δύο διαφορετικούς κύκλους. Για 

παράδειγµα, στο Σχήµα 3.3 οι κύκλοι 1Κ , 2Κ  (των οποίων παρατηρήστε ότι 

οι συντακτικές περιγραφές ταυτίζονται) είναι γεωµετρικά διαφορετικοί διότι, 

αποτελούν µεν την ορθογωνική σχεδίαση του ίδιου γραφοκύκλου c , αλλά η 

ωρολογιακή περιγραφή RDRLL του 1Κ  (ξεκινώντας απ’ το πλαίσιο 1) 

αποτελεί ανθωρολογιακή περιγραφή για τον 2Κ  (ξεκινώντας απ’ το ίδιο 

πλαίσιο). Επίσης, οι κύκλοι 2Κ , 3Κ  είναι γεωµετρικά διαφορετικοί διότι, η 

ωρολογιακή περιγραφή RRLUL του 2Κ  (ξεκινώντας απ’ το πλαίσιο 1) 

αποτελεί µεν ωρολογιακή περιγραφή για τον 3Κ  (ξεκινώντας απ’ το πλαίσιο 

4), αλλά ο 3Κ  δεν αποτελεί ορθογωνική σχεδίαση του γραφοκύκλου c . 

1 2

3 4

5

R

R

D

L

1 4

5

3

2

c Κ2

3

2

1 4

5

Κ1

4

5

1

3

2

Κ3

L

 

Σχήµα 3.3. Ένας γραφοκύκλος c και τρεις γεωµετρικά διαφορετικοί κύκλοι πλαισίων Κ1, Κ2, Κ3. 
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§ 3.2. Ορισµός του Προβλήµατος 

Αν ο χωροταξικός γράφος δεν περιέχει κύκλους (δηλ. έχει δενδρική 

δοµή), τότε η ορθογωνική του σχεδίαση κατασκευάζεται πολύ εύκολα: 

επιλέγουµε ένα µονοπάτι του δένδρου και, ξεκινώντας από έναν κόµβο, 

µπορούµε να κατασκευάσουµε την ορθογωνική του σχεδίαση προσθέτοντας 

έναν κόµβο-πλαίσιο κάθε φορά (τον γειτονικό), αφού πάντα θα υπάρχει 

ελεύθερος χώρος για ένα ακόµα πλαίσιο. Αναδροµικά, και για τον ίδιο λόγο, 

µπορούµε να σχεδιάσουµε όλα τα υπόλοιπα µονοπάτια που ξεκινούν από 

κάποιον κόµβο του αρχικού µονοπατιού. 

Το πρόβληµα της σχεδίασης πλαισίων ανάγεται, λοιπόν, στην 

απλούστερη µη τετριµµένη µορφή του όταν ο χωροταξικός γράφος 

εκφυλίζεται σε έναν µόνο κύκλο c , οπότε έχουµε να αποφασίσουµε αν 

υπάρχει ένας τουλάχιστον κύκλος πλαισίων Κ  που να αποτελεί την 

ορθογωνική σχεδίαση του c , δηλ. αν υπάρχει ένας τουλάχιστον κύκλος 

πλαισίων Κ  τέτοιος ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )l c d l c cw ccwΚ Κ Κ⊆ ⇔ ⊆ ∪  (1) 

Αν κ , κ ′  είναι οι συζυγείς µορφές του κύκλου c , τότε για να ισχύει η σχέση 

(1) πρέπει και αρκεί: 

( ) ( ) ( ) ( )(1) l cw l ccwκ Κ κ Κ⇔ ⊆ ∨ ⊆  (2) 

(όπου µόνο µία από τις δύο σχέσεις της (2) µπορεί να ισχύει κάθε φορά). Για 

τις συζυγείς µορφές του γραφοκύκλου c , και τα σύνολα των περιγραφών του 

κύκλου πλαισίων Κ , ισχύουν οι εξής (προφανείς) ισοδυναµίες:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,l cw l ccw

l ccw l cw

κ Κ κ Κ

κ Κ κ Κ

′⊆ ⇔ ⊆

′⊆ ⇔ ⊆
 (3) 

Στο Σχήµα 3.2 παραπάνω απεικονίζεται η ωρολογιακή και η 

ανθωρολογιακή µορφή ενός κύκλου πλαισίων Κ , ο οποίος αποτελεί την 

ορθογωνική σχεδίαση του γραφοκύκλου c  στο Σχήµα 3.1. 

Στα σχήµατα αυτά ο κύκλος πλαισίων Κ  που αντιστοιχεί στο  

γραφοκύκλο c  ώστε να ισχύει η σχέση (1) είναι γεωµετρικά µοναδικός. Στην 

περίπτωση αυτή θα λέµε ότι ο κύκλος c  είναι προσανατολίσιµος 

(orientable). Για τη συζυγή µορφή του c , έστω τον κύκλο κ , αν ισχύει ότι 

( ) ( )l cwκ Κ⊆  (αντ. ( ) ( )l ccwκ Κ⊆ ) τότε θα λέµε ότι ο κύκλος κ  (καθώς 

και ο κύκλος πλαισίων Κ  που του αντιστοιχεί) είναι cw-προσανατολίσιµος 

(αντ. ccw-προσανατολίσιµος). 
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Υπάρχουν όµως γραφοκύκλοι c  µε συζυγείς µορφές κ , κ ′ , για τους 

οποίους υπάρχουν δύο γεωµετρικά διαφορετικοί κύκλοι πλαισίων 1Κ , 2Κ  

τέτοιοι ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

l cw l ccw

l cw l cw

l c d l c d

κ Κ κ Κ

κ Κ κ Κ

Κ Κ

⊆ ∧ ⊆ ⇔

′⊆ ∧ ⊆ ⇔

⊆ ∧ ⊆

 

Στην περίπτωση αυτή θα λέµε ότι ο κύκλος c  (καθώς και οι συζυγείς µορφές 

του κ , κ ′ , και οι κύκλοι πλαισίων 1Κ , 2Κ ) είναι µη προσανατολίσιµοι. Στο 

Σχήµα 3.3 παραπάνω οι (γεωµετρικά διαφορετικοί) κύκλοι πλαισίων 1Κ , 2Κ  

αντιστοιχούν στο γραφοκύκλο c  (ο οποίος βρίσκεται ήδη σε συζυγή µορφή). 

Να σηµειώσουµε ότι οι συντακτικές περιγραφές των δύο αυτών κύκλων 

πλαισίων ταυτίζονται. 

Κάθε λέξη του συνόλου Σ ∗  αντιστοιχεί σε µια περιγραφή ενός 

γραφοκύκλου σε συζυγή µορφή. Υπάρχουν, όµως, λέξεις του Σ ∗  που 

αντιστοιχούν σε έναν ανέφικτο, ή µη απλό (λόγω επικάλυψης των πλαισίων), 

ή µη προσανατολίσιµο κύκλο πλαισίων, όπως φαίνεται αντίστοιχα στα Σχήµα 

3.4.(i, ii, iii). 

5 3

2

1

4

(ii)   RDLULD

6

2

3

4

1

(i)   DRDU

3
2

1 4

5

3
2

1 4

5

(iii)   RDRLL

?

 

Σχήµα 3.4. Περιγραφές του Σ* που αντιστοιχούν σε ανέφικτο, ή µη απλό, ή µη προσανατολίσιµο 

κύκλο πλαισίων. 

Ορίζουµε το πρόβληµα του Προσανατολισµού Απλού Κύκλου (Simple 

Cycle Orientability) ως εξής: 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ ΑΠΛΟΥ ΚΥΚΛΟΥ 

Στιγµιότυπο: Μια λέξη µ Σ ∗∈ . 
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Ερώτηµα: Να αποφασισθεί αν υπάρχει ένας κύκλος πλαισίων 

1 2, , , nF F FΚ = K  τέτοιος ώστε: 

• Ο Κ  να είναι απλός, και 

• Η λέξη µ  να ανήκει στο σύνολο των ωρολογιακών 

 γεωµετρικών περιγραφών τουΚ : ( )cwµ Κ∈  — ή, 

 εναλλακτικά, των ανθωρολογιακών: ( )ccwµ Κ∈ . 

§ 3.3. Επίλυση του Προβλήµατος 

Το πρώτο σηµαντικό συµπέρασµα της εργασίας µας είναι η απόδειξη ότι 

υπάρχει µια γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα απ’ την οποία παράγονται οι 

ωρολογιακές περιγραφές όλων των απλών κύκλων πλαισίων και µόνον αυτών. 

Θα χρησιµοποιήσουµε µια εναλλακτική γεωµετρική περιγραφή σ  (σ-

περιγραφή) για τους κύκλους πλαισίων: δεδοµένης µιας λ-περιγραφής 

[ ] [ ] [ ]1 2 nλ λ λ λ= K  για έναν κύκλo 1 2, , , nF F FΚ = K , η σ-περιγραφή σ  

που του αντιστοιχεί είναι η: [ ] [1] [1] [2] [ 1] [ ]n n nλ λ λ λ λ λσ σ σ σ −= K . Aν φανταστούµε 

στο εσωτερικό των πλαισίων µια γραµµή που στρέφεται γεωµετρικά ανάλογα 

µε τις κατευθύνσεις των επαφών, τότε κάθε στοιχείο [ ] [ ]i jλ λσ  της περιγραφής 

σ  εκφράζει ακριβώς τo είδος της γεωµετρικής στροφής (κατά 90o ) της 

γραµµής αυτής, µέσα στο j-οστό πλαίσιο. Στο Σχήµα 3.5 φαίνεται µια λ- και 

µια σ-περιγραφή ενός κύκλου πλαισίων. Το πρώτο στοιχείο URσ  της σ-

περιγραφής  δηλώνει ότι η στροφή της εσωτερικής γραµµής µέσα στο 

πλαίσιο 1 είναι του τύπου “επάνω-δεξιά” (UR), δηλ. έχει ένα πρώτο τµήµα 

“προς τα επάνω” (U) και ένα δεύτερο τµήµα “προς τα δεξιά” (R). 
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3

2

1

4

λ = RDLU,  σ = σUR σRD σDL σLU  

Σχήµα 3.5. Μια λ- και µια σ-περιγραφή ενός κύκλου πλαισίων. 

Για την παραγωγή ενός κύκλου c , η ιδέα της γραµµατικής είναι ότι 

έχοντας ένα σύνολο από βασικούς κύκλους (µέχρι ενός ορισµένου µήκους), 

µπορούµε να δηµιουργήσουµε τον c  µε µια σειρά από σταδιακές 

‘γεωµετρικές τροποποιήσεις-επεκτάσεις’ στις στροφές ενός βασικού κύκλου, 

κατάλληλα προσθέτοντας καινούρια πλαίσια. Οι κανόνες της γραµµατικής θα 

περιγράφουν ακριβώς τους τρόπους µε τους οποίους µπορεί να επεκταθεί µια 

στροφή ενός κύκλου (θα δώσουµε συγκεκριµένο παράδειγµα στη συνέχεια). 

Μετασχηµατισµοί επί του Συνόλου  Σ ∗  

Θα ορίσουµε για µια λέξη µ Σ ∗∈ , µήκους n µ= , τους εξής 

µετασχηµατισµούς επί των συµβόλων της [ ] , 1, ,i   i nµ Σ∈ = K , οι οποίοι 

δίδουν λέξεις που ανήκουν επίσης στο Σ ∗ : 

• ( )RL-X ⋅ : αλλαγή των R και L συµβόλων της µ  σε L και R αντίστοιχα, 

π.χ. ,RRDLUµ = ( )RL-X RRDLU LLDRU= . 

• ( )UD-X ⋅ : αλλαγή των U και D συµβόλων της  σε D και U αντίστοιχα, 

π.χ. ( )UD-X RRDLU RRULD= . 

• ( )jRot ⋅ , 1, 2, 3j   = : εφαρµογή των (κυκλικών) αντικαταστάσεων  

R D L U R→ → → →  µε βήµα 1, 2 ή 3 αντίστοιχα. Για παράδειγµα ο 

µετασχηµατισµός  ( )3Rot ⋅  θα αλλάξει τα σύµβολα R σε U, τα D σε R, τα 

L σε D, και τα U σε L: ( )3Rot RRDLU UURDL= . 
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• ( )Rev ⋅ : η καρκινική λέξη της µ , δηλ. αν [ ] [ ] [ ]1 2 nµ µ µ µ= K  τότε 

( ) [ ] [ ] [ ]2 1Rev nµ µ µ µ= K , π.χ. ( )Rev RRDLU ULDRR= . 

• ( )ReOr ⋅ : διαδοχική εφαρµογή επί της µ  των µετασχηµατισµών ( )Rev ⋅ , 

( )RL-X ⋅  και ( )UD-X ⋅ , π.χ. ( )ReOr RRDLU DRULL= . (Το 

µετασχηµατισµό αυτόν τον εισάγαµε στην παράγραφο § 3.1.) 

Συµµετρίες Κύκλων Πλαισίων 

Έστω ένας κύκλος πλαισίων Κ  µε περιγραφή λ . ∆εδοµένης της 

σχεδίασης του Κ  στο επίπεδο, µπορούν να προκύψουν συµµετρικοί 

(γεωµετρικά) κύκλοι µε βάση τις εξής γεωµετρικές συµµετρίες: 

• Κάτοπτρο (οριζόντιο και κατακόρυφο): οι κύκλοι που αποτελούν το 

οριζόντιο και κατακόρυφο αντίστοιχα κάτοπτρο του Κ . Η περιγραφή 

του οριζόντια κατοπτρικού κύκλου προκύπτει µε την εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού ( )RL-X ⋅  επί της λ , ενώ του κατακόρυφα 

κατοπτρικού µε την εφαρµογή του ( )UD-X ⋅  (βλ. Σχήµα 3.6). 

• Περιστροφή (ωρολογιακά): οι κύκλοι που προκύπτουν µε ωρολογιακή 

περιστροφή (της σχεδίασης) του Κ  κατά 90o , 180o  ή 270o , οι 

περιγραφές των οποίων προκύπτουν µε την εφαρµογή των 

µετασχηµατισµών ( )jRot ⋅ , 1,2,3j =  αντίστοιχα, επί της λ  (βλ. Σχήµα 

3.7) 

• Αναπροσανατολισµός: ο συζυγής κύκλος του Κ , η περιγραφή του 

οποίου προκύπτει µε την εφαρµογή του µετασχηµατισµού ( )ReOr ⋅  επί 

της λ . 
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Σχήµα 3.6. Το οριζόντιο και το κατακόρυφο κάτοπτρο ενός κύκλου πλαισίων. 
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+ 90o

Rot1(λ) = DDLUR

Rot2(λ) = LLURD

+ 90o

+ 90o

Rot3(λ) = UURDL  

Σχήµα 3.7. Οι ωρολογιακές περιστροφές ενός κύκλου πλαισίων. 
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Η Γραµµατική 

Έστω kN , kCW , kCCW  τα σύνολα των γεωµετρικών περιγραφών των 

κύκλων µήκους k  οι οποίοι είναι, αντίστοιχα, µη προσανατολίσιµοι, cw- και 

ccw-προσανατολίσιµοι. Έστω cwΓ  µια γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα µε 

αλφάβητο cΣ Σ∪ , σύνολο τερµατικών συµβόλων { }, , ,R D L UΣ = , σύνολο 

µη τερµατικών συµβόλων { } { }: ,c XY X Y IΣ σ Σ= ∈ ∪ , αρχικό σύµβολο I , 

και σύνολο κανόνων B R FS S S S+∪ ∪ ∪ , όπου: 

{ }[ ] [1] [1] [2] [ 1] [ ] 3 4 4: ,B n n nS I CW CW N   nλ λ λ λ λ λσ σ σ λ λ−= → ∈ ∪ ∪ =K , 

 
{ }: , :

,
XR XR RR YR YR RL RL

R
RR RU UR RD RU UD

X L   Y ,
S

  
σ σ σ Σ σ σ σ σ Σ
σ σ σ σ σ σ

 → ∈ − → ∈ =  
→ →  

, 

S+ =  Το σύνολο των κανόνων (κλειστότητα του SR) που προκύπτουν απ’ το 

σύνολο RS  βάσει των συµµετριών: κάτοπτρο, περιστροφή, και 

αναπροσανατολισµός, ως εξής: θεωρούµε τους υποδείκτες κάθε στοιχείου σ  

ως λέξεις µήκους δύο, εφαρµόζουµε σε αυτές τους µετασχηµατισµούς που 

αντιστοιχούν σε κάθε συµµετρία, και αντιστρέφουµε τη σειρά των 

(αλλαγµένων πλέον) στοιχείων σ  που βρίσκονται στο δεύτερο µέλος κάθε 

κανόνα. Για παράδειγµα, ο κανόνας RR RU URσ σ σ→  µετατρέπεται µέσω της 

συµµετρίας του αναπροσανατολισµού (δηλ. µε την εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού ( )ReOr ⋅ ) στον κανόνα LL LD DLσ σ σ→ , και 

 { }: ,F XYS Y X Yσ Σ= → ∈ . 

Το σύνολο BS  περιέχει τους κανόνες µε τους οποίους το αρχικό 

σύµβολο I  παράγει τις λ-περιγραφές των ωρολογιακά προσανατολίσιµων 

κύκλων πλαισίων µήκους 3, και τις σ-περιγραφές των προσανατολίσιµων και 

µη προσανατολίσιµων κύκλων µήκους 4 (παρατηρείστε ότι δεν υπάρχουν µη 

προσανατολίσιµοι κύκλοι µήκους 3), οι οποίοι αποτελούν τους βασικούς 

κύκλους της γραµµατικής απ’ τους οποίους παράγονται όλοι οι υπόλοιποι 

(σύµφωνα µε τους κανόνες των τριών άλλων συνόλων). 

Στο σύνολο RS  περιέχονται οι κανόνες που περιγράφουν πως µπορούν 

να επεκταθούν οι γεωµετρικές στροφές (δηλ. µε τι µπορεί να αντικατασταθεί 

ένα στοιχείο σ ) των οποίων το πρώτο τµήµα είναι του τύπου R. Για 

παράδειγµα, µέσω του κανόνα RD RU UDσ σ σ→  η περιγραφή UR RD DL LUσ σ σ σ  
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του κύκλου του Σχήµα 3.8.(i) µετατρέπεται στην περιγραφή 

UR RU UD DL LUσ σ σ σ σ , που αντιστοιχεί στον (πιο σύνθετο) κύκλο του Σχήµα 

3.8.(ii). Στη συνέχεια θα αναφερθούµε αναλυτικά σε όλους τους κανόνες του 

RS . 

3
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4

(i)   σUR σRD σDL σLU

3

2
1

4

(ii)   σUR σRU σUD σDL σLU  

Σχήµα 3.8. Εφαρµογή του κανόνα σRD → σRU σUD. 

Το σύνολο S+  περιέχει τους συµµετρικούς κανόνες του RS . Tέλος, το 

σύνολο FS  περιέχει τους κανόνες µε τους οποίους ένα στοιχείο σ  αναλύεται 

σε ένα σύµβολο του Σ , ώστε οι σ-περιγραφές που παράγει η γραµµατική 

µέσω των κανόνων των προηγούµενων συνόλων να µετατρέπονται σε λ-

περιγραφές που ανήκουν στο Σ ∗ , π.χ. η σ-περιγραφή UR RD DL LUσ σ σ σ  του 

κύκλου του Σχήµα 3.5 παραπάνω, µετατρέπεται µέσω των κανόνων του FS  

στη λ-περιγραφή RDLU. 

(Μερικοί ακόµα) Ορισµοί και Μετασχηµατισµοί 

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη του ότι κάθε λέξη που παράγεται 

από τη γραµµατική αντιστοιχεί σε έναν (απλό, cw-προσανατολίσιµο) κύκλο 

πλαισίων, θα παραθέσουµε ορισµένους απαραίτητους ορισµούς. 

Για κάθε συντεταγµένη c  ορίζουµε ως ( )x-Half c+  το (ανοικτό) 

ηµιεπίπεδο ( ){ }, : , :x y x c y ο,τιδήποτε> . Για κάθε u , v , c  ορίζουµε µια 

ζώνη σηµείων ( ), ,x-Zone u v c+  ως το σύνολο των σηµείων 

( ){ }, : ,x y u x v y c≤ ≤ ≥ , όπου θα ονοµάζουµε το ευθύγραµµο τµήµα 

( ) ( ), , ,u c v c    βάση της ζώνης. Για µια θετική συντεταγµένη d  και ένα 

σηµείο ( ),p x y= , ορίζουµε ως ( )dm p  το σηµείο ( ),x d y+ , και για κάθε u′ , 
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u u v′≤ ≤ , ορίζουµε ως ( ), ,u u vm p′  το σηµείο 
( ) ( )

,
v x v u

v y
v u

′ − ⋅ −
−  − 

. Μέσω 

του µετασχηµατισµού ( ), ,u u vm p′  κάθε σηµείο p  του διαστήµατος ( ),u v  

απεικονίζεται σε ένα σηµείο του διαστήµατος ( ),u v′  (το διάστηµα ( ),u v  

συρρικνώνεται στο διάστηµα ( ),u v′ ). 

Έστω S  ένα σύνολο πλαισίων. Με βάση τους παραπάνω ορισµούς 

ορίζουµε τους ακόλουθους µετασχηµατισµούς επί του S : 

• [ ], ,x-Expand S d c : Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό ( )dm ⋅  στις γωνίες 

κάθε πλαισίου του S  που ανήκουν στο ηµιεπίπεδο ( )x-Half c+  (βλ. 

Σχήµα 3.9). Ο µετασχηµατισµός αυτός µας βοηθά να σχηµατίσουµε 

ελεύθερο χώρο (ώστε π.χ. να προσθέσουµε καινούρια πλαίσια). 
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Σχήµα 3.9. Ο µετασχηµατισµός x-Expand[S, d, c]. 

• [ ], , ,Detach S F F d′ : Έστω ,F  F ′  δύο εφαπτόµενα πλαίσια του S και 

έστω ότι η κατεύθυνση της επαφής τους είναι τύπου R. Εφαρµόζουµε το 

µετασχηµατισµό [ ], ,x-Expand S d c , όπου c  είναι η x- συντεταγµένη 

του ευθυγράµµου τµήµατος ( ),cmn F  F ′ , και στη συνέχεια 

εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό ( )dm ⋅  στις γωνίες του πλαισίου F ′  

που βρίσκονται στο τµήµα ( ),cmn F  F ′  (βλ. Σχήµα 3.10). Με το 

µετασχηµατισµό τούτο µπορούµε να αποσυνδέσουµε έναν κύκλο κατά 

µήκος µιας επαφής πλαισίων. 
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F F'

c x

F F'

c xc+d
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Σχήµα 3.10. Ο µετασχηµατισµός Detach[S, F, F , d]. 

• [ ], ,Push S Z d : Έστω ( ), ,Z x-Zone u v c+= , όπου u d v+ ≤ . Για κάθε 

πλαίσιο του S  που έχει εσωτερικά σηµεία που ανήκουν στη ζώνη Z , 

εφαρµόζουµε  το µετασχηµατισµό ( ), ,u u d vm + ⋅  στις γωνίες του που 

βρίσκονται εντός της Z  (βλ. Σχήµα 3.11). Με το µετασχηµατισµό αυτό 

µπορούµε να µετακινήσουµε πλαίσια. 
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Σχήµα 3.11. Ο µετασχηµατισµός Push[S, Z, d]. 

Με παρόµοιο τρόπο ορίζονται και τα ακόλουθα: ( ), ,x-Zone u v c− , 

( ), ,y-Zone u v c± , [ ], ,y-Expand S d c , καθώς και ο µετασχηµατισµός 

[ ], , ,Detach S F F d′  για τις κατευθύνσεις των επαφών ( ), / /dir F F D L U′ = . 

Είναι σηµαντικό (και εποπτικά εύκολα αντιληπτό) ότι µέσα από τους 

παραπάνω µετασχηµατισµούς τα εφαπτόµενα και τα µη επικαλυπτόµενα 

πλαίσια παραµένουν ως έχουν εκτός από: (i) τα πλαίσια F , F ′  στο 

µετασχηµατισµό [ ], , ,Detach S F F d′  (τα οποία παύουν να εφάπτονται)· (ii) 
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οποιαδήποτε πλαίσια που εφάπτονται κατά µήκος της ζώνης Z  στο 

µετασχηµατισµό [ ]Push ⋅  (τα οποία υπάρχει περίπτωση να παύσουν να 

εφάπτονται), και (iii) οποιαδήποτε ευθύγραµµα τµήµατα τέµνουν τη βάση της 

ζώνης Z  (τα οποία παύουν να είναι ευθυγραµµισµένα µε τους άξονες). 

Η Απόδειξη 

Το πρώτο σηµαντικό συµπέρασµα της εργασίας µας καταγράφεται στα 

δύο ακόλουθα λήµµατα, και το επόµενό τους θεώρηµα. 

Λήµµα 3.1. Για κάθε λέξη θ  της γλώσσας που παράγεται από τη γραµµατική cwΓ , 

υπάρχει ένας απλός κύκλος πλαισίων Κ  τέτοιος ώστε ( )cwθ Κ∈ . 

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε το λήµµα µε επαγωγή στο µήκος n  µιας παραγωγής ρ  της 

θ  από τη cwΓ , εξαιρώντας τα βήµατα που αφορούν εφαρµογές των κανόνων 

του συνόλου FS , δηλ. µε την ρ  παράγεται από τη cwΓ  µια λέξη µ  (χωρίς 

εφαρµογή των κανόνων του FS ), και η µ  παράγει τη θ  (µε εφαρµογή µόνο 

των κανόνων του FS ). Για παράδειγµα, για να παραχθεί η RDLUθ = , 

έχουµε µια παραγωγή ρ  της µορφής UR RD DL LUI σ σ σ σ µ⇒ =  (µέσω του BS ), 

και στη συνέχεια (µέσω του FS ) έχουµε ότι RDLUµ θ+
⇒ = . 

Βασικό Βήµα. ( 1n = ) H παραγωγή ρ  µπορεί να είναι είτε της 

µορφής [ ] [ ] [ ] 31 2 3 :I CWλ λ λ µ λ⇒ = ∈  (µέσω του BS ), οπότε µ θ≡  και το 

λήµµα προφανώς ισχύει, είτε της µορφής 

[ ] [1] [1] [2] [ 1] [ ] 4 4:n n nI CW Nλ λ λ λ λ λσ σ σ µ λ−⇒ = ∈ ∪K  (µέσω του BS ), οπότε το 

λήµµα πάλι ισχύει για όλες τις λέξεις θ  που παράγονται από την µ  (µέσω 

των κανόνων του FS ). 

Επαγωγική Υπόθεση. ( n k= ) Η παραγωγή ρ  είναι της µορφής 

I µ+
⇒  µε 2k ≥  το πολύ βήµατα (χωρίς κανόνες από το FS , άρα η µ  είναι 

µια  σ-περιγραφή), και ας υποθέσουµε ότι για όλες τις λέξεις θ  που 

παράγονται από τη µ  (µέσω του FS ), υπάρχει ένας απλός κύκλος πλαισίων 

Κ  τέτοιος ώστε ( )cwθ Κ∈ . 

Επαγωγικό Βήµα. ( 1n k= + ) Η παραγωγή ρ  είναι της µορφής 

I µ+
⇒  µε 1k +  βήµατα. Έστω µ′  η λέξη η οποία I µ+ ′⇒  µε k  βήµατα, και 

µ µ′ ⇒  µε την εφαρµογή ενός κανόνα φ . Από την επαγωγική υπόθεση 
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ισχύει ότι, για όλες τις λέξεις θ ′  που παράγονται από τη µ′ , υπάρχει ένας 

κύκλος πλαισίων Κ ′  τέτοιος ώστε ( )cwθ Κ′ ′∈ . (Οι µ , µ′  είναι σ-

περιγραφές, ενώ οι ,θ θ ′  είναι λ-περιγραφές). Θα αποδείξουµε ότι για κάθε 

κανόνα φ , ο Κ ′  µπορεί να µετασχηµατισθεί σε έναν απλό κύκλο πλαισίων 

Κ , τέτοιον ώστε για όλες τις λέξεις θ  που παράγονται από τη µ  να ισχύει 

ότι ( )cwθ Κ∈ . 

Αρκεί να εξετάσουµε τους κανόνες φ  που ανήκουν στο σύνολο RS , 

αφού από το BS  εφαρµόζεται µόνο ένας κανόνας (στο πρώτο βήµα της 

παραγωγής), από το FS  δεν έχουµε εφαρµογή κανόνων, και οι κανόνες του 

S+  είναι συµµετρικοί µε αυτούς του RS . Έστω ότι ο φ  εφαρµόζεται στο 

στοιχείο XYσ  στη θέση i  της µ′ , οπότε στον κύκλο Κ ′  θα ισχύει ότι 

( )1,i idir F F X− =  και. ( )1,i idir F F Y+ = . Θα δείξουµε ότι σε κάθε περίπτωση 

είναι δυνατή η εφαρµογή του κανόνα φ , εκτελώντας εν γένει τα ακόλουθα 

βήµατα (αν και σε ορισµένες περιπτώσεις µπορούµε πολύ πιο απλά να 

εφαρµόσουµε έναν κανόνα, όπως θα φανεί στην ανάλυση των κανόνων): (i) 

αποσυνδέουµε τον κύκλο Κ ′  κατά µήκος της επαφής των πλαισίων iF , 1iF + · 

(ii) εφαρµόζουµε κατάλληλους µετασχηµατισµούς στα δύο άκρα, και (iii) 

προσθέτουµε καινούρια πλαίσια σύµφωνα µε τον φ , σχηµατίζοντας τον 

καινούριο κύκλο Κ . Εξετάζουµε λοιπόν 4RS =  το πλήθος περιπτώσεις, 

όπως φαίνεται στον Πίνακας 3.1. 

(i)   XR XR RRσ σ σ→  ∆ιαιρούµε το πλαίσιο iF  σε δύο πλαίσια µέσω ενός κατακόρυφου 

ευθυγράµµου τµήµατος (βλ. Σχήµα 3.12.(i)). 

(ii)  YR YR RL RLσ σ σ σ→  Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό [ ]Push ⋅  επί του πλαισίου iF , 

κατά µήκος µιας ζώνης µε βάση επί της ευθείας που ανήκει το 

τµήµα ( )1,i icmn F F + . Στον ελεύθερο χώρο που δηµιουργείται 

προσθέτουµε δύο καινούρια πλαίσια που εφάπτονται κατάλληλα µε 

τα iF , 1iF +  (βλ. Σχήµα 3.12.(ii)). 

(iii) RR RU URσ σ σ→  Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό [ ]Push ⋅  επί του πλαισίου iF , 

έτσι ώστε να υπάρχει ένα οριζόντιο τµήµα s  που να ενώνει τα 

τµήµατα ( )1,i icmn F F−  και ( )1,i icmn F F +  (αν ένα τέτοιο τµήµα δεν 
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υπάρχει ήδη). ∆ιαιρούµε το iF  µέσω του s  σε δύο πλαίσια, και 

εφαρµόζουµε τον [ ]Push ⋅  στο κατώτερο απ’ τα δύο ώστε να µην 

εφάπτεται µε το πλαίσιο 1iF +  (βλ. Σχήµα 3.12.(iii)) 

(iv)  RD RU UDσ σ σ→  ∆ιαιρούµε το πλαίσιο iF  σε δύο πλαίσια µε ένα οριζόντιο τµήµα, 

και διαιρούµε το κατώτερο απ’ τα δύο επίσης σε δύο πλαίσια, µε 

ένα κατακόρυφο τµήµα. Εφαρµόζουµε κατάλληλα το 

µετασχηµατισµό [ ]Push ⋅  ώστε το πλαίσιο 1iF +  να εφάπτεται µε το 

άνω µέρος του iF  (βλ. Σχήµα 3.12.(iv)). 

Πίνακας 3.1. Παραγωγικοί κανόνες: γραµµατική και γεωµετρική σκοπιά. 

LX ,  i RRXRXR ≠→ σσσ)(

Fi+1

Fi
Push

Fi+1

LRRLYRYR    ii σσσσ →)(

URRURR   iii σσσ →)(

Fi

Fi Fi+1

Fi-1

s

Fi-1

Fi

Fi+1

Push

UDRURD   iv σσσ →)(

 

Σχήµα 3.12. Παραγωγικοί κανόνες: γραµµατική και γεωµετρική σκοπιά. 

      

Προχωρούµε τώρα στη διατύπωση και απόδειξη του αντιστρόφου του 

Λήµµα 3.1. 

Λήµµα 3.2. Κάθε απλός κύκλος πλαισίων Κ  έχει µια ωρολογιακή περιγραφή που µπορεί 

να παραχθεί από τη γραµµατική cwΓ . 
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Απόδειξη: Ορίζουµε έναν απλοποιητικό κανόνα, ως µια παραγωγή της µορφής X Y⇒ , 

όπου: (i) *
cX Σ∈  και cY Σ∈ · (ii) το µήκος του X  είναι µεγαλύτερο ή ίσο 

του δύο, και (iii) το X  παράγεται από το Y  µέσω ενός κανόνα της cwΓ . 

Έστω ένας απλός κύκλος πλαισίων 1 2, , , nF F FΚ = K , µε µήκος 5n ≥  και 

µε σ-περιγραφή Κσ . Θα αποδείξουµε ότι είναι πάντα εφικτή η εύρεση µιας 

υπακολουθίας του Κ  (της µορφής είτε , ,k kF F ′K  ή 1, , , ,k n kF F F F ′K K ) 

που περιγράφεται από ένα τµήµα X  της Κσ  που είναι απλοποιήσιµο, µε την 

έννοια ότι µπορούµε να µετασχηµατίσουµε τον Κ  σε έναν κύκλο Κ ′ , όπου 

ο Κ ′  είναι επίσης απλός, έχει αυστηρά µικρότερο µήκος απ’ τον Κ , έχει τον 

ίδιο προσανατολισµό µε τον Κ , και µια σ-περιγραφή του Κ ′  προκύπτει απ’ 

την Κσ , αντικαθιστώντας το X  µε το Y  (µέσω ενός απλοποιητικού κανόνα). 

Μια ακολουθία από τέτοιες απλοποιήσεις µας δίδει, σε αντίστροφη σειρά, µια 

παραγωγή της Κσ  (µέσω των κανόνων της cwΓ ) από τις σ-περιγραφές των 

ωρολογιακά προσανατολίσιµων κύκλων µήκους 4, οι οποίες παράγονται από 

την cwΓ  µέσω των κανόνων του συνόλου BS , οπότε το λήµµα µας θα έχει 

αποδειχθεί (αφού, προφανώς, αν παράγεται η σ-περιγραφή ενός κύκλου Κ  

από τη cwΓ , τότε παράγεται και η λ-περιγραφή του Κ ). Να σηµειώσουµε 

εδώ ότι οι διαδοχικές απλοποιήσεις θα καταλήγουν πάντα σε κύκλο µήκους 4 

(κι όχι 3, για τους οποίους η γραµµατική µάς δίδει τις λ- και όχι τις σ-

περιγραφές): Ο µόνος κανόνας που µειώνει κατά δύο (κι όχι κατά ένα) το 

µήκος (της περιγραφής) ενός κύκλου Κ  είναι ο XR RL LR XRσ σ σ σ⇒ . Για να 

περιέχει όµως ο Κ  αυτήν την απλοποιήσιµη ακολουθία δεν µπορεί να έχει 

µήκος 5 (οπότε θα καταλήγαµε σε κύκλο µήκους 3), αλλά  πρέπει να έχει 

µήκος τουλάχιστον 6 (βλ. Σχήµα 3.13). 

?
 

Σχήµα 3.13. Εφαρµογή του απλοποιητικού κανόνα σXR σRL σLR ⇒ σXR σε κύκλο µήκους 

τουλάχιστον 6. 
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Η απλοποίηση (της περιγραφής Κσ )  του κύκλου Κ  γίνεται σε τρεις φάσεις: 

1. Απλοποιούµε (τµήµατα της περιγραφής του Κ  που αντιστοιχούν σε) 

διαδοχικά πλαίσια του Κ  που εφάπτονται µόνο οριζόντια (ή κατακόρυφα). 

Σε µια υπακολουθία της µορφής XR RR RR RYσ σ σ σ , που περιγράφει τις επαφές 

των πλαισίων 1 1 2, , ,k k k kF F F F− + +  αντίστοιχα, τα πλαίσια 1,k kF  F +  µπορούν 

να αντικατασταθούν από ένα νέο πλαίσιο (κατάλληλα εφαπτόµενο µε τα 

1 2,k kF  F− + ), αν εφαρµόσουµε κατάλληλα το µετασχηµατισµό [ ]Push ⋅  επί του 

πλαισίου 2kF + , ώστε τα τµήµατα ( )1,k kcmn F F−  και ( )1 2,k kcmn F F+ +  να 

µπορούν να ενωθούν µε ένα ευθύγραµµο τµήµα (βλ. Σχήµα 3.14). Ο 

απλοποιητικός κανόνας είναι: RR RR RRσ σ σ⇒  (πρβλ. Πίνακας 3.1.(i)). 

Push
Fk -1

Fk

Fk +1

Fk +2

Fk -1

Fk +2

 

Σχήµα 3.14. Εφαρµογή του απλοποιητικού κανόνα σRR σRR ⇒ σRR. 

2. Απλοποιούµε τµήµατα του Κ  που σχηµατίζουν µια s-στροφή, την 

οποία ορίζουµε στη συνέχεια. Ορίζουµε ένα βήµα (step) s , ως ένα 

κατακόρυφο ή οριζόντιο ευθύγραµµο τµήµα [ ],s p q= , και µια βηµατική 

γραµµή (step-line), ως µια ακολουθία βηµάτων [ ],i i is p q= , όπου 

1 , 1, , 1i ip q   i n+ = = −K . Ο αριθµός n  θα λέγεται µήκος της γραµµής, και τα 

σηµεία ,i ip  q  τα άκρα αυτής. Η βηµατική γραµµή θα λέγεται κλειστή αν 

1nq p= . Στο εσωτερικό των πλαισίων ενός κύκλου 1 2, , , nF F FΚ = K , 

ορίζεται η κλειστή βηµατική γραµµή ελαχίστου µήκους ( )ζ Κ , η οποία έχει 

ένα ή δύο άκρα σε κάθε πλαίσιο (βλ. Σχήµα 3.15). Σε κάθε βήµα της ( )ζ Κ  

δίδουµε µια ετικέτα της µορφής ‘Η’ (Horizontal – οριζόντιο) ή ‘V’ (Vertical – 

κατακόρυφο), και ειδικότερα για τα βήµατα που διασχίζουν ένα ευθύγραµµο 
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τµήµα ( )1,i icmn F F + , ορίζουµε την ετικέτα τους να είναι η κατεύθυνση της 

επαφής ( )1,i idir F F + . 

D

V

L

V

R

L

U D
H

D
R

 

Σχήµα 3.15. Μια κλειστή βηµατική γραµµή στο εσωτερικό ενός κύκλου πλαισίων, και µια s-

στροφή. 

Η βηµατική γραµµή ( )ζ Κ  θα έχει το πολύ ένα βήµα µε ετικέτα Η ή V στο 

εσωτερικό κάθε πλαισίου, και ακριβώς δύο βήµατα µε ετικέτες R, D, L, ή U 

που θα τέµνουν το περίγραµµα κάθε πλαισίου. Παρατηρείστε ότι δεν 

µπορούν να εµφανισθούν στη ( )ζ Κ  δύο διαδοχικά βήµατα µε ετικέτες Η ή 

V. Ονοµάζουµε s-στροφή (s-turn) µια ακολουθία βηµάτων όπου, καθώς τα 

διασχίζουµε, οι µόνες στροφές που πραγµατοποιούνται είναι µία µετά το 

πρώτο βήµα και µία πριν το τελευταίο βήµα, και είναι αντίθετης κατεύθυνσης 

(δηλ. η πρώτη προς τα δεξιά και η δεύτερη προς τα αριστερά ή το αντίθετο). 

Αν η ( )ζ Κ  έχει τέσσερις στροφές, προχωρούµε στη φάση (3). 

Η απλή, αλλά κρίσιµη, παρατήρηση είναι ότι αν η ( )ζ Κ  έχει πέντε 

τουλάχιστον στροφές, τότε απαραίτητα θα περιέχει µια s-στροφή, αλλιώς θα 

εξελίσσεται σπειροειδώς κάνοντας συνεχώς δεξιές (ή συνεχώς αριστερές) 

στροφές, κάτι που δεν µπορεί να συµβαίνει σε µια απλή, κλειστή γραµµή. Θα 

δείξουµε ότι µπορούµε να απαλείψουµε όλες τις s-στροφές, της µορφής XYZ, 

όπου X, Z = R ή H, και Y = U ή V (και τις συµµετρικές τους). Από τις οκτώ 

δυνατές περιπτώσεις, οι RVH, HVR και HVH είναι αδύνατο να εµφανισθούν, 

η HUR είναι συµµετρική µε την RUH, και οι εναποµείναντες τέσσερις 

αντιµετωπίζονται όπως φαίνεται στον Πίνακας 3.2. (Οι s-στροφές της µορφής 

XYYZ αντιµετωπίζονται παρόµοια, και της µορφής XYYYZ απλοποιούνται 

όπως δείξαµε στη φάση (1)). 
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RVR Μπορούµε να απαλείψουµε µια s-στροφή αυτού του τύπου από τη γραµµή ( )ζ Κ  

εφαρµόζοντας κατάλληλα το µετασχηµατισµό [ ]Push ⋅  επί του πρώτου πλαισίου. 

Στην περίπτωση αυτή δεν ελαττώνεται το µήκος του κύκλου Κ , παρά ταύτα 

έχουµε µια απλοποίηση (µια απαλοιφή µιας s-στροφής) της ( )ζ Κ  (βλ. Σχήµα 

3.16.(i)). 

RUH Αφού τα τελευταία βήµατα της s-στροφής είναι του τύπου U και H, το επόµενο 

βήµα της ( )ζ Κ  θα είναι αναγκαστικά τύπου D. Τα δύο πλαίσια µέσα στα οποία 

πραγµατοποιούνται οι στροφές RU και U(H)D (που αποτελούν την s-στροφή) της 

( )ζ Κ , µπορούν να αντικατασταθούν από ένα (βλ. Σχήµα 3.16.(ii), πρβλ. Πίνακας 

3.1.(iv). Ο απλοποιητικός κανόνας είναι: RU UD RDσ σ σ⇒ . 

RUR Τα δύο πλαίσια µέσα στα οποία πραγµατοποιούνται οι στροφές RU και UR (που 

αποτελούν την s-στροφή) της ( )ζ Κ  µπορούν να αντικατασταθούν από ένα (βλ. 

Σχήµα 3.16.(iii), πρβλ. Πίνακας 3.1.(iii)). Ο απλοποιητικός κανόνας είναι: 

RU UR RRσ σ σ⇒ . 

HUH Θα εξετάσουµε τη συµµετρική s-στροφή VLV (αφού αυτή τυχαίνει να περιγράφουµε 

στο σύνολο κανόνων BS  της γραµµατικής cwΓ ). Αφού το πρώτο και το τελευταίο 

βήµα της s-στροφής είναι του τύπου V, κι αφού το µεσαίο βήµα είναι του τύπου L, 

το προηγούµενο και το επόµενο βήµα της ( )ζ Κ  θα είναι του τύπου R. Τα δύο 

πλαίσια µέσα στα οποία πραγµατοποιούνται οι στροφές RU και UR (που αποτελούν 

την s-στροφή) της ( )ζ Κ  µπορούν να εξαλειφθούν, και µε εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού [ ]Push ⋅  µπορούµε να “επανασυγκολλήσουµε” τον κύκλο Κ  (βλ. 

Σχήµα 3.16.(iv), πρβλ. Πίνακας 3.1.(ii)). Ο απλοποιητικός κανόνας είναι: 

XR RL LR XRσ σ σ σ⇒ . 

Πίνακας 3.2 (Απλοποιητικοί) Κανόνες για την απλοποίηση µιας s-στροφής: γεωµετρική και 

γραµµατική σκοπιά. 
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(ii)   RUH
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Σχήµα 3.16. Απλοποίηση µιας s-στροφής (4 περιπτώσεις). 

3. Απλοποιούµε τµήµατα του Κ  µήκους 4, όπου τα πλαίσια εφάπτονται 

µόνο οριζόντια (ή κατακόρυφα). Σε µια υπακολουθία της µορφής XR RR RYσ σ σ , 

που περιγράφει τις επαφές των πλαισίων 1 1, ,k k kF F F− +  αντίστοιχα, το 

µεσαίο πλαίσιο 1kF +  µπορεί να εξαλειφθεί (µε παρόµοιο τρόπο όπως στη 

φάση (1)), αρκεί η κάτω-δεξιά γωνία του 1kF −  και η κάτω-αριστερή γωνία του 

1kF +  να µην είναι κατειληµµένες από άλλα εφαπτόµενα πλαίσια, ώστε να µην 

µπορούν να ‘ελευθερωθούν’ µε χρήση του µετασχηµατισµού [ ]Push ⋅  (για να 

εφάπτονται κατάλληλα τα 1kF − , 1kF + ) — αυτό όµως δεν µπορεί να συµβαίνει 

παρά µόνον αν η βηµατική γραµµή ( )ζ Κ  έχει πέντε (τουλάχιστον) δεξιές (ή 

αριστερές) στροφές (βλ. Σχήµα 3.17), οπότε θα βρισκόµασταν ακόµη στη 

φάση (2). Ο απλοποιητικός κανόνας είναι XR RR XRσ σ σ⇒  (πρβλ. Πίνακας 

3.1.(i)). 
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Σχήµα 3.17. Η περίπτωση όπου ο κανόνας σXR σRR ⇒ σRR είναι µη εφαρµόσιµος. 

      

Ολοκληρώνουµε την ανάλυσή µας µε τo ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.1. Για κάθε λέξη µ Σ ∗∈  µπορούµε να υπολογίσουµε σε πολυωνυµικό χρόνο τα 

εξής: 

1. αν υπάρχει ένας απλός κύκλος πλαισίων Κ  τέτοιος ώστε ( )cwµ Κ∈ , ή 

εναλλακτικά ( )ccwµ Κ∈ . 

2. αν ο κύκλος Κ  είναι προσανατολίσιµος, 

3. έναν κύκλο Κ  τέτοιον ώστε ( )cwµ Κ∈ , αν ένας τέτοιος κύκλος 

υπάρχει. 

Απόδειξη: Αν υπάρχει ένας κύκλος πλαισίων Κ  τέτοιος ώστε ( )cwµ Κ∈ , τότε 

σύµφωνα µε το Λήµµα 3.2 µπορούµε να βρούµε µια παραγωγή µιας λέξης 

που ανήκει στο σύνολο ( )cw Κ , η οποία θα αποτελεί µια κυκλική µετάθεση 

(των συµβόλων) της µ . Άρα αρκεί να ελέγξουµε όλες τις κυκλικές 

µεταθέσεις της µ  µέχρι να βρούµε µία που παράγεται από τη γραµµατική 

cwΓ . Αφού η cwΓ  είναι µια γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα, ο έλεγχος για 

το αν µια λέξη µ  παράγεται από τη cwΓ  µπορεί να γίνει σε πολυωνυµικό 

χρόνο ως προς το µέγεθος της µ  (για την ακρίβεια η πολυπλοκότητα είναι 

της τάξης ( )3O µ  (βλ. [4])). 

Για να ελέγξουµε αν ο κύκλος Κ  είναι προσανατολίσιµος ή όχι, 

σχηµατίζουµε τη “συµµετρική” γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα ccwΓ  που 

παράγει τις περιγραφές όλων και µόνον των ccw-προσανατολίσιµων κύκλων 

(αλλάζοντας στο σύνολο BS  τα σύνολα 3 4,CW  CW  µε τα 3 4,CCW  CCW  και 
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αφήνοντας όλα τα υπόλοιπα σύνολα ως έχουν), και ελέγχουµε αν η µ  ανήκει 

στη γλώσσα που παράγεται από την ccwΓ . Ο κύκλος Κ  θα είναι cw-

προσανατολίσιµος (αντ. ccw-προσανατολίσιµος, µη προσανατολίσιµος) αν η 

µ  παράγεται µόνο από την cwΓ  (αντ. µόνο από την ccwΓ , κι απ’ τις δύο cwΓ , 

ccwΓ ). (Σηµειώστε ότι η απόδειξη του Λήµµα 3.1 είναι κατασκευαστική). 

        

Σηµείωση 

Θα κλείσουµε το τρέχον κεφάλαιο επεξηγώντας τους λόγους που µας 

οδήγησαν στη χρήση των σ-περιγραφών για τους κύκλους πλαισίων. 

Χρησιµοποιώντας τις λ-περιγραφές, οι κανόνες της γραµµατικής µας θα 

περιέγραφαν τους τρόπους µε τους οποίους µπορεί να επεκταθεί µια επαφή 

σε έναν κύκλο πλαισίων, κι άρα να προκύψει ένας κύκλος µεγαλύτερου 

µήκους. Για παράδειγµα, για να δηλώσουµε ότι µια επαφή τύπου R µπορεί να 

επεκταθεί σε RLR, θα είχαµε τον κανόνα R RLR→  (βέβαια θα 

χρησιµοποιούσαµε διαφορετικά σύµβολα απ’ τα τερµατικά σύµβολα R, D, L, 

U). Αντίστοιχα, κατά την απλοποίηση της περιγραφής ενός κύκλου πλαισίων 

θα είχαµε τον απλοποιητικό κανόνα RLR R⇒ . 

Το πρόβληµα εδώ είναι ότι η ακολουθία επαφών RUR δεν απλοποιείται 

σε ένα σύµβολο αλλά σε δύο: RUR RR⇒ , οπότε δεν µπορούµε να έχουµε 

στη γραµµατική µας έναν (παραγωγικό) κανόνα χωρίς συµφραζόµενα (όπως 

στην προηγούµενη περίπτωση). Χρησιµοποιώντας όµως τις σ-περιγραφές, ο 

απλοποιητικός κανόνας γίνεται RU UR RRσ σ σ⇒ , οπότε µπορούµε να έχουµε 

στη γραµµατική τον χωρίς συµφραζόµενα κανόνα RR RU URσ σ σ→ . 
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Κεφάλαιο   4. Φάση II: Προσανατολισµένη 

Επιπεδότητα 

Στο κεφάλαιο αυτό αντιµετωπίζουµε τη γενική περίπτωση όπου ο 

χωροταξικός γράφος αποτελείται από περισσότερους του ενός κύκλους. 

Ορίζουµε το πρόβληµα της Προσανατολισµένης Επιπεδότητας, για την 

επίλυση του οποίου επιστρατεύουµε έννοιες και τεχνικές από την κλασική 

θεωρία επίπεδων γράφων. 

§ 4.1. Στοιχεία από τη Θεωρία Επίπεδων Γράφων 

Ένας γράφος καλείται επίπεδος αν µπορεί να σχεδιασθεί στο επίπεδο 

έτσι ώστε δύο οποιεσδήποτε ακµές του να µην τέµνονται. Ακριβέστερα, ένας 

γράφος G  καλείται επίπεδος αν είναι ισοµορφικός 1  µε έναν γράφο G′ , 

τέτοιον ώστε οι κόµβοι και οι ακµές του G′  να περιέχονται στο ίδιο επίπεδο, 

και κάθε σηµείο του επιπέδου να καταλαµβάνεται από έναν το πολύ κόµβο, ή 

να ανήκει σε µία το πολύ ακµή, του G′ . Ο γράφος G′  καλείται 

ενσωµατωµένος (embedded) στο επίπεδο, και αποτελεί µια επίπεδη σχεδίαση 

(planar embedding) του G . Θα συµβολίζουµε µια επίπεδη σχεδίαση του G  

ως G� . 

Έστω ένας γράφος ( ),G V E= , και ( )1 1 1,G V E=  ένας υπογράφος του G . 

Ένα τµήµα (piece) του G  ως προς τον 1G  θα είναι: είτε (i) µια ακµή 

( ),u v E∈ , όπου ( ) 1,u v E∉  και 1,u v V∈ , ή (ii) µια συνεκτική συνιστώσα του 

γράφου ( )1G G−  (αφαίρεση ακµών), µαζί µε τις γειτονικές ακµές της 

συνιστώσας αυτής. Στο Σχήµα 4.1 φαίνεται ένας γράφος G  και ένας 

υπογράφος του 1G , που είναι ο κύκλος ( )1 2 3 4 5 1, , , , ,v v v v v v . Τα 1B , 2B , 3B  

είναι τα τµήµατα του G  ως προς τον 1G . 
                                                      

1  ∆ύο γράφοι G1, G2 καλούνται ισοµορφικοί, αν υπάρχει µια ένα προς ένα 

αντιστοιχία µεταξύ των κόµβων του G1 και των κόµβων του G2, τέτοια ώστε το 

πλήθος των ακµών που ενώνουν δύο κόµβους του G1 να ισούται µε το πλήθος των 

ακµών που ενώνουν τους αντίστοιχους δύο κόµβους του G2. 
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v1

v2

v3

v4

v5

B1: v3v5

v4B2:

v1

v2

v5

B3:

G

G1

 

Σχήµα 4.1. Τα τµήµατα B1, B2, B3 ενός γράφου G ως προς έναν υπογράφο του G1. 

Γενικά, για κάθε τµήµα B  ενός γράφου G  ως προς έναν υπογράφο του 

1G , οι κορυφές του B  που είναι κοινές µε αυτές του 1G  ονοµάζονται σηµεία 

επαφής (συνδετικοί κόµβοι) του B  µε τον 1G . Έτσι, στο Σχήµα 4.1 τα 

σηµεία επαφής του 1B  λ.χ. είναι οι κόµβοι 3v , 5v . Ένα τµήµα που έχει 

τουλάχιστον δύο σηµεία επαφής καλείται γέφυρα (bridge) Έτσι, τα 1B , 3B  

είναι γέφυρες αλλά το 2B  δεν είναι. 

Έστω ένας γράφος G  και c  ένας κύκλος που είναι υπογράφος του G . 

Η επίπεδη σχεδίαση c�  του c  διαιρεί το επίπεδο σε δύο έδρες, µια εσωτερική 

και µια εξωτερική. ∆ύο γέφυρες του G  ως προς τον c  καλούνται ασύµβατες 

(incompatible) αν, όταν τοποθετηθούν στην ίδια έδρα του επιπέδου που 

ορίζεται απ’ το c� , δύο τουλάχιστον ακµές τους τέµνονται. (Κάθε γέφυρα 

σχεδιάζεται ως ένας κόµβος που ενώνεται µε µια ακµή µε κάθε σηµείο 

επαφής της γέφυρας µε τον c  — βλ. Σχήµα 4.2.(i)). 

B1

B2

c
B1 B2

G+(c)

(i) (ii)  

Σχήµα 4.2. (i) ∆ύο ασύµβατες γέφυρες B1, B2.   (ii) Ο βοηθητικός γράφος G+(c). 
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Ο βοηθητικός γράφος (auxiliary graph) ( )G c+  του G  ως προς τον c , 

είναι ένας γράφος που έχει µια κορυφή για κάθε γέφυρα του G  ως προς τον 

c , και µια ακµή µεταξύ δύο κόµβων που αντιστοιχούν σε ασύµβατες γέφυρες 

(βλ. Σχήµα 4.2.(ii)). Για τους βοηθητικούς γράφους ισχύει το ακόλουθο 

θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.1. Ένας γράφος G  είναι επίπεδος ανν ο βοηθητικός γράφος ( )G c+  του G  ως 

προς κάθε κύκλο του c  είναι διµερής (bipartite). 

Απόδειξη: (βλ. [3]).    

§ 4.2. Ορισµός του Προβλήµατος 

Ο χωροταξικός γράφος G  πρέπει (προφανώς) να είναι επίπεδος, αλλιώς 

το πρόβληµά µας στη γενική του διατύπωση δεν έχει λύση. Η βασική ιδέα 

είναι ότι οι έδρες (faces) της τελικής επίπεδης σχεδίασης του G  αντιστοιχούν 

σε κύκλους του G , κι αυτοί µε τη σειρά τους αντιστοιχούν σε απλούς 

κύκλους πλαισίων. Ο προσανατολισµός των κύκλων του γράφου µπορεί να 

καθορίσει σε µεγάλο βαθµό τη σχετική τοποθέτηση-σχεδίασή τους, άρα και 

τις έδρες της επίπεδης σχεδίασης του G . Αυτό που πρωτίστως µας 

ενδιαφέρει είναι να (εξετάσουµε αν είναι εφικτό να) σχεδιασθούν όλοι οι 

κύκλοι του G  µε το συγκεκριµένο προσανατολισµό που έχουν. Η τήρηση της 

διάταξης ( )γ ⋅  που ορίζεται επί των κόµβων του G  (βλ. ορισµό του 

χωροταξικού γράφου, § 2.1) θα µας απασχολήσει δευτερευόντως (σε 

περίπτωση που χρειαστεί), όπως περιγράφουµε στην ενότητα § 4.4 παρακάτω. 

Ονοµάζουµε Orient τον αλγόριθµο ο οποίος αποφασίζει αν ένας κύκλος 

του γράφου θα πρέπει να σχεδιασθεί στο επίπεδο ως ένας cw- ή ccw-

προσανατολισµένος κύκλος πλαισίων. Μπορούµε να υποθέσουµε (χάριν 

απλότητας και µιας οµοιόµορφης παρουσίασης) ότι αν ένας κύκλος πρέπει να 

σχεδιασθεί ccw-προσανατολισµένα, τότε µετατρέπεται στη συζυγή µορφή 

του (που θα πρέπει προφανώς να σχεδιασθεί cw-προσανατολισµένα). 

Το πρόβληµα της Προσανατολισµένης Επιπεδότητας (Oriented Planarity) 

ορίζεται ως ακολούθως: 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗ ΕΠΙΠΕ∆ΟΤΗΤΑ 

Στιγµιότυπο: Ένας γράφος G  και ένας αλγόριθµος Orient. 
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Ερώτηµα: Να αποφασισθεί αν υπάρχει µια επίπεδη σχεδίαση του G , 

έτσι ώστε όλες οι έδρες του να είναι προσανατολισµένες 

(θεωρώντας τες ως απλές κλειστές γραµµές στο επίπεδο) 

κατά την ίδια φορά µε τους κύκλους του G  στους οποίους 

αντιστοιχούν. 

§ 4.3. Επίλυση του Προβλήµατος 

Θα χρειαστούµε τους ακόλουθους ορισµούς: Έστω 1c , 2c  δύο κύκλοι 

του γράφου µε συγκεκριµένο προσανατολισµό, οι οποίοι έχουν ένα κοινό 

µονοπάτι P . Οι δύο κύκλοι θα ονοµάζονται οµόρροποι (αντ. αντίρροποι) αν 

(οι σχεδιάσεις τους στο επίπεδο) διασχίζουν το P  κατά την ίδια (αντ. 

αντίθετη) φορά. Στην περίπτωση που οι δύο κύκλοι είναι αντίρροποι, ο ένας 

θα πρέπει να σχεδιασθεί στο επίπεδο εξωτερικά του άλλου (και υπάρχει ένας 

µοναδικός τρόπος να γίνει αυτό), ενώ αν είναι οµόρροποι θα πρέπει ο ένας να 

σχεδιασθεί στο εσωτερικό του άλλου (και υπάρχουν δύο τρόποι να γίνει 

αυτό) (βλ. Σχήµα 4.3) 

Pc1 c2 P c1c2

αντίρροποι οµόρροποι

P c1 c2 ή

 

Σχήµα 4.3. Αντίρροποι και οµόρροποι κύκλοι. 

Το δεύτερο καίριο αποτέλεσµα της εργασίας µας είναι η λύση του 

προβλήµατος της ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΤΗΤΑΣ, η οποία 

καταγράφεται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.2. Μπορούµε να αποφασίσουµε σε πολυωνυµικό χρόνο (υπολογίζοντας κάθε 

εκτέλεση του Orient ως ένα βήµα) αν ένας γράφος G  µπορεί να σχεδιασθεί 

στο επίπεδο µε έναν προκαθορισµένο προσανατολισµό επί των ακµών του. 

Απόδειξη: Έστω G  ένας γράφος (αγνοώντας τις κατευθύνσεις των ακµών) και κ  ένας 

κύκλος του G . Σχηµατίζουµε τις γέφυρες του G  ως προς τον κ . Για µια 



Κεφάλαιο   4.   Φάση II: Προσανατολισµένη Επιπεδότητα 42 

Αυτόµατη Σχεδίαση Σελίδων: Μια Γραφοθεωρητική Προσέγγιση µέσω Προσανατολίσιµων Κύκλων 

γέφυρα b , έστω ( ),i iu v , 1i n= … , οι συνδετικές ακµές της µε τον κ , όπου 

iu  θα είναι οι συνδετικοί κόµβοι επί της b , και iv  οι συνδετικοί κόµβοι επί 

του κ , σε cw-σειρά (σηµειώστε ότι µπορεί να υπάρχει i  τέτοιο ώστε 

1i iu u +=  ή 1i iv v += ). 

Η b  µπορεί να σχεδιασθεί µόνο σε µία από τις δύο έδρες της επίπεδης 

σχεδίασης κ%  του κ  (αφού είναι µια συνεκτική συνιστώσα) (βλ. Σχήµα 4.4). 

Η σχεδίαση της b  στην εσωτερική έδρα του κ%  γίνεται κατά µοναδικό τρόπο, 

ενώ υπάρχουν n  τρόποι να σχεδιασθεί στην εξωτερική έδρα: σε κάθε µία 

περίπτωση το τόξο ( )( )mod 1,k k nv v +  του κ%  θα εµφανίζεται στην εξωτερική έδρα 

της επίπεδης σχεδίασης του k b+ . Για να καθορίσουµε την τελική επίπεδη 

σχεδίαση του G  αρκεί να καθορίσουµε για κάθε γέφυρα αν θα σχεδιασθεί 

στην εσωτερική ή στην εξωτερική έδρα του κ% . Αν µια γέφυρα δεν περιέχει 

κύκλους (δηλ. είναι δένδρο), τότε η σχεδίασή της (αφότου αποφασισθεί σε 

ποια έδρα του κ%  θα γίνει) µπορεί να γίνει εύκολα. Αν περιέχει έναν κύκλο 

τότε εφαρµόζουµε αναδροµικά την παρακάτω διαδικασία. 

Υπάρχουν τρεις παράγοντες που καθορίζουν το αν µια γέφυρα θα 

σχεδιασθεί στο εσωτερικό ή στο εξωτερικό του κ% : 

1. Επιπεδότητα: Αν δύο γέφυρες είναι ασύµβατες, τότε δεν µπορούν να 

σχεδιασθούν στην ίδια έδρα του κ% , οπότε η τοποθέτηση της µιας εξ αυτών 

σε κάποια έδρα καθορίζει την τοποθέτηση της άλλης. 

2. Προσανατολισµός: Έστω µια γέφυρα b  και ,v  v′  δύο διαφορετικοί 

συνδετικοί κόµβοι της b , ωρολογιακά διαδοχικοί επί του κ% . Το τόξο ( ),v v′  

του κ% , µαζί µε ένα µονοπάτι στο εσωτερικό της b  που συνδέει τον κόµβο v  

µε τον v′ , σχηµατίζει έναν κύκλο c . Υπάρχουν δύο µόνο εφικτές 

περιπτώσεις σχεδίασης (βλ. Σχήµα 4.4.(i, ii): (i) ο κύκλος κ  είναι οµόρροπος 

µε όλους τους δυνατούς κύκλους c , οπότε η b  πρέπει να σχεδιασθεί στο 

εσωτερικό του κ% · (ii) ο κ  είναι αντίρροπος µε όλους τους δυνατούς κύκλους 

c  εκτός από έναν, έστω αυτόν που σχηµατίζεται απ’ το τόξο ( ),v v′ , οπότε η 

b  πρέπει να σχεδιασθεί στο εξωτερικό του κ% , και κατά τέτοιον τρόπο ώστε 

να αφήνει το τόξο ( ),v v′ στην εξωτερική έδρα της επίπεδης σχεδίασης του 

bκ + . 
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b
v

v'

vi = vi+1

c

κ
v

v'

vi = vi+1

c

κ

b

(i) (ii)  

Σχήµα 4.4. Σχεδίαση µιας γέφυρας στην εσωτερική ή στην εξωτερική έδρα ενός κύκλου. 

3. Συνδετικοί κόµβοι: Αν µια γέφυρα b  περιέχει συνδετικούς κόµβους για 

οποιονδήποτε κύκλο, τότε οι κόµβοι αυτοί πρέπει να εµφανίζονται στην 

εξωτερική έδρα της σχεδίασης του bκ + , οπότε η b  πρέπει να σχεδιασθεί 

στο εξωτερικό του κ% , και µάλιστα κατά τέτοιον τρόπο ώστε να µην 

καλύπτονται τυχόντες συνδετικοί κόµβοι επί του κ . 

Σχηµατίζουµε το βοηθητικό γράφο ( )G κ+  του γράφου G  ως προς τον 

κύκλο κ . Ο ( )G κ+  είναι ένας διµερής γράφος, αφού ο G  είναι επίπεδος. 

Από τις περιπτώσεις 1, 2, 3 παραπάνω δίδουµε ένα “χρώµα” ‘in’ ή ‘out’ σε 

κάθε κόµβο-γέφυρα του ( )G κ+ , που δηλώνει αν η γέφυρα αυτή θα 

σχεδιαστεί στο εσωτερικό ή στο εξωτερικό του κ%  αντίστοιχα. Ελέγχοντας το 

πρόβληµα του διχρωµατισµού του ( )G κ+  µε βάση τα ανατεθέντα χρώµατα, 

µπορούµε να καθορίσουµε την τοποθέτηση κάθε γέφυρας (εντός ή εκτός του 

κ% ), ή να καταλήξουµε στο ότι δεν υπάρχει συµβατή τοποθέτηση των 

γεφυρών. Αν αποφανθούµε θετικά για την τοποθέτηση µιας γέφυρας, 

συνεχίζουµε αναδροµικά (επαναλαµβάνοντας τα βήµατα 1, 2, 3 παραπάνω 

για έναν κύκλο της γέφυρας) για να καθορίσουµε επακριβώς τον τρόπο 

σχεδίασης της. Επειδή η τοποθέτηση των γεφυρών ως προς έναν κύκλο είναι 

µοναδική (αν είναι εφικτή), µετά τον καθορισµό της (έδρας) σχεδίασής τους 

µπορούµε να ελέγξουµε: (i) αν είναι δυνατόν να ενώσουµε τους συνδετικούς 

κόµβους των γεφυρών µε τους αντίστοιχους κόµβους επί των κύκλων 

(έλεγχος συνδεσιµότητας)· (ii) αν οι έδρες που προκύπτουν έχουν τον 

προκαθορισµένο προσανατολισµό, και (iii) αν τηρούνται οι επιπλέον 
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περιορισµοί που προκύπτουν από τη γεωµετρική υπόσταση κάθε κόµβου ως 

ορθογώνιου πλαισίου. Για παράδειγµα, έχουµε αναφέρει ότι υπάρχουν δύο 

τρόποι σχεδίασης δύο οµόρροπων κύκλων, ανάλογα µε το ποιος θα 

τοποθετηθεί στο εσωτερικό του άλλου (βλ. Σχήµα 4.3). Όπως φαίνεται όµως 

στην περίπτωση του Σχήµα 4.5, αν και οι κύκλοι 1c , 2c  είναι οµόρροποι, ο 

1c  πρέπει υποχρεωτικά να σχεδιασθεί στο εσωτερικό του 2c  και δεν µπορεί 

να γίνει το αντίθετο, γεγονός που επιβάλλεται από τη συγκεκριµένη 

γεωµετρία των ορθογωνίων και τον τρόπο που εφάπτονται. 

c1

c2

 

Σχήµα 4.5. Περιορισµός στη σχεδίαση δύο κύκλων από τη γεωµετρική φύση των κόµβων-

ορθογωνίων. 

Για τον έλεγχο συνδεσιµότητας αρκεί να ελέγξουµε αν η σειρά µε την οποία 

εµφανίζονται οι συνδετικοί κόµβοι επί µιας γέφυρας και επί του αντίστοιχου 

κύκλου είναι η ίδια ή η αντίστροφη, ανάλογα µε το αν η γέφυρα έχει 

σχεδιασθεί εντός ή εκτός του κύκλου αντίστοιχα. 

Συνοψίζουµε την ανάλυσή µας στον ακόλουθο (Pascal-like) 

ψευδοκώδικα: 
 

function Placement( b:Bridge, k:Cycle;): in_out 

{ 

     /* using algorithm Orient */ 

   Check the orientation of cycles of b+k; 

   Return the placement /* 'in' ή 'out' */ of b w.r.t. k; 

} 

procedure BridgeLayout( b:Bridge, k:Cycle, p:in_out) 

{   

   if ( b contains a cycle c) then 

   {  Let bi, i=1,...,#(c), be the bridges of b w.r.t. c; 

      Mark the connect-nodes of bi w.r.t. c; 

      for i= 1..#(c) 

        pi:= Placement( bi, c); 
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      if ( all pi respect connect-nodes and planarity) 

           /* that is: 

             /* for the connect-nodes */ 

           if ( bi contains connect-nodes) then 

              placement_of_bi:= 'out'; 

           if ( placement_of_bi = 'out') then 

              bi must not cover connect-nodes of c; 

             /* for planarity */ 

bridges both 'in' or 'out' must not be 

incompatible; 

           */ 

         then 

           for i= 1..#(c) 

         BridgeLayout( bi, c, pi); 

         else 

           Reject; 

   } 

   Check connect-nodes of b and k (with placement p  

   w.r.t. k) for connectability; 

} 

procedure OrientedPlanar( G: Layout_Graph) 

{ 

   Let k be the 'N-E-S-W' cycle of G; 

   BridgeLayout( G-k, k, 'in'); 

             } 

Όλες οι λειτουργίες που περιλαµβάνονται στους παραπάνω αλγορίθµους 

(εύρεση κύκλων και γεφυρών, προσανατολισµός κύκλων, έλεγχος 

τοποθέτησης µιας γέφυρας, σύγκριση της σειράς εµφάνισης των συνδετικών 

κόµβων, και έλεγχος του προβλήµατος του διχρωµατισµού) µπορούν να 

περατωθούν σε πολυωνυµικό χρόνο. Ο αλγόριθµος στο σύνολό του 

εκτελείται σε πολυωνυµικό χρόνο ως προς το µέγεθος του γράφου G , αφού 

εκτελείται αναδροµικά σε στιγµιότυπα αυστηρά µικρότερου µεγέθους κάθε 

φορά, το συνολικό άθροισµα των οποίων είναι αυστηρά µικρότερο του 

αρχικού.      

§ 4.4. Επίλυση της Αµφισηµίας των Μη Προσανατολίσιµων 

Κύκλων 

Έστω λ  η περιγραφή ενός κύκλου κ  του G . Αν ο κ  είναι µη 

προσανατολίσιµος, τότε θα υπάρχουν δύο κύκλοι πλαισίων Κ  και Κ ′  

τέτοιοι ώστε ( ) ( )cw     ccwλ Κ λ Κ ′∈ ∧ ∈ . Εφαρµόζοντας κατάλληλα το 

µετασχηµατισµό [ ]Push ⋅  (βλ. σελ. 27) µπορούµε να µετατρέψουµε τον Κ  
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έτσι ώστε να περιέχει µια βηµατική γραµµή ( )ζ Κ  ελαχίστου µήκους, η 

περιγραφή της οποίας προκύπτει από την λ  προσθέτοντας ένα βήµα τύπου H 

(αντ. V) ανάµεσα σε δύο διαδοχικά σύµβολα της µορφής UD ή DU (αντ. RL ή 

LR). Για ένα σηµείο q  µιας βηµατικής γραµµής  τ , δηλώνουµε ως ( )a q  τη 

γωνία ( 90± o ) που σχηµατίζουν τα δύο βήµατα της τ  που τελειώνουν και 

αρχίζουν στο q . 

Έστω ( )ζ Κ ′  η αντίστοιχη βηµατική γραµµή για τον Κ ′ , και για κάθε 

σηµείο p  της ( )ζ Κ , έστω p′  το αντίστοιχο σηµείο της ( )ζ Κ ′ . Έστω ∆  

το σύνολο των σηµείων της ( )ζ Κ  για τα οποία ισχύει ότι ( ) ( )a p a p′≠ , 

δηλ. ισχύει ότι ( ) ( )a p a p′= − . Τα σηµεία του ∆  µπορεί να είναι µόνο άκρα 

βηµάτων τύπου H ή V. Το άθροισµα όλων των γωνιών ( )a p  (αντ. των 

( )a p′ ) πρέπει να ισούται µε 360+ o  (αντ. 360− o ), άρα το άθροισµα όλων των 

( )a p , για τα p ∆∈ , πρέπει επίσης να ισούται µε 360+ o . Συνεπώς υπάρχει 

τουλάχιστον ένα (για την ακρίβεια δύο) βήµα τύπου H ή V στη ( )ζ Κ , δηλ. 

υπάρχουν δύο πλαίσια uF , vF  που εφάπτονται στην ίδια, οριζόντια ή 

κατακόρυφη αντίστοιχα, πλευρά ενός τρίτου πλαισίου wF  (βλ. Σχήµα 4.6). 

Έτσι, χρησιµοποιώντας τη διάταξη των πλαισίων uF , vF  ως προς το wF  που 

µας προσφέρει η διάταξη ( )γ ⋅  (βλ. ορισµό του προβλήµατος της ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ 

ΠΛΑΙΣΙΩΝ, § 2.1), µπορούµε να προσανατολίσουµε τον κύκλο κ  και να 

επιλέξουµε µεταξύ του Κ  και του Κ ′ . Αφού, λοιπόν, επιλύσουµε το 

πρόβληµα των µη προσανατολίσιµων κύκλων, µπορούµε, σύµφωνα µε τους 

αλγόριθµους της προηγούµενης παραγράφου, να αποφασίσουµε αν ο γράφος 

G  επιδέχεται µια κατάλληλη ‘προσανατολισµένη’ επίπεδη σχεδίαση. 
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Fw

Fv
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Fv
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Κ'  

Σχήµα 4.6. Η µη προσανατολισιµότητα ενός κύκλου πλαισίων. 
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Κεφάλαιο   5. Φάση ΙΙΙ: Υλοποίηση των Εδρών 

Έστω ότι έχουµε απαντήσει θετικά στο πρόβληµα της σχεδίασης ενός 

χωροταξικού γράφου G , ώστε κάθε µεµονωµένη έδρα να µπορεί να 

σχεδιασθεί σαν ένας απλός κύκλος πλαισίων. Αποµένει στη συνέχεια να 

ελέγξουµε αν µπορούµε να υλοποιήσουµε κατάλληλα τις έδρες του G , δηλ. 

να ελέγξουµε: (i) αν είναι δυνατόν να σχεδιασθούν όλοι οι κόµβοι του G  ως 

πλαίσια, τα οποία (ii) εφάπτονται σύµφωνα µε την ετικέτα κάθε 

κατευθυνόµενης ακµής και δεν επικαλύπτονται. Ονοµάζουµε τούτο το 

πρόβληµα ως πρόβληµα Υλοποίησης των Εδρών (Face Realizability), και το 

επιλύουµε µέσω του γραµµικού προγραµµατισµού (linear programming). 

§ 5.1. Εισαγωγικές Έννοιες 

Έστω δύο διαστήµατα ( )1 1 1,I a b= , ( )2 2 2,I a b=  (έστω παράλληλα στον 

άξονα των τετµηµένων, µε την ίδια τεταγµένη) (βλ. Σχήµα 5.1). Για να 

υφίστανται αυτά τα δύο διαστήµατα θα πρέπει να ισχύουν οι ανισώσεις 

1 1a b<  και 2 2a b< . Μπορούµε να παραστήσουµε γραµµικά το γεγονός ότι τα 

δύο διαστήµατα τέµνονται, µε τις ανισώσεις 2 1a b<  και 1 2a b< . 

a1 b1

b2
a2

I1

I2

a1

b1

a

b

b1

a1

∅≠∩ 122 : III

εκφράσιµος-LPκυρτός ⇒

 

Σχήµα 5.1. ∆ύο τεµνόµενα διαστήµατα Ι1, Ι2. 
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Αναπαριστούµε κάθε πλαίσιο µε δύο σηµεία ( ),l ux y , ( ),r dx y  για την 

επάνω-αριστερή και την κάτω-δεξιά γωνία του αντίστοιχα, για τα οποία 

πρέπει να ισχύουν οι γραµµικές ανισώσεις: l r d ux x     y y≤ ∧ ≤  (περιορισµοί 

πλαισίου). Έτσι, µπορούµε να εκφράσουµε το γεγονός ότι δύο πλαίσια F , 

F ′  εφάπτονται και η κατεύθυνση της επαφής τους είναι λ.χ. ( ),dir F F R′ = , 

µε το εξής γραµµικό σύστηµα: r l d u d ux x     y y     y y′ ′= ∧ < ∧ <  (περιορισµοί 

επαφής). 

∆εν µπορούµε όµως να εκφράσουµε γραµµικά το ότι δύο πλαίσια δεν 

επικαλύπτονται. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 5.2, θα πρέπει να εξασφαλίσουµε 

ότι τα πλαίσια 1F , 2F  δε θα επικαλύπτονται. Όπως φαίνεται όµως, το 1F  

µπορεί κάλλιστα να σχεδιασθεί είτε προς τα δεξιά, ή προς τα επάνω, ή 

αριστερά ή κάτω του 2F . Όλες αυτές οι περιπτώσεις αποτελούν εφικτούς 

τρόπους σχεδίασης, και δεν µπορούµε να επιλέξουµε έναν και να τον 

επιβάλουµε. 

F1

F2

 

Σχήµα 5.2. Αδυναµία γραµµικής έκφρασης της µη επικαλυψιµότητας δύο πλαισίων. 

Θα εξασφαλίσουµε τη γραµµική έκφραση της µη επικαλυψιµότητας µε έναν 

έµµεσο τρόπο. 

Ονοµάζουµε ένα σύνολο πλαισίων S  κατάλληλα εφαπτόµενο ανν: (i) 

κάθε σηµείο του περιγράµµατος ενός πλαισίου του S  αποτελεί σηµείο 

επαφής µε ένα άλλο πλαίσιο του S  (δηλ. τα πλαίσια είναι πλήρως 

εφαπτόµενα), και (ii) για κάθε δύο εφαπτόµενα πλαίσια έχουµε ένα σύνολο 
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γραµµικών περιορισµών που εξασφαλίζουν ότι τα πλαίσια αυτά είναι µη 

επικαλυπτόµενα. (Για να µετατρέψουµε ένα σύνολο πλαισίων σε κατάλληλα 

εφαπτόµενο (όσον αφορά στα ‘εξωτερικά’ πλαίσια), προσθέτουµε κατάλληλα 

ηµι-ανοιχτά πλαίσια — βλ. ορισµό του προβλήµατος της ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ 

ΠΛΑΙΣΙΩΝ, § 2.1). 

Θα αποδείξουµε ότι σε ένα κατάλληλα εφαπτόµενο σύνολο πλαισίων 

ισχύει η ιδιότητα της µη επικαλυψιµότητας για δύο οποιαδήποτε πλαίσια. 

Λήµµα 5.1. Σε ένα κατάλληλα εφαπτόµενο σύνολο πλαισίων S , οι υπάρχοντες 

περιορισµοί εξασφαλίζουν ότι δύο οποιαδήποτε πλαίσια είναι µη 

επικαλυπτόµενα. 

Απόδειξη: Έστω 0F , nF  δύο πλαίσια του S . Αν υπάρχει ένα (οριζόντιο ή κατακόρυφο) 

ευθύγραµµο τµήµα [ ],t p q= , όπου το σηµείο p  να ανήκει στο πλαίσιο 0F  

και το q  στο nF  (βλ. Σχήµα 5.3), τότε, (αφού τα πλαίσια του S  είναι πλήρως 

εφαπτόµενα) θα υπάρχει µια αλυσίδα εφαπτόµενων πλαισίων κατά µήκος του 

t  µε πρώτο πλαίσιο το 0F  και τελευταίο το nF , οπότε οι υπάρχοντες 

περιορισµοί (για τα διαδοχικά εφαπτόµενα πλαίσια) εξασφαλίζουν 

(µεταβατικά) ότι τα 0F , nF  είναι µη επικαλυπτόµενα. 

Fn

F0p

q

...
F1

t

Fn

 

Σχήµα 5.3. Περιορισµοί επαφής πλαισίων. 

Αν δεν υπάρχει ένα τέτοιο ευθύγραµµο τµήµα, τότε το nF  έγκειται σε 

ένα ‘τεταρτηµόριο’ που ορίζεται από µία από τις τέσσερις γωνίες του 0F  και 

επεκτείνεται εκτός αυτού. Χωρίς απώλεια γενικότητας ας υποθέσουµε ότι 

έγκειται στο κάτω-δεξιά τεταρτηµόριο του 0F . Αφού τα πλαίσια του S  είναι 

πλήρως εφαπτόµενα, θα υπάρχει ένα πλαίσιο 1F  που θα εφάπτεται προς τα 

δεξιά (η προς τα κάτω) του 0F  και θα επεκτείνεται στο εσωτερικό του 
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προηγούµενου τεταρτηµορίου. Το πλαίσιο nF  δεν µπορεί να βρίσκεται ‘προς 

τα επάνω’ ούτε ‘προς τα αριστερά’ του 1F , οπότε για να αποδείξουµε ότι τα 

πλαίσια 0F , nF  είναι µη επικαλυπτόµενα µπορούµε να εφαρµόσουµε 

αναδροµικά την ίδια διαδικασία για τα 1F , nF . Το πλαίσιο 1F  βρίσκεται 

πλησιέστερα στο nF  απ’ ότι το 0F , οπότε η διαδικασία αυτή έχει σηµείο 

τερµατισµού.    

∆εδοµένου ενός χωροταξικού γράφου G  και ενός συνόλου πλαισίων S  

που αποτελεί µια εφικτή λύση (αν υπάρχει) του προβλήµατος της ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ 

ΠΛΑΙΣΙΩΝ του G , µπορούµε να µετατρέψουµε το S  σε κατάλληλα 

εφαπτόµενο σύνολο προσθέτοντας βοηθητικά πλαίσια, σύµφωνα µε την 

έννοια των σκελετών που εισάγουµε στη συνέχεια. 

Η Έννοια των Σκελετών 

Ας θεωρήσουµε µια κλειστή καµπύλη που διέρχεται από το εσωτερικό 

των πλαισίων ενός κύκλου, η οποία αποτελεί µια απλοϊκή αναπαράσταση του 

κύκλου. Αν η καµπύλη αυτή τέµνει τον εαυτό της, τότε ο αντίστοιχος κύκλος 

δεν µπορεί να παρασταθεί µε µη επικαλυπτόµενα, εφαπτόµενα πλαίσια. 

Υπάρχουν τέσσερις τύποι καµπυλών που τέµνουν τον εαυτό τους, όπως 

φαίνεται στα Σχήµα 5.4.(i, ii, iii, iv). 

(i) (ii) (iii) (iv)  

Σχήµα 5.4. Τέσσερις τύποι µη απλών καµπυλών. 

Στις περιπτώσεις (i) και (ii) η τοµή στην καµπύλη είναι αναπόφευκτη, 

και οι κύκλοι πλαισίων που τους αντιστοιχούν δεν αναγνωρίζονται από τη 

γραµµατική µας (βλ. Κεφάλαιο   3) (όπως και θα έπρεπε). Στις περιπτώσεις 

όµως (iii) και (iv) οι καµπύλες µπορούν να σχεδιασθούν χωρίς να τέµνουν 

τον εαυτό τους, κάτι που πρέπει να εξασφαλίσουµε για τη σχεδίαση των 

αντίστοιχων κύκλων πλαισίων, που (φυσιολογικά) αναγνωρίζονται από τη 

γραµµατική µας. Για την περίπτωση (iv), εξασφαλίζουµε ότι ένας κύκλος 
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πλαισίων δε θα τέµνει τον εαυτό του µε αυτόν τον τρόπο, µέσα από τους 

περιορισµούς επαφής για τα πλαίσια κάποιου δεύτερου κύκλου ο οποίος θα 

συνορεύει κατάλληλα µε τον πρώτο (θα έχει κοινό ένα τµήµα του 

περιγράµµατος που σχηµατίζει την “κοιλότητα” που φαίνεται στο σχήµα). 

∆εν έχουµε όµως τρόπο να εξασφαλίσουµε ότι ένας κύκλος πλαισίων δε θα 

τέµνει τον εαυτό του όπως φαίνεται στην περίπτωση (iii). Για να 

εξασφαλίσουµε λοιπόν ότι ένας κύκλος πλαισίων “θα διαθέτει εσωτερικό”, 

εισάγουµε την έννοια των σκελετών. 

Κάθε απλός κύκλος πλαισίων Κ  διαιρεί το επίπεδο σε τρεις περιοχές: 

στα εσωτερικά σηµεία των πλαισίων του Κ , σε µια ανοικτή περιοχή, και σε 

µια φραγµένη περιοχή, την οποία θα ονοµάζουµε έδρα του Κ  (συµβ. 

( )face Κ ) (βλ. Σχήµα 5.5). ∆ηλώνουµε ως περίγραµµα του Κ  (συµβ. 

( )contour Κ ) την κλειστή βηµατική γραµµή η οποία φράσσει την περιοχή 

( )face Κ . Ορίζουµε έναν σκελετό ( )T Κ  (skeleton) του Κ  ως ένα σύνολο 

από οριζόντια ή ευθύγραµµα τµήµατα, τα οποία θα ονοµάζουµε άξονες του 

σκελετού ( )T Κ , τέτοια ώστε: (i) ο γράφος τοµής τους (δηλ. ο γράφος που 

έχει έναν κόµβο για κάθε άξονα και µια ακµή για κάθε τοµή δύο αξόνων) 

είναι δένδρο, και (ii) κάθε άκρο ενός άξονα βρίσκεται είτε επί του 

περιγράµµατος  ( )contour Κ  ή επί ενός άλλου άξονα. Ένα πλαίσιο στήριξης  

(supporting frame) για έναν σκελετό ( )T Κ , θα είναι ένα (βοηθητικό) 

πλαίσιο (διαφορετικό από τα πλαίσια που αντιστοιχούν σε κάθε κόµβο του 

G ) του οποίου µια πλευρά θα βρίσκεται επί ενός τµήµατος του ( )contour Κ  

και η απέναντι πλευρά θα βρίσκεται επί ενός άξονα του ( )T Κ , τα οποία 

(τµήµα και άξονα) θα λέµε ότι στηρίζει. Τα υπόλοιπα πλαίσια θα 

ονοµάζονται κανονικά (normal). Ένας σκελετός στήριξης του κύκλου 

πλαισίων Κ  είναι ένας σκελετός ( )T Κ  µαζί µε ένα σύνολο µη 

επικαλυπτόµενων πλαισίων στήριξης του ( )T Κ , η ένωση των οποίων 

αποτελεί την έδρα ( )face Κ . 
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Skeleton T(Κ)

face(Κ)
contour(Κ)

κύκλος πλαισίων Κ
 

Σχήµα 5.5. Ένας σκελετός και τα πλαίσια στήριξης (που σχηµατίζουν την face(Κ)) ως προς το 

contour(Κ) ενός κύκλου πλαισίων Κ (υπολογισµένος (σκελετός) σύµφωνα µε το 

Λήµµα 5.3). 

Ο λόγος που εισάγαµε την έννοια των σκελετών καταδεικνύεται στο 

ακόλουθο λήµµα. 

Λήµµα 5.2. Έστω GF  ένα σύνολο πλαισίων που αποτελεί µια λύση του προβλήµατος της 

ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ ΠΛΑΙΣΙΩΝ για ένα χωροταξικό γράφο G , µαζί µε ένα σκελετό 

στήριξης για κάθε έδρα αυτού. Το σύνολο όλων των πλαισίων (κανονικών 

και στήριξης) αποτελεί ένα κατάλληλα εφαπτόµενο σύνολο πλαισίων. 

Απόδειξη: Καταρχήν, είναι εύκολα αντιληπτό µέσω γεωµετρικής εποπτείας ότι δεν 

αποµένει ελεύθερος-ακάλυπτος χώρος στην τελική επίπεδη σχεδίαση του G  

(θυµηθείτε ότι η ‘εξωτερική’ έδρα σχηµατίζεται µε τέσσερα ηµιανοικτά 

πλαίσια). Ένα κανονικό πλαίσια εφάπτεται πλήρως είτε µε ένα ηµιανοικτό 

πλαίσιο, ή µε άλλα κανονικά πλαίσια, ή µε πλαίσια στήριξης, και ήδη δείξαµε 

ότι εύκολα µπορούµε να διατυπώσουµε τους περιορισµούς επαφής για δύο 

πλαίσια. Αντίστοιχα, ένα πλαίσιο στήριξης εφάπτεται πλήρως είτε µε ένα 

κανονικό πλαίσιο ή µε άλλα πλαίσια στήριξης (οπότε διατυπώνουµε 

ανάλογους περιορισµούς επαφής), διαφορετικά, διαχωρίζονται από έναν 

άξονα του σκελετού. Να σηµειώσουµε ότι ο τρόπος µε τον οποίο εφάπτονται 

τα πλαίσια είναι πλήρως καθορισµένος από το συγκεκριµένο στιγµιότυπο 

(χωροταξικό γράφο) του προβλήµατος της ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ, από την 
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τελική επίπεδη σχεδίαση που λαµβάνουµε ως λύση του προβλήµατος της 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΤΗΤΑΣ (φάση II), και από τους σκελετούς 

στήριξης που έχουν υπολογισθεί.   

Για την εύρεση ενός σκελετού στήριξης ισχύει το ακόλουθο λήµµα. 

Λήµµα 5.3. Για κάθε απλό κύκλο πλαισίων µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν σκελετό 

στήριξης σε πολυωνυµικό χρόνο. 

Απόδειξη: Θα χρησιµοποιήσουµε ορισµένες έννοιες που ορίστηκαν για βηµατικές 

γραµµές (βλ. απόδειξη για το Λήµµα 3.2, σελ. 30): Έστω J  µια κλειστή 

βηµατική γραµµή και s , t  δύο βήµατα της J  τέτοια ώστε: (i) το s  είναι 

τύπου R και το t  είναι τύπου L· (ii) το s  βρίσκεται προς τα επάνω σε σχέση 

µε το t , και (iii) τα s  και t  µπορούν να ενωθούν µε ένα κατακόρυφο 

ευθύγραµµο τµήµα ε  (βλ. Σχήµα 5.6). 

J

JL JR

s

t

ε

JR

s

t

J

JL

d d

ε

 

Σχήµα 5.6. Ο µετασχηµατισµός V-Clear(·). 

Ορίζουµε το µετασχηµατισµό [ ], ,V-Clear J s t  ως εξής: Έστω LJ  τα βήµατα 

της J  που οδηγούν από το t  στο s , και RJ  τα βήµατα που οδηγούν από το 

s  στο t . Υπάρχει (η ανεπιθύµητη) περίπτωση το τµήµα ε  να τέµνει κάποια 

οριζόντια βήµατα της LJ  ή/και της RJ , και θα δείξουµε ότι µπορούµε να 

καταργήσουµε τέτοιες τοµές. Επεκτείνουµε την J  κατά d  προς τα αριστερά 

και προς τα δεξιά του ε  (κατ’ αναλογία µε το µετασχηµατισµό [ ]x-Expand ⋅  

που ορίστηκε για ένα σύνολο πλαισίων — βλ. σελ. 26), δηµιουργώντας µια 

ζώνη πλάτους 2d . Έτσι, µπορούµε να συµπτύξουµε τα τµήµατα εκείνα της 

LJ  που βρίσκονται προς τα δεξιά του ε  µετακινώντας τα κατά d  προς τα 
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αριστερά, οπότε, αν το d  είναι αρκετά µεγάλο, το ε  παύει να τέµνει την LJ . 

Συµµετρικά µπορούµε να κάνουµε το τµήµα ε  να µην τέµνει ούτε την RJ , 

δηµιουργώντας έτσι µια ‘καθαρή’ συνδετική γραµµή από το s  στο t  κατά 

µήκος του ε . Παρόµοια ορίζεται ο µετασχηµατισµός [ ], ,H-Clear J s t  για ένα 

οριζόντιο ευθύγραµµο τµήµα ε . Οι µετασχηµατισµοί αυτοί επεκτείνονται για 

ένα σύνολο πλαισίων που αποτελούν έναν απλό κύκλο Κ , όπου η βηµατική 

γραµµή J  θα είναι το περίγραµµα ( )contour Κ  του Κ , και θα θέλαµε να 

ενώσουµε δύο τµήµατα s , t  του Κ  µε έναν άξονα ε  του σκελετού ( )T Κ . 

Ο αλγόριθµός µας είναι του τύπου «διαίρει και βασίλευε». Το λήµµα µας 

ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο για κύκλους πλαισίων µήκους 3 ή 4. Ένας 

κύκλος Κ  µήκους τουλάχιστον 5 θα περιέχει µία τουλάχιστον s-στροφή στο 

περίγραµµά του ( )contour Κ  (αλλιώς το λήµµα µας προφανώς ισχύει). 

Χρησιµοποιούµε ένα ευθύγραµµο τµήµα ε  κατά µήκος της γραµµής που 

ορίζεται από το µεσαίο τµήµα αυτής της s-στροφής, για να διαιρέσουµε 

(«διαίρει») το ( )contour Κ  σε δύο µέρη 1C , 2C , το µέγεθος των οποίων 

είναι αυστηρά µικρότερο απ’ αυτό του ( )contour Κ . Εφαρµόζουµε 

κατάλληλα τους µετασχηµατισµούς [ ]H_V -Clear ⋅  ώστε το ε  να µην τέµνει 

κανένα τµήµα του ( )contour Κ . Υπολογίζουµε αναδροµικά τους σκελετούς 

( )1T C , ( )2T C , και τους συγκολλούµε («βασίλευε») µε έναν από τους εξής 

τρεις δυνατούς τρόπους (βλ. Σχήµα 5.7.(i, ii, iii): (i) αν υπάρχουν δύο άξονες 

1a , 2a  των σκελετών ( )1T C  και ( )2T C  αντίστοιχα, µε ένα άκρο απ’ τον 

καθένα να βρίσκεται επί του τµήµατος ε , τότε το ίδιο το ε  γίνεται ένας 

άξονας που συγκολλά τους δύο σκελετούς, διαφορετικά (ii) αν ένας άξονας 

ενός µόνο σκελετού έχει ένα άκρο του επί του ε , έστω ένας άξονας 1a  του 

( )1T C , τότε υπάρχει ένα τµήµα του ε  που περιέχει αυτό το άκρο και που 

στηρίζεται από ένα πλαίσιο στήριξης του ( )2T C , το οποίο εφάπτεται µε έναν 

άξονα 2a  του ( )2T C , οπότε µπορούµε να επεκτείνουµε τον άξονα 1a  

ενώνοντάς τον µε τον 2a , συγκολλώντας τους δύο σκελετούς, διαφορετικά 

(iii) αν κανένας άξονας των δύο σκελετών δεν έχει ένα άκρο επί του ε , τότε 

θα υπάρχει ένα τµήµα του ε  που στηρίζεται από δύο πλαίσια στήριξης που 

εφάπτονται, αντίστοιχα, µε έναν άξονα 1a  του ( )1T C  και έναν άξονα 2a  του 
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( )2T C , οπότε µπορούµε να προσθέσουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα r  κάθετο 

στους δύο άξονες, που συγκολλά τους δύο σκελετούς. Στις περιπτώσεις (ii) 

και (iii) κάποια πλαίσια στήριξης µπορεί να διαιρεθούν κατάλληλα. 

ε
a2

s

t

a1

a1

a2
s

t

ε

s

t

ε

a1

a2

r

(i) (ii) (iii)  

Σχήµα 5.7. Τρεις τρόποι συγκόλλησης δύο σκελετών. 

Ορίζουµε ένα οριζόντια (αντ. κατακόρυφο) µονότονο τµήµα του 

περιγράµµατος ( )contour Κ , ως ένα σύνολο από διαδοχικά βήµατα του 

( )contour Κ , του οποίου τα οριζόντια (αντ. κατακόρυφα) βήµατα είναι 

τύπου µόνο R ή µόνο L (αντ. µόνο U ή µόνο D) (βλ. Σχήµα 5.8). Ο 

αναδροµικός υπολογισµός των σκελετών ( )1T C  και ( )2T C  σταµατά όταν το 

1C  ή το 2C , αντίστοιχα, σχηµατίζουν ένα µονότονο τµήµα ως προς το ‘τµήµα 

διαίρεσης’ ε . Αν n  είναι το πλήθος των βηµάτων του ( )contour Κ , τότε το 

µέγεθος του σκελετού στήριξης είναι της τάξης ( )O n  και µπορεί να 

υπολογιστεί σε χρόνο ( )2O n . 
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u  < x1   < x2   < x3   < x4    < v
axis

µονότονο τµήµα

 

Σχήµα 5.8. Ένα µονότονο τµήµα ενός περιγράµµατος contour(Κ). 

      

Προς την επίλυση του προβλήµατός µας θα µας φανούν απαραίτητα τα 

δύο παρακάτω λήµµατα. 

Λήµµα 5.4. Σε ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος της ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ, η 

περιγραφή ενός κύκλου πλαισίων Κ  ορίζει µοναδικά την περιγραφή του 

περιγράµµατος ( )contour Κ . 

Απόδειξη: Η µόνη αµφισηµία µπορεί να προέλθει από τµήµατα της περιγραφής του Κ  

της µορφής RLR (και των συµµετρικών περιπτώσεων), που δηµιουργούν ένα 

αντίστοιχο τµήµα της περιγραφής του ( )contour Κ  της µορφής RVLVR, όπου 

τα δύο V µπορεί να ισοδυναµούν µε U ή D (βλ. Σχήµα 5.9). Στην περίπτωση 

όµως αυτή µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη διάταξη ( )γ ⋅  που έχει 

ανατεθεί στους κόµβους του συγκεκριµένου χωροταξικού γράφου και να 

επιλύσουµε την αµφισηµία (βλ. ορισµό του χωροταξικού γράφου, § 2.1). 
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(i) RULUR

Fu

Fv

Fw

Fu

Fw

Fv

(ii) RDLDR  

Σχήµα 5.9. Αµφισηµία της µορφής RVLVR, επιλυόµενη από τη διάταξη γ(·). 

      

Λήµµα 5.5. Έστω GF  ένα σύνολο πλαισίων που αποτελεί µια λύση του προβλήµατος της 

ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ ΠΛΑΙΣΙΩΝ για ένα χωροταξικό γράφο G , και Κ ∗  ένας απλός 

κύκλος πλαισίων που αποτελεί µια έδρα του G . Μπορούµε να σχηµατίσουµε 

έναν σκελετό στον Κ ∗  χωρίς να επηρεάσουµε κανέναν σκελετό που έχει ήδη 

σχηµατισθεί σε άλλες έδρες του G . 

Απόδειξη: Εκτελούµε τον αλγόριθµο του Λήµµα 5.3 σε ένα αντίγραφο Κ  του Κ ∗ . Το 

ευθύγραµµο τµήµα ε  που διαιρεί τον κύκλο Κ  σε δύο µέρη σύµφωνα µε 

τον αλγόριθµο, τέµνει δύο βήµατα s  και t του περιγράµµατος ( )contour Κ . 

Θα δείξουµε ότι µπορούµε να µετασχηµατίσουµε το σύνολο GF , έτσι ώστε 

τα αντίστοιχα τµήµατα s∗  και t∗  του ( )contour K ∗  να µπορούν επίσης να 

ενωθούν µε ένα ευθύγραµµο τµήµα ε ∗ . 

Είδαµε ότι τα s  και t  µπορούν να ενωθούν µε ένα τµήµα ε , το οποίο 

µπορούµε να θεωρήσουµε ως µια ανοικτή βηµατική γραµµή µε συνολική 

στροφή 0o . Την ίδια συνολική στροφή έχει το τµήµα εκείνο του ( )contour Κ  

που ενώνει το s  µε το t , άρα, σύµφωνα µε το Λήµµα 5.4, την ίδια στροφή 

θα έχει το αντίστοιχο τµήµα του ( )contour K ∗  που ενώνει το s∗  µε το t∗ . 

Συνεπώς τα s∗  και t∗  µπορούν επίσης να ενωθούν µε µια βηµατική γραµµή 

συνολικής στροφής 0o . Σε µια (ανοικτή) βηµατική γραµµή συνολικής 

στροφής 0o  και µήκους µεγαλύτερο του 1, θα εµφανίζεται µια s-στροφή. 

Σχηµατίζουµε µια ζώνη σηµείων µε βάση ένα ευθύγραµµο τµήµα στο 
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εσωτερικό της έδρας ( )face Κ ∗ , η οποία (βάση) περιλαµβάνει το µεσαίο 

βήµα αυτής της s-στροφής, και εφαρµόζουµε κατάλληλα το µετασχηµατισµό 

[ ]Push ⋅  έτσι ώστε το πρώτο και το τρίτο βήµα της s-στροφής να 

συµπτυχθούν σε ένα (βλ. Σχήµα 5.10). Επαναλαµβάνοντας τούτη τη 

διαδικασία όσες φορές χρειάζεται, µπορούµε να απαλείψουµε όλες τις s-

στροφές και να ενώσουµε τα s∗  και t∗  µε ένα ευθύγραµµο τµήµα ε ∗ . Αφού 

οι µετασχηµατισµοί [ ]Push ⋅  εκτελούνται σε µια ζώνη σηµείων µε βάση στο 

εσωτερικό της ( )face Κ ∗ , οι σκελετοί που έχουν σχηµατισθεί σε άλλες έδρες 

του G  παραµένουν ανεπηρέαστοι. Μπορούµε δηλαδή να εφαρµόσουµε τον 

αλγόριθµο του Λήµµα 5.3 επί του Κ ∗  όπως και επί του αντιγράφου Κ , και 

να σχηµατίσουµε στον Κ ∗  έναν σκελετό παρόµοιο µε αυτόν που 

υπολογίσαµε για τον Κ  όταν τον εξετάζαµε ανεξάρτητα από τους άλλους 

κύκλους-έδρες του G . 

ε

s

t

s*

t*

'ε*' 'PUSH'

Z

Κ Κ*

 

Σχήµα 5.10. Ενώνοντας τα τµήµατα s* και t* του Κ*. 
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§ 5.2. Επίλυση του Προβλήµατος 

Το τρίτο σηµαντικό αποτέλεσµα της εργασίας µας αποτελεί η λύση στο 

πρόβληµα της Υλοποίησης των Εδρών, η οποία συνοψίζεται στο τελευταίο 

µας θεώρηµα. 

Θεώρηµα 5.1. Έστω G  ένας χωροταξικός γράφος. Μπορούµε να σχηµατίσουµε σε 

πολυωνυµικό χρόνο ένα γραµµικό πρόγραµµα Φ  τέτοιο ώστε, αν το 

πρόβληµα της ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ του G  έχει λύση, τότε το Φ  είναι 

εφικτό. 

Απόδειξη: Αν δεν είναι εφικτή µια επίπεδη σχεδίαση του G  όπως περιγράψαµε στη 

Φάση II, τότε απλώς απορρίπτουµε το συγκεκριµένο στιγµιότυπο του 

προβλήµατός µας, ειδάλλως υπολογίζουµε έναν σκελετό για κάθε έδρα. 

Οι µεταβλητές του γραµµικού προγράµµατος Φ  είναι οι εξής: τέσσερις 

για κάθε πλαίσιο (κανονικό ή στήριξης), και τρεις για κάθε άξονα κάθε 

σκελετού. 

Οι περιορισµοί του Φ  είναι οι εξής: 

• ∆ύο για κάθε πλαίσιο, που εκφράζουν τη διάταξη των άκρων του 

(περιορισµοί πλαισίου). 

• Ένας για κάθε ακµή του G , που εκφράζει την επαφή µεταξύ δύο 

κανονικών πλαισίων (περιορισµοί επαφής). 

• Ένας για κάθε άξονα κάθε σκελετού, που εκφράζει τη διάταξη των 

άκρων του καθώς και την επαφή µεταξύ δύο πλαισίων στήριξης. 

• ∆ύο για κάθε τοµή δύο αξόνων κάθε σκελετού. 

• Ένας για κάθε άκρο κάθε πλαισίου στήριξης, το οποίο (άκρο) βρίσκεται 

επί ενός άξονα, που εκφράζει τη διάταξή τους επί του άξονα (βλ. και 

Σχήµα 5.8). 

• Ένας για κάθε πλαίσιο στήριξης, για να εκφράσουµε το ότι το πλαίσιο 

αυτό βρίσκεται σε µια από τις δύο πλευρές του αντίστοιχου άξονα, και 

• Ένας ή δύο για κάθε πλαίσιο στήριξης, για να εκφράσουµε την επαφή 

του µε το αντίστοιχο τµήµα του περιγράµµατος της έδρας στην οποία 

ανήκει. 
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Παρατηρήστε ότι το µέγεθος του προγράµµατος Φ  είναι πολυωνυµικό ως 

προς το µέγεθος του γράφου G . 

Έστω ότι υπάρχει ένα σύνολο πλαισίων GF  που αποτελεί µια λύση για 

το πρόβληµα της ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ του G . Τότε, σύµφωνα µε το Λήµµα 

5.5, µπορούµε να σχηµατίσουµε σε κάθε έδρα του GF  έναν σκελετό 

παρόµοιο µε αυτόν που σχηµατίσαµε όταν εξετάζαµε την έδρα ανεξάρτητα 

απ’ τις άλλες (όπως στο Λήµµα 5.3). Οι περιορισµοί που θα (πρέπει να) 

ισχύουν για το GF  θα είναι ίδιοι µε αυτούς του γραµµικού προγράµµατος Φ , 

αφού το είδος και το πλήθος των περιορισµών καθορίζεται πλήρως από το 

συγκεκριµένο στιγµιότυπο του προβλήµατός µας και τους σκελετούς που 

έχουν εδραιωθεί. Το σύνολο GF  µαζί µε τα πλαίσια στήριξης για κάθε 

σκελετό αποτελεί ένα κατάλληλα εφαπτόµενο σύνολο και λύση της 

ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ του G , άρα το Φ  θα είναι εφικτό. Επιπλέον, όποια 

λύση µας επιστραφεί θα αποτελεί ένα σύνολο από κατάλληλα εφαπτόµενα 

και µη επικαλυπτόµενα πλαίσια, δηλ. θα αποτελεί µια εφικτή λύση για το 

πρόβληµα της ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ του G . Αν το πρόβληµα αυτό δεν έχει 

λύση, τότε το Φ  ή θα είναι είτε ανέφικτο ή θα µας παράσχει µια µη αποδεκτή 

λύση, οπότε αυτό που έχουµε να κάνουµε είναι να επιλύσουµε το Φ  και να 

αποφανθούµε καταφατικά για το πρόβληµα της ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ, ανν 

το Φ  είναι εφικτό και η επιστρεφόµενη λύση είναι σύµφωνη µε τους 

(περι)ορισµούς του προβλήµατός µας. 

Από την µέχρι τώρα ανάλυση, έχει δειχθεί ότι τόσο η τελική επίπεδη 

σχεδίαση του G  όσο και οι σκελετοί για κάθε έδρα του µπορούν να 

υπολογιστούν σε πολυωνυµικό χρόνο, οπότε το γραµµικό πρόγραµµα Φ  

µπορεί να σχηµατισθεί σε πολυωνυµικό χρόνο. Μπορεί επίσης να λυθεί σε 

πολυωνυµικό χρόνο, οπότε τελικά καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι 

µπορούµε να αποφανθούµε για το πρόβληµα της ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ, 

κατασκευαστικά, σε πολυωνυµικό χρόνο.  
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Κεφάλαιο   6. Σύνοψη — Μελλοντικές 

Κατευθύνσεις 

Στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο συνοψίζουµε τη συνεισφορά και τα 

συµπεράσµατα της εργασίας µας, και παραθέτουµε τα προβλήµατα που 

παραµένουν ανοικτά, αποτελώντας έτσι κατευθύνσεις µελλοντικής έρευνας. 

§ 6.1. Σύνοψη 

Στην παρούσα εργασία ασχοληθήκαµε µε το πρόβληµα της αυτόµατης 

κατασκευής µιας σελίδας, όπου µας δίδεται ένα σύνολο από αντικείµενα τα 

οποία πρέπει να παρασταθούν ως ορθογώνια πλαίσια µέσα στη σελίδα. 

Παράλληλα µας δίδεται ένα σύνολο από απαιτούµενες επαφές µεταξύ των 

αντικειµένων, οι οποίες πρέπει να τηρηθούν κατά τη σχεδίαση των 

(εφαπτόµενων πλέον) αντίστοιχων πλαισίων. 

Το πρόβληµα τούτο αντικατοπτρίζει την αυτόµατη, δυναµική κατασκευή 

µιας σελίδας σε διάφορες εφαρµογές που διαχειρίζονται µια συλλογή 

αντικειµένων απ’ την οποία επιλέγεται δυναµικά ένα σύνολο προς εµφάνιση. 

Κλασικό παράδειγµα αποτελεί η δυναµική κατασκευή µιας ιστοσελίδας, 

όπως αυτές που επισκεπτόµαστε καθηµερινά στο διαδίκτυο: τα αντικείµενα 

µπορεί να είναι τµήµατα κειµένου, φωτογραφίες, λεζάντες, γραµµές 

εργαλείων, υπερσύνδεσµοι κ.τ.ό., τα οποία ανασύρονται δυναµικά από µια 

βάση δεδοµένων (λ.χ. ως απάντηση σε µια επερώτηση του χρήστη), και 

θεωρούµε ότι το καθένα πρέπει να σχεδιασθεί µέσα σε ένα πλαίσιο στη 

σελίδα. Οι επαφές µεταξύ των αντικειµένων εκφράζουν κάποια νοηµατική 

συνάφεια ή µια χωροταξική προτίµηση: θα θέλαµε λ.χ. δίπλα σε ένα άρθρο 

που αναφέρεται στην παχυσαρκία να υπάρχει η διαφήµιση ενός κέντρου 

αδυνατίσµατος, ή ένα κείµενο που σχολιάζει τα καινούρια µοντέλα 

αυτοκινήτων να εφάπτεται µε τις αντίστοιχες φωτογραφίες, ή τη σηµαία των 

Η.Π.Α. να εµφανίζεται δίπλα σε ένα άρθρο που αναφέρεται στην παγκόσµια 

τροµοκρατία, ή θα θέλαµε ένα διαφηµιστικό πλαίσιο να εµφανίζεται στο 

πάνω µέρος της ιστοσελίδας, ή ένα σύνολο υπερσυνδέσµων που καθοδηγούν 

την πλοήγηση του χρήστη να εµφανίζεται στο αριστερό µέρος κ.τ.τ. 
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Στην προσέγγισή µας µοντελοποιήσαµε το πρόβληµα εισάγοντας την 

έννοια του χωροταξικού γράφου: αναπαραστήσαµε κάθε αντικείµενο ως έναν 

κόµβο του γράφου, και κάθε απαιτούµενη επαφή ως µια κατευθυνόµενη ακµή 

µεταξύ των αντίστοιχων κόµβων, που φέρει µια κατάλληλη ετικέτα. Ορίσαµε 

το πρόβληµα της ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ ΠΛΑΙΣΙΩΝ για έναν χωροταξικό γράφο, που 

αντικατοπτρίζει το πρόβληµα της σχεδίασης µιας σελίδας. Λύσαµε το 

πρόβληµα αυτό σε τρεις φάσεις, αντιµετωπιζοντας αντίστοιχα τρία αρκετά 

διαφορετικά υποπροβλήµατα: 

Στην πρώτη φάση εξετάσαµε την πιο απλή περίπτωση, όπου ο 

χωροταξικός γράφος αποτελείται από έναν µόνο κύκλο. Ορίσαµε το 

πρόβληµα του ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ ΑΠΛΟΥ ΚΥΚΛΟΥ, και το λύσαµε µέσω 

µιας γραµµατικής χωρίς συµφραζόµενα, η οποία αποδείξαµε ότι παράγει όλες 

και µόνον τις περιγραφές των προσανατολίσιµων κύκλων πλαισίων. 

Στη δεύτερη φάση αντιµετωπίσαµε τη γενικότερη περίπτωση, όπου ο 

γράφος µας αποτελείται από πολλούς κύκλους. ∆ιατυπώσαµε το πρόβληµα 

της ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΤΗΤΑΣ, για την επίλυση του οποίου 

επιστρατεύσαµε στοιχεία από τη θεωρία επί επίπεδων γράφων (γέφυρες ενός 

γράφου, βοηθητικός γράφος). Στη φάση αυτή επιλύσαµε και την αµφισηµία 

µεταξύ των µη προσανατολίσιµων κύκλων. 

Τέλος, στην τρίτη φάση εξετάσαµε την υλοποίηση των κύκλων-εδρών 

του χωροταξικού γράφου ως κατάλληλα εφαπτόµενα, µη επικαλυπτόµενα 

πλαίσια. Εισάγαµε την έννοια των σκελετών, για τους οποίους διατυπώσαµε 

και αποδείξαµε ένα σύνολο από χρήσιµες ιδιότητες. Με τη βοήθεια των 

σκελετών λύσαµε το τελικό πρόβληµα µέσω του γραµµικού 

προγραµµατισµού. 

§ 6.2. Ανοικτά Προβλήµατα – Μελλοντικές Κατευθύνσεις 

• Αναζήτηση λύσεων: Στην εργασία µας επιλύουµε το (πρακτικό) 

πρόβληµα της ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ ΠΛΑΙΣΙΩΝ για ένα χωροταξικό γράφο. 

Υπάρχουν δύο λόγοι για τους οποίους ο αλγόριθµός µας µπορεί να µη 

δώσει λύση για ένα συγκεκριµένο στιγµιότυπο του προβλήµατος (γράφο 

G ): (i) Ο G  µπορεί να µην είναι επίπεδος. Σε αυτήν την περίπτωση 

µπορούµε να αναθέσουµε κατάλληλα ‘βάρη’ επί των ακµών του G , τα 

οποία θα εκφράζουν τη σπουδαιότητα της αντίστοιχης συνάφειας για 

κάθε δύο κόµβους-πλαίσια που ενώνονται µε µια ακµή, και να 
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επιλύσουµε το πρόβληµα της ΣΧΕ∆ΙΑΣΗΣ ΠΛΑΙΣΙΩΝ για ένα επίπεδο 

υπογράφο του G  µεγίστου βάρους. Το πρόβληµα αυτό είναι NP-

complete (βλ. [6]), αλλά µπορεί να λυθεί προσεγγιστικά (βλ. [7]). (ii) Ο 

γράφος G  µπορεί να είναι επίπεδος, αλλά παρόλα αυτά να µην 

επιδέχεται τη ζητούµενη σχεδίαση. Στην περίπτωση αυτή θα θέλαµε να 

έχουµε την ευχέρεια να ‘χαλαρώσουµε’ τους περιορισµούς µας (π.χ. να 

καταργήσουµε ορισµένες ακµές – επαφές πλαισίων) ώστε να 

καταλήξουµε σε κάποια λύση. 

• Επί του ορισµού του χωροταξικού γράφου: Θα θέλαµε να ορίσουµε πιο 

αυστηρά τον τρόπο µε τον οποίο αποδίδονται οι επαφές ( )δ ⋅  και η 

αναγνωστική φορά ( )γ ⋅  επί των κόµβων πλαισίων του χωροταξικού 

γράφου, ώστε να παρέχουµε αποτελέσµατα µεστά νοήµατος για το 

χρήστη. Επίσης, είναι απαραίτητη µια φιλική διεπαφή χρήστη που θα 

επιτρέπει τον ορισµό των προδιαγραφών του προβλήµατος, λ.χ. απόδοση 

των επαφών µεταξύ αντκειµένων ή µεταξύ κατηγορίες αντικειµένων. 

• Αποτελεσµατικότητα: Με µια πρώτη (όχι και τόσο λεπτοµερή) ανάλυση 

προκύπτει ότι η πολυπλοκότητα της λύσης που προτείνουµε για έναν 

γράφο ( ),G V E= , είναι της τάξης ( )4O V . Προφανώς θα θέλαµε οι 

αλγόριθµοί µας να είναι (πολύ) πιο αποτελεσµατικοί. Θα ήταν ιδιαίτερα 

επιθυµητός ένας ταχύς αλγόριθµος parsing της γραµµατικής που 

παραθέσαµε στη φάση I, καθώς και ένας ταχύς τρόπος υλοποίησης του 

αλγορίθµου σχεδίασης των γεφυρών της φάσης II. Επίσης, πρέπει να 

σχηµατίσουµε το γραµµικό πρόγραµµα της φάσης III κατά έναν 

‘οικονοµικό’ τρόπο, µε όσο το δυνατόν λιγότερες µεταβλητές και 

περιορισµούς. Η εύρεση ενός αποτελεσµατικού αλγορίθµου κατασκευής 

των σκελετών της φάσης III είναι ένα ακόµα ανοικτό πρόβληµα. 

• Παράκαµψη του γραµµικού προγραµµατισµού: Θα θέλαµε να 

παρακάµψουµε τη χρήση γραµµικού προγραµµατισµού στη Φάση ΙΙΙ, 

βρίσκοντας έναν τρόπο να εκφράσουµε τη λύση του προβλήµατος µε 

συνδυαστικό (combinatorial) τρόπο. 

• Περιορισµοί εµβαδού: Η χρήση του γραµµικού προγραµµατισµού στη 

φάση III µας παρέχει τη δυνατότητα να εισάγουµε περιορισµούς ως προς 

το εµβαδόν που θα καταλαµβάνουν τα πλαίσια, π.χ. να απαιτήσουµε 

αυτή να είναι η ελάχιστη δυνατή. Το εµβαδόν που καταλαµβάνει ένα 
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πλαίσιο δεν εκφράζεται (προφανώς) γραµµικά άµεσα, αλλά η περίµετρος 

ενός πλαισίου είναι ένα εύλογο µέτρο του ‘µεγέθους’ του, και µπορεί να 

εκφρασθεί γραµµικά ως προς τις µεταβλητές που αναπαριστούν το 

πλαίσιο. Ανάλογοι περιορισµοί µπορούν να εισαχθούν για παρόµοιες 

µετρικές, π.χ. το ύψος των πλαισίων, το aspect-ratio, κ.τ.τ.
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