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ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

Η χρήση της χρόνο-εξαρτηµένης κβαντοµηχανικής προσέγγισης για τη µελέτη 

ενός µοριακού συστήµατος έχει ως βάση την επίλυση της χρόνο-εξαρτηµένης 

εξίσωσης Schroedinger. Είναι ιδιαίτερα δηµοφιλής, κάτι που γίνεται ολοένα και πιο 

έντονο µε την πάροδο του χρόνου. Τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί νέοι πολύ 

ικανοί αλγόριθµοι διάδοσης κυµατοσυναρτήσεων στο χώρο και το χρόνο, γεγονός 

που οφείλεται εν µέρει και στη γοργή πρόοδο της τεχνολογίας των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών. Υπάρχουν συγκεκριµένες πλευρές της που πολλές φορές την καθιστούν 

πιο εύχρηστη και εφαρµόσιµη από τη χρόνο-ανεξάρτητη.  

Η χρόνο-εξαρτηµένη περιγραφή είναι ανάλογη αυτής που δίνει η κλασική 

µηχανική, εµπεριέχοντας βέβαια και τις απαραίτητες κβαντοµηχανικές 

διορθώσεις.Αυτό συνεπάγεται µια µέθοδο απλή και εύχρηστη, που δίνει 

αποτελέσµατα τα οποία χειριζόµαστε και επεξηγούµε µε ευκολία.. Επιπλέον 

παρακολουθώντας, σε στιγµιότυπα, τη χρονική εξέλιξη του κυµατοπακέτου 

αποκτούµε λεπτοµερή φυσική ενόραση, οπότε και αρκετή πληροφορία, για τη 

δυναµική του υπό µελέτη συστήµατος. 

Σε αντίθεση µε το χρόνο-ανεξάρτητο πρόβληµα, το χρόνο-εξαρτηµένο είναι 

πρόβληµα αρχικών συνθηκών, άρα µπορούµε να το χειριστούµε εύκολα µε 

αριθµητικές µεθόδους. Έτσι αρκεί να ορίσουµε την αρχική κυµατοσυνάρτηση για 

ορισµένο σύνολο αρχικών συνθηκών και να την εξελίξουµε στο χρόνο, ώστε να 

εξάγουµε ιδιότητες του συστήµατος, όπως για παράδειγµα τις ιδιοενέργειες των 

καταστάσεων του συστήµατος. 

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η ακριβής διάδοση του κυµατοπακέτου 

µε ταυτόχρονη γνώση των κλασικών τροχιών, παρέχει µια πολύ ολοκληρωµένη 

άποψη για µια µοριακή διεργασία, µε ακριβή αριθµητικά αποτελέσµατα τα οποία 



συνοδεύονται από µια καθαρή από φυσικής άποψης εικόνα. Σήµερα ένα από τα πιο 

δυνατά εργαλεία, µε ευρεία χρήση, είναι οι πλεγµατικές µέθοδοι για την επίλυση της 

εξίσωσης Schroedinger, οι οποίες µάλιστα εφαρµόζονται και σε στατικά προβλήµατα. 

Όσον αφορά τα προβλήµατα µε χρονική εξάρτηση η απαιτούµενη ακρίβεια απέκτησε 

υπόσταση  µε την εισαγωγή των ψευδό-φασµατικών µεθόδων. Τα τελευταία χρόνια 

έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι υψηλής τάξης, οι οποίες προσεγγίζουν την ακρίβεια των 

ψευδό-φασµατικών µεθόδων και επιπλέον διαθέτουν πλεονεκτήµατα που τις 

καθιστούν πολύ εύχρηστες. 

Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιείται ένας υπολογιστικός κώδικας 

βασισµένος στις υψηλής τάξης πεπερασµένες διαφορές. Με τη βοήθεια µοντέλων 

δυναµικού θα µελετηθεί η ικανότητα του, όσον αφορά τόσο την ακρίβεια των 

αποτελεσµάτων, όσο και το απαιτούµενο υπολογιστικό κόστος. Επίσης θα εξεταστεί 

το πόσο επηρεάζουν οι τιµές διάφορων παραµέτρων των υπολογισµών, την ακρίβεια 

που αυτοί επιτυγχάνουν. Τέλος θα ασχοληθούµε µε τη µελέτη βιολογικών µοριακών 

συστηµάτων. 

Θα τεθούν οι βάσεις για την ανάπτυξη µιας µεθοδολογίας ικανής να µελετήσει 

βιολογικά µόρια. Συγκεκριµένα θα ερευνηθεί το πρόβληµα του εντοπισµού της 

ενέργειας σε περιοδικά συστήµατα τα οποία προσοµοιάζουν βιολογικά. Σε αυτούς 

τους υπολογισµούς ασφαλώς, θα ληφθούν υπ’ όψιν δεδοµένα που προκύπτουν από 

την διερεύνηση των µοντέλων δυναµικού. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - ΘΕΩΡΙΑ   

 

1. Η χρόνο-εξαρτηµένη θεωρία 

Η χρόνο-εξαρτηµένη εξίσωση Schroedinger περιγράφει τη χρονική εξέλιξη ενός 

κβαντοµηχανικού συστήµατος και γράφεται: 

 

όπου βέβαια ο τελεστής δηλώνει τη χαµιλτονιανή του συστήµατος. Πρόκειται 

για  µια πρωτοβάθµια διαφορική εξίσωση, συνεπώς θα έχει λύση της µορφής 
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ονοµάζεται τελεστής χρονικής εξέλιξης (propagator). Είναι 

γραµµικός και σε συµφωνία µε την αρχή της υπέρθεσης, ενώ ικανοποιεί και την 

αρχική συνθήκη 
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Εάν η χαµιλτονιανή είναι χρόνο-ανεξάρτητη τότε ο τελεστής χρονικής εξέλιξης 
µπορεί να γραφεί: 
 

και συνεπώς η λύση της εξίσωσης Schroedinger έχει τη µορφή 
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Η επίλυση της εξίσωσης (1.1) λαµβάνει χώρα µε την προσέγγιση του χρόνο-

εξαρτηµένου κυµατοπακέτου (επίσης γνωστή και σαν µέθοδος πλέγµατος). Η 

προσέγγιση αυτή περιλαµβάνει τρία στάδια. Το πρώτο αφορά την κατασκευή ενός 

πεπερασµένου  πλέγµατος (grid) και την αναπαράσταση της κυµατοσυνάρτησης σε 

αυτό. Κατόπιν πρέπει να γίνει εκτίµηση της δράσης του τελεστή της χαµιλτονιανής 

στην κυµατοσυνάρτηση. Τέλος πρέπει να πραγµατοποιηθεί η χρονική της διάδοση, 

δηλαδή να επιλυθεί η χρονική της παράγωγος. 

 



1.1 Κατασκευή του πλέγµατος 

 Η κατασκευή ενός πλέγµατος αποσκοπεί στη διακριτή αναπαράσταση µιας 

δεδοµένης περιοχής, κάτι που σηµαίνει τη διασπορά των πλεγµατικών σηµείων στον 

χώρο της περιοχής. Ο «χώρος» αυτός µπορεί να είναι γραµµή, επιφάνεια, όγκος, ή 

υπέρογκος ανάλογα µε τον αριθµό των διαστάσεων της περιοχής. 
 Ο κύριος διαχωρισµός των πλεγµάτων είναι σε δοµηµένα και µη δοµηµένα. 

Στην πρώτη κατηγορία η κάλυψη της περιοχής από τα σηµεία προκύπτει από τη 

µεταφορά ενός τετραγώνου (ή κύβου κλπ) στην περιοχή. Τα σηµεία αποθηκεύονται 

σε έναν πίνακα x(g1,g2,….gN), όπου Ν ο αριθµός των διαστάσεων. Οι γείτονες ενός 

δεδοµένου σηµείου βρίσκονται απλά σαν x(g1±1,g2±1,….). Στη δεύτερη κατηγορία τα 

σηµεία γενικά συνδέονται µεταξύ τους µε κάποιον τρόπο. Η πληροφορία που 

περιγράφει τη σύνδεση αυτή πρέπει να αποθηκεύεται. Τα σηµεία αποθηκεύονται σε 

µια λίστα xi ενώ είναι αναγκαία και η ύπαρξη άλλων λιστών που περιέχουν 

πληροφορίες για τους γείτονες κάθε σηµείου. Υπάρχει και µια τρίτη κατηγορία, τα 

υβριδικά πλέγµατα, τα οποία συνδυάζουν ιδιότητες των δύο προηγουµένων. Επίσης 

γίνεται και ένας ακόµη διαχωρισµός σε οµοιόµορφα και µη πλέγµατα ανάλογα µε το 

αν τα σηµεία ισαπέχουν ή όχι αντίστοιχα. 

 Μεγάλη σηµασία έχει το πόσο οµαλό είναι το πλέγµα(1). Η οµαλότητα 

δύσκολα ορίζεται γενικά αλλά συσχετίζεται µε την τοπική µεταβλητότητα των 

κελιών, δηλαδή της θέσης των σηµείων. Για να γίνει κατανοητή η σηµασία της 

οµαλότητας ας υποθέσουµε τη µονοδιάστατη κυµατική εξίσωση . Έστω η 

παραµετρικοποίηση των σηµείων είναι 

0=Ψ′+Ψ&

( )rXx =  (οµοιόµορφο grid), τότε η κυµατική 

εξίσωση γράφεται . Είναι φανερό ότι αν η παραµετρικοποίηση δεν 

είναι οµαλή, δεν θα είναι οµαλό και το , κάτι που θα έχει επίπτωση στη διακριτή 

λύση της εξίσωσης µια και θα προκληθούν παραµορφώσεις στα κύµατα ακόµα και 

µικρές ανακλάσεις. Γενικά οι υψηλής ακρίβειας µέθοδοι επίλυσης απαιτούν και 

καλής ποιότητας πλέγµατα. 

( ) 0/1 =Ψ′+Ψ rX&

rX



 Πριν την εκκίνηση της κατασκευής του πλέγµατος πρέπει πρώτα να 

καθοριστεί η γεωµετρία της περιοχής που θα γίνει διακριτή. Αυτό γίνεται 

περιγράφοντας τις περιβάλλουσες επιφάνειες. Η κατασκευή της γεωµετρίας λαµβάνει  

χώρα είτε µε τη χρήση συστήµατος CAD (computer-aided design) είτε µέσα στην ίδια 

τη γεννήτρια του πλέγµατος. 

 Το πλέγµα που χρειαζόµαστε εδώ είναι οµοιόµορφο καρτεσιανό. Τα 

καρτεσιανά πλέγµατα ανήκουν στην κατηγορία των υβριδικών. Στην καρτεσιανή 

προσέγγιση η περιοχή καλύπτεται από ένα τετραγωνικό πλέγµα όπως βλέπουµε και 

στην παρακάτω εικόνα 

 

         Εικόνα 1.1 

Όπως παρατηρούµε τα όρια της περιοχής περικόπτουν το πλέγµα. Έτσι για να 

επιτύχουµε καλύτερη ανάλυση χρησιµοποιούµε προσαρµοστικές τεχνικές βελτίωσης. 

 

1.2 Eκτίµηση της δράσης της χαµιλτονιανής στην κυµατοσυνάρτηση 

 Η εκτίµηση του ΨH
)

 περιλαµβάνει δύο µέρη: τη δράση του τελεστή της 

κινητικής ενέργειας T
)

 και τη δράση του τελεστή της δυναµικής ενέργειας V
)

 στην 

κυµατοσυνάρτηση. Το δεύτερο µέρος είναι απλό διότι ο V
)
είναι διαγώνιος τελεστής. 

Έτσι αρκεί να πολλαπλασιαστεί η τιµή της Ψ  µε την τιµή του δυναµικού σε κάθε 

πλεγµατικό σηµείο. Αντίθετα η εκτίµηση του ΨT
)

 είναι σαφώς πιο δύσκολη µια και 

περιλαµβάνει δεύτερη παραγώγηση της κυµατοσυνάρτησης. 



 Οι µέθοδοι επίλυσης αυτού του προβλήµατος χωρίζονται σε δυο κατηγορίες: 

τις ψευδοφασµατικές (pseudospectral ή PS) και τις µεθόδους πεπερασµένων 

διαφορών (finite differences ή FD)(2).  

Μια ευρέως εφαρµοσµένη µέθοδος υπολογισµού του ΨT
)

 είναι αυτή του fast 

Fourier transform (FFT). Εδώ η κυµατοσυνάρτηση µετασχηµατίζεται από τον χώρο 

των θέσεων σε αυτόν των ορµών ως εξής: 

( ) ( ) ( )[ ]xFTdxexk ikx Ψ=Ψ=Ψ ∫
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1   ( )1.2.1 . 

Αν θελήσουµε να επιστρέψουµε πίσω στον χώρο των θέσεων τότε ισχύει: 
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Από την (  µπορούν να υπολογιστούν εύκολα οι παράγωγοι της   )2.2.2 Ψ
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Η FFT παρουσιάζει αρκετά καλή ακρίβεια, κάτι που οφείλεται στο γεγονός ότι ο 

τελεστής της κινητικής ενέργειας είναι τοπικός στον χώρο των ορµών.  

 Μέχρι και πριν µερικά χρόνια οι PS µέθοδοι γενικά –και η FFT ειδικότερα– 

θεωρούνταν οι πιο ακριβείς και προτιµούνταν έναντι των FD. Αυτό όµως άλλαξε 

ριζικά µε την ανάπτυξη αλγορίθµων βασισµένων σε υψηλής τάξης µεθόδους 

πεπερασµένων διαφορών. Σε αυτές ο υπολογισµός της παραγώγου σε οποιοδήποτε 

σηµείο  γίνεται µε πληροφορίες για τη συνάρτηση στο σηµείο αυτό καθώς και σε 

γειτονικά του. 

i

Υπάρχουν δύο σχήµατα(3,4) για τον υπολογισµό αυτό. Στο πρώτο (explicit scheme) η 

παράγωγος, αν το grid spacing είναι ∆x, δίδεται ρητά µέσω του αθροίσµατος: 
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Στο δεύτερο (implicit scheme) ένα άθροισµα παραγώγων ισούται µε ένα άθροισµα 

τιµών της συνάρτησης 
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Το τελευταίο σχήµα προτιµάται διότι καταφέρνει να έχει σαφώς ακριβέστερα 

αποτελέσµατα. Οι σχέσεις  δείχνουν µια FD προσέγγιση 3 σηµείων. 

Μπορούµε να προσεγγίσουµε την παραγώγηση µε περισσότερα σηµεία. Έτσι π.χ. για 

πέντε σηµεία η (  γράφεται: 

( )8.2.25.2.2 −
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Ο αριθµός των σηµείων Ν καθορίζει και την τάξη της µεθόδου Μ(5) (ή τάξη 

προσέγγισης της παραγώγου) σύµφωνα µε τη σχέση: 

12 += NM    ( )10.2.1 . 

 Οι PS µέθοδοι µπορούν να θεωρηθούν ως το όριο άπειρης τάξης των FD και 

αντίστροφα οι FD σαν αθροιστική επίσπευση των PS. Υπό αυτήν τη θεώρηση σε 

προηγούµενη εργασία(6) πραγµατοποιήθηκε σύγκριση µεταξύ των δύο. Η σύγκριση 

έδειξε ότι οι υψηλής τάξης FD µέθοδοι προσεγγίζουν ικανοποιητικά τις PS, αντίθετα 

µε χαµηλής τάξης FD οι οποίες έχουν αρκετά χειρότερα αποτελέσµατα. Επίσης 

ερευνήθηκε  και δοκιµάστηκε, µε επιτυχία, η σταθερότητα των FD προσεγγίσεων 

κατά τη χρονική εξέλιξη κυµατοπακέτων. 



Ένα άλλο σηµαντικό στοιχείο που προέκυψε είναι κάποια επιπλέον 

πλεονεκτήµατα  που διαθέτουν οι µέθοδοι πεπερασµένης διαφοράς, µερικά από τα 

οποία είναι ιδιαίτερα χρήσιµα στην παρούσα εργασία. Ένα τέτοιο είναι η δυνατότητα 

παραλληλοποίησης του υπολογιστικού προγράµµατος, γεγονός µείζονος σηµασίας 

στη µείωση του υπολογιστικού χρόνου ειδικά σε περιπτώσεις όπου πραγµατοποιείται 

µελέτη συστηµάτων τριών ή περισσοτέρων διαστάσεων. Ακόµη είναι δυνατή η 

αύξηση του αριθµού των πλεγµατικών σηµείων για την καλύτερη αναπαράσταση της 

κυµατοσυνάρτησης µε παράλληλη ελάττωση της τάξης της προσέγγισης των 

παραγώγων ώστε να επιτευχθεί µείωση του υπολογιστικού κόστους. Υπάρχει η 

δυνατότητα διερεύνησης του ρυθµού σύγκλισης σε σχέση τόσο µε τον αριθµό των 

πλεγµατικών σηµείων όσο και µε την τάξη προσέγγισης. Ένα µειονέκτηµα είναι ότι 

οι µέθοδοι FD απαιτούν µικρά χρονικά βήµατα κάτι που προκαλεί ζήτηµα αύξησης 

του υπολογιστικού κόστους σε προβλήµατα που η επίλυση τους επιβάλει µεγάλο 

χρόνο διάδοσης του κυµατοπακέτου, όπως για παράδειγµα το πρόβληµα των 

ιδιοτιµών ενός φραγµένου δυναµικού. Όµως τέτοια θέµατα ξεπερνιόνται µε τη χρήση 

τεχνικών βελτίωσης της ακρίβειας. Στο παράδειγµα του υπολογισµού των ιδιοτιµών 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τεχνικές διαγωνοποίησης φίλτρου (filter 

diagonolization) στις οποίες όµως θα αναφερθούµε αργότερα. 

 

1.3 ∆ιάδοση στο χρόνο 

 Μετά τον ορισµό της κυµατοσυνάρτησης στο πλέγµα το επόµενο βήµα είναι η 

χρονική της διάδοση. Πρέπει να αναφερθεί ότι η µέθοδος που έγινε η 

διακριτικοποίηση του χώρου επιδρά άµεσα τη διάδοση διότι επηρεάζει παραµέτρους 

όπως π.χ. το διακριτό φάσµα της κινητικής ενέργειας. Παρακάτω παρουσιάζονται 

τρεις ευρέως χρησιµοποιούµενες µέθοδοι και τις οποίες υποστηρίζει ο υπολογιστικός 



κώδικας που χρησιµοποιείται στη παρούσα εργασία. Βέβαια υπάρχουν και άλλες 

µέθοδοι µε αρκετά καλά αποτελέσµατα όπως ο αλγόριθµος  Lanczos. 

1.3.1 2ης τάξης παραγώγηση  (2nd order differencing  - SOD) 

 Σε αυτήν τη µέθοδο συσχετίζουµε τη κυµατοσυνάρτηση στο n+1 βήµα µε 

αυτή στο βήµα n µέσω του τελεστή χρονικής εξέλιξης. Το ίδιο κάνουµε για τη 

) )

κυµατοσυνάρτηση στο βήµα n-1 σε σχέση µε το n µέσω του συζυγούς τελεστή       

από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι 

Εάν αναλυθεί ο τελεστής 
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καθώς και ο σε αναπτύγµατα Taylor και κρατηθούν 

µέχρι και οι δεύτερης τάξης όροι παίρνουµε 

Μια σηµαντική επισήµανση που πρέπει να γίνει εδώ είναι ότι ειδικά όσον αφορά τον 

υπολογισµό της 1

( )t∆Ο+Ψ


−Ψ=Ψ

 (Ψ ) στο κυµατοσυνάρτησης του πρώτου βήµατος

 U
)

 απαιτείται να λάβουµε υπ’ όψιν µας 

 ανάπτυγµα 

Taylor του τελεστή και  όρο τρίτης τάξης. 

τ

αι

 τον

H µέθοδος αυτή έχει το µειονέκτηµα ότι απαιτεί τα χρονικά βήµατα να είναι µικρά. 

Σε αντίθετη περίπτωση η συνεισφορά των υψηλότερης άξης όρων των 

αναπτυγµάτων γίνετ  µεγαλύτερη και η σταθερότητα της SOD µεθόδου χάνεται 

µετά από µερικά βήµατα. 

 

1.3.2 ∆ιαχωρισµός του τελεστή  (Split operator - SO) 

 Σε τούτη τη µέθοδο ο τελεστής χρονικής εξέλιξης προσεγγίζεται µε 

υµµετρικό διαχωρισµό του όρου της κινητικής ενέργειας ως εξής: σ
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Τ λµα τρίτης τάξης στο ∆t που παρουσιάζεται, οφείλεται στο γεγονός ότι οι ο σφά

τελεστές της κινητικής και δυναµικής ενέργειας δεν αντιµετατίθενται. Η χρονική 

εξέλιξη ξεκινά µε µετασχηµατισµό Fourier της κυµατοσυνάρτησης στο χώρο των 

ορµών µε πολλαπλασιασµό της µε τον τελεστή διάδοσης του ελεύθερου σωµατιδίου 

( )h) mtpi 4/exp ∆− 2 . Κατόπιν µετασχηµατίζουµε πίσω στο χώρο των θέσεων µε 

πολλαπλασιασµό µε τον ( )h)
/exp tVi ∆− . Η συνάρτηση που προκύπτει υπόκειται ξανά 

(1.3.4) µπορεί να γραφεί 
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στον ίδιο µετασχηµατισµό στο χώρο των ορµών µε πολλαπλασιασµό πάλι µε τον 

τελεστή χρονικής εξέλιξης του ελεύθερου σωµατιδίου. Τέλος τη µετασχηµατίζουµε 

ξανά στον χώρο των θέσεων µε Fourier και έτσι ολοκληρώνεται ένα χρονικό βήµα.  

 Η µέθοδος SO µπορεί να επεκταθεί σε ακρίβεια τρίτης τάξης στο ∆t. Η σχέση 

όπου h/Hti∆−=λ . Το σφάλµα υπολογίζεται από τη σχέση: 

Ο 2ης τάξης διαχωρισµός του τελεστή µπορεί να γίνει µε πιο συµµετρικό τρόπο 

Για λόγους απλότητας µπορούµε να γράψουµε την παραπάνω σχέση ως: 

όπου 
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Γίνεται αντιληπτό ότι ο 2ης τάξης split-operator περιγράφεται µε όρους 1ης τάξης. 

Κατά αντιστοιχία λοιπόν µπορούµε να περιγράψουµε τον τελεστή 3ης τάξης µε όρους 

2ης τάξης 

Έχει αποδειχθεί(7) ότι η σχέση (1.3.10) µπορεί να αναπτυχθεί περαιτέρω ώσ τελικά 

να πάρουµε µια πιο γενικευµένη σχέση για τον S   

τις ανάλογες αντικαταστάσεις παίρνουµε   

η ποσότητα
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Έχουµε πλέον στη διάθεση µας έναν split-operator µε ακρίβεια 3ης τάξης αρκεί απλά 

( ) 0212 33 =−+ γγ  ⇔ ( 122 −=γ

 γ να ικανοποιεί τη συνθήκη 

) 13/ − ( ).13.3.1       

Πλέον το σφάλµα είναι τέταρτης τάξης κάτι που επιτρέπει την επιλογή µεγαλύτερων 

χρονικών βηµάτων. Γενικά επιτεύχθηκε µεγαλύτερη ικανότητα και ακρίβεια σε σχέση 

µε τη 2 ακρίβειας µε την SOD). 

1.3.3 Ανάπτυγµα σε πολυώνυµα Chebyshev

ης τάξης SO µέθοδο ( η οποία είναι παρόµοιας 

Επιπλέον η φάση της κυµατοσυνάρτησης καθορίζεται µε ακρίβεια. 

 

  

επιλογής των βηµάτων. Μάλιστα είναι δυνατή η πραγµατοποίηση ολόκληρης της 

 Οι προηγούµενες µέθοδοι απαιτούν περιορισµούς όσον αφορά τη διάρκεια 

των χρονικών βηµάτων. Αντίθετα η παρούσα παρέχει τη δυνατότητα ελεύθερης 



διάδοσης σε ένα και µόνο βήµα, αν φυσικά οι πληροφορίες των ενδιάµεσων 

καταστάσεων που χάνονται δεν είναι σηµαντικές. 

Έχει αποδειχτεί(7) ότι η µέθοδος Chebyshev είναι πιο αποδοτική σε σύγκριση 

υτό σηµαίνει ότι ένα σχήµα το οποίο 

α των οποίων η χαµιλτονιανή έχει 

 

µε την SOD περίπου κατά ένα παράγοντα 6. Α

συνδυάζει µέθοδο υψηλής τάξης FD για την εκτίµηση της δράσης της χαµιλτονιανής 

στην κυµατοσυνάρτηση, και Chebyshev ανάπτυξης του τελεστή χρονικής εξέλιξης 

ικανό να δώσει αποτελέσµατα µε πολύ καλή ακρίβεια. Ένα τέτοιο σχήµα 

χρησιµοποιούµε και στην παρούσα εργασία. Όµως πρέπει να αναφερθεί ότι αυτή η 

µέθοδος δεν µπορεί να εφαρµοσθεί σε συστήµατ

χρονική εξάρτηση. 

 Πιο συγκεκριµένα η ανάπτυξη του τελεστή χρονικής εξέλιξης θα γίνει σε 

µιγαδικά πολυώνυµα Chebyshev nϕ .Η σχέση τους µε τα πραγµατικά ( )nT  είναι  

( ) ( )ωωϕ iT −=  µε ]1,1[−∈ω   ( )14.3.1 . 
Τα πολυώνυµα Chebyshev κατανέµονται στο κλειστό διάστηµα [-1,1] και αντίστοιχα 

τα µιγαδικά στο [-i,i]). Έτσι για να είναι δυνατή η ανάπτυξη πρέπει να 

κανονικοποιήσουµε τη χαµιλτονιανή εκ νέου µετατοπίζοντας τις ιδιοτιµές της σε 

αυτό το διάστηµα: 
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Έχοντας πραγµατοποιήσει την κανονικοποίηση ο τελεστής χρονικής εξέλιξης µπορεί 

λέον να γραφεί: 

Τώρα τον αναπτύσσουµε στη µιγαδική σειρά Chebyshev: 
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όπου n για ια ε το µό1 και=C  0=n  2=nC  1≥n
 ( )normnT Hi

)
−  είναι ιγαδ πολυώνυµα Chebyshev των οποίων ο 

ναδροµικός τύπος δίδεται από τη σχέση 
 τα µ ικά 

 
2. Το π η α τω ιοτιµ ωνρόβλ µ ν ιδ ών/ιδιοκαταστάσε  
 
 Το πρόβληµα της εύρεσης των ιδιο

γ . Σύµφωνα µ ν ορισ  (1.3.14) η 
ποσότητα
α
µε )Ψ=Φ normH  και οι ( ( )0−nn iT

)
 

 ( )0Ψ−=Φ Hi
 ( )01 Ψ=Φ  

)
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 σηµαντικό πλεονέκτη
h/Et∆= , τείνουν εκθετικά

 έντονο όσο πιο µ

ιγότερους

J  
 µ

 µηδέν
είναι

 

τάξης n. 
 aJ n , µε 
άλιστα είναι 

απαιτείται να 
a
πιο

 an >
οπότε 

 an = .  

είνα α παράδειγµα συστήµατα που περιγράφουν την  

κίνη κούουν στη προσέγγιση Born-Oppenheimer.  

τέτοιους υπολογισµούς είναι η επίτευξη της µεγίστης δυνατής ακριβείας. Η ασία 

της µεγάλης κρίβ ιας γίνεται ιδιαίτερα αισθητή στη µελέτη συστηµάτων των οποίων 

1 =
)

(

ενώ πρέπει να ικανοποιούνται συνθήκες
και 2 norm n

( )

συµπεριλάβουµε λ
 

Τέλος οι είναι οι γνωστές συναρτήσεις Bessel 
Ένα µα της εθόδου συντελεί το γεγονός ότι οι

 στο  για τους όρους µε . Αυτό µ
εγάλη  η τιµή του α, και 

 όρους πάνω από το όριο

 
 

τιµών της ενέργειας και της εξαγωγής των 

αντίστοιχων ιδιοσυναρτήσεων, προκύπτει σε συστήµατα των οποίων τα δυναµικά 

ι φραγµένα, όπως γι  πυρηνική

ση µορίων που υπα ν 

 Το µεγάλο στοίχηµα µε όταν πραγµατοποιούµε 

 σηµ

α ε

ι ιδιοενέργειες βρίσκονται πολύ κοντά µεταξύ τους, όπως για παράδειγµα 

υστήµατα άνω της µιας διάστασης. Σε τέτοιες περιπτώσεις απαιτείται εξίσου η 

ήσεων, διότι αυτές είναι που θα 

ς τις οποίες 

12 −+ Φ+Φ−Φ nnnormn Hi ),20.3.1

που καλούµαστε να κερδίσου

ο

σ

µεγάλη ακρίβεια και στην εξαγωγή των ιδιοσυναρτ

καταστήσουν δυνατό το χαρακτηρισµό των ιδιοτιµών. 

 Όπως έχει ήδη αναφερθεί ένας καλός τρόπος να πραγµατοποιήσουµε 

υπολογισµούς µε υψηλή ακρίβεια είναι να χρησιµοποιήσουµε τεχνικές φίλτρου 

διαγωνοποίησης. Παρακάτω περιγράφουµε δυο τέτοιες τεχνικέ

υποστηρίζει ο κώδικας µας και ασφαλώς χρησιµοποιούµε σε υπολογισµούς αυτής της 

εργασίας. Αναφερόµαστε  συγκεκριµένα στην τεχνική φίλτρου χρόνου (time filtering) 



και την τεχνική φιλτραρίσµατος µε χρήση του Chebyshev αναπτύγµατος της 

συνάρτησης Green. Πρόκειται για τεχνικές που µπορούν να εφαρ οσθούν σχετικά 

εύκολα στον υπολογιστή και επιπλέον µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε 

πολυδιάστατα δυναµικά. Άλλωστε, ένας από τους σκοπούς µας είναι η σύγκριση των 

δυο τεχνικών όσον αφορά την ακρίβεια που µπορεί να

µ

 επιτύχει η κάθε µία, σε σχέση 

αι µε 

 

2.1 Φίλτρο διαγωνοποιήσης (Filter diagonolization)

κ την επιβάρυνση στο υπολογιστικό κόστος που αυτό συνεπάγεται. 

 Όπως είπαµε οι τεχνικές φίλτρου διαγωνοποίησης χρησιµεύουν στην επίλυση 

του προβλήµατος των ιδιοτιµών >Ψ=>Ψ nnn EH || , σε ένα προκαθορισµένο 

ενεργειακό εύρος [ ]maxmin , EE , το οποίο αντιπροσωπεύει ένα τµήµα του φάσµατος του 

συστήµατος. Ση αντικό ρόλο παίζε  η συνάρτηση συσχετισµο  (correlation function) 

τηςοποίας µικρό χρονικά τµήµα παρέχει την απαραίτητη πληροφορία. Ορίζεται ως: 

µ  ι ύ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) >ΨΨ>=<ΨΨ=< −iHtettC  ( ) . 
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1. . 

Η είναι η αρχική κυµατοσυνάρτηση και µπορεί να επιλεγεί τυχαία (π.χ. στην 

ε ση µας µια γκαουσιανή ή ένα άθροισµα γκαουσιανών) και µπορεί να γραφεί 
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σε όρους των ιδιοκαταστάσεων της χαµιλτονιανής (Ψ  Αντίστοιχα 

ακ αµιλτονιανή µπορεί να γραφεί σαν ∑ Ψ<>Ψ= EH || . 

l

 Καθώς διαδίδουµε το αρχικό κυµατοπακέτο σε κάθε χρονική στιγµή t παίρνει 

τιµές . Σε αυτές εφαρµόζουµε έναν µετασχηµατισµό Fourier µικρού χρόνου 

(«φίλτρο σε ενέργειες
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Όπ αίνεται για την κατασκευή του φίλτρου χρησιµοποιείται και ένας γκαουσιανός 

παράγοντας  απόσβεσης. Η ( )tΨ  προκύπτει, όπως φαίνεται και στη ( )1.2 , από τη 

δράση του τελεστή χρονικής εξέλιξης στην

ως φ

( )0Ψ . Έτσ να γραφεί: 

( ) ∑ ∫=Ψ nl eaE 2 ⇔

ι το φίλτρο µπορεί  

µια περιοχή [ ]Ll EE , :  

) ∑ Ψ= nl d ln ( )5.1.2 . 
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Εάν ο χρόνος απόσβεσης Τ είναι σχετικά µικρός ο φασικός όρος της 

µεταβάλλεται γοργά για ιδιοτιµές που δεν βρίσκονται κοντά στην Εl 

αποτελούνται από µερικές µόνο ιδιοκαταστάσεις  κυ  

( )3.1.2  

συνεπώς οι 

γύρω από ( )lEΨ  

Οι συντελεστές nlB θα υπολογιστούν κάνοντας επικάλυψη την εξίσωση ιδιοτι  

τις συναρτήσεις 

µών µε

( )lEΨ  κάτι που οδηγεί στη γενικευµένη εξίσωση ιδιοτιµών  

lSBHB =  ( )7.1.2 . 
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µε  ( )5.1.2 πορεί 

ι απ  

λίγες µόνο ιδιοσυναρτήσεις. Αν τώρα το ενεργειακό ηµ εγεί αρκετά 

µεγάλο η  µ να αντιστραφεί και να πάρου

( )∑ Ψ=Ψ
l

lnln EB  ( )6.1.2

πίνακας ληλοεπικάλυψης. Τόσο αυτός όσο και ο χαµιλτονιανός είναι  

πίνακες διάστασης L×L τα στοιχεία των οποίων είναι 

( ) ( ) >ΨΨ=< kllk EHEH ||  ( )8.1.2  και ( ) ( ) >ΨΨ=< kllk EES  ( )9.1.2 . 

Κάνοντας µια σειρά πράξεων(8) καταλήγουµε για τους δυο πίνακες στις εκφράσεις: 
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ου - T2.2 Φίλτρο χρόν ime filtering 

 Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή και σαν φασµατική µέθοδος διότι βασίζεται(9) 

στις φασµατικές ιδιότητες των λύσεων του χρονοεξαρτηµένου προβλήµατος. Τη 

βασική πληροφορία και εδώ την παρέχει η συνάρτηση συσχετισµού των χρονικών 

στιγµιότυπων της κυµατοσυνάρτησης µε την αρχική κατάσταση του συστήµατος. ∆εν 

 η 

µορφή της αναλυτικής σχέσης που περιγράφει το δυναµικό δύναται να επηρεάσει τη 

λειτουργικότητα ή την αποτελεσµατικό της µεθόδου(10). Συνεπώς µπορεί κατά 

αρχήν να επιλυθεί κάθε γραµµικό πρόβληµα ιδιοτιµών και ανεξαρτήτως του αριθµού 

των διαστάσεων. 

 Ένα ελκυστικό πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι επιτρέπει τη γραφική 

ναπαράσταση του φάσµατος των ιδιοτιµών. Έτσι τα ενεργειακά επίπεδα µπορούν να 

ς και από ένα φάσµα που προκύπτει από ένα 

ραγµα

είναι απαραίτητο να γίνει ad hoc επιλογή κάποιας βάσης συναρτήσεων, ούτε και

α

αναγνωρισθούν οπτικά όπως ακριβώ

π τικό πείραµα. 

 Παρακάτω παρουσιάζουµε τον αλγόριθµο σε προβλήµατα δύο διαστάσεων· η 

δράση του είναι παρόµοια είτε σε µία είτε σε περισσότερες διαστάσεις. Η λύση του 

δισδιάστατου προβλήµατος ( )tyx ,,Ψ  αναλύεται στις ιδιοσυναρτήσεις  

( ) ( ) ( )∑ −Ψ=Ψ njnjn tiEyxAtyx ,, exp,,,  ( )1.2.2 . 
jn,



Ο δείκτης j χρησιµεύει στη διάκριση εκφυλισµένων ιδιοκαταστάσεων. Αν 

αντικαταστήσουµε τη ( )1.2.2  στη συνάρτηση συσχετισµού (σχέση 1.1.2 ) έχουµε 
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2
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Τα βάρη των j, .2

Η παρουσία της συνάρτησης δ σηµαίνει ακριβώς ότι στο φάσµα θα παρατηρούµε 

κορυφογραµµές για κάθε ενέργεια συντονισµού n

ότι η συνάρτηση συσχετισµ έτει άπειρο χρονικό εύρος κατα

EE = .  Η έκφραση υπονοεί 

ού διαθ ς. Στην 

πραγµατικότητα, λόγω του υπολογισµού, το διαθ εύρος είναι ένο. Για 

να ληφθεί αυτό υπ’ όψιν, πριν τον µετασχηµ  Fourier το έρος της 

Μ

τέτοια είναι η κανονικοποιηµένη συνάρτηση παραθύρου Hanning 
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Αν δεν υπήρχε η συνάρτηση παραθύρου τότε ο κάθε συντονισµός θα έµοιαζε µε την  

ηµιτονοειδή ( )[ ] ( )nn EETEE −− /2/sin  της οποίας οι πλευρικοί λοβοί µπορούν να  

ν συντονισµών. Αντίθετα, η παρουσία της 

ελαττώνει τα πλάτη τον λοβών εκµηδενίζοντας την πιθανότητα αλληλεπιδράσεων.  

 Για να βρούµε τις ιδιοσυναρτήσεις πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της 

 µε  τα ολοκληρώνουµε από 0 ως Τ και παίρνουµε 

προκαλέσουν αλληλεπιδράσεις µεταξύ τω
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 Πρόκειται για µια επαναληπτική µέθοδο σχεδιασµένη να αποκτά τη 

φασµατική πληροφορία σε ένα µικρό ενεργειακό παράθυρο maxmin , EE  [ ] σύµφωνα µε 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 – ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΟΥ  
 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

Στο προηγούµενο κεφάλαιο αναφέρθησαν κάποια πλεονεκτήµατα των 

µεθόδων πεπερασµένων διαφορών έναντι των ψευδό-φασµατικών. Πρέπει να πούµε 

ότι δεν είναι τα µόνα που προέκυψαν , αλλά αναφέρθησαν επιλεκτικά διότι είναι πολύ 

χρήσιµα στην παρούσα εργασία κάτι που θα δείξουµε σε αυτό το εφάλαιο.  

Εργαζόµαστε πάνω σε τέσσερα διατοµικά µονοδιάστατα µοντέλα δυναµικού. Αρχικά 

ξετάζουµε ένα φραγµένο συµµετρικό δυναµικό µε εξάρτηση ~(-1/cosh2x) όπου το x 

ηλώνει την αποµάκρυνση από το σηµείο ισορροπίας µεταξύ των δυο πυρήνων. 

έτοιου τύπου δυναµικά είναι ρεαλιστικά καθώς συναντώνται σε βιολογικά µόρια. 

Εξάγουµε αρκετές ιδιοτιµές του µε τη µέγιστη δυνατή ακρίβεια και  τις συγκρίνουµε 

µε τις θεωρητικές τιµές, οι οποίες προκύπτουν από την αναλυτική επίλυση του 

προβλήµατος. Για να επιτύχουµε τη µέγιστη ακρίβεια χρησιµοποιούµε δύο τεχνικές 

διαγωνοποίησης, το φίλτρο χρόνου και την τεχνική φιλτραρίσµατος µε χρήση του 

αναπτύγµατος Chebyshev της συνάρτησης Green. Ελέγχουµε µε ποια τεχνική 

µπορούµε να επιτύχουµε καλύτερη σύγκλιση µε το λιγότερο υπολογιστικό κόστος. 

Κατόπιν εξετάζουµε το ρυθµό σύγκλισης των ιδιοτιµών συναρτήσει του αριθµού των 

πλεγµατικών σηµείων, και της τάξης προσέγγισης των παραγώγων, έχοντας υπ’ όψιν 

και πάλι την επιβάρυνση στον χρόνο του υπολογισµού. 

 Το επόµενο δυναµικό που µελετάµε είναι το γνωστό δυναµικό Morse. Για τις 

παραµέτρους που καθορίζουν το βάθος αλλά και το πλάτος του, επιλέγονται οι τιµές 

εκείνες ώστε να προκύπτει το δυναµικό δόνησης του µορίου του ιωδίου (Ι2). 

Αντίστοιχα οι τιµές των δυο µαζών είναι αυτές του ατόµου του ιωδίου. Για λόγους 

ευκολίας οι ίδιες τιµές εδόθησαν και στις αντίστοιχες παραµέτρους στο προηγούµενο 

 

κ

ε

δ

Τ



πρόβληµα. Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία µε πριν. Επίσης εξάγουµε και 

ερικές  ιδιοσυναρτήσεις τις οποίες σχεδιάζουµε σε αντιπαραβολή µε τις γραφικές 

παραστάσεις των ιδιοσυναρτήσεων, όπως αυτές προκύπτουν από την αναλυτική 

επίλυση. 

Στη συνέχεια επιλέγουµε ένα φράγµα δυναµικού µε εξάρτηση ~1/cosh2x. Εδώ 

το φάσµα των ιδιοενεργειών είναι συνεχές. Εξαναγκάζουµε τη χρονική εξέλιξη να 

γίνει µε µικρά βήµατα και έτσι παρακολουθούµε, καταγράφουµε και οπτικοποιούµε 

την κίνηση της κυµατοσυνάρτησης. Λόγω της ύπαρξης του ενεργειακού φράγµατος, 

ένα µέρος της ανακλάται από αυτό ενώ η υπόλοιπη διέρχεται. Με ολοκλήρωση 

βρίσκουµε  τα ποσοστά της αρχικής κυµατοσυνάρτησης που διήλθε και 

ανακλάστηκε, άρα υπολογίζουµε τους συντελεστές διέλευσης και ανάκλασης και 

βέβαια τους συγκρίνουµε µε τις θεωρητικές τιµές. Μπορούµε επίσης να ελέγχουµε το 

κατά πόσο το κυµατοπακέτο έχει και διατηρεί τις κυµατικές του ιδιότητες. 

Τέλος συνδυάζουµε τις πληροφορίες από τα παραπάνω προβλήµατα για να 

εξετάσουµε ένα συµµετρικό διπλό πηγάδι δυναµικού, και πιο συγκεκριµένα ένα 

πηγάδι µε ενεργειακό φράγµα στο µέσο του. Λόγω της συµµετρίας όλα τα ενεργειακά 

επίπεδα, είναι εκφυλισµένα.  Εάν το κυµατοπακέτο υπερβεί το φράγµα και διαδίδεται 

και στα δυο µέρη του πηγαδιού, τότε έχουµε άρση του εκφυλισµού και πρέπει να 

δούµε στο φάσµα των ιδιοτιµών διαχωρισµό των κορυφών. Εστιάζουµε την προσοχή 

µας στην κατάσταση όπου ο διαχωρισµός έχει τη µικρότερη τιµή, την οποία και 

υπολογίζουµε και βλέπουµε κατά πόσο συµφωνεί µε την πρόβλεψη της θεωρίας. 
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2. ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟ ∆ΥΝΑΜΙΚΟ 
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Το φάσµα  των ιδιοτιµών της ενέργειας είναι διακριτό όταν αυτή παίρνει θετικές 

τιµές, περίπτωση η  Schroedinger γράφετε: 

ή 

Παρατηρούµε ότι καταλήξαµε στην εξίσωση των πολυωνύµων Legendre. Μπορούµε 

α τη φέρουµε στην υπεργεωµετρική µορφή αν υποθέσουµε την
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Θέλουµε πεπερασµένη λύση για x = ∞ ↔ ξ = 1 συνεπώς η κυµατοσυνάρτηση είναι 

της µορφής 

 

Η ψ πρέπει να είναι πεπερασµένη για x = -∞ ↔ ξ = -1. Για να συµβεί αυτό(14) πρέπει 

α ισχύει -ns-ε = , όπου ο n  είναι θετικός ακέραιος. Τότε η συνάρτηση F έχει 

µορφή βαθµού Η παραπάνω σχέση καθορίζει τα ενεργειακά επίπεδα 

οι τιµές των οποίων - σύµφωνα και µε τις (2.4) και (2.5) – είναι: 

Για τους λόγους που εξηγήσαµε στην εισαγωγή οι παράµετροι που σχετίζονται µε το 

u.  α = 0.9374 a.u. και η ανηγµένη µάζα είναι 

m = 119406 a.u. Η αποµάκρυνση από την ισορροπία των δύο µαζών παίρνει τιµές 

από -2 ως 2. Η διάδοση του αρχικού κυµατοπακέτου γίνεται σε 8096 χρονικά βήµατα 

και ο συνολικός χρόνος διάδοσης είναι 39.166 ps. Προκειµένου να επιτύχουµε 

µεγάλη ακρίβεια χρησιµοποιούµε ένα πλέγµα το οποίο αποτελείται από 300 σηµεία, 

οπότε η απόσταση δυο διαδοχικών σηµείων είναι ∆x = 0.0133 a.u. Η τάξη 
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δυναµικό έχουν τις τιµές U0 = 0.0224 a.

προσέγγισης της παραγώγου είναι 13. Με αυτές τις παραµέτρους λοιπόν λαµβάνουµε 

το παρακάτω φάσµα. 
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Λόγω της συµµετρίας του δυναµικού υπάρχει η δυνατότητα, εάν κάτι τέτοιο είναι 

επιθυµητό, να ληφθεί φάσµα που να περιέχει τις ιδοτιµές που αντιστοιχούν µόνο σε 

κέντρο του πηγαδιού. Πάντως η ακρίβεια των υπολογισµών δεν µεταβάλλεται. 

Στον παρακάτω πίνακα βλέπουµε τις τιµές των φασµατικών κορυφών, τις 

άρτιο ή µόνο σε περιττό n. Αυτό γίνεται αν η αρχική κατάσταση αποτελείται από 

κυµατοπακέτα τα οποία είναι αντίστοιχα συµµετρικά η αντί-συµµετρικά ως προς το 

τιµές που προκύπτουν από τα φίλτρα διαγωνοποίησης και τις θεωρητικές τιµές των 

ιδιοενεργειών. 

Power Spectra Exact Values Time Filtering Green Funct. Filt. 

187.014 

431.277 

669.535 

187.013103 

430.980133 

187.009637 

430.790133 

187.008835 

430.724886 

62.5541 

310.387 

551.84  

785.877 
899.513 
1012.28 
1123.21 
1234.9  
1343.13 
1448.65 
1554.17 
1656.98 
1759.9  
1860.01 
1958.77 
2054.82 
2150.87 

62.606889 

309.804184 

550.540950 
668.486635 
784.817187 
899.532608 
1012.632896 
1124.118052 
1233.988076 
1342.242968 
1448.882728 
1553.907355 
1657.316851 
1759.111214 
1859.290445 
1957.854544 
2054.803511 
2150.137346 

62.604666 

309.710868 

550.394174 
668.332990 
784.736583 
899.354951 
1012.458094 
1123.946014 
1233.818708 
1342.076179 
1448.718425 
1553.725446 
1657.137214 
1758.913804 
1859.135202 
1957.681279 
2054.612176 
2149.957844 

62.603578 

309.715816 

550.398334 
668.292430 
784.746366 
899.321977 
1012.460860 
1123.893237 
1233.815838 
1341.981626 
1448.993981 
1553.906076 
1657.145397 
1758.921544 
1859.048775 
1957.595788 
2054.609869 
2149.812441 



2245.13 
2336.04 
2426.95 
2516.23 
2603.9  
2689.26 
2771.5  
2854.68 
2935.84 
3014.85 

2243.856048 
2335.959619 
2426.448057 
2515.321363 
2602.579537 
2688.222579 
2772.250488 
2854.663266 
2935.460911 
3014.643424 

2243.668286 
2335.749500 
2426.253483 
2515.098243 
2602.347767 
2687.998207 
2772.011142 
2854.424980 
2935.233592 
3014.406965 

2243.522101 
2335.563154 
2426.936977 
2515.016206 
2602.143335 
2687.849995 
2772.480867 
2854.266870 
2935.016571 
3014.033353 

Πίνακας 2.1 Ιδιοτιµές του συµµετρικού δυναµικού (σε κυµατάριθµους) 

 Το πρώτο στοιχείο που επισηµαίνουµε είναι η διαφορά, και η διακύµανση 

αυτής, των τιµών του φάσµατος καθώς και των αποτελεσµάτων των δυο µεθόδων 

κυµατά

ιώνει δραστικά την ακρίβεια των υπολογισµών. Το ίδιο ικανοποιητικά 

δρ ή φιλτρ αρτή ό

ιδιοτι όκλιση γί τερη και και 0.6 υς. 

Επίση άφηκε ο υ χρόνος π σαν οι   

παρατ  ότι η tim είναι πι τά 30.  

καταν όνο 5.5 10 108 (µονά πολογισ ου 

Green

 

2.1 Εξ από τον α µείων τ

φιλτραρίσµατος, από τις ακριβής τιµές. Όσον  αφορά το φάσµα η απόσταση αύτη έχει 

ελάχιστη τιµή 10-3 και µέγιστη περίπου 1.3 κυµατάριθµους. Η µέθοδος φίλτρου 

χρόνου δίνει τιµές οι οποίες αποκλίνουν από τις θεωρητικές 10-3 – 0.23 

ριθµους. Η απόκλιση αυτή αυξάνεται ελαφρά αλλά σταθερά καθώς 

µετακινούµαστε προς την περιοχή των υψηλότερων ενεργειών. Είναι φανερό ότι αυτή 

η µέθοδος βελτ

α και η τεχνικ αρίσµατος συν σεως Green. Μ νο στις τελευταίες 

µές η απ νεται µεγαλύ  φτάνει ως κυµατάριθµο

ς καταγρ πολογιστικός ου κατανάλω δύο τεχνικές και

ηρήσαµε e filtering ο γρήγορη κα 9 % µια  και

άλωσε χρ 8 έναντι 7.2 δες χρόνου υ τή) του φίλτρ

. 

άρτηση ριθµό των ση ου πλέγµατος 

Όπως ήδη αναφ ε να δ ρεάζει ν 

πλεγµ µείων τη  υπολογ α να το τό 

 έχουµε έρει, θέλουµ ούµε πως επη ο αριθµός τω

ατικών ση ν ακρίβεια των ισµών µας. Γι  επιτύχουµε αυ



επανα µε τους ς υπολο  µε πλ ία 

αποτε  λιγότε ιο συγκ ιµοποιο α 

από 2  που αντ = 0.02 έγµα α  ή 

∆x = 0.0267 a.u. Οι υπό ετροι π ετάβλη να 

µετρή σο αυξάν ιση  τω  τω ν 

filtering µια κ κατά 

30.4% πιο γρήγορο από το φίλτρο συνάρτησης Green. Τ’ αποτελέσµατα παρατίθενται 

στους παρακάτω πίνακες. 

  Ακριβής Τιµές         Φιλτρο Χρόνου          Φίλτρο Green 

Ακριβής Τιµές         Φιλτρο Χρόνου          Φίλτρο Green 
62.606889 
187.013103 
309.804184 

….. 

62.135091 
186.446215 
309.132236 

….. 

61.037614 
186.395160 
309.458592 

….. 
….. 
….. 

λαµβάνου προηγούµενου γισµούς αλλά έγµατα τα οπο

λούνται από ρα σηµεία. Π εκριµένα χρησ ύµε ένα πλέγµ

00 σηµεία ιστοιχεί σε ∆x a.u. και ένα πλ πό 150 σηµεία

λοιπες παράµ αραµένουν αµ τες. Θέλουµε 

σουµε πό εται η απόκλ ν αποτελεσµάτων ν δυο µεθόδω

αι αυτές επιτυγχάνουν µεγάλη ακρίβεια. Το φίλτρο χρόνου είναι 

Πίνακας 2.2 (α) Ιδιοτιµές του συµµετρικού δυναµικού για 200 πλεγµατικά σηµεία. 

 

  

 

187.013103 

….. 

.. 

1553.907355 

….. 

….. 

2772.250488 

….. 

62.213759 

309.412308 

….. 

1448.374531

1656.772560 

….. 

2687.442917 

….. 

3013.675347 

62.037532 

309.218589 

….. 

1448.013590 

1656.343951 

….. 

2686.742819 

….. 

3012.594382 

62.606889 

309.804184 

….. 
…

1448.882728 

1657.316851 

….. 

2688.222579 

….. 

3014.643424 

186.726041 

….. 

….. 
 

1553.393222 

….. 

….. 

2771.438711 

….. 

186.425149 

….. 

….. 

1553.060744 

….. 

….. 

2770.627622 

….. 

….. 
….. 

….. 
….. 

1448.882728 
1553.907355 
1657.316851 

….. 

1447.966470 
1553.032445 
1656.378821 

….. 

1446.664552 
1552.045710 
1655.113885 

….. 



 Πίνακας 2.2 (β) ιοτιµές του συµ µικού για ικά σηµεία. 

 

  

Παρατηρούµε σ ση στ ων υπο ς, κάτι που 

γίνεται ιδιαιτέρως έν όσο εξετάζουµε ιµές που αντιστοιχούν σε υψηλότερες 

ιδιοενέργειες και α όσο λιγοστε  τα σηµεία τ µατος. Πιο 

συγκεκριµένα σ ση ος φίλ  

απόκλιση 0.4 - µο, ενώ σ έγµα µε τα 15 ηµεία απόκλιση 

κυµαίνεται από 0.5 .2 κυµατάρι δος φί ησης Green 

παρουσιάζει α ερη αστάθεια. Οι αντίστοιχες διακυµάνσεις της 

απόκλισης είναι 0.2 – 2 και 0.6 – 4 κυµατάριθµους. 

Ένα άλλο γεγονός που αναµέναµε να συµβεί, είναι η µείωση του 

ρούµε πως 

συσχετίζεται ο µενος χρό αριθµό τ Σύµφωνα και 

µε το παρακάτω  σχέση α ο είναι γ

….. 

2772.250488 

….. 

….. 

2770.474738 

….. 

….. 

2768.039236 

….. 

 Ιδ µετρικού δυνα  150 πλεγµατ

ηµαντική µείω ην ακρίβεια τ λογισµών µα

τονο  ιδιοτ

βέβαι ύουν ου πλέγ

ε αυτό µε τα 200 µεία η µέθοδ τρου χρόνου παρουσιάζει

 1 κυµατάριθ το πλ 0 σ

ως 2 θµους. Η µέθο λτρου συνάρτ

κόµα µεγαλύτ

 

υπολογιστικού χρόνου µε τη χρήση µικρότερων πλεγµάτων. Θέλουµε να β

καταναλισκό νος µε τον ων σηµείων. 

 διάγραµµα η υτών των δύ ραµµική. 

….. 

2688.222579 

….. 

3014.643424 

….. 

2686.523659 

….. 

3012.450794 

….. 

2684.643194 

….. 

3008.681705 
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 Σχήµα 2.3 Εξάρτηση του υπολογιστικού χρόνου 
από τον αριθµό των πλεγµατικών σηµείων 

             

                           

             

                           

  

Συνολικά από το πλέγµα 300 σηµείων σε αυτό των 150 ο χρόνος µειώθηκε κατά 

55.4%. 

 
2.2 Εξάρτηση από την τάξη προσέγγισης της παραγώγου 

όσο και στο υπολογιστικό κόστος. Ο τρόπος για να γίνει αυτή η µελέτη είναι απλός. 

αποτελέσµατα που λάβαµε φαίνονται παρακάτω (συµπεριλαµβανοµένων και αυτών 

ια τάξ

62.604666 

309.710868 
….. 
….. 

1448.718425 
1553.725446 
1657.137214 

….. 

62.604666 

309.710868 
….. 
….. 

1448.718348 
1553.725292 
1657.137107 

….. 

62.604665 

309.710865 
….. 
….. 

1448.716291 
1553.722663 
1657.134174 

….. 

62.604664 
009619 

309.710724 
….. 
….. 

1448.685311 
1553.676609 
1657.068513 

….. 

 Εκτός του αριθµού των grid points µας ενδιαφέρει να δούµε την επίδραση 

στους υπολογισµούς µας η τάξη προσέγγισης της παραγώγου, τόσο στην ακρίβεια 

∆ιατηρούµε όλες τις παραµέτρους σταθερές και µεταβάλλουµε (µειώνουµε) την τάξη. 

Συγκεκριµένα κάνουµε υπολογισµούς για τάξη 11, 9, και 7 και για τα δυο φίλτρα. Τα 

γ η 13). 

         n = 13    n = 11          n = 9   n = 7 

187.009637 187.009637 187.009634 187.



….. 
2687.998207 
2772.011142 

….. 
….. 

3014.406965 

….. 
2687.997351 
2772.008964 

….. 
….. 

3314.397370 

….. 
2687.969500 
2771.973026 

….. 
….. 

3314.294786 

….. 
2687.709347 
2771.688730 

….. 
….. 

3313.719032 
       Πίνακας 2.3 (α) Ιδιοτιµές του συµµετρικού δυναµικού για διαφορετικές τάξεις               

               προσέγγισης της παραγώγου υπολογισµένες µε φίλτρο χρόνου 

 

         n = 13    n = 11          n = 9   n = 7 
62.603578 
187.008835 
309.715816 

….. 
….. 

1448.993981 

1657.145397 
….. 
….. 

2687.849995 

….. 

3014.033353 

62.603578 

….. 
….. 

1448.993853 

1657.145047 
….. 
….. 

2687.847831 

….. 

3014.014708 

62.603576 

….. 
1448.990672 

1657.141185 
….. 
….. 

2687.808461 

….. 

3013.902664 

62.603576 
816 

….. 
….. 

1448.970441 

1657.086257 
….. 
….. 

2687.781362 
2772.920470 

….. 

3014.724869 

1553.906076 1553.905796 1553.901770 1553.859304 

2772.480867 2772.477964 2772.545386 

….. ….. ….. ….. 

187.008835 
309.715816 

187.008832 
309.715813 

187.008
309.715727 

….. 

        Πίνακας 2.3 (β) Ιδιοτιµές του συµµετρικού δυναµικού για διαφορετικές τάξεις               

 

Από τα αποτελέσµατα παρατηρούµε καταρχήν ότι η µείωση της τάξης 

προσέγγισης της παραγώγου έχει τον ίδιο αντίκτυπο και στις δύο µεθόδους 

φιλτραρίσµατος. Επίσης, σε αντιστοιχία µε τη µελέτη που έγινε µε τα σηµεία των 

grid, διαφαίνε

       προσέγγισης της παραγώγου υπολογισµένες µε φίλτρο συν. Green 

ται η τάση να µειώνεται η ακρίβεια καθώς εξετάζουµε µεγαλύτερες 

ιδιοτιµές της ενέργειας. Πιο αναλυτικά για τάξη προσέγγισης 11 βλέπουµε ότι τα 

αποτελέσ ουν συ οποιη ι η δια  αυτά 

της τάξη   και ριθµ πώς τη 

θεωρούµε α έα. Παρόµο µπεριφορά τηρείται και τάξη 9 µε 

εξαίρεση των ειώ ορά  0.1 

κυµατάριθµο ρα και παύο να τη θεωρο αµελητέα. Ό αφορά την 

µατα µας έχ γκλίνει ικαν τικά µια κα φορά τους από

ς 13 είναι από µηδενική ως 10-2 κυµατά ους και συνε

µελητ ια συ παρα  για 

 την περιοχή  υψηλών ενεργ ν, όπου η διαφ  προσεγγίζει τους

υς ά υµε ύµε σον 



περίπτωση τ ξης 7, παρουσιάζεται µια απόκλιση που γίνετα αντική από 

σχετικά , κ ει µέ .7 κ

Τέλος, ό ερί ταβο µού ts, µας 

ενδιαφέρει το πώς επηρεάζεται ο καταναλισκόµενος υπολογιστικός χρόνος από την 

αλλαγή της τάξης προσέγγισης. Ξανά η σχέση τους προκύπτει να είναι γραµµική 

ης τά ι σηµ

µικρές ιδιοτιµές αι τελικά φτάν χρι και τους 0 υµατάριθµους. 

µοια µε την π πτωση της µε λής του αριθ  των grid poin
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 Σχήµα 2.3 Εξάρτηση του υπολογιστικού χρόνου 
 

 

 

Η ολική µείωση του χρόνου υπολογισµού, δηλαδή από τάξη 13 σε τάξη 7, είναι 

19.8% 

 

από την τάξη προσέγγισης της παραγώγου 



3. ∆ΥΝΑΜΙΚΟ MORSE 

Σχήµα 3.1 ∆υναµικό Morse
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Η εξίσωση Schroedinger γράφετε: 

Για την επίλυση της, και έχοντας πάντα υπ’ όψιν ότι µας ενδιαφέρει το διακριτό 

µέρος του φάσµατος και συνεπώς 0<Ε<U0 ⇔ -U0<ε<0, θέτουµε: 

 Η εξίσωση Schroedinger 

Καθώς το ξ → ∞, η συνάρτηση ψ συµπεριφέρεται ασυµπτοτικά σαν exp(∓ξ/2), ενώ 

ταν ξ → 0 η ψ είναι ανάλογη του ξ∓s. Η συνάρτηση πρέπει να είναι πεπερασµένη 

οπότε επιλέγουµε τη λύση µε συµπεριφορά exp(-ξ/2) και ξ-s. Έτσι κάνουµε την 

αντικατάσταση: 

 

2
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Για τη συνάρτηση ω λοιπόν θα ισχύει η εξίσωση: 

Η παραπάνω εξίσωση έχει ως λύση την συµβάλλουσα υπεργεωµετρική συνάρτηση: 

Μια λύση, η οποία θα ικανοποιεί τις συνθήκες που ετέθησαν, αποκτάται για θετικά 

ακέραια n, οπότε η F απλοποιείται (14,15) σε ένα γενικευµένο πολυώνυµο Laguerre. 

Από τις σχέσεις (3.5) και (3.6) βρίσκουµε τις τιµές τω

Όπως και πριν οι παράµετροι έχουν τις τιµές U0 = 0.0224 a.u.  α = 0.9374 a.u. 

και η ανηγµένη µάζα είναι m = 119406 a.u. Η δια-ατοµική αποµάκρυνση x από το 

σηµείο ισορροπίας κυµαίνεται µεταξύ –1 και 3 (a.u.). Η χρονική εξέλιξη του 

κυµατοπακέτου έγινε σε 8096 χρονικά βήµατα, µε συνολικό χρόνο 39.166 ps. Για να 

επιτευχθεί η µεγίστη ακρίβεια χρησιµοποιούµε 320 πλεγµατικά σηµεία. Η απόσταση 

η προσέγγισης της παραγώγου είναι 13. 

Παρακάτω βλέπουµε το φάσµα των ιδιοτιµών.  

ν ενεργειακών επιπέδων: 

µεταξύ δυο σηµείων είναι 0.0125 a.u. Η τάξ
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Σχήµα 3.2 Φάσµα του δυναµικού Morse
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Οι τιµές των κορυφών του φάσµατος παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα 

µαζί µε τις ιδιοτιµές της ενέργειας, όπως αυτές προκύπτουν από τις δυο µεθόδους 

φίλτρου διαγωνοποίησης και από την αναλυτική επίλυση του προβλήµατος.  

 Φάσµα   Ακριβής Τιµές         Φιλτρο Χρόνου         Φίλτρο Green 

311.36 

551.62 

784.74  
900.00  
1013.64 
1125.65 
1235.39 
1342.53 
1451.30  

2856.88 
2938.05 
3015.97 
3091.40  
3168.51 
3241.56 
3316.64 
3387.66 

309.999 

550.731 

785.002 
899.715 
1012.813 
1124.295 
1234.163 
1342.415 
1449.052 

2854.794 
2935.589 
3014.769 
3092.334 
3168.283 
3242.618 
3315.337 
3386.441 

309.839484 

550.577614 

784.854847 
899.570628 
1012.671183 
1124.156515 
1234.026623 
1342.281506 
1448.921165 

88.251265 
72.277743 

2854.689044 
2935.485090 
3014.665914 
3092.231530 
3168.181873 
3242.517012 
3315.236924 
3386.341617 

309.833262 

550.793670 

784.859481 
899.581570 
1012.681511 
1124.159277 
1234.030013 
1342.280680 
1448.918555 

2688.084448 
2772.402132 
2854.949177 
2935.766028 
3014.561019 
3091.941407 
3168.596656 
3242.201517 
3315.763558 
3386.945486 

62.98 62.807 62.640457 62.640127 
187.98 

431.49 

669.48  

187.211 

431.173

1555.19 
1659.09 
1759.74 
1861.36 
1958.77 
2056.17 
2150.32 
2245.13 
2337.66 
2428.57 
2516.23 
2603.90  
2689.94 
2774.35 
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Πίνακας 3.1 Ιδιοτιµές του δυναµικού Morse (σε κυµατάριθµους) 

 



Η απόκλιση των τιµών του φάσµατος από τις θεωρητικές κυµαίνεται µεταξύ του 1 – 

1.5 κυµατάριθµου. Με τη χρήση της τεχνικής φίλτρου χρόνου η µεγίστη απόκλιση 

περιορίζεται σε 0.2 κυµατάριθµους. Η τεχνική φιλτραρίσµατος συνάρτησης Green 
επιτυγχάνει αντίστοιχη δραστική µείωση της απόκλισης, ιδίως στις πιο χαµηλές 

ιδιοενέργειες. Καθώς προχωράµε σε υψηλότερες παρατηρούµε ότι η τεχνική 

παρουσιάζει µεγαλύτερη απόκλιση, µέχρι και µισό κυµατάριθµο. Επίσης το φίλτρο 

χρόνου παρουσιάζει χρονικό υπολογιστικό κόστος µικρότερο κατά 30.7%.  

 

 

3.1 Εξάρτηση από τον αριθµό των σηµείων του grid 

 Όπως και σ  να δούµε τη σηµασία του 

αριθµο των grid points, τον µεταβάλλουµε ενώ κρατάµε σταθερές τις υπόλοιπες 

παραµέ
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το συµµετρικό δυναµικό έτσι και εδώ για

ύ 

τρους. Συγκεκριµένα χρησιµοποιούµε δυο grid, ένα µε 240 σηµεία (∆x = 

0.0167) και ένα µε 160 σηµεία (∆x = 0.025). Τα αποτελέσµατα φαίνονται στους 

παρακάτω πίνακες. 
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 Πίνακας 3.2 τιµές του δυ  Morse  για 240 ατικά σηµεία 
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Όπως ήταν αναµενόµενο η µείωση των σηµείων που αποτελούν  πλέγµα 

µεία το 

ίλτρο χρόνου αποκλίνει 0.4 – 0.8 κυµατάριθµους και στα 160 σηµεία 0.5 – 2 

 Green  είναι 0.5 – 2 και 0.6 – 

 κυµα

εξάρτηση του υπολογιστικού χρόνου από τον αριθµό των πλεγµατικών σηµείων. 

Όπως παρατηρούµε και στο παρακάτω διάγραµµα τα δυο αυτά µεγέθη είναι ανάλογα. 

Πίνακας 3.2 (β) Ιδιοτιµές του δυναµικού Morse  για 160 πλεγµατικά σηµεία

το

επηρεάζει αρνητικά την ακρίβεια των υπολογισµών, γεγονός το οποίο και πάλι 

γίνεται εντονότερο σε µεγαλύτερες ενέργειες. Πιο συγκεκριµένα στα 240 ση

φ

κυµατάριθµους. Οι αποκλίσεις του φίλτρου συνάρτησης

7 τάριθµους αντίστοιχα. Προκύπτει λοιπόν ότι η δεύτερη είναι αρκετά πιο 

ευαίσθητη µέθοδος στη µεταβολή του αριθµού των σηµείων.  

 Κατά αντιστοιχία µε το συµµετρικό δυναµικό θέλουµε να βρούµε την 
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Σχήµα 3.3 Εξάρτηση του υπολογιστικού χρόνου 
από τον αριθµό των πλεγµατικών σηµείων 
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 στα 160 

πλεγµατικά σηµε %. 

3.2 Εξάρτηση από  προσέγγιση  παραγώγου

Η συνολική µείωση του υπολογιστικού χρόνου από τα 320

ία είναι 55

 την τάξη ς της

ούµε την ικασία που έλαβε ώρα και στη

αµ . Οικού σµοί νται  γίνο εις π γγισηροσέ

εθόδους

ς παρακάτ ες παρατίθεντ αποτελέσµατα

τάξη 

      n = 7

 
 

Ακολουθ ίδια διαδ  χ  µελέτη του 

συµµετρικού δυν ι υπολογι για τάξ ς 11, 9 και 7 

και για τις δυο µ  filtering, κρατώντας πάντα τις υπόλοιπες παραµέτρους 

σταθερές. Στου ω πίνακ αι τα  αυτών των 

υπολογισµών, σε αντιπαράσταση µε τα αρχικά αποτελέσµατα ( προσέγγισης 13). 
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     Πίνακας 2.3 (α) Ιδιοτιµές του δυναµικού Morse για διαφορετικές τάξεις  

 

           προσέγγισης της παραγώγου µε φίλτρο χρόνου 
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 Πίνακας 2.3 (β) Ιδιοτιµές του δυναµικού Morse για διαφορετικές τάξεις  
                        π en 
 
 
 

Τα αποτελέσµατα των δύο µεθόδων  παρουσιάζουν όµοια συµπεριφορά στη 

µεταβολή της τάξης προσέγγισης. Γενικά η απόκλιση από τις θεωρητικές τιµές 

ς της ενέργειας. Πιο 

συγκεκ

-6

ιδιοτιµές η επιπλέον απόκλιση παύει να είναι ασήµαντη. Τέλος για τάξη 7 

ροσέγγισης της παραγώγου µε φίλτρο συνάρτησης Gre

αυξάνει όσο µετακινούµαστε σε υψηλότερες περιοχέ

ριµένα για τάξη 11 η επιπλέον απόκλιση, δηλαδή αυτή που οφείλεται στη 

µεταβολή της τάξης, κυµαίνεται µεταξύ 0 και 0.01 κυµατάριθµους και συνεπώς 

µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα ή εναλλακτικά µπορούµε να πούµε ότι και οι δυο 

µέθοδοι έχουν συγκλίνει µε αυτήν την τάξη προσέγγισης. Για τάξη 9 η διακύµανση 

είναι από 10  ως 0.1 κυµατάριθµους. Παρατηρούµε λοιπόν ότι για τις τελευταίες 



παρατηρο ανση .7 κυ ς. Πλ εια των 

υπολογισ  µειω  βαθ ση µ χαµηλές 

ιδιοενέργειες

 Η ου λογι υς  όπως 

µπορούµ ι στη ραφ

ύµε διακύµ 2 10-6 µε 0 µατάριθµου έον η ακρίβ

µών µας έχει θεί σε µεγάλο µό, µε εξαίρε όνο τις πολύ 

. 

 εξάρτηση τ χρονικού υπο στικού κόστο είναι γραµµική
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Σχήµα 3.4 Εξάρτηση του υπολογιστικού χρόνου  

 
Η συνολική µείωση του υπολογιστικού κόστους από τάξη 13 σε 7 είναι 19.5% 

 

από την τάξη έγγισ ώγουπροσ ης της παραγ  



3.3 Κυµατοσυναρτήσεις 

          Φίλτρο χρόνου     Φίλτρο συνάρτησης Green 
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Στις παραπάνω γραφικές σχεδιάσαµε τη βασική κατάσταση καθώς και τη δέκατη και 

δέκατη πέµπτη διεγερµένη, όπως τις εξαγάγαµε µε τη χρήση των δυο τεχνικών 

φιλτραρίσµατος. Επίσης σχεδιάσαµε τις κυµατοσυναρτήσεις σύµφωνα µε την 

αναλυτική επίλυση. Στην ακρίβεια του σχήµατος 3.5 είναι αδύνατον να διακρίνουµε 

τις διαφορές από τις αναλυτικές λύσεις! 

δυναµικού Morse

0,5

1,0

Σχήµα 3.5 Κυµατοσυναρτήσεις



4. ΦΡΑΓΜΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΟΥ 

 

 
Σχήµα 4.1 Σκαλοπάτι δυναµικού

Η εξίσωση Schroedinger γράφετε: 

και έχει ίδια µορφή µε το πρόβληµα του συµµετρικού πηγαδιού δυναµικού. Έτσι ο 

τρόπος επίλυσης θα είναι παρόµοιος. Θέτουµε ξ = tanh αx  και κάνουµε και τις 

αντικαταστάσεις: 

Αυτή η λύση ικανοποιεί τη συνθήκη ότι στο x → ∞ ή ξ → 1 (και (1-ξ) ≈ e-x) η 

κυµατοσυνάρτηση  πρέπει  περιγράφει µόνο το µέρος του κύµατος που διαπέρασε το 

φράγµα δυναµικού. Ο συντελεστής διέλευσης βρίσκεται ότι είναι(14): 
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Ο συντελεστής ανάκλασης είναι R = 1 – D. Το k όπως ορίσθηκε είναι ο 

κυµατάριθµος του κυµατοπακέτου. Οι παράµετροι του δυναµικού έχουν τις τιµές     

U0 = 0.024 a.u., a = 3 a.u. και η µάζα είναι m = 119406 a.u. Το πλέγµα που 

κατασκευάζουµε εκτείνεται από –1.5 ως 1.5 a.u. και αποτελείται από 200 σηµεία   

(∆x = 0.015 a.u.), ενώ η τάξη προσέγγισης της παραγώγου είναι 9. ∆ίδουµε στο 

κυµατοπακέτο αρχική ορµή k = 20  a.u. και καταγράφουµε το στιγµιότυπο του σε 

κάθε χρονικό 
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 Σχήµα 4.2 Στιγµιότυπα του κυµατοπακέτου 
κατά την πρόσκρουση στο φράγµα δυναµικού 

κάτω βλέπουµε µερικά τέτοια 

στιγµιότυπα. 
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Στο δεύτερο στιγµιότυπο παρατηρούµε κροσσούς. Η εµφάνιση τους οφείλεται 

στο γεγονός ότι κατά τη διάρκεια της πρόσκρουσης στο φράγµα, λαµβάνει χώρα 

υµβολή µεταξύ µέρους του κυµατοµετόπου που προσπίπτει και µέρους που έχει ήδη 

ανακλαστεί. 

Αφήνουµε το κυµατοπακέτο να εξελιχθεί αρκετά (περίπου 30 χρονικά 

βήµατα) ώστε να ολοκληρωθεί η διέλευση και η ανάκλαση. Ολοκληρώνουµε τα 

τετράγωνα των δυο µερών του πακέτου και διαιρώντας καθένα µε το ολοκλήρωµα 

του τετραγώνου του αρχικού υπολογίζουµε τους συντελεστές διέλευσης και 

ανάκλασης. 

 Theoretical Computational 

σ

D 0.50614 0.50528 
R 0.49386 0.49472 

 

Οι τιµές που υπολογίσαµε απέχουν από τις θεωρητικές κατά 0.17% 
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Σχήµα 5.1 διπλό πηγάδι δυναµικού

. ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟ ∆ΙΠΛΟ ΠΗΓΑ∆Ι ∆ΥΝΑΜΙΚΟΥ 

 

 

ν πρώτης τάξης θεωρία διαταραχών(16) βρίσκουµε ότι ο διαχωρισµός  

της κορ
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 Για να πα ρήσουµε ωρισµό των του φάσµατος λόγω 

ρσης του εκφυλισµού έγιναν τρία πειράµατα µε ίδιες συνθήκες αλλά µε διαφορετικό 

αρχικό α πακέτο 

στο ένα από τα δυο πηγάδια και το αφήσαµε να εξελιχθεί αρκετό χρονικό διάστηµα, 

έτσι ώστε µεγάλο µέρος του να διέλθει στο άλλο πηγάδι. Στη δεύτερη περίπτωση το 

τοποθετήσαµε πάνω στο φράγµα οπότε καθώς εξελίσσεται να ισοκατανεµηθεί και 

στα δυο πηγάδια. Τέλος χρησιµοποιήσαµε δύο κυµατοπακέτα, ένα σε κάθε πηγάδι, 

και σε συµµετρικές µεταξύ τους θέσεις. Τα αποτελέσµατα και των τριών πειραµάτων 

είναι πανοµοιότυπα. 

Οι παράµετροι του πηγαδιού είναι U0 = 0.02 a.u.και a = 2 a.u. και η µάζα      

m = 119406 a.u. To πλέγµα καλύπτει περιοχή από –1.5 ως 1.5 a.u. και αποτελείται 

από 300 σηµεία, οπότε το ∆x ισούται µε 0.01 a.u. Η τάξη προσέγγισης της 

ρατη  το διαχ κορυφών 

ά

 κυµατοπακέτο κάθε φορά. Στο πρώτο πείραµα «τοποθετήσαµε» έν



Σχήµα 5.2 Φάσµα διπλού πηγαδιού δυναµικού

Σχήµα 5.3 1ος 

Βρίσκουµε ότι οι δυο κορυφές απέχουν κατά 20.6 κυµατάριθµους, κάτι που 

αντιστοιχεί σε 2.5% απόκλιση την θεωρία η οποία προβλέπει απόκλιση 20.1 

κυµατάριθµους. 

 
 
 

ενεργειακός διαχωρισµός

παραγώγου είναι 13. Στο παρακάτω φάσµα φαίνεται καθαρά ο διαχωρισµός των 

κορυφών 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 – ΕΝΤΟΠΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ ΣΕ     

ΣΥΖΕΥΓΜΕΝΟΥΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΕΣ
 

 

 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 Το 1958 ο Anderson έδειξε µε την εργασία του(17) ότι γραµµικά κύµατα 

πορούν να «παγιδευτούν» και να παραµείνουν εντοπισµένα σε τυχαία συστήµατα. 

κτοτε το φαινόµενο αυτό έχει µελετηθεί σε ευρεία κλίµακα όσον αφορά τις 

πιπτώσεις του σε πραγµατικά φυσικά προβλήµατα. Μεγάλη έµφαση έχει δοθεί στη 

ελέτη στερεών, κρυσταλλικών και άµορφων(18,19,20). Σε πραγµατικά φυσικά 

υστήµατα ο εντοπισµός της κυµατοσυνάρτησης που τα περιγράφει συνεπάγεται και 

ντοπισµό της ενέργειας. Η εµφάνιση τέτοιου φαινοµένου συνεπώς, επηρεάζει σε 

εγάλο βαθµό τις φυσικές τους ιδιότητες.  

σαν µια αλυσίδα συζευγµένων ταλαντωτών. Κατά τις µελέτες αυτή αναπτύχθηκε η 

θεωρία των αναπνοών (breathers). Πρόκειται για χωρικά εντοπισµένες µη-γραµµικές 

περιοδικές ταλαντώσεις, οι οποίες και αποτελούν λύσεις µεγάλου αριθµού 

συστηµάτων. Μια τέτοια λύση µπορεί να είναι µια απλή ταλάντωση (διακριτά 

breathers), ή ένας συνδυασµός ταλαντώσεων (multibreathers). Η παρουσία των 

multibreathers είναι που καθορίζει τον εντοπισµό ή µη της ενέργειας. Αν εµπεριέχει 

και στρέψης της φάσης των breathers, τότε η ενέργεια µετατοπίζεται(20). Επίσης έχει 

παρατηρηθεί ότι η εµφάνιση των breathers προκαλεί µια επιβράδυνση στη δυναµική 

α τέτοιο που θα µας απασχολήσει στη συνέχεια είναι οι βιολογικές 

λυσίδες που συναντώνται σε βιοµόρια. Συγκεκριµένα σε αυτό το κεφάλαιο της 

µ

Έ

ε

µ

σ

ε

µ

 Ο πιο διαδεδοµένος τρόπος µελέτης των στερεών είναι προσοµοιώνοντας τα 

ενός συστήµατος και συνεπώς επιδρά σηµαντικά στα χαρακτηριστικά του(19). 

 Η θεωρία του Anderson µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη µελέτη βιολογικών 

συστηµάτων. Έν

α



παρούσης εργασίας θα θέσουµε τις βάσεις για τη µελέτη τέτοιων αλυσίδων. 

Εργαζόµαστε µε τρόπο ανάλογο µε αυτόν που µελετήθηκαν τα στερεά. Έτσι 

κατασκευάζουµε µια σειρά ταλαντωτών, καθένας από τους οποίους αλληλεπιδρά µε 

τους γειτονικούς του. Η χαµιλτονιανή που περιγράφει το σύστηµα µας, αν Ν ο 

αριθµός των ταλαντωτών, λοιπόν θα έχει τη µορφή: 

( ) ( )∑
=

+ 



 −++=

N

i
iiii xxWxVpH

1
1

2

2
1)

  ( )1.3 , 

όπου είναι η µετατόπιση από τη θέση ισορροπίας του ταλαντωτή i. Οι ταλαντωτές 

είναι αρµονικοί µε συχνότητες 

 ix  

 µη iω  

( ) 422

4
1

2
1

iiii xxxV += ω   ( )2.3 . 

Το W είναι το δυναµικό αλληλεπίδρασης και είναι της µορφής: 

( ) 2
2

xCxW =   ( )3.3 . 

Η παράµετρος C  καθορίζει το πόσο ισχυρή είναι η σύζευξη. 
 

2. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

 Ένα καλό εργαλείο για τη µελέτη του εντοπισµού της ενέργειας είναι το 

φάσµα των ιδιοτιµών του συστήµατος. Η ύπαρξη όµως πολλών ταλαντωτών µε ίδιες 

ή παραπλήσιες συχνότητες συνεπάγεται ότι οι κορυφές του φάσµατος θα είναι πολύ 

κοντά η µια στην άλλη. Το γεγονός αυτό δυσκολεύει πολύ την αναγνώριση και τον  

χαρακτηρισµό τους. Για να το επιτύχουµε αυτό πρέπει να εξάγουµε και να 

σχεδιάσουµε την ιδιοσυνάρτηση κάθε ιδιοτιµής. Το πρόβληµα που προκύπτει είναι 

ότι δεν µπορούµε – από πρακτικής άποψης – να σχεδιάσουµε κυµατοσυνάρτηση για 

σύστηµα που έχει άνω των τριών βαθµών ελευθερίας. 

 Μια καλή εναλλακτική πρόταση είναι να προκαλέσουµε επιλεκτική διέγερση 

σε κάποιους από τους ταλαντωτές και να καταγράψουµε  τη χρονική εξέλιξη του 

κυµατοπακέτου κάθε ενός ξεχωριστά. Ενδεχόµενη ανταλλαγή ενέργειας µεταξύ τους 



θα διεγείρει και άλλους ταλαντωτές. Έτσι θα αλλάξει η κυµατοσυνάρτηση που τους 

 έργειας. 

 Αρχικά θέτου

περιγράφει, άρα και θα µπορέσουµε να παρατηρήσουµε την µεταφορά της εν

µε την παράµετρο C της σχέσης ( )3.3  ίση µ ε µηδέν, έχουµε 

ά ασύζευτων ταλαντωτών, όπου βέβαια η ενέργεια είναι 

ντοπισ

υµατοπακέτα, ένα σε κάθε ταλαντωτή. Τα 

υµατο

ε 9. Οι 

δηλαδή µια σειρ

ε µένη. Ο υπολογισµός αυτός µας βοηθάει να καθορίσουµε τις κατάλληλες 

παραµέτρους του υπολογιστικού κώδικα και κυρίως µας δίνει µια καλή εικόνα για 

την συµπεριφορά των κυµατοπακέτων (διεγερµένων και µη). Κατόπιν αρχίζουµε να 

αυξάνουµε σταδιακά την τιµή της C µέχρι και την τιµή 0.5 (eV/bohr2). Μεγαλύτερες 

τιµές δεν αντιστοιχούν σε ρεαλιστικά προβλήµατα.  

 Για λόγους µείωσης του υπολογιστικού κόστους σε χρόνο και χώρο, 

κατασκευάζουµε αλυσίδες αποτελούµενες από τρεις ταλαντωτές. Η αρχική 

κυµατοσυνάρτηση αποτελείται από τρία κ

κ πακέτα του πρώτου και του τρίτου βρίσκονται στη θέση ισορροπίας ενώ του 

δεύτερου (µεσαίου) είναι διεγερµένο. Η αρχική αυτή διέγερση εισάγεται µε δύο 

τρόπους για κάθε τιµή της C. Ο ένας είναι µε µετατόπιση του πακέτου από τη θέση 

ισορροπίας. Ο δεύτερος περιέχει επίσης µια αντίστοιχη – αλλά µικρότερη – 

µετατόπιση. Ταυτόχρονα το κυµατοπακέτο έχει και ορµή. Πάντως και στις δυο 

περιπτώσεις η ενέργεια φροντίζουµε  να είναι κοντά στην τιµή του ενεργειακού 

φράγµατος που πρέπει να υπερπηδηθεί για διασπαρθεί η κυµατοσυνάρτηση. 

 Στην εκτέλεση των υπολογισµών χρησιµοποιούµε 26 πλεγµατικά σηµεία σε 

κάθε βαθµό ελευθερίας. H χρονική εξέλιξη λαµβάνει χώρα µε 1024 βήµατα, το 

καθένα διάρκειας 13.5 fs. Η τάξη προσέγγισης της παραγώγου είναι ίση µ

συχνότητες των ταλαντωτών παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα 

ω1 ω2 ω3 

0.86953452 0.71504480 1.34578317 
Πίνακας 3.1 Συχνότητες ταλαντωτών (eV) 



 

 

3. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

 

 
 

C = 0 

∆ιέγερση µε ορµή και µετατόπιση 
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πρώτη εικόνα και στην αντίστοιχη  

παρακάτω, είναι ίδια για όλες τις τιµές της C, για 
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Η αρχική κατάσταση που αναπαριστούµε στην 
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Όπως ήταν αναµενόµενο δεν παρατηρούµε καµία µεταφορά ενέργειας. Τα 

κυµατοπακέτα των ταλαντωτών 1 και 3 διατηρούν σε µεγάλο βαθµό

 x1

 

 τη  µορφή και τη 

θέση τους, κάτι αναµεν ο µια και δεν υν διεγερθεί. Είναι φανερή η διαφορά µε 

την συµπεριφορά τ ου τα

αντω
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όµεν έχο

ου διεγερµέν λαντωτή 2. 
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Στιγµιότυπο για t =11,88 ps 
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Στιγµιότυπο για t =11,475 ps

∆ιέγερση µόνο µε µετατόπιση 
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Για αυτήν την τιµή της παραµέτρου C η σύζευξη είναι αρκετά ασθενής. 

Παρατηρούµε ότι η συµπεριφορά του συστήµατος είναι ανάλογη µε αυτήν για C = 0, 

οπότε συµπεραίνουµε ότι η κυµατοσυνάρτηση παραµένει εντοπισµένη στους τρεις 

ταλαντωτές. 
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C = 0.2 

Στιγµιότυπο για t =1,08 ps 
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∆ιέγερση µε ορµή και µετατόπιση 
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∆ιέγερση µόνο µε µετατόπιση 
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Η συµπεριφορά του συστήµατος δεν άλλαξε. Συνεπώς η ενέργεια εξακολουθεί να

µένει εντοπισµένη, αν και διπλασιάστηκε η τιµή της παραµέτρου αλληλεπίδρασης C
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C = 0.3 

∆ιέγερση µε ορµή και µετατόπιση 
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 ∆ιέγερση µόνο µε µετατόπιση 
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Η σύζευξη ισχυροποιηθεί αρκετά. Παρατηρήσουµε µια ελαφρά 
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 των ταλαντωτών έχει 

διαφοροποίηση στην εικόνα των ταλαντωτών x1 και χ3. Αυτό σηµαίνει  ότι πλέον οι 

ταλαντωτές αρχίζουν να ανταλλάσσουν ενέργεια µεταξύ τους. 
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Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανονικοποιηµένη)

x1 1.0000 

x2 1.0000 

x3 1.0001 

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανονικοποιηµένη)

x1 1.0001 

x2 1.0000 

3 .0001 x 1

                                

Στιγµιότυπο για t = 10,665 ps
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Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανονικοποιηµένη) 

x1 0.9998 

x2 1.0000 

x3 1.0000 

 
 
 



 

∆ιέγερση µόνο µε µετατόπιση 

s Στιγµιότυπο για t =1,755 p
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x1 0.9999 

x2 0.9999 

x3 1.0001 

Στιγµιότυπο για t =5,94 ps i

s
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x

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

) (κανονικοποιηµένη

x1 1.0001 

x2 1.0000 

x3 1.0001 

 x2
 x3

 

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

) (κανονικοποιηµένη

x1 1.0000 

x2 1.0000 

x3 1.0000 

Στιγµιότυπο για t =12,015 p  
Τώρα οι ταλαντωτές αλληλεπιδρούν αρκετά ισχυρά. Πλέον η διέγερση των 

ταλαντωτών 1 και 3 είναι φανερή από την αρκετά διαταραγµένη εικόνα που 

παρουσιάζουν οι κυµατοµορφές τους. 

 



C = 0.5 

∆ιέγερση µε ορµή και µετατόπιση 

Στιγµιότυπο για t = 0,675 ps
i
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Στιγµιότυπο για t = 6,615 ps

Στιγµιότυπο για t =13,365 ps
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Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(καν ένη) ονικοποιηµ

x1 1.0001 

x2 1.0000 

x3 1.0001 

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανονικοποιηµένη) 

x1 1.0001 

x2 0.9999 

x3 1.0000 

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανονικοποιηµένη) 

x1 1.0000 

x2 0.9998 

3 .0001 x 1

 



∆

Στιγµιότυπο για t = 0,54 ps 

ιέγερση µόνο µε µετατόπιση 
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Στιγµιότυπο για t = 6,075 ps

Στιγµιότυπο για t = 12,825 ps
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Στους τελ ευξη είναι πλέον ισχυρή και  η ενέργεια που 

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανον η) ικοποιηµέν

x1 1.0001 

2 .9999 

3 .0001 

x 0

x 1

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανο η) νικοποιηµέν

x1 0.9999 

2 .9998 

3 .0001 

x 0

x 1

Ταλαντωτής 
Επιφάνεια 

(κανονικοποιηµένη) 

x1 0.9999 

x2 0.9999 

x3 1.0000 

ευταίους υπολογισµούς η σύζ

ανταλλάσσεται µεταξύ των βαθµών ελευθερίας είναι αρκετή ώστε να διεγείρει ισχυρά 

τους ταλαντωτές 1 και 3, η εικόνα των οποίων έχει πολλές οµοιότητες µε αυτή του 

αρχικά διεγερµένου ταλαντωτή 2. 

 



 

4. Μελλοντική εργασία 

 Στην παρούσα εργασία έγινε η αρχή για τη µελέτη βιολογικών συστηµάτων. 

Παρατηρήσαµε τον εντοπισµό της ενέργειας όταν η σύζευξη είναι ασθενή

και την ανταλλαγή αυτής για πιο ισχυρές αλληλεπιδράσεις. Παρακάτω παραθέτουµε 

τα επόµενα αναγκαία βήµατα για την ολοκλήρωση της µεθοδολογίας αναπτύξαµε. 

1) Επιβολή περιοδικών συνοριακών συνθηκών, έτσι ώστε να αλληλεπιδρούν και 

το πρώτο πηγάδι δυναµικού µε το τελευταίο. Με αλλά λόγια θα πρέπει να 

κατα  ταλαντωτών, µια και τέτοιες περιπτώσεις 

συναντώνται συχνά σε πραγµατικά βιοµόρια 

2) Ανάπτυξη µεγαλύτερων αλυσίδων αποτελ περισ

ταλαντωτές ώστε να προσεγγίσουµε περισσότερο ρεαλιστικά συστήµατα. 

γίνει αυτό πρέπει να επιλυθούν προβλήµατα που σχετίζονται µε το υπολο

κόστος. Το κυρίαρχο πρόβληµα είναι οι ιδιαίτερα ξηµένες ανάγ

υπολογιστική µνήµη που προκύπτουν σε τέτοιους υπολογισµούς. Η µείωση τους 

θα επ υ υπολογιστικού χρόνου που καταναλώνεται. 

3) Τέλος, και αφού ξεπεραστούν τα παραπάνω προβλήµατα, θα πρέπει να 

αντικατασταθούν οι αναρµονικοί ταλαντωτές πο ήσ

δυναµικά που θα προσοµοιάζουν µε µεγαλύτερη ίβεια τα πραγ

βιολογικά συστήµατα. Μια καλή αρχή θα µπορο να γίνει µε 

συµµετρικών δυναµικών, όπως αυτό που µελετήσαµε στ οηγούµενο κεφ

Βέβαια ούτε µια αλυσίδα τέτοιων πηγαδιών θα αποτελεί ιδιαίτερα ρεαλιστικό 

µοντέλο και τελικά θα πρέπει να βρεθούν κάποιο άλλου τύπου δυναµικά ώστε να 

προσεγγίσουµε το δυνατόν περισσότερο τη βιολογική πραγµατικότητα. 

 

ς, καθώς 

σκευαστεί µια κυκλική αλυσίδα

 ούµενων από σότερους 

Για να 

γιστικό 

 αυ κες σε 

ιφέρει επίσης και ελάττωση το

υ χρησιµοποι αµε, µε άλλα 

ακρ µατικά 

ύσε χρήση 

ο πρ άλαιο. 
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