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Κεφάλαιο 1

Πολυβηµατικές Μέθοδοι

1.1 Εισαγωγή

Οι πολυβηµατικές µέθοδοι έχουν µακρόχρονη ιστορία. Η υλοποίηση τους
είναι οικονοµική, γι΄ αυτό εφαρµόστηκαν πρίν την εµφάνιση των υπολογιστών,
µε αρχή την εργασία των Bashforth και Adams το 1883. Η ϑεωρία τους
αναπτύχθηκε περισσότερο την δεκαετία του 1950. Οι πολυβηµατικές µέθοδοι
µειονεκτούν σε σχέση µε τις µεθόδους Runge-Kutta κυρίως όσον αφορά τις
ιδιότητες ευστάθειας. Υπερτερούν όµως στο κόστος υλοποίησης τους.

Οι άµεσες και οι πεπλεγµένες µέθοδοι δηµιουργούν µια νέα κατηγορία
µεθόδων τις µεθόδους Πρόβλεψης-∆ιόρθωσης (Predictor-Corrector). Οι µέθο-
δοι αυτοί δηµιουργούνται ανα Ϲεύγη. Στην συνέχεια ϑα δούµε την ευστάθεια
και την απόλυτη ευστάθεια των µεθόδων αλλά και των Ϲευγών. Την τάξη α-
κρίβειας καθώς και την σύγκλιση. Θα µελετήσουµε τις περιοχές απόλυτης
ευστάθειας και ϑα υπολογίσουµε τις τάξεις των µεθόδων µέσω της Matlab .
Αποτελέσµατα, πίνακες και διαγράµµατα ϑα τα δούµε παρακάτω.

1.2 Πολυβηµατικές Μέθοδοι

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα εισαγάγουµε µια κατηγορία µεθόδων για την
αριθµητική επίλυση προβληµάτων αρχικών τιµών. Θεωρούµε το πρόβληµα
αρχικών τιµών µε συνάρτηση y = [a, b] � Rm τέτοια ώστε

{
y′ = f(t, y), a ≤ t ≤ b
y(a) = y0

(1.1)
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µε δεδοµένο y0 ∈ Rm και f : [a, b]×Rm � Rm, m ∈ Nr {0}. ΄Εστω N ∈ N,

ϑεωρούµε έναν οµοιόµορφο διαµερισµό του [a, b] µε ϐήµα h, όπου h :=
b− a
N

και tn := a+ nh, n = 0, ..., N .
Θα κατασκευάσουµε προσεγγίσεις yn των τιµών y(tn), n = 0, ..., N , οι

οποίες ϑα προκύπτουν από τον παρακάτω αναδροµικό τύπο.

Ορισµός 1.1 Για την αριθµιτική επίλυση του (1.1) ορίζω την παρακάτω k-
ϐηµατική µέθοδο.{
y0, y1, ..., yk−1, δεδοµένα
αkyn+k + αk−1yn+k−1 + ...+ α0yn = h(βkfn+k + ...+ β0fn), n = 0, ..., N − k

(1.2)

όπου α0, ..., αk, β0, ..., βk σταθερές.
Θα υποθέτουµε ότι αk = 1 και |α0| + |β0| > 0, έτσι ώστε να έχουµε

πράγµατι µία k - ϐηµατική µέθοδο. Αν βk = 0 η µέθοδος ϑα λέγεται άµεση
(explicit): ο προσδιορισµός του yn+k γίνεται µε απλή αντικατάσταση των γνω-
στών τιµών yn+i, i = 0, ..., k − 1. Αν βk 6= 0 η µέθοδος ϑα λέγεται πεπλεγµένη
(implicit): για τον προσδιορισµό του yn+k απαιτείται η επίλυση ενός m ×m
µη-γραµµικού συστήµατος της µορφής

yn+k = hβkf(tn+k, yn+k) + gn

µε gn γνωστό.
π.χ. ΄Αµεση Euler : yn+1 = yn + hf(tn, yn), Πεπλεγµένη Euler yn+1 =
yn + hf(tn+1, yn+1).

Runge-Kutta Οι µέθοδοι Runge-Kutta εντάσονται στην κατηγορία των µο-
νοβηµατικών µεθόδων, δηλαδή των µεθόδων στις οποίες για τον υπολογισµό
της προσέγγισης yn+1 χρησιµοποιούν µόνο την αµέσως προηγούµενη τιµή
yn. Θεωρούµε την (1.1), η µέθοδος Runge-Kutta παράγει τις προσεγγίσεις
y0, ..., yN ,που δίνονται µέσω των σχέσεων


y0 := y0

yn,i := yn + h
∑q

j=1 αijf(t
n,j, yn,j), 1 ≤ i ≤ q,

yn+i := yn + h
∑q

i=1 βjf(t
n,i, yn,i)

(1.3)

για n = 0, ..., N−1. Οι σχέσεις περιγράφουν την γενική µέθοδο Runge-Kutta
µε q ενδιάµεσα στάδια.
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΄Οσο αφορά το κόστος, οι πολυβηµατικές µέθοδοι είναι πολύ λιγότερο δα-
πανηρές απο τις µεθόδους των Runge-Kutta. Στις άµεσες πολυβηµατικές
µεθόδους απαιτείται σε κάθε ϐήµα ένας υπολογισµός της f (οι υπόλοιποι
υπολογισµοί έχουν γίνει ήδη σε προηγούµενα ϐήµατα) ενώ στις πεπλεγµένες
απαιτείται επιπρόσθετα η επίλυση ενός m × m µη-γραµµικού συστήµατος
(σε αντίθεση µε τις Runge-Kutta, όπου το σύστηµα είναι qm × qm). Οι πε-
πλεγµένες µέθοδοι των Runge-Kutta παρουσιάζουν σαφή πλεονεκτήµατα σε
σχέση µε τις πολυβηµατικές µεθόδους, γιατί συνδυάζουν υψηλή ακρίβεια µε
καλές ιδιότητες ευστάθειας. Οι αρχικές τιµές y0, y1, ..., yk−1 που απαιτούνται
για την εκκίνηση µιας k - ϐηµατικής µεθόδου υπολογίζονται συνήθως από
την δεδοµένη αρχική τιµή y0 µέψω µεθόδων Runge-Kutta.

Υπάρχουν πολλοί τρόποι κατασκευής πολυβηµατικών µεθόδων, π.χ. µε
την χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης, αναπτυγµάτων Taylor κ.α. Η χρήση
πολυωνύµων παρεµβολής και αριθµητικής διαφόρισης οδηγεί σε µια ενδια-
ϕέρουσα κατηγορία πολυβηµατικών µεθόδων, τις µεθόδους ανάδροµων δια-
ϕορών. Συνήθως k - ϐηµατικές µέθοδοι της µορφής

{
y0, y1, ..., yk−1 δεδοµένα
yn+k − yn+k−1 = h

∑k
j=0 βjfn+j, n = 0, ..., N − k (1.4)

λέγονται µέθοδοι Adams. Οι άµεσες µέθοδοι (βk = 0) αυτής της κατηγορίας
λέγονται µέθοδοι Adams-Bashforth ενώ οι πεπλεγµένες µέθοδοι (βk 6= 0)
λέγονται Adams-Moulton.

1.3 Adams Bashforth-Adams Multon

Οι Adams Basforth και Adams Multon µέθοδοι έχουν µεγάλη ιστορία, οι
άµεσες Adams Basforth µέθοδοι πρωτοεµφανίστηκαν το 1883 σε µια αριθµη-
τική έρευνα, ενώ οι πεπλεγµένες Adams Multon µέθοδοι πρωτοεµφανίστηκαν
το 1926. Παραµένουν ως η πιο γνωστή οικογένεια γραµµικών πολυβηµατι-
κών µεθόδων και διαµορφώνουν σχεδόν όλων την ϐάση στους κώδικες των
Predictor-Corrector, που ϑα αναφερθούµε στο επόµενο κεφάλαιο, για µη-
άκαµπτα προβλήµατα αρχικών τιµών.

Παράδειγµα 1.1 ΄Εστω f : [0,∞] � R µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτη-
ση. Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών



8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΟΛΥΒΗΜΑΤΙΚ΄ΕΣ Μ΄ΕΘΟ∆ΟΙ{
y′ = λy + f ′(t)− λf(t), t ≥ 0
y(0) = y0

(1.5)

όπου λ ∈ C µε Reλ < 0. Η ακριβής λύση είναι

y(t) = f(t) + eλt[y(0)− f(0)], t ≥ 0 (1.6)

Αν η f δεν µεταβάλλεται γρήγορα µε το t, τότε στη (1.6) ο δεύτερος όρος του
δεξιού µέλους τείνει πολύ γρήγορα στο µηδέν και ο σηµαντικός όρος για την
λύση είναι ο πρώτος. Το πρόβληµα (1.5) είναι ένα παράδειγµα προβλήµατος
αρχικών τιµών για µια άκαµπτη διαφορική εξίσωση. Το χαρακτηριστικό των
άκαµπτων διαφορικών εξισώσεων ότι η γενικά οµαλή λύση τους µεταβάλλεται
αργά µε το t, όταν αυτό δεν είναι πολύ κοντά σε κάποια τιµή t? (εδώ t? = 0)
περιέχει όµως και µια συνιστώσα, η οποία µεταβάλλεται πολύ γρήγορα κοντά
στο t?, η οποία για t όχι πολύ κοντά στο t? δεν επηρεάζει σχεδόν καθόλου την
λύση.

Ο λόγος της διασηµότητας αυτών των µεθόδων είναι πρώτον, σε σύγκρι-
ση µε πολλές άλλες οικογένειες γραµµικών πολυβηµατικών µεθόδων, έχουν
καλές περιοχές απόλυτης ευστάθειας. ∆εύτερον έχουν σαφές πλεονέκτηµα
όταν το steplenght αλλάζει κατά την διάρκεια του υπολογισµού. ΄Οταν το ste-
plenght αλλάζει δηµιουργείται πρόβληµα στις πίσω τιµές οι οποίες δεν είναι
πλέον στις κατάλληλες τιµές του x. Μια λύση αυτού είναι να χρησιµοποι-
ήσουµε παρεµβολή για να καθορίσουµε τις απαραίτητες πίσω τιµές και για
τις γενικές γραµµικές πολυβηµατικές µεθόδους σηµαίνει την παρεµβολή των
πίσω τιµών του y ακολουθούµενη από τους υπολογισµούς των συναρτήσεων
για να πάρουµε τις πίσω τιµές της f . Για τις µεθόδους Adams δεν χρειάζε-
ται να παρεµβάλλουµε τις πίσω τιµές του y αλλά η ευθύς παρεµβολλή των
πίσω τιµών της f είναι αρκετή. Οι µέθοδοι αυτοί µπορούν να εκφραστούν
µε πεπλεγµένες διαφορές για να διευκολύνει στην υλοποίηση των προβλη-
µάτων σε αυτόµατο κώδικα. Οπότε µπορούµε να ξαναγράψουµε την (1.3)
στην ισοδύναµη µορφή

yn+1 − yn = h
k∑
j=0

βjfn+j−k+1 (1.7)

Μερικές κατηγορίες γραµµικών πολυβηµατικών µεθόδων, συµπεραλαµ-
ϐανοµένων και των µεθόδων Adams, προέρχονται από διαδικασία πολυωνυ-
µικής παρεµβολής. Αρχίζοντας απο την ταυτότητα
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y(xn+1)− y(xn) =
∫ xn+1

xn

y′(x) dx (1.8)

Αντικαθιστώ την y′(x) µε f(x, y(x)) και αναζητώ ένα πολυώνυµο παρεµβολής
των δεδοµένων σε k σηµεία

(xn, fn), (xn−1, fn−1), ..., (xn−k+1, fn−k+1)

.
Ορισµός 1.2 Ανάδροµες διαφορές

∇fp = fp − fp−1

∆εύτερης τάξης είναι τό εξής

∇fp = ∇(fp−fp−1) = ∇fp−∇fp−1 = (fp−fp−1)−(fp−1−fp−2) = fp−2fp−1)+fp−2

Γενικά

∇kfp =
k∑

m=0

(−1)m
(
k

m

)
fp−m

όπου
(
k
m

)
δυωνυµικές σταθερές.

Μια τέτοια παρεµβολή, σε όρους ανάδροµων διαφορών, δίνεται από

I∗k−1(x) = I∗k−1(xn + rh) =: P ∗k−1(r) =
k−1∑
i=0

(−1)i
(
−r
i

)
∇ifn (1.9)

Προσεγγίζοντας το ολοκλήρωµα στην δεξιά πλευρά της (1.5) από την I∗k−1(x)
και παίρνω

yn+1 − yn =

∫ 1

0

P∗k−1(r)h dr = h
k−1∑
i=0

γ∗i∇ifn (1.10)

όπου

γ∗i = (−1)i
∫ 1

0

(
−r
i

)
dr (1.11)

Τα γ∗i είναι ανεξάρτητα του k. Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε τα γ∗i , i =
0, 1, 2, ... αλλά υπάρχει πιο εποικοδοµιτικός τρόπος. Ψάχνουµε µια γεννήτρια
συνάρτηση για το γ∗i , µια συνάρτηση ψευδοµεταβλητής t, όπου αναπτύσοντας
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σε όρους t ϑα έχει τα γ∗i σαν σταθερές. Αναζητούµε συνάρτηση G∗(t) τέτοια
ώστε

G∗(t) =
∞∑
i=0

γ∗i t
i =

∞∑
i=0

(−t)i
∫ 1

0

(
−r
i

)
dr =

∫ 1

0

[
∞∑
i=0

(−t)i
(
−r
i

)]
dr (1.12)

Η δεξιά πλευρά είναι το ανάπτυγµα της συνάρτησης (1 − t)−r, και το ολο-
κλήρωµα ισούται µε −(1− t)−r/ln(1− t)

G∗(t) =
1

ln(1− t)

[
−1
1− t

+ 1

]
=

−t
(1− t)ln(1− t)

(1.13)

ισοδύναµα

G∗(t)

[
−ln(1− t)

t

]
=

1

1− t
(1.14)

΄Εχουµε
−ln(1− t)

t
= 1 +

t

2
+
t2

3
+
t3

4
+ ...

και
1

1− t
= 1 + t+ t2 + t3 + ...

από την (1.11) έχω

(γ∗0 + γ∗1t+ γ∗2t
2 + γ∗3t

3 + ...)(1 +
t

2
+
t2

3
+
t3

4
+ ...) = 1 + t+ t2 + t3 + ...

Εξισώνοντας τους συντελεστές των ti παίρνω

γ∗i +
γ∗i−1
2

+
γ∗i−2
3

+ ...+
γ∗0
i+ 1

= 1, i = 0, 1, 2, ...

Οι πρώτες τιµές των γ∗i είναι

γ∗0 = 1, γ∗1 =
1

2
, γ∗2 =

5

12
, γ∗3 =

3

8

Οπότε η οικογένεια Adams Basforth µπορούν να γραφτούν

yn+1 − yn = h(fn +
1

2
∇fn +

5

12
∇2fn +

3

8
∇3fn + ...). (1.15)
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Περικόπτοντας την σειρά µετά από k όρους και αναπτύσσοντας τις πεπλεγ-
µένες διαφορές παίρνω τα ακόλουθα.

k = 1 : yn+1 − yn = hfn

k = 2 : yn+1 − yn =
h

2
(3fn − fn−1)

k = 3 : yn+1 − yn =
h

12
(23fn − 16fn−1 + 5fn−2)

k = 4 : yn+1 − yn =
h

24
(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3)

Με ανάλογο τρόπο οι πεπλεγµένες Adams Multon µέθοδοι µπορούν να εκ-
ϕραστούν σε όρους πεπλεγµένων διαφορών της f . Αρχίζουµε από την ίδια
ταυτότητα (1.5), αλλά αυτή την ϕορά, µετά την αντικατάσταση της y′ από την
f αναζητούµε ενα διάνυσµα πολυωνυµικής παρεµβολής των δεδοµένων σε
k + 1 σηµεία

(xn+1, fn+1), (xn, fn), ..., (xn+k−1, fn+k−1)

Τώρα έχουµε k + 1 δεδοµένα στοιχεία αντί για k οπότε αντικαθιστώντας στην
(1.6) έχω

Ik(x) = Ik(xn+1 + rh) =: Pk(r) =
k∑
i=0

(−1)i
(
−r
i

)
∇ifn+1 (1.16)

Παίρνουµε στην ϑέση των (1.7) και (1.8) τα

yn+1 − yn =

∫ 0

−1
Pk(r)h dr = h

k∑
i=0

γi∇ifn+1

όπου

γi = (−1)i
∫ 0

−1

(
−r
i

)
dr

Η γεννήτρια συνάρτηση G(t) για τα γi είναι

G(t) =
∞∑
i=0

γit
i =

∞∑
i=0

(−t)i
∫ 0

−1

(
−r
i

)
dr =

∫ 0

−1

[
∞∑
i=0

(−t)i
(
−r
i

)]
dr

Το ολοκλήρωµα είναι ίδιο όπως στην περίπτωση των Adams Basforth µεθόδων
µε διαφορετικά όρια. Βρίσκουµε

G(t) =
−t

ln(1− t)
(1.17)
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οπότε

(γ0 + γ1t+ γ2t
2 + γ3t

3 + ...)(1 +
t

2
+
t2

3
+
t3

4
+ ...) = 1

και

γi +
γi−1
2

+
γi−2
3

+ ...+
γ0
i+ 1

=

{
1 αν i = 0

0 αν i = 1, 2, ...

Οι πρώτες τιµές των γi είναι

γ0 = 1, γ1 = −
1

2
, γ2 = −

1

12
, γ3 = −

1

24
, γ4 = −

19

720

Οπότε η οικογένεια Adams Moulton µπορούν να γραφτούν

yn+1 − yn = h(fn+1 −
1

2
∇fn+1 −

1

12
∇2fn+1 −

1

24
∇3fn+1 −

19

720
∇4fn+1 + ...).

(1.18)
Περικόπτοντας την σειρά µετά από k + 1 όρους και αναπτύσσοντας τις πε-
πλεγµένες διαφορές παίρνω τα ακόλουθα.

k = 1 : yn+1 − yn =
h

2
(fn+1 + fn)

k = 2 : yn+1 − yn =
h

12
(5fn+1 + 8fn − fn−1)

k = 3 : yn+1 − yn =
h

24
(9fn+1 + 19fn − 5fn−1 + fn−2)

k = 4 : yn+1 − yn =
h

720
(251fn+1 + 646fn − 264fn−1 + 106fn−2 − 19fn−3)

1.4 BDF

΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω οι περιοχές απόλυτης ευστάθειας των Adams-
Multon αποδείχθηκε ότι είναι ανεπραρκής για να αντιµετωπίσει το άκαµπτο
πρόβληµα, όπου η ευστάθεια έχει πρωταρχική σηµασία αντί της ακρίβειας.
Μια κατηγορία έµµεσων γραµµικών k - ϐηµατικών µεθόδων µε περιοχές α-
πόλυτης ευστάθειας αρκετά µεγάλες ώστε να περιγράφουν το άκαµπτο πρόβλη-
µα είναι οι Backward Differentiation Formulae (BDF) .

Ορισµός 1.2 BDF

k∑
j=0

αjyn+j = hβkfn+k. (1.19)



1.5. ΕΥΣΤ΄ΑΘΕΙΑ ΠΟΛΥΒΗΜΑΤΙΚ΄ΩΝ ΜΕΘ΄Ο∆ΩΝ 13

Χωρίς να χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα (1.8) ϑα ξεκινήσουµε απο την
y′(xn+1) = f(xn+1, y(xn+1)) και αναζητούµε ένα πολυώνυµο παρεµβολής p
µε y′(xn+1) = p′(xn+1) των δεδοµένων σε k + 1 σηµεία

(xn+1, yn+1), (xn, yn), ..., (xn+k−1, yn+k−1)

παρεµβάλεται από το πολυώνυµο Ik(x) τάξης k

Ik(x) = Ik(xn+1 + rh) =: Pk(r) =
k∑
i=0

(−1)i
(
−r
i

)
∇iyn+1

Παραγωγίζοντας το παραπάνω έχουµε

I ′k(xn+1) =
1

h
P ′k(r)|r=0 =

1

h

k∑
i=0

(−1)i d
dr

(
−r
i

)
|r=0∇iyn+1

Παίρνουµε τους παρακάτω όρους

k = 1 : yn+1 − yn = hfn+1

k = 2 : yn+2 −
4

3
yn+1 +

1

3
yn =

2

3
hfn+2

k = 3 : yn+3 −
18

11
yn+2 +

9

11
yn+1 −

2

11
yn =

6

11
hfn+3

k = 4 : yn+4 −
48

25
yn+3 +

36

25
yn+2 −

16

25
yn+1 +

3

25
yn =

12

25
hfn+4

k = 5 : yn+5 −
300

137
yn+4 +

300

137
yn+3 −

200

137
yn+2 +

75

137
yn+1 −

12

137
yn =

60

137
hfn+5

k = 6 : yn+6 −
360

147
yn+5 +

450

147
yn+4 −

400

147
yn+3 +

225

147
yn+2 −

72

147
yn+1+

10

147
yn =

60

147
hfn+6

1.5 Ευστάθεια Πολυβηµατικών Μεθόδων

Η ευαισθησία της αριθµητικής λύσης µιας διαφορικής εξίσωσης σε µετα-
ϐολές της αρχικής τιµής είναι ευστάθεια.
Ορισµός 1.3 Θεωρούµε το Π.Α.Τ. (1.1) ορίζουµε ώς ευστάθεια πολυβηµατι-
κών µεθόδων µια k - ϐηµατική µέθοδο η οποία περιγράφεται από τις στα-
ϑερές αk, ..., α0, βk, ...β0 λέγεται ευσταθής, αν υπάρχει µια σταθερά C, που
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εξαρτάται απο την f αλλά είναι ανεξάρτητη του N , τέτοια ώστε για ακολουθίες
(yn), (zn) τέτοιες ώστε


y0, ..., yk−1

αky
n+k + αk−1y

n+k−1 + ....+ α0y
n =

h[βkf(t
n+k, yn+k) + ...+ β0f(t

n, yn)], n = 0, ..., N − k
(1.20)

και


z0, ..., zk−1

αkz
n+k + αk−1z

n+k−1 + ....+ α0z
n =

h[βkf(t
n+k, zn+k) + ...+ β0f(t

n, zn)], n = 0, ..., N − k
(1.21)

να ισχύει

max
0≤n≤N

|yn − zn| ≤ max
0≤j≤k−1

|yj − zj| (1.22)

Θεώρηµα 1.1 Συνθήκη των ϱιζών

Λέµε ότι η πολυβηµατική µέθοδος (1.2) πληροί τη συνθήκη των ϱιζών, αν για
το χαρακτηριστικό της πολυώνυµο ρ που ορίζεται ως

ρ(z) := αkz
k + ...+ α0

ισχύουν
ρ(z) = 0 =⇒ |z| ≤ 1,

ρ(z) = ρ′(z) = 0 =⇒ |z| < 1,

δηλαδή όλες οι ϱίζες του ρ έχουν απόλυτη τιµή όχι µεγαλύτερη της µονάδας,
εκείνες δε που έχουν απόλυτη τιµή ένα είναι απλές.

Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε ότι µια πολυβηµατική µέθοδος είναι
ακριβώς ευσταθής όταν πληροί τη συνθήκη των ϱιζών.



1.6. Τ΄ΑΞΗ ΑΚΡ΄ΙΒΕΙΑΣ - ΣΥΝ΄ΕΠΕΙΑ ΠΟΛΥΒΗΜΑΤΙΚ΄ΩΝ ΜΕΘ΄Ο∆ΩΝ - Σ΄ΥΓΚΛΙΣΗ15

1.6 Τάξη ακρίβειας - Συνέπεια Πολυβηµατικών

Μεθόδων - Σύγκλιση

Ορισµός 1.4 ΄Εστω y : [a, b] → R οµαλή συνάρτηση. Αν p είναι ο µεγα-
λύτερος ακέραιος για τον οποίο ισχύει

∃C = C(y) ∀t ∈ [a, b− kh] |(Lhy)(t)| ≤ Chp+1

όπου

(Lhy)(t) =
k∑
j=0

[αjy(t+ jh)− hβjy′(t+ jh)]

λέµε ότι η τάξη ακρίβειας της πολυβηµατικής µεθόδου είναι p.
Αν η τάξη ακρίβειας είναι τουλάχιστον ένα, λέγεται συνεπής.
Αναπτύσοντας κατά Taylor τις y(t+ jh) και y′(t+ jh) ως προς το σηµείο t

(Lhy)(t) = C0y(t) + C1hy
′(t) + C2h

2y′′(t) + ...

Η γενική πολυβηµατική µέθοδος έχει τάξη ακρίβειας p αν

C0 = C1 = ... = Cp = 0 και Cp+1 6= 0

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι συνεπής η µέθοδος είναι να ισχύουν
οι σχέσεις

{
α0 + α1 + ....+ αk = 0
α1 + 2α2 + ....+ kαk − (β0 + ...+ βk) = 0

(1.23)

µε την µορφή χαρακτηριστικών πολυωνύµων έχουµε ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1).

Ορισµός 1.5 ΄Εστω yn η προσέγγιση της y(tn), η οποία δίνεται απο την k
- ϐηµατική µέθοδο. Η µέθοδος αυτή είναι συγκλίνουσα αν για κάθε t ∈ [a, b],

lim yn = y(t),

όταν h → 0, n → ∞, έτσι ώστε a + nh → t και αν αυτό ισχύει για κάθε
πρόβληµα αρχικών τιµών της µορφής, όταν η f πληροί τις συνθήκες που
αναφέρθηκαν εκεί.
Κάθε συγκλίνουσα πολυβηµατική µέθοδος είναι ευσταθής.
Αν η µέθοδος είναι συγκλίνουσα τότε είναι συνεπής.
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1.7 Απόλυτη ευστάθεια πολυβηµατικών µεθόδων

Μια αριθµητική µέθοδος λέγεται απόλυτα ευσταθής όταν οι προσεγγίσεις
(yn)n∈N0 παραµένουν ϕραγµένες καθώς το n→∞.
Εφαρµόζοντας µια k−ϐηµατική µέθοδο, η οποία περιγράφεται από τις στα-
ϑερές αk, ..., α0, βk, ...β0 για την προσέγγιση της λύσης του προβλήµατος

{
y′ = λy, t ∈ [0,∞)
y(0) = 1

(1.24)

µε Reλ ≤ 0 λαµβάνουµε προσεγγίσεις (yn)n∈N0
για τις οποίες ισχύει

k∑
j=0

(αj − hλβj)yn+j = 0, n ≥ 0 (1.25)

.

Για να παραµείνουν ϕραγµένες οι προσεγγίσεις yn, n ∈ N αρκεί για δεδοµένο
h το πολυώνυµο π

π(ζ, hλ) := ρ(ζ)− hλσ(ζ)
να ικανοποιεί την συνθήκη των ϱιζών. Το πρόβληµα του προσδιορισµού της
περιοχής απόλυτης ευστάθειας της k - µεθόδου ανάγεται στην µελέτη των
ϱιζών του π ως συναρτήσεων της µιγαδικής παραµέτρου hλ έτσι ώστε να ισχύει
η συνθήκη των ϱιζών.
΄Εστω tn = nh, n = 0, 1, .... Η µέθοδος του Euler γι΄ αυτό το πρόβληµα
παράγει την ακολουθία (yn)n∈N0, όπου

{
yn+1 = yn + hλyn, t ∈ n ≥ 0
y0 = 1

(1.26)

δηλαδή την ακολουθία

yn = (1 + hλ)n, n = 0, 1, 2, ...

αυτές οι προσεγγίσεις παραµένουν ϕραγµένες αν.ν |1 + hλ| ≤ 1.
Συµπεραίνουµε ότι η περιοχή απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου στο µιγαδικό
επίπεδο είναι το σύνολο

S = {z ∈ C : |1 + z| ≤ 1}
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δηλαδή ο κλειστός δίσκος µε κέντρο -1 και ακτίνα 1, ο οποίος περιέχεται
ολόκληρος στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο.
΄Εστω tn = nh, n = 0, 1, .... Η µέθοδος της πεπλεγµένης Euler γι΄ αυτό το
πρόβληµα παράγει την ακολουθία (yn)n∈N0, όπου

{
yn+1 = yn + hλyn+1, t ∈ n ≥ 0
y0 = 1

(1.27)

δηλαδή την ακολουθία

yn =

(
1

1− hλ

)n
, n = 0, 1, 2, ...

Συµπεραίνουµε ότι η περιοχή απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου στο µιγαδικό
επίπεδο είναι το σύνολο

S = {z ∈ C : |1− z| ≥ 1}

δηλαδή ακριβώς το εξωτερικό του ανοιχτού δίσκου µε κέντρο 1 και ακτίνα
1. Παρατηρούµε ότι η περιοχή απόλυτης ευστάθειας περιέχει ολόκληρο το
αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο. Γραφικά ϑα τα δούµε παρακάτω.

1.8 Περιοχές Απόλυτης ευστάθειας πολυβηµα-

τικών µεθόδων

Απόλυτη ευστάθεια των µεθόδων Adams Basforth, Adams Multon και
BDF µεθόδων υπολογίζετε σύµφωνα µε τον παρακάτω τύπο

π(r, ĥ) = p(r)− ĥσ(r) (1.28)

Συµπληρώνοντας την (1.28) για διαφορετικές µεθόδους και ύστερα απο πράξεις
καταλήγουµε στα παρακάτω πολυώνυµα.
Για την AB1 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π1(r, ĥ) = r − 1− ĥ

Για την AB2 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π2(r, ĥ) = r2 − r(1 + 3

2
ĥ) +

ĥ

2
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Για την AB3 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π3(r, ĥ) = r3 − r2(1 + 23

12
ĥ) +

4

3
ĥr − 5

12
ĥ

Για την AB4 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π4(r, ĥ) = r4 − r3(1 + 55

24
ĥ) +

59

24
ĥr2 − 37

24
ĥr +

3

8
ĥ

΄Εχοντας το χαρακτηριστικό πολυώνυµο π(r, ĥ) για την κάθε µέθοδο ξεχω-
ϱιστά, παραµετρικοποιούµε το ĥ µε α+βi και αντικαθιστούµε στο πολυώνυµο
µας. Βρίσκουµε τις ϱίζες του πολυωνύµου µέσω της ϱουτίνας εύρεσης ϱιζών
της matlab και εάν αυτές ικανοποιούν την συνθήκη των ϱιζών τις κρατάω
και τις τυπώνω µε σκούρο χρώµα. Κάνουµε την ίδια διαδικασία για όλες τις
µεθόδους.

Σχήµα 1.1: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας Adams Bashforth για k = 1,2
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Σχήµα 1.2: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας Adams Bashforth για k = 3,4

Για την AM1 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π1(r, ĥ) = r(1− ĥ)− 1

Για την AM2 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π2(r, ĥ) = r(1− ĥ

2
)− ĥ

2
− 1

Για την AM3 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π3(r, ĥ) = r2(1− 5

12
ĥ)− r(1 + 2

3
ĥ) +

ĥ

12

Για την AM4 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π4(r, ĥ) = r3(1− 3

8
ĥ)− r2(1− 19

24
ĥ) +

5

24
ĥr − ĥ

24

Για την AM5 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π5(r, ĥ) = r4(1− 251

720
ĥ)− r3(1 + 646

720
ĥ) +

264

720
ĥr2 − 106

720
ĥr +

19

720
ĥ
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Σχήµα 1.3: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας Adams Multon για k = 1,2

Σχήµα 1.4: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας Adams Multon για k = 3,4,5
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Για την BDF1 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π1(r, ĥ) = r(1− ĥ)− 1

Για την BDF2 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π2(r, ĥ) = r2(1− 2

3
ĥ)− 4

3
r +

1

3
Για την BDF3 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π3(r, ĥ) = r3(1− 6

11
ĥ)− 18

11
r2 +

9

11
r − 2

11
Για την BDF4 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π4(r, ĥ) = r4(1− 12

25
ĥ)− 48

25
r3 +

36

25
r2 − 16

25
r +

3

25
Για την BDF5 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π5(r, ĥ) = r5(1− 60

137
ĥ)− 300

137
r4 +

300

137
r3 − 200

137
r2 +

75

137
r − 12

137

Για την BDF6 παίρνουµε το παρακάτω πολυώνυµο

π6(r, ĥ) = r6(1− 60

147
ĥ)− 360

147
r5 +

450

147
r4 − 400

147
r3 +

225

147
r2 − 72

147
r +

10

147

Σχήµα 1.5: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας BDF για k = 1,2,3



22 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΟΛΥΒΗΜΑΤΙΚ΄ΕΣ Μ΄ΕΘΟ∆ΟΙ

Σχήµα 1.6: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας BDF για k = 3,4,5



Κεφάλαιο 2

Predictor-Corrector

2.1 Πρόβλεψη-∆ιόρθωση

΄Εστω οτι ϑέλουµε να λύσουµε το Π.Α.Τ. (1.1) µε µία πεπλεγµένη γραµ-
µική πολυβηµατική µέθοδο. Τότε για κάθε ϐήµα χρειάζεται να λύσουµε ένα
µη-γραµµικό σύστηµα της µορφής (2.1) για να ϐρούµε το yn+k

yn+k +
k−1∑
j=0

αjyn+j = hβkf(xn+k, yn+k) + h
k−1∑
j=0

βjfn+j (2.1)

Ορίζω την k - ϐηµατική µέθοδο P-C ώς το Ϲεύγος


∑k

j=0 α
∗
jyn+j = h

∑k−1
j=0 β

∗
j fn+j∑k

j=0 αjyn+j = h
∑k

j=0 βjfn+j
(2.2)

Το y[0]n+k µπορούµε να το µαντέψουµε µε µια άµεση πολυβηµατική µέθοδο
που την ονοµάζουµε πρόβλεψη. Το αµέσως επόµενο ϐήµα είναι η επίλυση
µιας πολυβηµατικής µεθόδου η οποία είναι πεπλεγµένη. Αυτά τα δύο ονο-
µάζονται µέθοδοι πρόβλεψης διόρθωσης. Το stepnumber της µεθόδου της
πρόβλεψης είναι µεγαλύτερο από τη µέθοδο της διόρθωσης. Το stepnumber
του Ϲεύγους ϑα είναι της µεθόδου της πρόβλεψης π.χ.

yn+2 − yn+1 =
h

2
(3fn+1 − fn), yn+2 − yn+1 =

h

2
(fn+2 − fn+1) (2.3)

23
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Ϲεύγος µε stepnumber 2. Το τοπικό σφάλµα και την ευστάθεια την παίρβου-
µε απο την µέθοδο της διόρθωσης. Ορίζω µε P τη µέθοδο της πρόβλεψης και
µε C τη µέθοδο τησ διόρθωσης και E τον υπολογισµό της f.

Ορισµός 2.1 PECE − P (EC)2E



P : y
[0]
n+k +

∑k−1
j=0 α

∗
jyn+j = h

∑k−1
j=0 β

∗
j fn+j

E : f
[0]
n+k = f(xn+k, y

[0]
n+k))

C : yn+k +
∑k−1

j=0 αjyn+j = hβkf
[0]
n+k + h

∑k−1
j=0 βjfn+j

E : fn+k = f(xn+k, yn+k).

(2.4)



P : y
[0]
n+k +

∑k−1
j=0 α

∗
jyn+j = h

∑k−1
j=0 β

∗
j fn+j

E : f
[ν]
n+k = f(xn+k, y

[ν]
n+k)), ν = 0, 1.

C1 : y
[1]
n+k +

∑k−1
j=0 αjyn+j = hβkf

[0]
n+k + h

∑k−1
j=0 βjfn+j

C2 : yn+k +
∑k−1

j=0 αjyn+j = hβkf
[1]
n+k + h

∑k−1
j=0 βjfn+j

E : fn+k = f(xn+k, yn+k).

(2.5)

Ο γενικός τύπος P (EC)µE όπου µ ϑετικός ακαίρεος και t = 0.

Ορισµός 2.2

P : y
[0]
n+k +

∑k−1
j=0 α

∗
jy

[µ]
n+j = h

∑k−1
j=0 β

∗
j f

[µ]
n+j (EC)µ : f

[ν]
n+k = f(xn+k, y

[ν]
n+k))

y
[ν+1]
n+k +

∑k−1
j=0 αjy

[µ]
n+j = hβkf

[ν]
n+k + h

∑k−1
j=0 βjf

[µ]
n+j

E : f
[µ]
n+k = f(xn+k, y

[µ]
n+k).

(2.6)
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για ν = 0, 1, ..., µ− 1.
Εναλλακτικά ορίζω το Ϲεύγος ώς

%∗(E)yn = hσ∗(E)fn, %(E)yn = hσ(E)fn (2.7)

όπου %∗, % και σ έχουν k τάξη και σ∗ έχει k − 1 τότε ο παραπάνω ορισµός
γίνεται



P : Eky
[0]
n + [%∗(E)− Ek]y

[µ]
n = hσ∗(E)f

[µ]
n (EC)µ : Ekf

[ν]
n = f(xn+k, E

ky
[ν]
n ))

Eky
[ν+1]
n + [%(E)− Ek]y

[µ]
n = hβkE

kf
[ν]
n + h[σ(E)− βkEk]f

[µ]
n

E(1−t) : Ekf
[µ]
n = f(xn+k, E

ky
[µ]
n ).

(2.8)

για ν = 0, 1, ..., µ− 1

2.2 Τάξη ακρίβειας Πρόβλεψη-∆ιόρθωση

Ορισµός 2.3 Ο γραµµικός τελεστής διαφορών L που σχετίζεται µε γραµ-
µική πολυβηµατική µέθοδο ορίζεται ως

L[z(x);h] :=
k∑
j=0

[αjz(x+ jh)− hβjz′(x+ jh)]

όπου z(x) ∈ C1[a, b] αυθαίρετη συνάρτηση.
∆ιαλέγω το z(x) να είναι διαφορίσιµη όσες ϕορές χρειαζόµαστε και παίρνω

L[z(x);h] = C0z(x) + C1hz
(1)(x) + ...+ Cqh

qz(q)(x) + ...

όπου Cq σταθερές.
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Ορισµός 2.4 Η πολυβηµατική γραµµική µέθοδος και ο διαφορίσιµος
τελεστής L είναι τάξης p άν C0 = C1 = ... = Cp = 0, Cp+1 6= 0. Η γραµµική
πολυβηµατική µέθοδος τάξης p έχει σταθερά σφάλµατος Cp+1

Ορισµός 2.5

{
|(L∗hy)| ≤ C∗p∗+1h

p∗+1

|(Lhy)| ≤ Cp+1h
p+1 (2.9)

όπου p∗ τάξη ακρίβειας της µεθόδου της πρόβλεψης p τάξη ακρίβειας της
µεθόδου της διόρθωσης και C∗p∗+1, Cp+1 σταθερές ανίστοιχα.
΄Οταν p∗ ≥ p η µέθοδος PC έχει την ίδια τάξη και το ίδο σφάλµα µε την µέθοδο
την διόρθωσης.

2.3 Απόλυτη ευστάθεια Πρόβλεψη-∆ιόρθωση

Σκοπός είναι να ϐρούµε το πολυώνυµο ευστάθειας για P (EC)µE χρησι-
µοποιώντας τους παραπάνω ορισµούς παίρνουµε

Eky[0]n + [%∗(E)− Ek]y[µ]n = ĥσ∗(E)y[µ]n (2.10)

Eky[ν+1]
n +[%(E)−Ek]y[µ]n = ĥβkE

ky[ν]n + ĥ[σ(E)−βkEk]y[µ]n , ν = 0, 1, ..., µ−1
(2.11)

όπου ĥ είναι το hλ

H := ĥβk (2.12)

αφαιρώντας διαδοχικά στην (2.10) έχουµε

Ek(y[ν+1]
n − yνn) = HEk(yνn − y[ν−1]n ), ν = 1, ..., µ− 1

συνεπάγεται
y[ν+1]
n − (1 +H)y[ν]n +Hy[ν−1]n = 0

Μετά πό πράξεις έχω για t = 0 έχω το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ευστάθειας

πP (EC)µE(r, ĥ) = ρ(r)− ĥσ(r) +Mµ(H)[ρ∗(r)− ĥσ∗(r)] (2.13)

Μελετώντας τις πολυβηµατικές µεθόδους ανά Ϲεύγη, χρησιµοποιώντας τις
Adams Basforth ως Πρόβλεψη και τις Adams Multon ως ∆ιόρθωση και τις
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Adams Basforth και τις BDF αντίστοιχα ϐρίσκουµε την περιοχή απόλυτης
ευστάθειας. Κατα Ϲεύγη και ξεχωριστά. Ορίζω τις µεθόδους ξεχωριστά

Adams Basforth

AB1 : yn+1 − yn = hfn (2.14)

AB2 : yn+2 − yn+1 = h(
3

2
fn+1 −

1

2
fn) (2.15)

AB3 : yn+3 − yn+2 = h(
23

12
fn+2 −

4

3
fn+1 +

5

12
fn) (2.16)

AB4 : yn+4 − yn+3 = h(
55

24
fn+3 −

59

24
fn+2 +

37

24
fn+1 −

3

8
fn) (2.17)

Adams Multon

AM0 : yn − yn−1 = hfn (2.18)

AM1 : yn+1 − yn = h(
1

2
fn+1 +

1

2
fn) (2.19)

AM2 : yn+2 − yn+1 = h(
5

12
fn+2 +

2

3
fn+1 −

1

12
fn) (2.20)

AM3 : yn+3 − yn+2 = h(
3

8
fn+3 +

19

24
fn+2 −

5

24
fn+1 +

1

24
fn) (2.21)

BDF

BDF1 : yn+1 − yn = hfn+1 (2.22)

BDF2 : yn+2 −
4

3
yn+1 +

1

3
yn =

2

3
hfn+2 (2.23)

BDF3 : yn+3 −
18

11
yn+2 +

9

11
yn+1 −

2

11
yn =

6

11
hfn+3 (2.24)

BDF4 : yn+4 −
48

25
yn+3 +

36

25
yn+2 −

16

25
yn+1 +

3

25
yn =

12

25
hfn+4 (2.25)

BDF5 : yn+5 −
300

137
yn+4 +

300

137
yn+3 −

200

137
yn+2 +

75

137
yn+1 −

12

137
yn (2.26)

=
60

137
hfn+5 (2.27)

BDF6 : yn+6 −
360

147
yn+5 +

450

147
yn+4 −

400

147
yn+3 +

225

147
yn+2 (2.28)

− 72

147
yn+1 +

10

147
yn =

60

147
hfn+6 (2.29)
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2.4 Περιοχές Απόλυτης ευστάθειας πολυβηµα-

τικών µεθόδων - Predictor-Corrector

Απόλυτη ευστάθεια των µεθόδων PC, µε Predictor τις µεθόδους Adams
Basforth και Corrector τις Adams Multon, υπολογίζεται σύµφωνα µε τον
παρακάτω τύπο

πP (EC)µE(r, ĥ) = p(r)− ĥσ(r) +Mµ(H)[p?(r)− ĥσ?(r)] (2.30)

όπου

Mµ(H) =
Hµ(1−H)

1−Hµ

Για την PC1 του Ϲεύγους AB1-AM1 παίρνω τα παρακάτω πολυώνυµα

µ = 0

πPE(r, ĥ) = r − 1− ĥ

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = −ĥ2 − ĥ+ r − 1

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) = r(1− ĥ+
ĥ2

1 + ĥ
)− ĥ3

1 + ĥ
− ĥ2

1 + ĥ
− 1

µ = 3

πP (EC)3E(r, ĥ) = r(1− ĥ+
ĥ3

1 + ĥ+ ĥ2
)− h3

1 + ĥ+ ĥ2
− h4

1 + ĥ+ ĥ2
− 1
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Σχήµα 2.1: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 1

Σχήµα 2.2: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 1

Για την PC2 του Ϲεύγους AB2-AM2 παίρνουµε τα παρακάτω πολυώνυµα
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µ = 0

πPE(r, ĥ) = r2 − (1 +
3

2
ĥ)r +

ĥ

2

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = r2 − (1 + ĥ+
3

4
ĥ2)r +

ĥ2

4

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) = r2(1 +
ĥ2

4 + 2ĥ
− ĥ

2
)− r(1 + ĥ

2
+

ĥ2

4 + 2ĥ
+

3ĥ3

8 + 4ĥ
) +

ĥ3

8 + 4ĥ

µ = 3

πP (EC)3E(r, ĥ) = r2(1− ĥ

2
+

ĥ3

8 + 4ĥ+ 2ĥ2
)− r(1 + ĥ

2
+

ĥ3

8 + 4ĥ+ 2ĥ2
+

3ĥ4

16 + 8ĥ+ 4ĥ2
) +

ĥ4

16 + 8ĥ+ 4ĥ2

Σχήµα 2.3: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 2
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Σχήµα 2.4: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 2

Για την PC3 του Ϲεύγους AB3-AM3 παίρνουµε τα παρακάτω πολυώνυµα
µ = 0

πPE(r, ĥ) = r3 − (1 +
11

4
ĥ)r2 +

4

3
ĥr − 5

12
ĥ

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = r3 − (1 +
13

12
ĥ+

115

144
ĥ2)r2 + r(

ĥ

12
+

5

9
ĥ2)− 25

144
ĥ2

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) = r3(1− 5

12
ĥ+

25

144 + 60ĥ
)− r2(1 + 2

3
ĥ+

25

144 + 60ĥ
ĥ2+

575

1728 + 720ĥ
ĥ3) + r(

ĥ

12
+

25

108 + 45ĥ
ĥ3)− 125

1728 + 720ĥ
ĥ3

µ = 3
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πP (EC)3E(r, ĥ) = r3(1− 5

12
ĥ+

125

1728 + 720ĥ+ 25ĥ2
ĥ3)− r2(1 + 2

3
ĥ+

125ĥ3

1728 + 720ĥ+ 25ĥ2
+

2875ĥ4

20736 + 8640ĥ+ 300ĥ2
) + r(

ĥ

12
+

400ĥ4

5184 + 2160ĥ+ 75ĥ2
)− 625ĥ4

20736 + 8640ĥ+ 300ĥ2

Σχήµα 2.5: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 3
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Σχήµα 2.6: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 3

Για την PC4 του Ϲεύγους AB4-AM4 παίρνουµε τα παρακάτω πολυώνυµα
µ = 0

πPE(r, ĥ) = r4 − r3(1 + 55

24
ĥ) +

59

24
ĥr2 − 37

24
ĥr − 3

8
ĥ

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = r4−r3(1+ 7

6
ĥ+

55

64
ĥ2)+r2(

5ĥ

24
+
59

64
ĥ2)−r( ĥ

24
+
37

64
ĥ2)+

9

64
ĥ2

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) =r
4(1− 3

8
ĥ+

9ĥ2

64 + 24ĥ
)− r3(1 + 19

24
ĥ+

9

64 + 24ĥ
ĥ2 +

495

1536 + 576ĥ
ĥ3)+

r2(
5ĥ

24
+

531

1536 + 576ĥ
ĥ3)− r( ĥ

24
+

333

1536 + 576ĥ
ĥ3) +

27ĥ3

512 + 192ĥ
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µ = 3

πP (EC)3E(r, ĥ) = r4(1− 3

8
ĥ+

27

512 + 192ĥ+ 72ĥ2
ĥ3)−

r3(1 +
19

24
ĥ+

27ĥ3

512 + 192ĥ+ 72ĥ2
+

1485ĥ4

12288 + 4608ĥ+ 1728ĥ2
)+

r2(
5ĥ

24
+

1593ĥ4

12288 + 4608ĥ+ 1728ĥ2
)−

r(
ĥ

24
+

999ĥ4

12288 + 4608ĥ+ 1728ĥ2
) +

81ĥ4

4096 + 1536ĥ+ 576ĥ2

Σχήµα 2.7: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 4



2.4. ΠΕΡΙΟΧ΄ΕΣ ΑΠ΄ΟΛΥΤΗΣ ΕΥΣΤ΄ΑΘΕΙΑΣ ΠΟΛΥΒΗΜΑΤΙΚ΄ΩΝ ΜΕΘ΄Ο∆ΩΝ - PREDICTOR-CORRECTOR35

Σχήµα 2.8: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-AM για k = 4

Για την PC1 του Ϲεύγους AB1-BDF1 παίρνουµε τα παρακάτω πολυώνυµα
µ = 0

πPE(r, ĥ) = r − 1− ĥ

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = −ĥ2 − ĥ+ r − 1

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) = r(1− ĥ+
ĥ2

1 + ĥ
)− ĥ3

1 + ĥ
− ĥ2

1 + ĥ
− 1

µ = 3

πP (EC)3E(r, ĥ) = r(1− ĥ+
ĥ3

1 + ĥ+ ĥ2
)− ĥ3

1 + ĥ+ ĥ2
− ĥ4

1 + ĥ+ ĥ2
− 1



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. PREDICTOR-CORRECTOR

Σχήµα 2.9: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 1

Σχήµα 2.10: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 1

Για την PC2 του Ϲεύγους AB2-BDF2 παίρνουµε τα παρακάτω πολυώνυµα
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µ = 0

πPE(r, ĥ) = r2 − r(1 + 3

2
ĥ) +

ĥ

2

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = r2 − r(4
3
+

2

3
ĥ+ ĥ2) +

ĥ2

3
+

1

3

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) = r2(1− 2

3
ĥ+

4ĥ2

9 + 6ĥ
)− r(4

3
+

4ĥ2

9 + 6ĥ
+

6ĥ3

9 + 6ĥ
)+

2ĥ3

9 + 6ĥ
+

1

3

µ = 3

πP (EC)3E(r, ĥ) = r2(1− 2

3
ĥ+

8ĥ3

27 + 18ĥ+ 12ĥ2
)− r(4

3
+

8ĥ3

27 + 18ĥ+ 12ĥ2
+

24ĥ4

54 + 36ĥ+ 24ĥ2
) +

8ĥ4

54 + 36ĥ+ 24ĥ2
+

1

3

Σχήµα 2.11: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 2
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Σχήµα 2.12: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 2

Για την PC3 του Ϲεύγους AB3-BDF3 παίρνουµε τα παρακάτω πολυώνυµα
µ = 0

πPE(r, ĥ) = r3 − r2(1 + 23

12
ĥ) +

4

3
ĥr − 5ĥ

12

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = r3 − r2(18
11

+
6

11
ĥ+

23

22
ĥ2) + r(

9

11

8ĥ2

11
)− 5ĥ2

22
− 2

11

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) =r
3(1− 6

11
ĥ+

26ĥ2

11(11 + 6ĥ)
)− r2(18

11
+

36ĥ2

11(11 + 6ĥ)
+

69ĥ3

11(11 + 6ĥ)
) + r(

48ĥ3

11(11 + 6ĥ)
+

9

11
)− 15ĥ3

11(11 + 6ĥ)
− 2

11

µ = 3
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πP (EC)3E(r, ĥ) =r
3(1− 6

11
ĥ+

63ĥ3

11(121 + 66ĥ+ 36ĥ2)
)− r2(18

11
+

63ĥ3

11(121 + 66ĥ+ 36ĥ2)
+

1449ĥ4

15972 + 8712ĥ+ 4752ĥ2
)+

r(
252ĥ4

3993 + 2178ĥ+ 1188ĥ2
+

9

11
)− 2

11
−

315ĥ4

14641 + 7986ĥ+ 4356ĥ2

Σχήµα 2.13: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 3
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Σχήµα 2.14: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 3

Για την PC4 του Ϲεύγους AB4-BDF4 παίρνουµε τα παρακάτω πολυώνυµα
µ = 0

πPE(r, ĥ) = r3 − r2(1 + 23

12
ĥ) +

4

3
ĥr − 5ĥ

12

µ = 1

πPECE(r, ĥ) = r3 − r2(18
11

+
6

11
ĥ+

23

22
ĥ2) + r(

9

11

8ĥ2

11
)− 5ĥ2

22
− 2

11

µ = 2

πP (EC)2E(r, ĥ) =r
3(1− 6

11
ĥ+

26ĥ2

11(11 + 6ĥ)
)− r2(18

11
+

36ĥ2

11(11 + 6ĥ)
+

69ĥ3

11(11 + 6ĥ)
) + r(

48ĥ3

11(11 + 6ĥ)
+

9

11
)− 15ĥ3

11(11 + 6ĥ)
− 2

11
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µ = 3

πP (EC)3E(r, ĥ) =r
3(1− 6

11
ĥ+

63ĥ3

11(121 + 66ĥ+ 36ĥ2)
)− r2(18

11
+

63ĥ3

11(121 + 66ĥ+ 36ĥ2)
+

1449ĥ4

15972 + 8712ĥ+ 4752ĥ2
)+

r(
252ĥ4

3993 + 2178ĥ+ 1188ĥ2
+

9

11
)− 2

11
−

315ĥ4

14641 + 7986ĥ+ 4356ĥ2

Σχήµα 2.15: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 4
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Σχήµα 2.16: Περιοχές απόλυτης ευστάθειας PC AB-BDF για k = 4



Κεφάλαιο 3

Αποτελέσµατα

3.1 Numerics

΄Εχω το Π.Α.Τ. {
y′ = −10y
y(0) = 1

(3.1)

µε T = [0, 1] ακριβή λύση y(t) = e−10t. Χρησιµοποιώντας την Adams Basfor-
th, Adams Multon, BDF, P-C για k = 1,2,3,4 παίρνουµε για διαφορετικά N
το σφάλµα και την τάξη της µεθόδου αντίστοιχα στους παρακάτω πίνακες.

Σχήµα 3.1: Ακριβής λύση y(t) = e−10t

43
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Adams Basforth

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 1.88 · 10−5 - 2.01 · 10−6 -

200 1.03 · 10−5 0.8644 4.86 · 10−7 2.0507

300 7.11 · 10−6 0.9235 2.14 · 10−7 2.0251

400 5.41 · 10−6 0.9463 1.19 · 10−7 2.0167

500 4.37 · 10−6 0.9585 7.64 · 10−8 2.0125

(3.2)

Adams Basforth

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.85 · 10−7 - 1.79 · 10−8 -

200 2.22 · 10−8 3.0621 1.05 · 10−9 4.0917

300 6.49 · 10−9 3.0357 2.03 · 10−10 4.0520

400 2.71 · 10−9 3.0252 6.38 · 10−11 4.0366

500 1.38 · 10−9 3.0195 2.59 · 10−11 4.0283

(3.3)

Adams Multon

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 2.71 · 10−5 - 3.77 · 10−7 -

200 1.24 · 10−5 1.1281 9.45 · 10−8 1.9971

300 8.04 · 10−6 1.0741 4.20 · 10−8 1.9990

400 5.93 · 10−6 1.0524 2.36 · 10−8 1.9995

500 4.70 · 10−6 1.0407 1.51 · 10−8 1.9997

(3.4)
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Adams Multon

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.94 · 10−8 - 1.26 · 10−9 -

200 2.39 · 10−9 3.0197 7.68 · 10−11 4.0383

300 7.06 · 10−10 3.0111 1.50 · 10−11 4.0217

400 2.97 · 10−10 3.0077 4.74 · 10−12 4.0153

500 1.52 · 10−10 3.0060 1.93 · 10−12 4.0118

(3.5)

BDF

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 2.71 · 10−5 - 1.59 · 10−6 -

200 1.24 · 10−5 1.1281 3.89 · 10−7 2.0353

300 8.04 · 10−6 1.0741 1.71 · 10−7 2.0221

400 5.93 · 10−6 1.0524 9.59 · 10−8 2.0161

500 4.70 · 10−6 1.0407 6.12 · 10−8 2.0127

(3.6)

BDF

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.24 · 10−7 - 1.03 · 10−8 -

200 1.48 · 10−8 3.0700 6.05 · 10−10 4.0950

300 4.33 · 10−9 3.0394 1.17 · 10−10 4.0538

400 1.81 · 10−9 3.0277 3.66 · 10−11 4.0378

500 9.25 · 10−10 3.0213 1.49 · 10−11 4.0292

(3.7)
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Predictor − Corrector AB − AM

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 3.47 · 10−5 - 4.97 · 10−7 -

200 1.38 · 10−5 1.3245 1.08 · 10−7 2.1912

300 8.63 · 10−6 1.1720 4.62 · 10−8 2.1133

400 6.26 · 10−6 1.1180 2.53 · 10−8 2.0810

500 4.90 · 10−6 1.0900 1.60 · 10−8 2.0632

(3.8)

Predictor − Corrector AB − AM

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 2.81 · 10−8 - 1.99 · 10−9 -

200 2.90 · 10−9 3.2755 9.79 · 10−11 4.3477

300 8.05 · 10−10 3.1652 1.77 · 10−11 4.2121

400 3.28 · 10−10 3.1189 5.37 · 10−12 4.1538

500 1.64 · 10−10 3.0930 2.14 · 10−12 4.1209

(3.9)

Predictor − Corrector AB −BDF

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 3.47 · 10−5 - 2.00 · 10−6 -

200 1.38 · 10−5 1.3245 4.36 · 10−7 2.2026

300 8.63 · 10−6 1.1720 1.84 · 10−7 2.1165

400 6.26 · 10−6 1.1180 1.01 · 10−7 2.0822

500 4.90 · 10−6 1.0900 6.40 · 10−8 2.0637

(3.10)
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Predictor − Corrector AB −BDF

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.61 · 10−7 - 1.36 · 10−8 -

200 1.68 · 10−8 3.2563 6.95 · 10−10 4.2964

300 4.71 · 10−9 3.1438 1.28 · 10−10 4.1674

400 1.93 · 10−9 3.1008 3.92 · 10−11 4.1177

500 9.73 · 10−10 3.0778 1.57 · 10−11 4.0909

(3.11)

΄Εχω το Π.Α.Τ.

 y′ = λ(y(t)− g(t)) + g′(t)

y(0) = 1
(3.12)

µε T = [0, 1] και ακριβή λύση y(t) = eλt + g(t), g(t) = sin(10t) + t. Χρησι-
µοποιώντας την Adams Basforth, Adams Multon, BDF, P-C για k = 1,2,3,4
παίρνουµε για διαφορετικά Ν το σφάλµα και την τάξη της µεθόδου αντίστοιχα
στους παρακάτω πίνακες. Τα αποτελέσµατα είναι για διαφορετικές τιµές του
λ.
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Σχήµα 3.2: Ακριβής λύση y(t) = eλt + sin(10t) + t

Adams Basforth k = 1

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

1000 2.69 · 10−5 - 6000 4.53 · 10−7 - 60000 4.53 · 10−9 -

2000 1.34 · 10−5 1.0038 7000 3.88 · 10−7 1.0007 70000 3.89 · 10−9 0.9909

3000 8.94 · 10−6 1.0021 8000 3.39 · 10−7 1.0006 80000 3.39 · 10−9 1.0201

4000 6.70 · 10−6 1.0015 9000 3.01 · 10−7 1.0006 90000 3.01 · 10−9 1.0173

5000 5.36 · 10−6 1.0011 10000 2.71 · 10−7 1.0005 100000 2.70 · 10−9 1.0165
(3.13)
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Adams Basforth k = 2

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

1000 8.33 · 10−2 - 10000 8.33 · 10−2 - 100000 8.33 · 10−2 -

2000 8.81 · 10−8 19.85 11000 2.89 · 10−10 204.37 110000 2.89 · 10−13 276.84

3000 3.91 · 10−8 2.0015 12000 2.43 · 10−10 2.0003 120000 2.44 · 10−13 1.9147

4000 2.20 · 10−8 2.0011 13000 2.07 · 10−10 2.0003 130000 2.07 · 10−13 2.0873

5000 1.40 · 10−8 2.0009 14000 1.78 · 10−10 2.0001 140000 1.78 · 10−13 2.0109
(3.14)

Adams Basforth k = 3

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

2000 2.49 · 10−10 - 20000 2.67 · 10−14 - 200000 1.22 · 10−15 -

3000 7.39 · 10−11 2.9929 21000 2.28 · 10−14 3.1736 210000 5.55 · 10−17 -

4000 3.12 · 10−11 2.9951 22000 1.77 · 10−14 5.4321 220000 4.44 · 10−16 -

5000 1.60 · 10−11 2.9962 23000 1.63 · 10−14 1.9063 230000 6.10 · 10−16 -

6000 9.27 · 10−12 2.9966 24000 1.45 · 10−14 2.6181 240000 1.66 · 10−16 -
(3.15)
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Adams Basforth k = 4

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

4000 1.15 · 10−13 - 40000 9.43 · 10−16 - 400000 7.77 · 10−16 -

5000 4.68 · 10−14 4.0399 50000 7.77 · 10−16 - 500000 4.99 · 10−16 -

6000 2.29 · 10−14 3.9200 60000 5.55 · 10−17 - 600000 5.55 · 10−17 -

7000 1.13 · 10−14 4.5438 70000 3.33 · 10−16 - 700000 3.88 · 10−16 -

8000 6.66 · 10−15 4.0104 80000 3.88 · 10−16 - 800000 3.33 · 10−16 -
(3.16)

Adams Multon k = 1

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

100 2.53 · 10−4 - 100 2.57 · 10−5 - 100 2.57 · 10−6 -

200 1.30 · 10−4 0.9592 200 1.32 · 10−5 0.9603 200 1.32 · 10−6 0.9604

300 8.76 · 10−5 0.9774 300 8.89 · 10−6 0.9780 300 8.90 · 10−7 0.9781

400 6.60 · 10−5 0.9842 400 6.70 · 10−6 0.9846 400 6.71 · 10−7 0.9847

500 5.29 · 10−5 0.9878 500 5.37 · 10−6 0.9882 500 5.38 · 10−7 0.9882
(3.17)
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Adams Multon k = 2

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

200 1.75 · 10−6 - 200 2.86 · 10−7 - 1000 6.99 · 10−10 -

300 7.81× 10−7 2.00034 300 7.77 · 10−8 3.21698 2000 1.75 · 10−10 -

400 4.39 · 10−7 2.00016 400 4.37 · 10−8 2.00016 3000 7.80 · 10−11 -

500 2.81 · 10−7 2.00010 500 2.79 · 10−8 2.00010 4000 4.43 · 10−11 -

600 1.95 · 10−7 2.00006 600 1.94 · 10−8 2.00008 5000 2.85 · 10−11 -
(3.18)

Adams Multon k = 3

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

500 1.76 · 10−9 - 3000 8.36 · 10−13 - 30000 5.55 · 10−17 -

1000 2.21 · 10−10 2.9915 4000 3.53 · 10−13 2.9969 40000 4.44 · 10−16 -

1500 6.60 · 10−10 2.9889 5000 1.81 · 10−13 2.9902 50000 1.66 · 10−16 -

2000 2.74 · 10−11 3.0563 6000 1.04 · 10−13 3.0175 60000 0 -

2500 1.39 · 10−11 3.0371 7000 6.61 · 10−14 2.9695 70000 5.55 · 10−16 -
(3.19)
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Adams Multon k = 4

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

500 3.60 · 10−11 - 5000 7.77 · 10−16 - 50000 2.77 · 10−16 -

1000 2.23 · 10−12 4.0068 10000 2.77 · 10−16 - 100000 1.11 · 10−16 -

1500 4.41 · 10−13 4.0067 15000 2.22 · 10−16 - 150000 5.55 · 10−17 -

2000 1.40 · 10−13 3.9845 20000 2.22 · 10−16 - 200000 1.66 · 10−16 -

2500 5.73 · 10−14 4.0071 25000 1.66 · 10−16 - 250000 3.33 · 10−16 -
(3.20)

BDF k = 1

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

100 2.53× 10−4 - 100 2.57× 10−5 - 100 2.57 · 10−6 -

200 1.30× 10−4 0.9592 200 1.32× 10−5 0.9603 200 1.32 · 10−6 0.9604

300 8.76× 10−5 0.9774 300 8.89× 10−6 0.9780 300 8.90 · 10−7 0.9781

400 6.60× 10−5 0.9842 400 6.70× 10−6 0.9846 400 6.71 · 10−7 0.9847

500 5.29× 10−5 0.9878 500 5.37× 10−6 0.9882 500 5.38 · 10−7 0.9882
(3.21)
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BDF k = 2

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

100 2.93 · 10−5 - 100 2.92 · 10−6 - 100 2.93 · 10−7 -

200 7.19 · 10−6 2.0294 200 7.15 · 10−7 2.0301 200 7.16 · 10−8 2.0271

300 3.17 · 10−6 2.0179 300 3.15 · 10−7 2.0184 300 3.16 · 10−8 2.0189

400 1.77 · 10−6 2.0130 400 1.76 · 10−7 2.0133 400 1.75 · 10−8 2.0112

500 1.13 · 10−6 2.0101 500 1.12 · 10−7 2.0104 500 1.11 · 10−8 2.0098
(3.22)

BDF k = 3

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

400 1.99 · 10−8 - 400 2.02 · 10−9 - 400 2.13 · 10−10 -

500 1.03 · 10−8 2.9548 500 1.08 · 10−9 2.9546 500 1.12 · 10−10 2.9557

600 6.00 · 10−9 2.9635 600 6.26 · 10−10 2.9698 600 6.06 · 10−11 2.9701

700 3.79 · 10−9 2.9694 700 3.95 · 10−10 2.9722 700 3.88 · 10−11 2.9756

800 2.55 · 10−9 2.9741 800 2.65 · 10−10 2.9787 800 2.68 · 10−11 2.9812
(3.23)



54 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΠΟΤΕΛ΄ΕΣΜΑΤΑ

BDF k = 4

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

400 6.76 · 10−10 - 400 6.74 · 10−11 - 400 6.81 · 10−12 -

500 2.75 · 10−10 4.0216 500 2.73 · 10−11 4.0196 500 2.74 · 10−12 4.0187

600 1.32 · 10−10 4.0179 600 1.27 · 10−11 4.0179 600 1.29 · 10−12 4.0179

700 7.13 · 10−11 4.0153 700 7.08 · 10−12 4.0131 700 7.11 · 10−13 4.0110

800 4.17 · 10−11 4.0133 800 4.12 · 10−12 4.0103 800 4.15 · 10−13 4.0098
(3.24)

PC AB − AM k = 1

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

1000 9.81× 10−1 - 10000 9.98× 10−1 - 100000 9.99 · 10−1 -

2000 3.97× 10−5 14.59 20000 4.06× 10−7 21.22 200000 4.06 · 10−9 27.87

3000 1.77× 10−5 1.98 30000 1.80× 10−7 1.99 300000 1.77 · 10−9 2.0360

4000 1.11× 10−5 1.62 40000 1.13× 10−7 1.63 400000 1.10 · 10−9 1.67

5000 8.01× 10−6 1.46 50000 8.14× 10−8 1.47 500000 9.11 · 10−10 1.47
(3.25)
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PC AB − AM k = 2

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

1000 4.93× 10−7 - 10000 4.89× 10−10 - 100000 4.89 · 10−13 -

2000 5.28× 10−8 3.22 20000 5.24× 10−11 3.22 200000 5.20 · 10−14 3.23

3000 1.72× 10−8 2.76 30000 1.71× 10−11 2.76 300000 1.72 · 10−14 2.72

4000 8.17× 10−9 2.58 40000 8.12× 10−12 2.58 400000 7.66 · 10−15 2.82

5000 4.69× 10−9 2.48 50000 4.66× 10−12 2.48 500000 5.05 · 10−15 1.86
(3.26)

PC AB − AM k = 3

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

1000 1.79× 10−9 - 10000 1.84× 10−13 - 100000 1.66 · 10−16 -

2000 1.00× 10−10 4.15 11000 1.19× 10−13 4.57 110000 5.55 · 10−17 3.23

3000 2.15× 10−11 3.80 12000 8.26× 10−14 4.21 120000 2.22 · 10−16 2.72

4000 7.52× 10−12 3.65 13000 5.84× 10−14 4.32 130000 1.11 · 10−16 2.82

5000 3.40× 10−12 3.55 14000 4.36× 10−14 3.92 140000 3.88 · 10−16 1.86
(3.27)



56 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΠΟΤΕΛ΄ΕΣΜΑΤΑ

PC AB − AM k = 4

λ = −1000 λ = −10000 λ = −100000

N ε p N ε p N ε p

1000 2.14× 10−11 - 10000 7.77× 10−16 - 100000 1.66 · 10−16 -

2000 5.98× 10−13 5.16 11000 1.11× 10−15 4.57 110000 5.55 · 10−17 3.23

3000 8.32× 10−14 4.86 12000 3.33× 10−16 4.21 120000 2.22 · 10−16 2.72

4000 2.19× 10−14 4.62 13000 4.44× 10−16 4.32 130000 1.11 · 10−16 2.82

5000 7.99× 10−15 4.53 14000 4.99× 10−16 3.92 140000 3.88 · 10−16 1.86
(3.28)

΄Εχω το σύστηµα.

 y′1(t) = −y2
y′2(t) = y1

(3.29)

µε T = [0, 1] και ακριβή λύση y1(t) = cos(t)− sin(t), y2(t) = cos(t) + sin(t).
Χρησιµοποιώντας την Adams Basforth, Adams Multon, BDF, P-C για k =
1,2,3,4 παίρνουµε για διαφορετικά Ν το σφάλµα και την τάξη της µεθόδου
αντίστοιχα στους παρακάτω πίνακες.
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Σχήµα 3.3: Ακριβής λύση y1(t) = cos(t)− sin(t), y2(t) = cos(t) + sin(t)

Adams Basforth

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 7.08 · 10−3 - 2.01 · 10−6 -

200 3.53 · 10−3 1.0017 4.86 · 10−7 2.0507

300 2.35 · 10−3 1.0010 2.14 · 10−7 2.0251

400 1.76 · 10−3 1.0007 1.19 · 10−7 2.0167

500 1.41 · 10−3 1.0005 7.64 · 10−8 2.0125

(3.30)
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Adams Basforth

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.85 · 10−7 - 1.79 · 10−8 -

200 2.22 · 10−8 3.0621 1.05 · 10−9 4.0917

300 6.49 · 10−9 3.0357 2.03 · 10−10 4.0520

400 2.71 · 10−9 3.0252 6.38 · 10−11 4.0366

500 1.38 · 10−9 3.0195 2.59 · 10−11 4.0283

(3.31)

Adams Multon

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 2.71 · 10−5 - 3.77 · 10−7 -

200 1.24 · 10−5 1.1281 9.45 · 10−8 1.9971

300 8.04 · 10−6 1.0741 4.20 · 10−8 1.9990

400 5.93 · 10−6 1.0524 2.36 · 10−8 1.9995

500 4.70 · 10−6 1.0407 1.51 · 10−8 1.9997

(3.32)

Adams Multon

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.94 · 10−8 - 1.26 · 10−9 -

200 2.39 · 10−9 3.0197 7.68 · 10−11 4.0383

300 7.06 · 10−10 3.0111 1.50 · 10−11 4.0217

400 2.97 · 10−10 3.0077 4.74 · 10−12 4.0153

500 1.52 · 10−10 3.0060 1.93 · 10−12 4.0118

(3.33)
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BDF

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 2.71 · 10−5 - 1.59 · 10−6 -

200 1.24 · 10−5 1.1281 3.89 · 10−7 2.0353

300 8.04 · 10−6 1.0741 1.71 · 10−7 2.0221

400 5.93 · 10−6 1.0524 9.59 · 10−8 2.0161

500 4.70 · 10−6 1.0407 6.12 · 10−8 2.0127

(3.34)

BDF

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.24 · 10−7 - 1.03 · 10−8 -

200 1.48 · 10−8 3.0700 6.05 · 10−10 4.0950

300 4.33 · 10−9 3.0394 1.17 · 10−10 4.0538

400 1.81 · 10−9 3.0277 3.66 · 10−11 4.0378

500 9.25 · 10−10 3.0213 1.49 · 10−11 4.0292

(3.35)

Predictor − Corrector AB − AM

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 3.47 · 10−5 - 4.97 · 10−7 -

200 1.38 · 10−5 1.3245 1.08 · 10−7 2.1912

300 8.63 · 10−6 1.1720 4.62 · 10−8 2.1133

400 6.26 · 10−6 1.1180 2.53 · 10−8 2.0810

500 4.90 · 10−6 1.0900 1.60 · 10−8 2.0632

(3.36)
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Predictor − Corrector AB − AM

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 2.81 · 10−8 - 1.99 · 10−9 -

200 2.90 · 10−9 3.2755 9.79 · 10−11 4.3477

300 8.05 · 10−10 3.1652 1.77 · 10−11 4.2121

400 3.28 · 10−10 3.1189 5.37 · 10−12 4.1538

500 1.64 · 10−10 3.0930 2.14 · 10−12 4.1209

(3.37)

Predictor − Corrector AB −BDF

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 3.47 · 10−5 - 2.00 · 10−6 -

200 1.38 · 10−5 1.3245 4.36 · 10−7 2.2026

300 8.63 · 10−6 1.1720 1.84 · 10−7 2.1165

400 6.26 · 10−6 1.1180 1.01 · 10−7 2.0822

500 4.90 · 10−6 1.0900 6.40 · 10−8 2.0637

(3.38)

Predictor − Corrector AB −BDF

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.61 · 10−7 - 1.36 · 10−8 -

200 1.68 · 10−8 3.2563 6.95 · 10−10 4.2964

300 4.71 · 10−9 3.1438 1.28 · 10−10 4.1674

400 1.93 · 10−9 3.1008 3.92 · 10−11 4.1177

500 9.73 · 10−10 3.0778 1.57 · 10−11 4.0909

(3.39)
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΄Εχω το σύστηµα.

 y′1(t) = −αy1(t)− βy2(t) + (α + β − 1)e−t

y′2(t) = βy1(t)− αy2(t) + (α− β − 1)e−t
(3.40)

µε T = [0, 1] και ακριβή λύση y1(t) = e−t, y2(t) = e−t. Χρησιµοποιώντας
την Adams Basforth, Adams Multon, BDF, P-C για k = 1,2,3,4 παίρνουµε
για διαφορετικά Ν το σφάλµα και την τάξη της µεθόδου αντίστοιχα στους
παρακάτω πίνακες.

Σχήµα 3.4: Ακριβής λύση y1(t) = e−t, y2(t) = e−t
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Adams Basforth

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 6.78 · 10−4 - 2.71 · 10−6 -

200 2.26 · 10−4 1.58 6.73 · 10−7 2.0112

300 1.34 · 10−4 1.29 2.99 · 10−7 1.9981

400 9.50 · 10−5 1.19 1.68 · 10−7 1.9969

500 7.36 · 10−5 1.14 1.08 · 10−7 1.9969

(3.41)

Adams Basforth

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 2.63 · 10−8 - 5.32 · 10−9 -

200 3.08 · 10−9 3.0950 1.59 · 10−10 4.0609

300 9.03 · 10−10 3.0260 2.00 · 10−11 4.1117

400 3.80 · 10−10 3.0094 4.53 · 10−12 4.1655

500 1.94 · 10−10 3.0034 1.41 · 10−12 4.2171

(3.42)

Adams Multon

k = 1 k = 2

N ε p ε p

1000 3.07 · 10−5 - 3.77 · 10−7 -

2000 1.58 · 10−5 0.9596 9.45 · 10−8 1.9971

3000 1.06 · 10−5 0.9765 4.20 · 10−8 1.9990

4000 8.01 · 10−6 0.9833 2.36 · 10−8 1.9995

5000 6.43 · 10−6 0.9870 1.51 · 10−8 1.9997

(3.43)
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Adams Multon

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.94 · 10−8 - 1.26 · 10−9 -

200 2.39 · 10−9 3.0197 7.68 · 10−11 4.0383

300 7.06 · 10−10 3.0111 1.50 · 10−11 4.0217

400 2.97 · 10−10 3.0077 4.74 · 10−12 4.0153

500 1.52 · 10−10 3.0060 1.93 · 10−12 4.0118

(3.44)

BDF

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 2.71 · 10−5 - 1.59 · 10−6 -

200 1.24 · 10−5 1.1281 3.89 · 10−7 2.0353

300 8.04 · 10−6 1.0741 1.71 · 10−7 2.0221

400 5.93 · 10−6 1.0524 9.59 · 10−8 2.0161

500 4.70 · 10−6 1.0407 6.12 · 10−8 2.0127

(3.45)

BDF

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.24 · 10−7 - 1.03 · 10−8 -

200 1.48 · 10−8 3.0700 6.05 · 10−10 4.0950

300 4.33 · 10−9 3.0394 1.17 · 10−10 4.0538

400 1.81 · 10−9 3.0277 3.66 · 10−11 4.0378

500 9.25 · 10−10 3.0213 1.49 · 10−11 4.0292

(3.46)
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Predictor − Corrector AB − AM

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 3.47 · 10−5 - 4.97 · 10−7 -

200 1.38 · 10−5 1.3245 1.08 · 10−7 2.1912

300 8.63 · 10−6 1.1720 4.62 · 10−8 2.1133

400 6.26 · 10−6 1.1180 2.53 · 10−8 2.0810

500 4.90 · 10−6 1.0900 1.60 · 10−8 2.0632

(3.47)

Predictor − Corrector AB − AM

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 2.81 · 10−8 - 1.99 · 10−9 -

200 2.90 · 10−9 3.2755 9.79 · 10−11 4.3477

300 8.05 · 10−10 3.1652 1.77 · 10−11 4.2121

400 3.28 · 10−10 3.1189 5.37 · 10−12 4.1538

500 1.64 · 10−10 3.0930 2.14 · 10−12 4.1209

(3.48)

Predictor − Corrector AB −BDF

k = 1 k = 2

N ε p ε p

100 3.47 · 10−5 - 2.00 · 10−6 -

200 1.38 · 10−5 1.3245 4.36 · 10−7 2.2026

300 8.63 · 10−6 1.1720 1.84 · 10−7 2.1165

400 6.26 · 10−6 1.1180 1.01 · 10−7 2.0822

500 4.90 · 10−6 1.0900 6.40 · 10−8 2.0637

(3.49)
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Predictor − Corrector AB −BDF

k = 3 k = 4

N ε p ε p

100 1.61 · 10−7 - 1.36 · 10−8 -

200 1.68 · 10−8 3.2563 6.95 · 10−10 4.2964

300 4.71 · 10−9 3.1438 1.28 · 10−10 4.1674

400 1.93 · 10−9 3.1008 3.92 · 10−11 4.1177

500 9.73 · 10−10 3.0778 1.57 · 10−11 4.0909

(3.50)

3.2 Algorithms

Αλγόριθµος απόλυτης ευστάθειας για όλες τις µεθόδους και τα Ϲεύγη τους.
∆εδοµένο το N ο αριθµός των ϐηµάτων, δηµιουργώ πίνακα µιγαδικών αριθ-
µών h. Ορίζω το πολυώνυµο απόλυτης ευστάθειας f(r, h), ϐρίσκω τις απόλυ-
τες τιµές των ϱιζών του πολυωνύµου και ελέγχω εάν είναι µικρότερη του 1,
σύµφωνα µε το κρητίριο των ϱιζών. Αν είναι αποθηκέυω την τιµή 1 αλλίως
την 0. Τέλος εκτυπώνω τις τιµές σε διάγραµµα.

given N
for i = 1 : N

for j = 1 : N
h = complex(x(j),y(i))
roots ( f(r,h) )
K = abs(roots)

if max(K) < 1
z(i,j) = 1

else
z(i,j) = 0

end
end

end
contour(z)

Αλγόριθµος απόλυτης ευστάθειας για την µέθοδο AB1. ∆εδοµένα τα
f, a, b, ya,N συνάρτηση, αρχή και τέλος διαστήµατος, αρχική συνθήκη Π.Α.Τ.,
αριθµός των ϐηµάτων αντίστοιχα. Υπολογίζω την µέθοδο για N ϐήµατα.
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given f,a,b,ya,N
h = (b - a) / N
y(1) = ya
t(1) = a

for i = 1 : N
y(i+1) = h * f(t(i),y(i)) + y(i)
t(i+1) = t(i) + h;

end
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