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Περίληψη

Η παρούσα εργασία αναφέρεται σε μία καμπύλη με ιδιαίτερες ιδιότητες, το δελτοειδές. Γίνεται

πλήρης περιγραφή των ιδιοτήτων που προκύπτουν από την άποψη της καμπύλης αυτής ως

περιβάλλουσα μίας οικογένειας ευθειών και αφετέρου ως τροχιά ενός εφαπτόμενου κύκλου. .

Το πρώτο κεφάλαιο είναι εισαγωγικό. Σε αυτό γίνεται αναλυτική παρουσίαση όλων των

εννοιών πάνω στις οποίες στηρίζεται η παρουσίαση του δελτοειδούς. Συγκεκριμένα, μελετάμε

τις ευθείες Wallace-Simson και τον κύκλο Euler τριγώνου, καθώς και τον ορθόπολο ευθείας
ως προς τρίγωνο. ΄Ολα αυτά είναι άμεσα συνδεδεμένα μεταξύ τους, οπότε και προκύπτουν

ενδιαφέρουσες ιδιότητες, οι οποίες στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύονται για να χρησιμοποιηθούν

παρακάτω.

Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται μία αναφορά στα υποκυκλοειδή γενικά, παρουσιάζοντας

τις διαφορετικές καμπύλες που δημιουργούνται και πώς ο λόγος των ακτίνων των κύκλων

επηρεάζει τη μορφή τους.

Στα επόμενα δύο κεφάλαια, γίνεται αναλυτικά η κατασκευή του δελτοειδούς ως περιβάλ-

λουσα των ευθειών Wallace-Simson, αλλά και ως υποκυκλοειδές.
Τέλος στα δύο τελευταία κεφάλαια παρουσιάζονται οικογένειες τριγώνων, τα οποία ε-

ίτε έχουν το ίδιο δελτοειδές, είτε περιβάλλονται από το ίδιο δελτοειδές, αλλά και ο τρόπος

κατασκευής τους.

Σε όλη την παρουσίαση, υπάρχουν λεπτομερή σχήματα που αντιστοιχούν στα θέματα, τα

οποία έχουν δημιουργηθεί με τη βοήθεια ενός προγράμματος δυναμικής γεωμετρίας, του Eucli-
Draw. Με το πρόγραμμα αυτό, με πολύ γρήγορο και ακριβή τρόπο μπορούν να δημιουργηθούν
πολύπλοκα σχήματα. Η δυναμική μεταβολή τους, επιτρέπει την παρατήρηση και μελέτη νέων

ιδιοτήτων.

Μέσα στο κείμενο, υπάρχουν ηλεκτρονικές παραπομπές στη σελίδα www.math.uoc.gr/ pam-
filos/eGallery/Gallery.html (Geometrikon), όπου υπάρχουν τα σχήματα και σύντομες απο-
δείξεις για αρκετά τα θέματα της γεωμετρίας, αρκετά από τα οποία αφορούν στο δελτοειδές.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγη

Ξεκινάμε τη μελέτη μας με την παρουσίαση θεμελιωδών εννοιών, οι οποίες είναι απαραίτητες

για τη μελέτη του δελτοειδούς. Στο κεφάλαιο θα παρουσιάζουμε όλα εκείνα τα εργαλεία τα

οποία είναι απαραίτητες για την κατασκευή και τη μελέτη των ιδιοτήτων του δελτοειδούς.

Υπάρχουν δύο βασικοί τρόποι δημιουργίας ενός δελτοειδούς.

Κατασκευάζεται είτε ως περιβάλλουσα ευθειών, είτε ως υποκυκλοειδές. Η άποψη της περι-

βάλλουσας, συνδέεται με τις ιδιότητες του τριγώνου, για αυτό θα ξεκινήσουμε από τα σχετικά

θεωρήματα που αφορούν τον ορθόπολο.

Κατά συνέπεια θα πρέπει πριν από την παρουσίαση του δελτοειδούς, να έχουμε παρουσιάσει

αρκετές από τις ιδιότητες του τριγώνου. Αρχικά θα αναφερθούμε στον ορθόπολο μίας ευθείας

ως προς ένα τρίγωνο, στη συνέχεια στις ευθείεςWallace - Simson και Steiner ενός τριγώνου
και τέλος στον κύκλο Euler τριγώνου.

1.1 Προβολες στις πλευρες σταθερου πολυγωνου
- Τριγωνου

΄Ενα θεώρημα του Steiner μελετάει τη συμπεριφορά των πολυγώνων που προκύπτουν από
προβολές σημείων επάνω στις πλευρές σταθερού πολυγώνου.

Η μελέτη αυτή ασχολείται με τα εμβαδά των πολυγώνων, τα οποία υπολογίζονται με τη διευ-

ρυμένη έννοια του όρου. Γι΄ αυτό ορίζουμε δηλαδή το προσημασμένο εμβαδό του πο-

λυγώνου A1...An, που είναι το άθροισμα των προσημασμένων εμβαδών που σχηματίζονται
χωρίζοντας το πολύγωνο σε τρίγωνα.

Για τον υπολογισμό του προσημασμένου εμβαδού τριγώνου, ακολουθείται η παρακάτω διαδι-

κασία:

Αν A1A2A3 το τρίγωνο του οποίου το εμβαδό ζητάμε, υπολογίζουμε το απόλυτο εμβαδό, το

οποίο και θα συμβολίσουμε (A1A2A3) και στη συνέχεια του βάζουμε πρόσημο, το οποίο θα
είναι θετικό, εάν η φορά A1 → A2 → A3 είναι αντίθετη της φοράς του ρολογιού και αρνητικό

στην αντίθετη περίπτωση.

΄Ετσι μπορούμε εύκολα να συμπεράνουμε ότι υπάρχουν πολύγωνα με αυτοτομές, των οποίων

το προσημασμένο εμβαδό είναι μηδέν, χωρίς το πολύγωνο να είναι εκφυλισμένο σε ευθύγραμμο

1



τμήμα.

Ας περάσουμε τώρα στην παρουσίαση του θεωρήματος.

Θεώρημα 1.1. (Θεώρημα Steiner)

΄Εστω σταθερό πολύγωνο π = A0...An−1. Θεωρώ το σημείο P του επιπέδου και π′ =
P0, ..., Pn−1 το πολύγωνο που σχηματίζεται από τις προβολές του σημείου P επί των πλευρών
του πολυγώνου π.
Τότε ο γεωμετρικός τόπος των σημείων P για τα οποία το εμβαδόν E(π′) είναι σταθερό και
ίσο με κ, είναι ένας κύκλος.
(Μεταβάλλοντας το κ προκύπτουν συγκεντρικοί κύκλοι.)
(Pedal Polygons)

Απόδειξη. Για να ξεκινήσουμε την απόδειξη μας θα απομονωθούμε προς το παρόν σε ένα από

τα τετράπλευρα PiAi+1Pi+1P . ΄Εστω στο τετράπλευρο P0A1P1P , όπως φαίνεται στο σχήμα.
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A
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P
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w

w

b
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Σχήμα 1.1: Πολύγωνο προβολών

Ξεκινάμε, υπολογίζοντας τη διαφορά D1 την οποία ορίζουμε ως εξής:

D1 = (P0A1P1P )− 2 · (P0P1P )

Χάριν συντομίας των συμβολισμών θα ορίσουμε

ŵ = P̂0PP1 = ˆA1εξωτ (ως εξωτερική εγγράψιμου τετραπλεύρου),

P̂0A1P1 = Â1 = b̂+ ĉ = P̂0A1P + P̂A1P1.

Τώρα προφανώς, εφόσον Â1 και ŵ είναι παραπληρωματικές, ισχύει η σχέση

sin(ŵ) = sin(Â1) = sin(b̂+ ĉ)
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Υπολογίζουμε τον κάθε όρο ανεξάρτητα, οπότε έχουμε

(P0A1P1P ) = (P0A1P1) + (P0P1P )

=
1

2
A1P0 · A1P1 · sin(Â1) +

1

2
PP0 · PP1 · sin(ŵ)

=
1

2
(A1P0 · A1P1 + PP0 · PP1) · sin(ŵ)

και

(P0P1P ) =
1

2
PP0 · PP1 · sin(ŵ)

οπότε

D1 =
1

2
(A1P0 · A1P1 − PP0 · PP1) · sin(ŵ)

=
1

2
(A1P · cos(b̂) · A1P · cos(ĉ)− A1P · sin(b̂) · A1P · sin(ĉ)) · sin(ŵ)

=
1

2
(A1P )2(cos(b̂) · cos(ĉ)− sin(b̂) · sin(ĉ)) · sin(ŵ)

=
1

2
(A1P )2 · cos(b̂+ ĉ) · sin(ŵ)

=
1

2
(A1P )2 · cos(Â1) · sin(Â1)

=
1

4
sin(2Â1) · (A1P )2

Αν προσθέσουμε όλα τα εμβαδά των τετράπλευρων (Pi−1AiPiP ) θα πάρουμε το εμβαδό
του σταθερού πολύγωνου π = A0A1 · · ·An−1.
Αντίστοιχα αν προσθέσουμε τα εμβαδά των τριγώνων Pi−1PiP θα πάρουμε το ζητούμενο εμ-
βαδό E(π′) του πολυγώνου π′ = P0P1 · · ·Pn−1, το οποίο επίσης είναι σταθερό, εξ΄ υποθέσεως.
Κατά συνέπεια και το άθροισμα των Di θα είναι σταθερό. Αυτό μας δίνει ως συμπέρασμα τα

εξής:

D1 +D2 + . . .+Dn = σταθερό

1

4
((A0P )2 · sin(2A0) + . . .+ (An−1P )2 · sin(2An−1)) = σταθερό

Ο ισχυρισμός μου είναι ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων για τα οποία το άθροισμα

(A0P )2 · sin(2A0) + . . . + (An−1P )2 · sin(2An−1) είναι σταθερό, είναι ένας κύκλος, γεγονός
που αποδεικνύεται στο παρακάτω θεώρημα, [NAI52,p.152].

Θεώρημα 1.2. Stewart’s
΄Εστω τρίγωνο ABC. Αν το σημείο D εντός της πλευράς BC του τριγώνου ABC την

χωρίζει σε τμήματα BD = κ · a, DC = λ · a, τότε ισχύει

d2 = κb2 + λc2 − κλa2

3



(Stewart’s Theorem)

Απόδειξη. ΄Εστω θ̂ = B̂DA και η̂ = ÂDC. Οι γωνίες θ̂, η̂ είναι παραπληρωματικές.

A

B CDa

bc
d

θ η

Σχήμα 1.2: Θεώρημα Stewart

΄Αρα ισχύει για αυτές η σχέση

cos θ̂ = − cos η̂ (1.1)

Εφαρμόζοντας τον νόμο των συνημίτονων στα τρίγωνα ABD και ACD παίρνουμε τις σχέσεις

c2 = d2 +BD2 − 2d ·BD · cos θ̂ ⇔ c2 − d2 −BD2 = −2d ·BD · cos θ̂ (1.2)

b2 = d2 + CD2 − 2d · CD · cos η̂ ⇔ b2 − d2 − CD2 = −2d · CD · cos η̂ (1.3)

Διαιρώντας τις 1.2, 1.3 κατά μέλη και λόγω της 1.1 έχουμε:

c2 − d2 −BD2

b2 − d2 − CD2
= −BD

CD
⇔

(c2 − d2 −BD2) · CD = −(b2 − d2 − CD2) ·BD ⇔
(c2 − d2 −BD2) · CD + (b2 − d2 − CD2) ·BD = 0 ⇔

c2 ·DC + b2 ·BD − d2(DC +BD)−BD ·DC(DC +BD) = 0 ⇔
c2(aλ) + b2(aκ)− d2a− a3κλ = 0 ⇔

d2 = κb2 + λc2 − κλa2

Επιστρέφουμε τώρα στην απόδειξη του βασικού μας θεωρήματος, στο οποίο ζητούσαμε να

δείξουμε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων για τα οποία το άθροισμα

(A0P )2 · sin(2A0) + . . . + (An−1P )2 · sin(2An−1) είναι σταθερό, είναι ένας κύκλος. ΄Ολοι οι
κύκλοι που δίνονται από τις διαφορετικές τιμές του κ είναι μεταξύ τους συγκεντρικοί.
(Squares Combination)
Χάριν συντομίας, θα ορίσουμε sin(2A0) = κ0, sin(2A1) = κ1, . . . , sin(2An−1) = κn−1,

οπότε η σχέση μας γράφεται (A0P )2 · κ0 + . . .+ (An−1P )2 · κn−1 = κ (σταθερό).
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Για n = 1 έχω μία απλή εφαρμογή του παραπάνω θεωρήματος.
΄Εστω κ0(PA0)

2 + κ1(PA1)
2 = κ.

Στο τρίγωνο A0PA1, φέρω D επί της πλευράς A0A1 τέτοιο ώστε
A0D

A1D
= κ0

κ1
(με κ0, κ1 όπως

ορίσαμε πριν). Από θεώρημα Stewart στο τρίγωνο A0PA1 χρησιμοποιώντας το ευθύγραμμο

τμήμα PD έχουμε την παρακάτω σχέση:

(PD)2 =
κ0(A0P )2 + κ1(PA1)

2

κ0 + κ1
+
κ0κ1(A0A1)

2

(κ0 + κ1)2

Αντικαθιστώντας κ0(PA0)
2 + κ1(PA1)

2
με κ έχουμε

(PD)2 =
κ

κ0 + κ1
+
κ0κ1(A0A1)

2

(κ0 + κ1)2

Στην σχέση αυτή έχουμε το δεύτερο μέλος σταθερό,

έστω
κ

κ0 + κ1
+
κ0κ1(A0A1)

2

(κ0 + κ1)2
= c.

Οπότε τελικά, ψάχνουμε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων P τέτοια ώστε (PD)2 = c,
ο οποίος είναι ο κύκλος κέντρου D και ακτίνας

√
c. Το κέντρο του εξαρτάται αποκλειστικά

από το τη σταθερά κ.
Αυτή η ιδιότητα μπορεί να γενικευθεί και στις n κορυφές.

Ξεκινάμε από τη σχέση

(A0P )2 · κ0 + . . . + (An−1P )2 · κn−1 = κ. Αντικαθιστούμε τους δύο πρώτους όρους, χρησι-

μοποιώντας τη σχέση (PD)2 =
κ0(A0P )2 + κ1(PA1)

2

κ0 + κ1
+
κ0κ1(A0A1)

2

(κ0 + κ1)2

Οπότε έχουμε

(κ0 + κ1)
2(PD)2 +

κ0 · κ1
κ0 + κ1

(A0A1)
2 + (A2P )2 · κ2 + . . .+ (An−1P )2 · κn−1 = κ⇔

(κ0 + κ1)
2(PD)2 + A2P

2 · κ2 + . . .+ (An−1P )2 · κn−1 = κ− κ0 · κ1
κ0 + κ1

(A0A1)
2

Επαναλαμβάνοντας αυτό το βήμα προκύπτει ότι το (PD)2 ισούται με μία σταθερά, οπότε ο
γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος κέντρου D ανεξάρτητου της επιλογής του κ.

Αν τώρα εφαρμόσουμε το παραπάνω θεώρημα σε τρίγωνο, παίρνουμε ένα άμεσο συμπέρα-

σμα, το οποίο παρατίθεται παρακάτω.

Χάριν συντομίας, θα ονομάσουμε περίκυκλο κ τον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου και
περίκεντρο το κέντρο O αυτού.

Θεώρημα 1.3. Δοθέντος τριγώνου τ = A0A1A2 ο γεωμετρικός τόπος των σημείων P για
τα οποία το τρίγωνο των προβολών τ ′ = P0P1P2 έχει σταθερό εμβαδόν E(τ ′) = κ είναι κύκλος
κ′. Ο κ′ είναι συγκεντρικός του περίκυκλου.
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Απόδειξη. ΄Εχουμε το τρίγωνο A0A1A2 και σταθερό σημείο P του επιπέδου.

Α
0

A
1

A
2

P

P
1

P
0

P
2

O

Σχήμα 1.3: Τρίγωνο προβολών με σταθερό εμβαδό

Αν P0P1P2 οι κάθετες προβολές στο τρίγωνο A0A1A2, από το θεώρημα Steiner προκύπτει
ότι τα σημεία P για τα οποία το εμβαδό του τριγώνου P0P1P2 είναι σταθερό, κινούνται πάνω

σε κύκλο, ο οποίος εξαρτάται αποκλειστικά από το κ = E(P0P1P2).

1.2 Ευθειες Wallace - Simson και Steiner

Βασισμένοι στα παραπάνω συμπεράσματα μπορούμε άμεσα να οδηγηθούμε στην κατασκευή

των ευθειώνWallace - Simson και Steiner, καθώς και στη μελέτη των ιδιοτήτων τους, [Καπ96].
Για την εποπτεία του θέματος, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το σχήμα και να διαπι-

στώσουμε ότι, καθώς το τυχαίο σημείο P κινείται στο χώρο, το τρίγωνο προβολών αλλάζει
μορφή, αλλά και εμβαδό. Καθώς λοιπόν το σημείο αυτό γίνει σημείο του περίκυκλου κ του
τριγώνου, το τρίγωνο των προβολών εκφυλίζεται σε μία ευθεία.

Η ευθεία αυτή, ονομάζεται ευθεία Wallace - Simson του σημείου P του τριγώνου.
΄Ετσι λοιπόν διαπιστώνουμε ότι ο περίκυκλος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που ο-

ρίζουν μηδενικό εμβαδό στο τρίγωνο P0P1P2. Κατά συνέπεια σύμφωνα με το θεώρημα (1.3),

όλοι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων P είναι συγκεντρικοί του περίκυκλου.
Η ανάπτυξη του θέματος, όπως και κάποιες από τις ιδιότητες αυτών των ευθειών συνο-

ψίζονται στο παρακάτω θεώρημα, [Aar09, p.159], [NAI52, p.141], [Pat40].

Θεώρημα 1.4. Ευθείες Wallace - Simson
΄Εστω τρίγωνο ABC και κ ο περίκυκλος αυτού.

Για κάθε σημείο P του κύκλου κ, οι προβολές του P στις πλευρές του τριγώνου περιέχονται
σε ευθεία, την οποία και θα συμβολίζουμε w(P ).

(Wallace-Simson Line)

Απόδειξη. Θεωρούμε το τρίγωνο ABC και τον περίκυκλο αυτού, έστω κ. Πάνω σε αυτόν,
ορίζουμε τυχαίο σημείο P , το οποίο θεωρείται μεταβαλλόμενο. Προβάλλουμε το σημείο P
στις πλευρές του τριγώνου. ΄Εχουμε λοιπόν τα σημεία PA επί της BC, PB επί της AC και
PC επί της AB, όπως φαίνεται στο σχήμα.
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Σχήμα 1.4: Ευθεία Wallace - Simson

Ισχυριζόμαστε ότι τα τρία σημεία PA, PB, PC είναι συνευθειακά.

Το πολύγωνο PPAPCB είναι εγγράψιμο και μάλιστα η πλευρά PB είναι η διάμετρος του

περιγεγραμμένου κύκλου, αφού P̂PAB = P̂PCB = 90◦.

΄Ομοια το πολύγωνο PPACPB είναι εγγράψιμο, αφού P̂PAC = P̂PBC = 90◦.

A
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Ρ

Ρ
Α

Ρ
C

Ρ
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Σχήμα 1.5: Ευθεία Wallace - Simson του σημείου P
Τα εγγράψιμα πολύγωνα

Για να αποδείξουμε ότι οι ημιευθείες PAPC και PAPB είναι αντικείμενες, αρκεί να

δείξουμε ότι B̂PAPC = ĈPAPB.
Θα κάνουμε χρήση του γνωστού θεωρήματος, ότι σε εγγεγραμμένο τετράπλευρο, οι απέναντι

κορυφές πλευράς, την βλέπουν υπό ίσες γωνίες.

΄Ετσι έχουμε

B̂PAPC = B̂PPC (PPAPCB εγγράψιμο τετράπλευρο)

ĈPAPB = ĈPPB (PPACPB εγγράψιμο τετράπλευρο).
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Ακόμη ισχύουν οι εξής σχέσεις:

P̂CBP = P̂BPAP (αφού P̂BPAP εξωτερική του εγγράψιμου τετραπλεύρου PPAPBB)

P̂ACP = P̂BCP (λόγω του θεωρήματος που αναφέραμε νωρίτερα)

΄Αρα P̂CBP = P̂BCP .

Οπότε τελικά B̂PPC = ĈPPB (ως συμπληρωματικές ίσων γωνιών)

Και έτσι καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι B̂PAPC = ĈPAPB, με αποτέλεσμα η γραμμή
PBPAPC να είναι ευθεία.

Μελέτη των ειδικών περιπτώσεων: (Particular positions)

΄Εχουμε ήδη διαπιστώσει ότι η θέση των ευθειώνWallace - Simson εξαρτάται από τη θέση
του σημείου P . Η ειδική θέση του σημείου P προσδίδει συγκεκριμένες ιδιότητες στις ευθείες
Wallace - Simson. Κάποιες από αυτές τις περιπτώσεις θα μελετήσουμε παρακάτω.

΄Οταν το P είναι αντιδιαμετρικό κορυφής τριγώνου, τότε η ευθεία w(P ) συμπίπτει με την
απέναντι αυτής της κορυφής πλευρά.

Απόδειξη. ΄Εστω το τρίγωνο ABC και κ ο περίκυκλος αυτού, με κέντρο το O.
Ας θεωρήσουμε το σημείο P να είναι το αντιδιαμετρικό του A.
Τότε το ευθύγραμμο τμήμα PA είναι διάμετρος του κύκλου, με αποτέλεσμα PC ⊥ AC και
PB ⊥ AB. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα η προβολή του σημείου P στην πλευρά AC να συμπίπτει
με το σημείο C, ενώ η προβολή P στην πλευρά AB συμπίπτει με το σημείο B.

A

B C

P

O

P
A

w(P)

Σχήμα 1.6: Σημείο P αντιδιαμετρικό κορυφής του τριγώνου

΄Ετσι τελικά η ευθεία w(P ) συμπίπτει με το φορέα του ευθύγραμμου τμήματος BC.

΄Οταν το P είναι κορυφή τριγώνου, τότε η ευθεία w(P ) συμπίπτει με το ύψος από αυτήν
την πλευρά.

Απόδειξη. ΄Εστω το τρίγωνο ABC και κ ο περίκυκλος αυτού, με κέντρο το O.
Ας θεωρήσουμε το σημείο P να είναι το A.
Τότε η κάθετος από το A στην πλευρά BC συμπίπτει με το ύψος AHa του τριγώνου, ενώ οι

κάθετες από το A στην AC και AB διέρχονται από το A.
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Σχήμα 1.7: Σημείο P κορυφή του τριγώνου

΄Αρα η ευθεία w(A) συμπίπτει με το φορέα του ευθύγραμμου τμήματος AHa.

Παρακάτω θα παρουσιάσουμε κάποια θεωρήματα, τα οποία είναι απαραίτητα για τη σύνδεση

των ευθειών Wallace - Simson με τον κύκλο του Euler τριγώνου καθώς και τον ορθόπολο
ευθείας ως προς τρίγωνο, [NAI52, p.142-145].

Θεώρημα 1.5. ΄Εστω τρίγωνο ABC με περίκυκλο κ. Θεωρούμε σημείο D του περίκυκλου
και έστω A′, B′ και C ′ οι προβολές του στις πλευρές BC,AC και AB αντίστοιχα, οι οποίες
ορίζουν την ευθεία Wallace - Simson του σημείου D, w(D). Εκ κατασκευής, τουλάχιστον
ένα από τα σημεία A′, B′ και C ′ είναι εντός του κύκλου. ΄Εστω το C ′. Προεκτείνουμε το
τμήμα DC ′ και ονομάζουμε H το δεύτερο σημείο τομής με τον περίκυκλο του ABC. Τότε
το τμήμα CH είναι παράλληλο της ευθείας w(D).

(A parallel to the Simson-Wallace line)

Απόδειξη. Κατασκευάζουμε το σχήμα, ακριβώς όπως υποδεικνύει η υπόθεση.

C

A B

B'

C'

A'

D

H

κ

Ο

w(D)

Σχήμα 1.8: Χορδή παράλληλη της ευθείας Wallace - Simson

Οι γωνίες D̂C ′B και B̂A′D είναι ορθές, κατά συνέπεια το πολύγωνο DC ′A′B είναι εγ-
γράψιμο.
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Ακόμη το πολύγωνο CHBD έχει τις κορυφές του επί του περίκυκλου του τριγώνου ABC,
δηλαδή είναι επίσης εγγράψιμο.

Οπότε

ĈHB = ĈBD = ĤC ′A′

Κατά συνέπεια το ευθύγραμμο τμήμα CH είναι παράλληλο της w(D).

΄Αμεση εφαρμογή του θεωρήματος αυτού, είναι δεδομένης διεύθυνσης της ευθείαςWallace
- Simson ενός τριγώνου να μπορέσουμε να προσδιορίσουμε το σημείο του περίκυκλου, D στο
οποίο αυτή αντιστοιχεί.

Μπορούμε να εξασφαλίσουμε σημεία των οποίων η αντίστοιχη ευθεία Simson έχει δοθείσα
κατεύθυνση.

Θεώρημα 1.6. Κατασκευή

΄Εχουμε τρίγωνο ABC και μία ευθεία ε. Από μια κορυφή του τριγώνου, έστω τη C
φέρνουμε το ευθύγραμμο τμήμα CH, με H σημείο του περίκυκλου και παράλληλο προς την
ε. Στη συνέχεια από το σημείο H φέρουμε κάθετη στην απέναντι από την επιλεγμένη κορυφή
πλευρά, έστω την AB. Ονομάζουμε D το δεύτερο σημείο τομής της ευθείας αυτής με τον
περίκυκλο. Τότε η ευθεία w(D) είναι παράλληλη της ε.

Απόδειξη. Κατασκευάζουμε το τρίγωνο ABC, μία ευθεία ε, από την κορυφή C του τριγώνου
φέρνουμε το ευθύγραμμο τμήμα CH, με H σημείο του περίκυκλου και παράλληλο προς την ε.
Στη συνέχεια από το σημείο H φέρουμε κάθετη στην AB, η οποία τέμνει τον κύκλο στο D.

C

A B

Η

D

C'

ε

w(D)

Σχήμα 1.9: Ορίζοντας το σημείο P δεδομένης της ευθείας w(P )

Η ευθεία w(D) διέρχεται από το σημείο C ′, το οποίο είναι το σημείο τομής της HD και της
πλευράς AB. Λόγω του παραπάνω θεωρήματος, η ευθεία w(D) είναι παράλληλη του τμήματος
CH άρα και της ευθείας ε.

Θεώρημα 1.7. ΄Εστω τρίγωνο ABC με περίκυκλο κ κέντου O και ορθόκεντρο το H. Αν
P σημείο του περίκυκλου και w(P ) η ευθεία Wallace− Simson, ως προς το τρίγωνο ABC.
Τότε η w(P ) διχοτομεί το ευθύγραμμο τμήμα HP .
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Απόδειξη. ΄Εστω τρίγωνο ABC με ορθόκεντρο H και περίκυκλο κ με τυχαίο σημείο του
περίκυκλου. ΄Εστω BE ύψος, το οποίο τέμνει τον κύκλο κ στο σημείο T .

A

B
C

E

T

P

K

M

H

U

L

N

w(P)

Σχήμα 1.10: Η w(P ) διχοτομεί το τμήμα HP

Φέρουμε από το σημείο P παράλληλη στη BT , η οποία τέμνει τον κύκλο στο K. ΄Ετσι
ορίζεται ισοσκελές τραπέζιο BTPK.
Φέρουμε από το ορθόκεντρο H παράλληλη προς τη BK η οποία τέμνει τη RK στο U και
έτσι δημιουργείται το ισοσκελές τραπέζιο UHTP .
Το E είναι το μέσο του τμήματος HT , καθώς EA ⊥ HT . ΄Αρα αν M είναι το σημείο τομής
της UP με το A, τότε M είναι μέσο της UP .
PM ‖ BT ⇒ PM⊥AC άρα το M είναι προβολή του R στην πλευρά AC, άρα η w(P )
διέρχεται από το M .

Θεώρημα 1.8. ΄Εστω τρίγωνο ABC και σημείο P στον περίκυκλο αυτού. Φέρουμε το
τμήμα PF , όπου F σημείο του περίκυκλου και PF ⊥ BC. Επιπλέον ονομάζουμε D το σημείο
τομής της PF με την πλευρά του τριγώνου BC. Αν H είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου,
προεκτείνουμε το ύψος HA κατά τμήμα AG, ίσου μήκους με το τμήμα DF . Τότε ισχύει η
παρακάτω ισότητα GP = HD, ή ισοδύναμα το τετράπλευρο HDPG είναι παραλληλόγραμμο.

(A related parallelogram)

Απόδειξη. ΄Εστω E το δεύτερο σημείο τομής του ύψους AH με τον περίκυκλο του τριγώνου
ABC. Τότε τα σημεία H και E είναι συμμετρικά ως προς την πλευρά BC του τριγώνου.
Κατα συνέπεια ED = DH.
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Σχήμα 1.11: Ορίζοντας παράλληλα τμήματα

Επιπλέον έχουμε την ισότητα των τριγώνων, DEF και GPA, γεγονός που εξασφαλίζει
την ισότητα των τμημάτων GP και ED.

΄Ετσι έπεται το ζητούμενο.

Παρακάτω θα παρουσιάσουμε ένα θεώρημα, στο οποίο ορίζεται μια σχέση για την γωνία

που σχηματίζουν δύο ευθείες Wallace - Simson, καθώς και τη σχέση που η γωνία αυτή έχει
με τα σημεία στα οποία αντιστοιχούν οι ευθείες.

Θεώρημα 1.9. ΄Εστω τρίγωνο ABC, κ ο περίκυκλος αυτού, κέντρου O και δύο σημείαD,E
επ΄ αυτού. Εάν w(D) και w(E) οι ευθείες Wallace - Simson των σημείων D,E αντίστοιχα,

τότε η επίκεντρη γωνία D̂OE είναι διπλάσια της γωνίας που σχηματίζουν οι ευθείες w(D)
και w(E).

(The angle of two Simson Lines)

Απόδειξη. Θεωρούμε το τρίγωνο ABC, O το περίκεντρο και D,E δύο σημεία του κύκλου.
Κατασκευάζουμε τις ευθείες Wallace - Simson του τριγώνου ως προς τα σημεία D και E και
τις ονομάζουμε w(D) και w(P ) αντίστοιχα. ΄Εστω F και G τα σημεία τομής των ευθειών
w(D) και w(P ) με την πλευρά του τριγώνου BC. Ονομάζουμε H και I τα δεύτερα σημεία
τομής των ευθειών DF και EG με τον κύκλο κ.

Εαν L το σημείο τομής την w(D) με το AC, μπορούμε να δούμε τα εγγράψιμα τετράπλευρα
DLFC και DCHA στα οποία ορίζονται οι παρακάτω ισότητες γωνιών:
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Σχήμα 1.12: Η γωνία δύο ευθειών Wallace - Simson

ÂHD = ÂCD και L̂FD = ÂCD, κατά συνέπεια έχουμε ÂHD = L̂FD, γεγονός που
μας εξασφαλίζει την παραλληλία των πλευρών AH και w(D).
Με ανάλογο επιχείρημα αποδεικνύεται και το η παραλληλία των AI και w(E).

΄Ετσι η γωνία ÎAH είναι ίση με τη γωνία που σχηματίζουν οι w(P ) και w(E), την οποία και

θα ονομάσουμε φ̂.

Ακόμη αφού EG ⊥ BC και DF ⊥ BC, τα τμήματα EI και DH ορίζουν ισοσκελές

τραπέζιο, εγγεγραμμένο στον κύκλο κ. Τότε η γωνία D̂OE είναι επίκεντρη στο τόξο που
αντιστοιχεί στη χορδή ED η οποία είναι ίση με την χορδή IH.

Εφόσον λοιπόν η γωνία D̂OE βαίνει σε ίσο τόξο με την ÎAH, έχουμε D̂OE = 2φ̂

Οι ευθείες Steiner του τριγώνου.

Για τον ορισμό των ευθειών Steiner, ξεκινάμε από ένα σημείο P του περίκυκλου κ, προ-
βάλλοντας το στις πλευρές του βασικού τριγώνου τ = ABC. Προεκτείνουμε τα τμήματα
PPA, PPB, PPC κατά το διπλάσιο, οπότε ορίζονται τα τμήματα PP

′
A = 2PPA, PP

′
B = 2PPB

και PP ′C = 2PPC .
Τα σημεία P ′A, P

′
B, PC ορίζουν ευθεία την οποία ονομάζουμε ευθεία του Steiner και είναι πα-

ράλληλη της ευθείας Wallace - Simson, γεγονός που προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα του
Θαλή.

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η ευθεία Steiner σημείου του περίκυκλου τριγώνου και η
σχέση της με την ευθεία Wallace - Simson.
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Σχήμα 1.13: Ευθεία Steiner του τριγώνου

Θεώρημα 1.10. ΄Ολες οι ευθείες Steiner του τριγώνου τ = ABC διέρχονται από το ορ-
θόκεντρο H του τριγώνου.

(Steiner Line)

Απόδειξη. ΄Εστω τρίγωνο ABC και κ ο περίκυκλος αυτού. Φέρουμε τα ύψη του και ορίζουμε
H το ορθόκεντρο του τριγώνου. Θεωρούμε τυχαίο σημείο P επί του περίκυκλου.
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Σχήμα 1.14: Ευθεία Steiner και ορθόκεντρο
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΄Εστω PA, PB και PC οι προβολές του P στις πλευρές του τριγώνου ABC, έτσι λοιπόν
ορίζουμε την ευθεία Wallace - Simson. Παίρνουμε τα συμμετρικά του P ως προς τα σημεία
PA, PB και PC και ορίζουμε αντίστοιχα τα σημεία P

′
A, P

′
B και P

′
C .

Από την κορυφή B φέρουμε κάθετη στην πλευρά AC, τη BM , η οποία τέμνει τον περίκυκλο
στο Q και σχεδιάζουμε το παραλληλόγραμμο HP ′BPD, (D σημείο επί της BQ). ΄Εχουμε
ακόμη R το δεύτερο σημείο τομής της PP ′B με τον περίκυκλο.
Τέλος ονομάζουμε M το σημείο τομής της BQ με το τρίγωνο ABC.

΄Εχουμε τώρα τα παρακάτω συμπεράσματα:

Οι γωνίες B̂RP , B̂CP είναι ίσες, εφόσον βαίνουν στο τόξο
_

BAP .

Το PBPACP είναι εγγράψιμμο πολύγωνο, εφόσον P̂PBC = P̂PAC = 90◦.

Οπότε έχουμε P̂CPBP = B̂CP = B̂RP .

΄Ομως οι P̂CPBP , B̂RP είναι εντός εκτός και επί τα αυτά των ευθειών BR και Wallace -
Simson του P , κατά συνέπεια έχουμε
BR ‖ PAPC ‖ P ′AP ′C ⇒ BRP ′BH παραλληλόγραμμο ⇒ BR = HP ′B.
Οι παράλληλες BD και PR ορίζουν στον κύκλο κ ίσες χορδές, άρα
BR = QP ⇒ HP ′B = QP ⇒
HP ′BPQ ισοσκελές τραπέζιο,
με PB το μέσο της βάσης και MPB⊥PBP ⇒MPB⊥HQ.
΄Αρα αφού η AM είναι μεσοκάθετος της HQ, το H είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου

ABC.

1.3 Ευθεια του Euler - Κυκλος του Euler

Σε αυτήν την ενότητα θα παρουσιάσουμε τον λεγόμενο κύκλο των εννέα σημείων, ο οποίος

είναι ο συνδετικός κρίκος μεταξύ του τριγώνου και του δελτοειδούς, ως περιβάλλουσα των

ευθειών Simson με το υποκυκλοειδές, [Καπ96].

Αρχικά θα μιλήσουμε για την ευθεία του Euler, της οποίας οι ιδιότητες είναι απαραίτητες
για τη μελέτη του κύκλου του Euler, [Aar08, p.81], [NAI, p.101].

Θεώρημα 1.11. Ευθεία του Euler

Το κέντο βάρους M τριγώνου ABC περιέχεται στο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα το ορ-
θόκεντρο H και το περίκεντρο O, και μάλιστα HM = 2 ·MO.

Απόδειξη. Θεωρούμε το τρίγωνο ABC και τον περίκυκλο αυτού κ με κέντρο O. ΄Εχουμε
AE,CZ ύψη AD διάμεσος, H το ορθοκέντρο και M το βαρύκεντρο του τριγώνου. Φέρουμε
το I αντιδιαμετρικό της κορυφής B όπως φαίνεται στο σχήμα.
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Σχήμα 1.15: Η ευθεία του Euler

΄Εχουμε B̂AI = B̂CI = 90◦.
΄Αρα AE ‖ CI και AI ‖ CZ, οπότε το τετράπλευρο AICH είναι παραλληλόγραμμο, κατά
συνέπεια έχουμε την ισότητα AH = IC.
Αφού το σημείο D είναι το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος BC, το OD ενώνει τα μέσα
των πλευρών του τριγώνου BIC.
΄Αρα IC = 2 ·OD ⇒ AH = 2 ·OD.
Ακόμη τα τρίγωνα AHM και MOD είναι όμοια, λόγω ισότητας γωνιών, άρα οι πλευρές τους
είναι ανάλογες, και έτσι έχουμε

AM = 2 ·MD,
HM = 2 ·MO.

Τώρα είμαστε έτοιμοι να παρουσιάσουμε τον κύκλο των εννέα σημείων ή κύκλο Euler,
[Aar08, p.79], [NAI, p.103].

Θεώρημα 1.12. Ο κύκλος του Euler
Σε κάθε τρίγωνο τ = ABC τα μέσα των πλευρών, οι πόδες των υψών και τα μέσα των

τμημάτων HA,HB,HC, όπου H το ορθόκεντρο του τριγώνου, περιέχονται σε ένα κύκλο που
έχει ακτίνα το μισό της ακτίνας του περίκυκλου και κέντρο το μέσον του τμήματος HO, όπου
O το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου.

(Euler Circle and Line)

Απόδειξη. ΄Εχουμε το τρίγωνο ABC, τον περίκυκλο κ κέντρου O. Ορίζουμε λοιπόν τα
παρακάτω σημεία:

το ορθόκεντρο του τριγώνου H,
τους πόδες των υψών D,E, F ,
τα μέσα των πλευρών M,N,L και
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τα μέσα HA, HB, HC των τμημάτων HA,HB,HC,
όπως φαίνεται στο σχήμα.
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Σχήμα 1.16: Ο κύκλος του Euler

Θεωρούμε τον κύκλο που διέρχεται από τα μέσα τον πλευρών του τριγώνου ABC.
Ισχυριζόμαστε ότι τα τετράπλευρα HBHCNL, HBMNHA και HALMHC είναι ορθογώνια.

Θα το αποδείξουμε για το HBHCNL και όμοια το θεωρούμε για τα υπόλοιπα. Το ευθύγραμμο
τμήμα HBL ενώνει τα μέσα των πλευρών του τριγώνου BHA, άρα HBL =‖ HA

2
.

΄Ομοια το HCN ενώνει τα μέσα των πλευρών του AHC, άρα HCN =‖ HA
2
,

άρα το HBHCNL είναι παραλληλόγραμμο. Επιπλέον HBHC ενώνει τα μέσα των πλευρών του

HBC άρα HBHC =‖ BC
2
.

Αλλά AD ⊥ BC οπότε και HBL ⊥ HBHC με αποτέλεσμα το τετράπλευρο HBHCNL είναι
ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.

Τώρα η πλευρά HBN είναι κοινή διαγώνιος των ορθογωνίων HBHCNL και HBMNHA, αλ-

λά και διάμεσος των περίκυκλών τους. Οπότε οι περιγεγραμμένοι αυτοί κύκλοι συμπίπτουν.

΄Ομοια και ο περιγεγραμμένος κύκλος του HALMHC , αφού το τμήμα HAM είναι κοινή δια-
γώνιος των HBMNHA και HALMHC . Αυτός είναι ο κύκλος του Euler.
΄Εστω P το κέντρο του κύκλου του Euler. Αρκεί τώρα να δείξουμε ότι το P είναι το μέσον
του HO.
Από το λήμμα της ευθείας του Euler, έχουμε AH =‖ 2 · OM , άρα HAHMO. Αφού HAM
είναι διαγώνιος του εγγεγραμμένου ορθογωνίου HAHCML, έχουμε ότι HAM διάμετρος του
κύκλου Euler. ΄Αρα το P είναι το κέντρο του κύκλου, άρα και μέσο της HAM . Στο παραλ-
ληλόγραμμο HAHMO, οι διαγώνιοι θα πρέπει να διχοτομούνται, άρα το P είναι το μέσον του
HO.

Το επόμενο θεώρημα αναφέρεται σε μία ειδική θέση ευθειών Wallace - Simson που τις
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συσχετίζει με τον κύκλο του Euler, [NAI, p.146].

Θεώρημα 1.13. ΄Εστω τρίγωνο ABC με περίκυκλο τον κύκλο κ κέντρου O. Θεωρούμε
σημείο του κύκλου D και το αντιδιαμετρικό αυτού, E. ΄Εχουμε ακόμη τις ευθείες w(D) και
w(E), όπου είναι οι ευθείες Wallace - Simson ως προς το τρίγωνο ABC των σημείων D και
E αντίστοιχα. Τότε οι ευθείες w(D) και w(E) τέμνονται κάθετα σε σημείο του κύκλου Euler.

(Simson lines of diametral points)

Απόδειξη. Κατασκευάζουμε το σχήμα, όπως αναφέρεται στην υπόθεση, οπότε έχουμε τρίγωνο

ABC, δύο σημεία D και E του περίκυκλου τις ευθείες w(D) και w(E) και τον κύκλο λ που
είναι ο κύκλος Euler του τριγώνου.
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DE

w(E)

w(D)

κ

O

N

F

I J

G

Σχήμα 1.17: Ευθείες Wallace - Simson αντιδιαμετρικών σημείων

Από το θεώρημα (1.9), συμπεραίνουμε ότι η γωνία που σχηματίζουν οι δύο ευθείες,

ισούται με
D̂OE

2
, δηλαδή με μία ορθή γωνία.

Φέρουμε παράλληλη της ευθείας w(D) η οποία διέρχεται από το D και παράλληλη της
ευθείας w(E) η οποία διέρχεται από το E. Οι δύο αυτές ευθείες τέμνονται κάθετα στο σημείο
G, το οποίο αφού η DE είναι διάμετρος του κύκλου, θα είναι επί του περίκυκλου. Αφού το F
είναι το σημείο τομής των w(D) και w(E) και J, I τα σημεία τομής τους με τα τμήματα HD
και HE, έχουμε ότι τα τρίγωνα IFJ και DEG είναι όμοια.
΄ΕστωH το ορθόκεντρο του τριγώνου ABC. Για κάθε σημείο του περίκυκλου, το ευθύγραμμο
τμήμα που το ενώνει με το H, έχει το μέσον του επί του κύκλου του Euler.

Εφόσον λοιπόν τα I και J είναι τα μέσα των HE και HD αντίστοιχα, έχουμε ότι IJ ‖= DE

2
.

Δηλαδή το τμήμα IJ ισούται με το μισό της διαμέτρου του περίκυκλου κ, άρα αντιστοιχεί σε

διάμετρο του κύκλου Euler. ΄Ετσι αφού η γωνία ÎFG είναι ορθή, το σημείο F είναι επί του
κύκλου Euler.
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1.4 Ορθοπολος

Αρχικά θα δώσουμε τον ορισμό του ορθόπολου μιας ευθείας ως προς ένα τρίγωνο θα α-

ποδείξουμε κάποιες από τις ιδιότητές του οι οποίες είναι απαραίτητες για την άποψη του

δελτοειδούς, ως περιβάλλουσας ευθειών, [NAI52, p.279].
Ορισμός:

Ο ορθόπολος o(d) μιας ευθείας d ως προς το τρίγωνο ABC είναι ένα σημείο o(d) που κατα-
σκευάζεται ως εξής: Από τις κορυφές του τριγώνου φέρνουμε αντίστοιχα κάθετεςAE,BF,CG
στην d. Από τα ίχνη αυτών των καθέτων φέρνουμε πάλι κάθετες στις αντίστοιχες πλευρές
του τριγώνου EH,FJ,GI. Οι τρεις τελευταίες τέμνονται πάντοτε σε ένα σημείο o(d), τον
ορθόπολο της d.
(Orthopole)

A

B C

EF
G

o(d)

H

I

J

d

Σχήμα 1.18: Ορθόπολος

Κάποιες ειδικές περιπτώσεις είναι οι παρακάτω:

Ο ορθόπολος πλευράς τριγώνου, είναι το ορθόκεντρο.

Ο ορθόπολος του ύψους του τριγώνου είναι ο πόδας του ύψους.

Α

Β C
H

J

I

Σχήμα 1.19: Ο ορθόπολος του ύψους

΄Οπως φαίνεται στο σχήμα, τα ίχνη από τις κορυφές του τριγώνου πάνω στο ύψος AH
είναι η κορυφή A και ο πόδας H του ύψους AH αντίστοιχα. Αν τώρα από το A και το H
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φέρουμε τις κάθετες στις κορυφές, όλες τους διέρχονται από το H. Κατά συνέπεια το H είναι
ο ορθόπολος.

Οι ορθόπολοι παράλληλων ευθειών, βρίσκονται πάνω σε ευθεία κάθετη σε αυτές.
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Σχήμα 1.20: Ορθόπολος παράλληλων ευθειών

Η τελευταία ιδιότητα είναι εύκολο να αποδειχτεί με τη χρήση της παραλληλίας, της καθε-

τότητας και τη χρήση της ομοιότητας των τριγώνων που σχηματίζονται.

Θεώρημα 1.14. ΄Εστω τρίγωνο ABC και κ ο περίκυκλος αυτού.
Ο ορθόπολος D μίας ευθείας d ως προς το ABC είναι πάνω στην ευθεία Wallace - Simson
w(R), που είναι κάθετη στην ευθεία d, για κάποιο σημείο R επί του κύκλου κ.

(Relation to Simson-Wallace lines)

Απόδειξη. ΄Εστω το τρίγωνο ABC και μία εύθεία d εκτός αυτού.
΄Εστω τώρα D ο ορθόπολος του τριγώνου αυτού ως προς την ευθεία d. Για να τον κατα-
σκευάσω, φέρνω τα ευθύγραμμα τμήματα AE,BF,CG κάθετα στην d και στη συνέχεια τα
ευθύγραμμα τμήματα EH ⊥ BC,FJ ⊥ AC,GI ⊥ AB τα οποία τέμνονται σε ένα σημείο,
που είναι και ο ορθόπολος D.
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Σχήμα 1.21: Η θέση του ορθόπολου ευθείας

Βάση του σχήματος ακριβώς ένα εκ των τμημάτων AE,BF,CG τέμνουν τον κύκλο σε
ακόμη ένα σημείο, έστω η CG στο G′.
Φέρνω λοιπόν ευθεία d′ ‖ d διερχόμενη από το G′, η οποία τέμνει τις AE,BF στα E ′, F ′
αντίστοιχα. Αφού d′ ‖ d οι ορθόπολοι των δύο ευθειών ως προς το τρίγωνο θα βρίσκονται
πάνω σε ευθεία κάθετη στις d και d′. Καθώς λοιπόν μεταφέρω παράλληλα την d στην d′,
μεταφέρεται παράλληλα και το τρίγωνο DEF . Εφόσον η d′ διέρχεται από το G′, το οποίο
είναι και το δεύτερο σημείο τομής της CG με τον περίκυκλο, ο ορθόπολος είναι στη θέση D′

πάνω στην πλευρά AB του τριγώνου. Εφόσον G′D′ ⊥ AB και G′F ′ ⊥ BF , το τετράπλευρο

G′F ′BD′ είναι εγγράψιμο, με αποτέλεσμα Ĝ′F ′D′ = Ĝ′BD′.

΄Εχουμε ακόμη Ĝ′BD′ = Ĝ′CA = ĜFJ αφού έχουν ανά δύο τις πλευρές τους κάθετες.
΄Αρα καταλήγουμε στην ισομετρία των τριγώνων DGF και G′F ′D′. ΄Ομοια καταλήγουμε και
στην ισομετρία των τριγώνων EDF και E ′D′F ′.

Από την κατασκευή στο θεώρημα (1.6), έχουμε ότι η πλευρά DD′ ταυτίζεται με την
ευθεία Wallace - Simson ενός σημείου R του περίκυκλου, το οποίο είναι το δεύτερο σημείο
τομής του τμήματος G′D′ με τον περίκυκλο.

Θεώρημα 1.15. ΄Εστω ότι τα σημεία P , P ′ είναι στον περίκυκλο κ του τριγώνου ABC.
Τότε οι ευθείες w(P ), w(P ′) διέρχονται από τον ορθόπολο o(PP ′) της ευθείας PP ′.

(Orthopole of a chord)

Απόδειξη. Αυτή εδώ η απόδειξη, στηρίζεται ουσιαστικά στην κατασκευή τμημάτων, όπως αυτά

περιγράφονται παρακάτω.
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Σχήμα 1.22: Σημείο τομής των w(P ) και w(P ′)

΄Εστω τρίγωνο ABC και περίκυκλος κ. Θεωρούμε δύο σημεία P, P ′ επί του κύκλου.
Βρίσκουμε τον ορθόπολο S της χορδής PP ′.
Φέρνουμε AR ⊥ PP ′, όπου R είναι σημείο του κύκλου.
΄Εστω ακόμη R′ η προβολή του R στην BC.
Οι ορθόπολοι όλων των ευθειών L ‖ PP ′ παράγονται μεταφέροντας παράλληλα το τμήμα RR′
έτσι ώστε το R να συμπέσει με σημείο της L.
Φέρνουμε την ευθεία Wallace - Simson w(P ) και προβάλλουμε το P στην BC στο σημείο
X, και έστω P1 το δεύτερο σημείο τομής της XP με τον κύκλο.
Γνωστή ιδιότητα της ευθείας Simson μας δείχνει ότι w(P ) ‖ AP1 και περνά από το X.
Αρκεί να δείξω ότι XS ‖ AP1.

Αν T το σημείο τομής των PP ′ και AR, προβάλλοντας το R στην XP κατασκευάζεται το

τετράπλευρο RPR1T , το οποίο λόγω του ότι R̂TP = 90◦ και R̂R1P = 90◦ είναι εγγράψιμο
στον κύκλο λ,

άρα T̂RP = T̂R1P ′.

Από ομοιότητες τριγώνων, έχουμε T̂RP = P̂P1A.
΄Ετσι ο ορθόπολος του PP ′ είναι το σημείο S τέτοιο ώστε TS =‖ RR′.

22



Κεφάλαιο 2

Υποκυκλοειδη - Το Δελτοειδες

Στο κεφάλαιο αυτό θα δώσουμε τον ορισμό του δελτοειδούς, ως υποκυκλοειδές, αφού αρχικά

μελετήσουμε τα υποκυκλοειδή γενικά, [Car56a], [Ric91], [Rit78].
Υποκυκλοειδές είναι μία καμπύλη που σχηματίζεται από σταθερό σημείο κύκλου ν, ακτίνας

r, ο οποίος κυλίεται εντός σταθερού κύκλου µ ακτίνας R, οπού r < R. Στο παρακάτω σχήμα
παρουσιάζεται μέρος της καμπύλης ενός γενικού υποκυκλοειδούς.

μ

ν

P

Σχήμα 2.1: Γενικό υποκυκλοειδές

Οι παραμετρικές εξισώσεις αυτών των καμπυλών είναι οι εξής:

x(θ) = (R− r) cos θ + r ·
(
R− r
r

θ

)
y(θ) = (R− r) cos θ − r ·

(
R− r
r

θ

)
Η μορφή του υποκυκλοειδούς εξαρτάται αποκλειστικά από το λόγο των ακτίνων του στα-

θερού και του κυλιόμενου κύκλου,
R
r
.
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Στην περίπτωση που ο λόγος αυτός είναι ρητός αριθμός, έχουμε κλειστή καμπύλη, σε

αντίθεση με την περίπτωση του άρρητου λόγου.

Πιο συγκεκριμένα, εάν ο λόγος είναι αριθμός ακέραιος, έχουμε κλειστή καμπύλη η οποία

χωρίζεται σε τμήματα.

Με
R
r

= 2 η σχηματίζεται ευθύγραμμο τμήμα, και μάλιστα διάμετρος του σταθερού κύκλου.

Σχήμα 2.2: Υποκυκλοειδές με λόγο ακτίνων 2

Με
R
r

= 3 η σχηματίζεται κλειστή καμπύλη τριών τμημάτων, γνωστή ως δελτοειδές.

Σχήμα 2.3: Υποκυκλοειδές με λόγο ακτίνων 3

Με
R
r

= 4 η σχηματίζεται κλειστή καμπύλη τεσσάρων τμημάτων, γνωστή ως αστροειδές.
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Σχήμα 2.4: Υποκυκλοειδές με λόγο ακτίνων 4

Εαν τώρα από ο λόγος είναι, μη ακέραιος, ρητός αριθμός, όχι όμως ακέραιος, πρόκειται

για κλειστή καμπύλη με αυτοτομές. Στο σχήμα παρακάτω θα δούμε τα υποκυκλοειδή με λόγο
R
r

= 5
3
και

R
r

= 7
3
αντίστοιχα.

Σχήμα 2.5: Υποκυκλοειδή με λόγο ακτίνων ρητό αριθμό

΄Οταν ο λόγος των ακτινών είναι άρρητος αριθμός, τότε το σταθερό σημείο του περιστρε-

φόμενου κύκλου, διαγράφει μία τροχιά με αυτοτομές που τα σημεία της είναι παντού πυκνά

μέσα σε έναν ορισμένο δακτύλιο. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται ένα τέτοιου είδους υποκυ-
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κλοειδές, μετά από 100 και μετά από 300 περιστροφές του κυλιόμενου κύκλου μέσα στον

σταθερό.

Σχήμα 2.6: Υποκυκλοειδή με λόγο ακτίνων άρρητο αριθμό
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Κεφάλαιο 3

Δελτοειδες Τριγωνου

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με την κατασκευή του δελτοειδούς που αντιστοιχεί σε

ένα συγκεκριμένο τρίγωνο.

Θα το συναντήσουμε ως περιβάλλουσα των ευθειών Wallace - Simson ενός τριγώνου,
αλλά και θα το ταυτίσουμε με το γεωμετρικό τόπο των ορθόπολων των εφαπτόμενων ευθειών

στα σημεία του περίκυκλου του τριγώνου.

Οπότε αρχικά, ο στόχος είναι, να γίνει η απόδειξη ότι η περιβάλλουσα των ευθειώνWallace
- Simson ενός τριγώνου, είναι ένα δελτοειδές, δηλαδή μία κλειστή καμπύλη που αποτελείται
από τρία μέρη. Το θεώρημα αυτό είναι γνωστό και ως θεώρημα Steiner. Ο ίδιος ο Steiner
σε δημοσίευσή του απέδειξε ένα θεώρημα που συνδέει το τυχαίο τρίγωνο ABC, τον κύκλο
Euler με την περιβάλλουσα των ευθειών Wallace - Simson.

3.1 Το Δελτοειδες του Steiner

Η απόδειξη του ισχυρισμού δεν γίνεται απευθείας για οποιοδήποτε τρίγωνο. Ξεκινάει δείχνον-

τας ότι ισχύει συγκεκριμένα για τα ισόπλευρα τρίγωνα. Ωστόσο καταφέρνει να δείξει ότι

με κατάλληλο μετασχηματισμό, κάθε τρίγωνο ανάγεται σε ισόπλευρο. Τα δύο αυτά τρίγωνα

έχουν την ιδιότητα η περιβάλλουσα των ευθειώνWallace - Simson του ενός να είναι παράλληλη
μεταφορά της περιβάλλουσας των ευθειών Wallace - Simson του άλλου, [dG84].

΄Ολες αυτές οι ιδιότητες θα αποδειχτούν παρακάτω.

3.1.1 Το Ισοπλευρο του Morley

Ξεκινάμε με ένα θεώρημα που αντιστοιχεί κάθε τυχαίο τρίγωνο με ένα ισόπλευρο, το ισόπλευρο

του Morley. Τον τρόπο κατασκευής του, αλλά και τις ιδιότητες που προκύπτουν θα τις δούμε
στο παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 3.1. Το ισόπλευρο του Morley
Οι διαδοχικές τριχοτόμοι των γωνιών τριγώνου ABC τέμνονται σε σημεία που σχημα-

τίζουν ισόπλευρο τρίγωνο.
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Θα παρουσιαστούν δύο διαφορετικές, ιδιαίτερα ενδιαφέρουσες αποδείξεις του παραπάνω

ισχυρισμού.

Απόδειξη. 1η

Για την απόδειξη αυτή, θα ακολουθήσουμε αντίστροφη διαδικασία. Θα ξεκινήσουμε δηλαδή

από ένα ισόπλευρο τρίγωνο, το A′B′C ′ και θα κατασκευάσουμε τρίγωνο ABC με την ιδιότητα
τα σημεία A′, B′ και C ′ να είναι τα σημεία τομής των διαδοχικών τριχοτόμων.

A

B C

D

C'

E
A'

F

B'x

y

z

Σχήμα 3.1: Ισόπλευρο Morley
Κατασκευή εξαπλεύρου

΄Εχουμε λοιπόν το τρίγωνο A′B′C ′. Κατασκευάζουμε στις πλευρές του τα ισοσκελή τρίγω-
να B′C ′D,A′C ′E,A′B′F με γωνίες βάσης x̂, ŷ, ẑ αντίστοιχα.

Αν το τρίγωνο ABC έχει γωνίες â, β̂ και γ̂, τότε για να ισχύει η επιθυμητή ιδιότητα, θα
πρέπει να έχουμε τις παρακάτω σχέσεις μεταξύ των γωνιών:

B̂DC = 180◦ − 2

3
β̂ − 2

3
γ̂ = 60◦ +

2

3
â

ĈEA = 180◦ − 2

3
â− 2

3
γ̂ = 60◦ +

2

3
β̂

ÂFB = 180◦ − 2

3
â− 2

3
β̂ = 60◦ +

2

3
γ̂

άρα, x̂ = 60◦ − â

3
, ŷ = 60◦ − β̂

3
, ẑ = 60◦ − γ̂

3

Μετά την κατασκευή των ισόπλευρων τριγώνων προκύπτει το εξάπλευρο A′FB′DC ′E,
οπότε προεκτείνουμε τις πλευρές του και ορίζουμε A,B,C τα σημεία τομής των
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(B′F,C ′E), (A′F,C ′D), (B′D,A′E) αντίστοιχα. Αρκεί να δείξουμε ότι οι γωνίες του τρι-

γώνου ισούται πράγματι με â, β̂ και γ̂ αντίστοιχα, καθώς και ότι οι πλευρές του εξαγώνου
είναι τριχοτόμοι των γωνιών αυτών.

Για να δείξουμε ότι οι γωνίες του τριγώνου ισούται πράγματι με â, β̂ και γ̂, απλά κάνουμε
τους αντίστροφους υπολογισμούς από αυτούς που έγιναν προηγουμένως για τις σχέσεις των

x̂, ŷ, ẑ με τις â, β̂ και γ̂.

Για τις τριχοτόμους τώρα θα εργαστούμε ως εξής: Η DA′ είναι διχοτόμος της γωνίας D̂ του
τριγώνου BCD.
Τώρα ισχύει

B̂A′C = ÊA′F = 60◦ + ŷ + ẑ = 120◦ + â
3

= 90◦ +
B̂DC

2
. ΄Αρα A′ είναι το σημείο τομής των

διχοτόμων του τριγώνου BDC.

Ανάλογα η BC είναι διχοτόμος της γωνίας B̂ του τριγώνου ABF

Κατά συνέπεια οι BA′ και BC ′ είναι τριχοτόμοι της γωνίας B̂.
Ανάλογα αποδεικνύουμε και για τις υπόλοιπες πλευρές και γωνίες.

Απόδειξη. 2η

B

A

C

B'
C'

A'

D

E
F H

X

O

I

Py

Σχήμα 3.2: Ισόπλευρο Morley
΄Ομοια τρίγωνα

΄Εστω τρίγωνο ABC. ΄Εχουμε τα τμήματα AB′, AC ′ τα οποία τριχοτομούν τη γωνία

B̂AC, τα τμήματα BC ′, BA′ τα οποία τριχοτομούν τη γωνία ÂBC και τα τμήματα CB′, CA′

τα οποία τριχοτομούν τη γωνία ÂCB. Ορίζουμε D,E, F τα σημεία τομής των τμημάτων
BC ′, CB′ και CA′, AC ′ και BA′, AB′ αντίστοιχα. Θεωρούμε σημείο H του DC τέτοιο ώστε
DH = DB και ευθεία Cy ‖ BH. Προβάλλουμε τα B′ και H στην Cy, με O και I τα ίχνη.
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Ακόμη προβάλλουμε το C ′ στην BH και στην Cy, με ίχνη X και P .
Η κατασκευή φαίνεται στο σχήμα.

Τώρα από τα όμοια τρίγωνα BXC ′, B′OC,HIC θα έχουμε:

C ′X

C ′B
=
B′O

B′C
=
HI

HC
=
B′O −HI
B′C −HC

=
C ′X

B′H

οπότε B′H = C ′B, όμως δεδομένου DB = DH, συμπεραίνουμε ότι DB′ = DC ′.
Το A′ είναι το έγκεντρο του τριγώνου BCD (αφού BA′ και CA′ διχοτόμοι).
Οπότε τα τρίγωνα DA′C ′, DA′B′ είναι ίσα, άρα A′C ′ = A′B′. ΄Ομοια C ′A′ = C ′B′. ΄Αρα
τελικά το A′B′C ′ είναι ισοσκελές.

3.1.2 Παραλληλη Μεταφορα Πλευρας Τριγωνου

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε ιδιότητες, με μία κοινή κορυφή, κοινό περίκυκλο και

βάσεις απέναντι της κορυφής παράλληλες.

A

B

C

B'

C'

v

Σχήμα 3.3: Παράλληλη μεταφορά μίας πλευράς τριγώνου

Στα επόμενα λοιπόν λήμματα, ως t(A,~v) θα θεωρώ τη μεταφορά που απεικονίζει την ευθεία
BC ενός τέτοιου τριγώνου, στην ευθεία B’C’ του άλλου τριγώνου.

Λήμμα 3.1. Αν P τυχαίο σημείο του κ, θα συμβολίσω w(P ) την ευθεία Wallace - Simson
του σημείου P ως προς το τρίγωνο ABC και w′(P ) την ευθείαWallace - Simson του σημείου
P ως προς το τρίγωνο A′B′C ′.
Τότε η w′(P ) είναι παράλληλη μεταφορά της w(P ) η οποία καθορίζεται από το διάνυσμα ~v.
΄Ετσι και η περιβάλλουσα της οικογένειας των ευθειών w′(P ) είναι παράλληλη μεταφορά της
περιβάλλουσας των ευθειών της οικογένειας των ευθειών w(P ).

Απόδειξη. Κατασκευάζουμε το σχήμα όπως υποδεικνύει η υπόθεση.
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Σχήμα 3.4: Παράλληλη μεταφορά της ευθείας Wallace - Simson

΄Εχουμε λοιπόν, PA, PB, PC τις προβολλές του σημείου P στις πλευρές του τριγώνου ABC
και PA′ , PB′PC′ τις προβολλές του σημείου P στις πλευρές του τριγώνου A′B′C ′.
Το τετράπλευρο PPCPAB είναι εγγράψιμο, αφού PPC ⊥ PCB και PPA ⊥ PAB. Οπότε

έχουμε την παρακάτω ισότητα γωνιών: P̂PAPC = P̂BPC .

΄Ομοια P̂BPC = ̂PPA′PC′ άρα P̂PAPC = ̂PPA′PC′ , με αποτέλεσμα w(P ) ‖ w′(P ).

Το PA είναι πάντα σταθερό, ανεξάρτητο της επιλογής του διανύσματος ~v που είναι υπέυ-
θυνο για τη μεταφορά του BC στο B′C ′. Η παράλληλη μεταφορά των δύο ευθειών w(P ) και
w′(P ), εξαρτάται από το τμήμα PAPA′ , δηλαδή από το διάνυσμα ~v

Λήμμα 3.2. Ο κύκλος Euler ε′ του τριγώνου A′B′C ′, είναι μεταφορά του κύκλου Euler ε
του τριγώνου ABC, που εξαρτάται από το διάνυσμα ~v.

Απόδειξη. ΄Εστω τρίγωνο ABC με περίκυκλο κ και A′B′C ′ το τρίγωνο που προκύπτει από
τη μεταφορά t(A,~v), όπως αυτή ορίστηκε παραπάνω.

Αφού r η ακτίνα του περίκυκλου, η ακτίνα των κύκλων Euler και των δύο κύκλων ε και
ε′, θα είναι r

2
. ΄Αρα οι δύο κύκλοι είναι ίσοι.

΄Εστω H ο πόδας του ύψους από το A του τριγώνου ABC και H ′ ο πόδας του ύψους από
το A′ του τριγώνου A′B′C ′. (Τα A,H,H ′ βρίσκονται επ΄ ευθείας κάθετης στις πλευρές BC
και B′C ′.)
Ακόμη έστω M και M ′

τα μέσα των πλευρών BC και B′C ′ αντίστοιχα, τα οποία επίσης
βρίσκονται επ΄ ευθείας κάθετης στα BC και B′C ′.
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Σχήμα 3.5: Μεταφορά του κύκλου Euler

Ο κύκλος ε διέρχεται από τα H και M και έχει το κέντρο του E πάνω από την πλευρά
BC, ενώ κύκλος ε′ διέρχεται από τα H ′ και M ′

και έχει το κέντρο του E ′ πάνω από την
πλευρά B′C ′.
Οπότε ο κύκλος Euler ε′ του τριγώνου A′B′C ′, είναι παράλληλη μεταφορά του κύκλου

Euler ε του τριγώνου ABC κατά το διάνυσμα ~v.

Λήμμα 3.3. Οι αντίστοιχες πλευρές των ισόπλευρωνMorley των τριγώνων ABC και A′B′C ′

είναι παράλληλες.

Απόδειξη. Ας κατασκευάσουμε ένα σχήμα στο οποίο έχουμε δύο τρίγωνα όπως στην υπόθεση

και τα ισόπλευρα Morley αυτών.

A

B
C

B' C'

X Y

Z

X'

Z'

Y'

Σχήμα 3.6: Παράλληλη μεταφορά των τριγώνων Morley

΄Εστω XY Z το Morley του τριγώνου ABC και X ′Y ′Z ′ το Morley του τριγώνου A′B′C ′.
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Αν θεωρήσω x̂ τη γωνία που σχηματίζει ο φορέας του τμήματος XY με την τριχοτόμο

της B̂ που ορίζει το σημείο X, σύμφωνα με την απόδειξη για του θεωρήματος (3.1), έχουμε

x̂ = 60◦ − Â

3
=
B̂ + Ĉ

3
.

Τώρα η γωνία που σχηματίζει η XY με την BC, αν τη συμβολίσουμε ̂(XY,BC), είναι

̂(XY,BC) =
∣∣∣23B̂ − x̂∣∣∣ =

∣∣∣∣∣B̂ − Ĉ3

∣∣∣∣∣.
Αν θεωρήσουμε τη γωνία B̂ > Ĉ έχουμε ̂(XY,BC) =

B̂ − Ĉ
3
.

΄Ομοια και για τα τρίγωνα X ′Y ′Z ′ και A′B′C ′ έχουμε ̂(X ′Y ′, B′C ′) =
B̂′ − Ĉ ′

3
.

΄Αρα για να έχουν τα δύο τρίγωνα XY Z και X ′Y ′Z ′ τις πλευρές τους παράλληλες, αρκεί

B̂ − Ĉ = B̂′ − Ĉ ′, το οποίο προφανώς ισχύει αφού

B̂′ − Ĉ ′ = (Ĉ + Ĉ ′AC)− (B̂ + B̂AB′) = B̂ − Ĉ.

3.1.3 Μεταφορα σε Ισοπλευρο Τριγωνο -
Το Παραγωγο Τριγωνο

΄Εστω ένα τρίγωνο ABC. Εάν κάνουμε δύο διαδοχικές μεταφορές, όπως εκείνες που κάναμε
παραπάνω, θα φτιάξουμε ένα καινούριο τρίγωνο έστω το A′′B′′C ′′ για το οποίο θα ισχύουν
όλα τα παραπάνω λήμματα.

Συγκεκριμένα οι ευθείες Wallace - Simson του A′′B′′C ′′ είναι παράλληλες μεταφορές των
ευθειών Wallace - Simson του ABC που εξαρτώνται από τα διανύσματα μεταφοράς, όμοια
και οι κύκλοι Euler, ενώ τα ισόπλευρα Morley θα έχουν τις πλευρές τους παράλληλες.

Ας συζητήσουμε τώρα το παρακάτω θεώρημα το οποίο μας εξασφαλίζει ότι με κατάλληλες

μεταφορές μπορούμε να δημιουργήσουμε ισόπλευρο τρίγωνο.

Θεώρημα 3.2. ΄Εστω ABC τυχαίο τρίγωνο. Τότε υπάρχει μεταφορά t(A,~v) που μεταφέρει
το τρίγωνο ABC σε τρίγωνο A′B′C ′ με τον ίδιο περίκυκλο, τέτοιο ώστε το σημείο A′ να
ταυτίζεται με το A και η πλευρά B′C ′ να είναι η παράλληλη μεταφορά της πλευράς BC κατά

διάνυσμα ~v, καθώς και μια δεύτερη μεταφορά t(B′, ~v′) που μεταφέρει το τρίγωνο A′B′C ′ σε
τρίγωνο A′′B′′C ′′ με τον ίδιο περίκυκλο, τέτοιο ώστε το σημείο B′′ να ταυτίζεται με το B′ και

η πλευρά A′′C ′′ να είναι η παράλληλη μεταφορά της πλευράς A′C ′ κατά διάνυσμα ~v′, τέτοιες
ώστε το τρίγωνο A′′B′′C ′′ να είναι ισόπλευρο.

Απόδειξη. ΄Εστω δύο τυχαίες διαδοχικές μεταφορές όπως φαίνεται στο σχήμα.
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Σχήμα 3.7: Δύο διαδοχικές μεταφορές πλευρών τριγώνου

Αν ορίσουμε 2m την τιμή του τόξου BB′, η οποία καθορίζεται από τη μεταφορά t(A,~v)

και 2n την τιμή του τόξου C ′C ′′ που καθορίζεται από τη μεταφορά t(B′, ~v′), για κάθε ένα από
τα τρίγωνα ABC, A′B′C ′ και A′′B′′C ′′ θα έχουμε τις παρακάτω σχέσεις μεταξύ των γωνιών:

Στο τρίγωνο ABC έχουμε τις γωνίες Â, B̂, Ĉ
Στο τρίγωνο A′B′C ′ έχουμε τις γωνίες

Â′ = Â− 2m

B̂′ = B̂ +m

Ĉ ′ = Ĉ +m

Στο τρίγωνο A′′B′′C ′′ έχουμε τις γωνίες

Â′′ = Â′ + n = Â− 2m+ n

B̂′′ = B̂′ − 2n = B̂ +m− 2n

Ĉ ′′ = Ĉ ′ + n = Ĉ +m+ n

Οπότε για να είναι το τρίγωνο A′′B′′C ′′ ισόπλευρο, αρκεί να επιλέξουμε τα m,n τέτοια ώστε

Â′′ = B̂′′ = Ĉ ′′ = 60◦, οπότε και επιλέγω

m =
180◦ − B̂ − 2Ĉ

3

n =
B̂ − Ĉ

3
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Θα ορίσουμε τώρα το Παράγωγο τρίγωνο ενός τριγώνου, ως εξής:

΄Εστω τρίγωνο ABC και κ ο περίκυκλος του. Τότε ονομάζουμε Παράγωγο τρίγωνο του
ABC το A′B′C ′, το οποίο κατασκευάστηκε από το ABC ως εξής:
Αρχικά φέρνουμε τις μεσοκαθέτους των πλευρών του τριγώνου ABC. Η μεσοκάθετος της
BC πλευράς, τέμνει τον κύκλο κ σε δύο σημεία. Θα ονομάσουμε A′′, εκείνο το σημείο που

είναι στο τόξο
_

BAC. ΄Ομοια ορίζουμε και τα σημεία B′′ και C ′′.

Τώρα πάνω στο τόξο

_

AA′′ παίρνουμε σημείο A′ τέτοιο ώστε
_

AA′′= 3
_

A′A′′. Με ανάλογο
τρόπο πέρνουμε και τις κορυφές B′ και C ′ του ζητούμενου τριγώνου.
Με απλό τρόπο, λόγω των γωνιών που δημιουργούνται, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι το

τρίγωνο αυτό είναι ισόπλευρο, [Hor38], [VH38].

(Derivative or mean triangle)

A

B C

Α''

Β''

C''

O

A'

C'

B'

Σχήμα 3.8: Παράγωγο τρίγωνο του τριγώνου ABC

Στο παρακάτω θεώρημα θα δείξουμε ότι το παράγωγο τρίγωνο, είναι ακριβώς το τρίγωνο

που ορίσαμε από τις μεταφορές του θεωρήματος (3.2) και θα αναφερθούμε στις ιδιότητες που

αποκτά, εξαιτίας της συσχέτισης αυτής.

Θεώρημα 3.3. Το παράγωγο τρίγωνο τ1 = A1B1C1 του τ = ABC είναι ισόπλευρο και
μάλιστα είναι ίδιο με εκείνο που δημιουργείται από τη μεταφορά που ορίσαμε παραπάνω.

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με χρήση των σχέσεων των γωνιών.

΄Εχουμε το παρακάτω σχήμα
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Σχήμα 3.9: Το παράγωγο τρίγωνο είναι ισόπλευρο

Βασισμένοι στο σχήμα, παρατηρούμε τα εξής:

ÂOA0 = ÂOC − Â0OC

= ÂOC − 1

2
B̂OC

= 2B̂ − 1

2
(2B̂ + 2Ĉ)

= 2B̂ − (B̂ + Ĉ)

= B̂ − Ĉ

οπότε, ÂOA1 =
2

3
(B̂ − Ĉ)

και Â1OB1 = 2Ĉ +
2

3
(B̂ − Ĉ) +

2

3
(Â− Ĉ)

=
2

3
(Â+ B̂ + Ĉ)

=
2

3
π = 120◦

΄Ομοια αποδεικνύουμε ότι και οι δύο άλλες γωνίες είναι 120◦, κατά συνέπεια το τρίγωνο
A1B1C1 είναι ισόπλευρο.

Για να επιβεβαιώσουμε τώρα ότι είναι το ίδιο τρίγωνο με εκείνο που ορίσαμε νωρίτερα από

τις παράλληλες μεταφορές, αρκεί να δείξουμε με δεδομένο τις παρακάτω σχέσεις
_

BB1= 2m

με m και n όπως ορίζονται στην απόδειξη του θεωρήματος (3.2), ότι ισχύει
_

AOA1= 2n.
Αυτή η σχέση φυσικά και ισχύει αφού δεδομένων
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m =
180◦ − B̂ − 2Ĉ

3
, n =

B̂ − Ĉ
3
,

ÂOA1 =
2

3
(B̂ − Ĉ)

= 2 · 1

3
(B̂ − Ĉ)

= 2 · n.

Για το τρίγωνο του Morley τώρα, θα συγκρίνουμε τις γωνίες ̂(BC,B1C1) και ̂(BC,XY ).

Από την απόδειξη του λήμματος (3.3) έχουμε ότι ̂(BC,XY ) =
B̂ − Ĉ

3
, ενώ από την απόδειξη

που μόλις κάναμε, έχουμε επίσης ότι ̂(BC,B1C1) =
B̂ − Ĉ

3
.

Κατά συνέπεια οι δύο αυτές γωνίες είναι ίσες, άρα το παράγωγο τρίγωνο και το ισόπλευρο

Morley του τριγώνου έχουν παράλληλες πλευρές.

Θεώρημα 3.4. Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο ABC με περίκυκλο κ, η περιβάλλουσα των
ευθειών Wallace - Simson, είναι ένα δελτοειδές, του οποίου οι κορυφές, είναι κορυφές ενός
ισοπλεύρου τριγώνου. Το τρίγωνο αυτό και το τρίγωνο ABC είναι συγκεντρικά και έχουν τις
πλευρές τους παράλληλες. Η αναλογία των πλευρών των δύο τριγώνων είναι

3
2
.

Απόδειξη. ΄Εστω ορθογώνιο παραλληλόγραμμο DPEO με διαγώνιο OP μήκους 2m. Αν L
είναι το μέσον του OP , έχουμε τη σχέση OL = PL = m.
Κατασκευάζουμε ακόμη δύο ορθογώνια PGFE με PG = m και OIHD με OI = m.

Αν L̂OE = t̂⇒ L̂IO = ÎOL = t̂
2
.

Προκύπτουν επίσης οι παρακάτω ισότητες γωνιών:

L̂OE = L̂EO = ĤLI = ĜLF = t̂

L̂HD = L̂IO = ÔLI = ÊLF = ÊFL = P̂LG =
t̂

2

37



O

P

L

D

E F

GH

I

B

C

A

S

T

K

Σχήμα 3.10: Η περιβάλλουσα των ευθειών Wallace - Simson

Συνεχίζουμε κάνοντας τις παρακάτω κατασκευές.

΄Εχουμε τους κύκλους κ1(O, 2m), κ2(O, 3m), λ(P,m) και ονομάζουμε T και L τα σημεία
τομής του HF με τον κύκλο λ και S το δεύτερο σημείο τομής του κύκλου λ με το ευθύγραμμο
τμήμα OP .

Κατασκευάζουμε ακόμη το ισόπλευρο τρίγωνο ABC, εγγράψιμο στον κύκλο κ1 με την
πλευρά του BC επί του φορέα της πλευράς HI του παραλληλογράμμου.

Η γωνία P̂ TL = 3
2
t̂, άρα ŜPT = 3t̂. ΄Αρα το σημείο T είναι σημείο του υποκυκλοειδούς

που γεννάται από τον κύκλο λ όταν κυλίεται εντός του κύκλου κ, ξεκινώντας από τη θέση
όπου ο λ είναι πάνω στην ευθεία OA.

Αφού SL είναι η διάμετρος του κύκλου λ, έχουμε ŜTL = 90◦ και ST είναι η στιγμιαία
ακτίνα του κύκλου λ όταν κινείται μέσα στον κ. Η ευθεία TH είναι εφαπτομένη του κυκλοει-
δούς.

Από την άλλη θα πρέπει να δείξουμε ότι η ευθεία HF είναι η ευθεία Wallace - Simson
του τριγώνου ABC ως προς το P .
Γνωρίζουμε εκ κατασκευής ότι PH ⊥ BC.
Εαν K το σημείο τομής των HF και AB, αρκεί να δείξω ότι PK ⊥ AB.

Η γωνία ÂBP είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο κ, κατά συνέπεια ÂBP = 1
2
ÂOP = 1

2
t̂.

Αλλά K̂HP = 1
2
t̂, άρα P̂HK = P̂BK με αποτέλεσμα το τετράπλευρο PBHK να είναι
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εγγράψιμο.

Κατά συνέπεια P̂HB = P̂KH ⇒ P̂KH = 90◦ ⇒ PK ⊥ HK.
΄Αρα το K όπως και το H είναι σημεία της w(P ).

3.1.4 Βασικο Θεωρημα

Μετά από την παρουσίαση όλων αυτών των λημμάτων, το κεντρικό θεώρημα παρουσιάζεται

ως απλή συνέπεια, [Aar08, p.239], [But37], [Pat40], [VH38].
Στην ενότητα αυτή λοιπόν θα δούμε το βασικό θεώρημα για τις περιβάλλουσες των ευθειών

Wallace - Simson ενός τριγώνου.

Θεώρημα 3.5. ΄Εστω τυχαίο τρίγωνο ABC, με περίκυκλο τον κύκλο κ ακτίνας R, με
κύκλο Euler τον κύκλο ε ακτίνας R

2
και M το ισόπλευρο τρίγωνο Morley του τριγώνου ABC.

B
C
2

A

O

P

E

Α
2

Β
2

Σχήμα 3.11: Δελτοειδές ως περιβάλλουσα ευθειών Wallace-Simson

Τότε η περιβάλλουσα των ευθειών Wallace - Simson του τριγώνου ABC είναι ένα δελ-
τοειδές D συγκεντρικό του κύκλου Euler, ε, εφαπτόμενο στον κύκλο Euler, ε, τέτοιος ώστε οι
κορυφές του να είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου A2B2C2. Οι πλευρές του τριγώνου A2B2C2

είναι παράλληλες εκείνων του τριγώνου M με αντίστροφο προσανατολισμό. Ο περίκυκλος του
A2B2C2 έχει ακτίνα

3
2
R.

(Wallace)

3.2 Αξονες Συμμετριας Δελτοειδους

Από τον τρόπο που κατασκευάσαμε το δελτοειδές στο θεώρημα (3.4) με τη βοήθεια ενός

ισοπλεύρου τριγώνου, συμπεραίνουμε ότι οι άξονες συμμετρίας του δελτοειδούς, ταυτίζονται

με τους φορείς των υψών του ισόπλευρου τριγώνου, δηλαδή με τις ευθείες Wallace - Simson
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των κορυφών του. Κατά συνέπεια στην περίπτωση ενός τυχαίου τριγώνου ABC, έχουμε ότι
οι άξονες συμμετρίας του, είναι παράλληλοι των ευθειών Wallace - Simson των κορυφών του
παράγωγου τριγώνου A1B1C1.

Με αυτό το δεδομένο, θα αποδείξουμε το παρακάτω θεώρημα, που συσχετίζει τους άξονες

συμμετρίας του δελτοειδούς με τον κύκλο Euler.

Θεώρημα 3.6. Το σημείο τομής των τριών αξόνων συμμετρίας του δελτοειδούς συμπίπτει

με το κέντρο E του κύκλου Euler του τριγώνου. Αν O το περίκεντρο τριγώνου ABC, η
παράλληλη μεταφορά κατά OE, μεταφέρει το παράγωγο τρίγωνο σε ένα άλλο ισόπλευρο. Κάθε
πλευρά αυτού του ισοπλεύρου εφάπτεται ταυτόχρονα στο δελτοειδές και στον κύκλο Euler, με
σημεία επαφής τα μέσα των πλευρών του τριγώνου.

(Euler’s intervention)

Απόδειξη. ΄Εστω τρίγωνο ABC και A1B1C1 το παράγωγο αυτού και δ το δελτοειδές του
τριγώνου όπως φαίνεται στο σχήμα.

B
C

A

A
1

B
1

C
1

A
0

B
0

C
0

O

E

A
2

B
2

C
2

κ

A
1
 '

B
1
 '

C
1
 '

w(A
1
)

w(B
1
)

w(C
1
)

Σχήμα 3.12: ΄Αξονες συμμετρίας του δελτοειδούς

Οι άξονες συμμετρίας του δελτοειδούς, είναι οι ευθείες w(A1), w(B1), w(C1).
Ισχυρίζομαι λοιπόν ότι διέρχονται από το E, το οποίο είναι το κέντρο του κύκλου Euler
του τριγώνου ABC. Λόγω της παραλληλίας των αξόνων συμμετρίας του δελτοειδούς, με
τους άξονες συμμετρίας του τριγώνου A1B1C1 έχουμε ότι OA1 ‖ w(A1) , OB1 ‖ w(B1) και
OC1 ‖ w(C1). Αν H είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ABC, τότε η ευθεία w(A1) διχοτομεί
το ευθύγραμμο τμήμα HA1.

Ακόμη, εφόσον OA1 ‖ w(A1), η w(A1) διχοτομεί το ευθύγραμμο τμήμα OH, δηλαδή διέρχεται
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από το μέσο του OH, το οποίο είναι το E.
΄Ομοια και οι w(B1), w(C1), διέρχονται από το E, κατά συνέπεια, αυτό είναι το σημείο τομής
τους.

Κατά την παράλληλη μεταφορά του τριγώνου A1B1C1, δημιουργείται ένα νέο τρίγωνο,

το A′1B
′
1C
′
1, το οποίο θα είναι επίσης ισόπλευρο. Οι άξονες συμμετρίας του δελτοειδούς,

συμπίπτουν με τους άξονες συμμετρίας του νέου τριγώνου.

Η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου είναι ίση με OA1 = OB1 = OC1. Ο κύκλος του

Euler έχει τη μισή ακτίνα και το κέντρο του συμπίπτει με το περίκεντρο και το έκκεντρο του
τριγώνου A′1B

′
1C
′
1. ΄Αρα ο κύκλος εφάπτεται εσωτερικά του A

′
1B
′
1C
′
1 στα μέσα των πλευρών

του, τα οποία είναι και σημεία των αξόνων συμμετρίας του.

3.3 Το Δελτοειδες ως Γεωμετρικος Τοπος
Ορθοπολων

΄Εχει ήδη παρουσιαστεί ο τρόπος με τον οποίο παράγεται ένα δελτοειδές ως περιβάλλουσα

των ευθειών Wallace - Simson ενός τριγώνου ABC. Δηλαδή ξέρουμε ότι για κάθε σημείο
P του περίκυκλου κ του τριγώνου ABC, η ευθεία Wallace - Simson w(P ), εφάπτεται του
δελτοειδούς.

Σε αυτήν εδώ την ενότητα θα μελετήσουμε τα σημεία επαφής της ευθείαςWallace - Simson
w(P ) με το δελτοειδές, τα οποία και θα αποδείξουμε ότι είναι ορθόπολοι των εφαπτομένων του
περίκυκλου. Με αυτό θα ταυτίσουμε το δελτοειδές με το γεωμετρικό τόπο των ορθόπολων

των εφαπτομένων του περίκυκλου του τριγώνου ABC.

Θεώρημα 3.7. Ο γεωμετρικός τόπος των ορθόπολων o(t(P )) των εφαπτόμενων t(P ) του
περίκυκλου τριγώνου ABC είναι το δελτοειδές του τριγώνου. Ο ορθόπολος o(P ) ενός σημείου
P του περίκυκλου είναι το σημείο επαφής της ευθείας w(P ) με το δελτοειδές.

(Deltoid generated by orthopoles)

Απόδειξη. ΄Εστω δύο σημεία P, P ′ στον περίκυκλο του τριγώνου ABC Γνωρίζουμε ότι οι
ευθείες Wallace w(P ) και w(P ′) είναι εφαπτόμενες του δελτοειδούς. Ακόμη από το θεώρημα
(1.15), το οποίο είδαμε κατά τη διάρκεια μελέτης των ιδιοτήτων των ορθοπόλων, ξέρουμε ότι

οι ευθείες αυτές w(P ) και w(P ′), τέμνονται στον ορθόπολο o(PP ′), του τριγώνου ABC, ως
προς την ευθεία - φορέα της χορδής PP ′.

΄Ετσι μετατοπίζοντας το σημείο P ′, έτσι ώστε να συγκλίνει προς το P , η ευθεία PP ′ τείνει
προς την εφαπτομένη του περίκυκλου στο P , έστω t(P ).
Ο αντίστοιχος ορθόπολος o(PP ′) ο οποίος ταυτίζεται με τον ορθόπολο o(t(P )) συγκλίνει
προς το σημείο επαφής της ευθείας w(P ) με το δελτοειδές.
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Σχήμα 3.13: Δελτοειδές ως γεωμετρικός τόπος ορθοπόλων

΄Ετσι έχουμε το συμπέρασμα ότι το δελτοειδές παράγεται από τους ορθόπολους των εφα-

πτόμενων του περίκυκλου ως προς το τρίγωνο.
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Κεφάλαιο 4

Δελτοειδες ως υποκυκλοειδες

Στη ενότητα αυτή θα μελετήσουμε, τον τρόπο κατά τον οποίο παράγεται ένα δελτοειδές, κατά

την κύλιση ενός κύκλου, μέσα σε έναν δεύτερο κύκλο, τριπλάσιας ακτίνας.

Για το θέμα αυτό έχουμε συζητήσει ξανά στο κεφάλαιο που αναφέρεται στα υποκυκλοειδή,

κάνοντας όμως μία απλή αναφορά στον ορισμό του δελτοειδούς, ως την κλειστή καμπύλη που

σχηματίζεται από τρεις τομείς, χωρίς αυτοτομές.

Σε αυτό εδώ το κεφάλαιο, θα ασχοληθούμε με θεωρήματα και συνέπειες αυτών, που

σχετίζονται με την κύλιση των κύκλων.

4.1 Βασικο Θεωρημα

Ξεκινάμε λοιπόν με ένα από τα βασικότερα θεωρήματα, το οποίο έρχεται ως αποτέλεσμα της

σύνδεσης των διαφορετικών τρόπων κατασκευής δελτοειδούς, από τη μία ως περιβάλλουσα

ευθειώνWallace - Simson και από την άλλη ως τροχιά σταθερού σημείου σε κυλιόμενο κύκλο,
[FP84], [Sch85].

Θεώρημα 4.1. ΄Εστω τρίγωνο ABC, κ ο περίκυκλος αυτού και κ′ ο κύκλος του Euler.
Το δελτοειδές του τριγώνου ABC παράγεται από κύκλο ν ακτίνας ίσης με αυτήν του κύκλου
του Euler, ο οποίος κυλίεται εντός κύκλου µ συγκεντρικού του κύκλου του Euler και ακτίνας
τριπλάσιας αυτού. Ο κυλιόμενος κύκλος ν είναι επίσης συνεχώς εφαπτόμενος του κύκλου του
Euler κ′.

(Rolling and enveloping)

Απόδειξη. ΄Εστω τρίγωνο ABC και κ ο περίκυκλος αυτού, (O,Rκ).
Ορίζω ακόμη τους παρακάτω κύκλους:

κ′ ο κύκλος του Euler, (E,Rκ′) με Rκ = 2Rκ′ ,

ν κύκλος ίσης ακτίνας με τον κ′, (Q,Rν) με Rν = Rκ′ ,

µ κύκλος ακτίνας τριπλάσιας από εκείνη του κ′, (E,Rµ) με Rµ = 3Rκ′ .

43

http://www.math.uoc.gr/~pamfilos/eGallery/problems/Deltoid.html


A

B

C

H

O
E

P

P'

Q

A
2

C
2

B
2

P''

P
0

κ

ν
μ

κ'

Σχήμα 4.1: Δελτοειδές ως υποκυκλοειδές

Φέρω OP ‖ EQ, όπου P σημείο του κύκλου κ. Τότε η w(P ) τέμνει τον κύκλο Euler κ′

σε σημείο P ′, με P ′ μέσον του PH, όπου H το ορθόκεντρο του κ.
Θεωρώ κύκλο ν ′, συμμετρικό του κύκλου του Euler ως προς P ′. Το P ′ είναι το σημείο
επαφής των δύο κύκλων. ΄Εχουμε ότι το τετράπλευρο HQPE είναι παραλληλόγραμμο, αφού
το σημείο P ′ διχοτομεί τις διαγωνίους του.
Κατά συνέπεια QP ‖= EH = OE. ΄Ετσι το τετράπλευρο EOPQ είναι παραλληλόγραμμο,
οπότε EQ ‖ OP .
Ακόμη έχουμε A2E
A1O, αν ορίζαμε A1 κορυφή του παράγωγου τριγώνου. ΄Ετσι προκύπτει η παρακάτω ισότητα

γωνιών:

Â2EQ = Â1OP , μιας και είναι γωνίες με πλευρές παράλληλες.
Δεδομένου ότι η w(A1) είναι ο φορέας του τμήματος A2E, απο τη γνωστή ιδιότητα των ευθει-

ών Wallace - Simson που αναφέρεται στο θεώρημα (1.9), έχουμε Â1OP = 2 · ̂(w(P ), A2E).

Αν ονομάσουμε ̂(w(P ), A2E) = ŵ, είναι Â1OP = 2ŵ ⇔ Â2EQ = 2ŵ. Ακόμη όταν
w(P ) = EA2 ⇒ OP ‖ EA2.

Ονομάζουμε P ′′ το αντιδιαμετρικό του P ′ στον κύκλο ν και P0 το σημείο επαφής της w(P )

με το δελτοειδές. Αφού η γωνία ̂(w(P ), QE) είναι εξωτερική του τριγώνου που σχηματίζεται
από τις ευθείες QE,EA2, w(P ), έχουμε:

̂(QE,w(P )) = 3ŵ ⇒ P̂ ′′QP0 = 6ŵ.

΄Αρα P̂ ′′QP0 = 3(A2EQ).
Οπότε ο κύκλος που σχηματίζεται κατά τη συμμετρική μετατόπιση ταυτίζεται με τον κυλιόμενο

κύκλο ν.
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4.2 Συμμετριες

Τώρα θα παραθέσουμε κάποια γενικά συμπεράσματα, που οφείλονται σε όλες τις σχέσεις

που παρατηρήσαμε παραπάνω και συνδέουν τους κυλιόμενους κύκλους, τις ευθείες Wallace
- Simson και τους ορθόπολους των διαφόρων ευθειών. Εμφανίζονται πολύ ενδιαφέρουσες
ιδιότητες και συμμετρίες οι οποίες δεν ήταν αναμενόμενες, [Ben21], [But39], [But48], [Fet45],
[Sch10], [Sch85].
(Other symmetries)

Θεώρημα 4.2. ΄Εστω τρίγωνο ABC με περίκυκλο κ κέντρου O και ακτίνας 2r. Θεωρούμε
σημείο P του περίκυκλου και την ευθεία w(P ) η οποία ορίζει εφαπτομένη του δελτοειδούς, με
P0 το σημείο επαφής. Το δελτοειδές είναι παραγόμενο από το σημείο P0 του κύκλου ν(N, r)
κατά την κύλιση αυτού εντός κύκλου µ(E, 3r) τριπλάσιας ακτίνας. Ο κύκλος κ′(E, r) είναι
εγγεγραμμένος στο δελτοειδές και εφαπτόμενος του ν καθ΄ όλη τη διάρκεια της κύλισης του
τελευταίου. ΄Εστω LL′ το τμήμα της εφαπτομένης του δελτοειδούς στο σημείο P , περιεχόμε-
νου εντός του δελτοειδούς.

Με αυτές τις προϋποθέσεις ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

1. Το LL′ είναι διάμετρος του κύκλου ξ(Q) ακτίνας διπλάσιας του κύκλου κ′, επομένως,
σταθερού μήκους.

2. Το μέσον της εφαπτομένης LL′ είναι επί του εγγεγραμμένου κύκλου κ′ του δελτοειδούς.

3. Το μέσον της HP , όπου H το ορθόκεντρο του τριγώνου, είναι σημείο τομής της ευθείας
Wallace - Simson, w(P ) και του κύκλου του Euler, και μάλιστα ταυτίζεται με το Q.

4. Το σημείο επαφής P0 της ευθείας w(P ) ,με το δελτοειδές είναι το συμμετρικό ως προς
Q του δεύτερου σημείου τομή P1 της w(P ) με τον κύκλο του Euler. Επίσης τα σημεία
H,P0, P1, P είναι κορυφές παραλληλογράμμου, του οποίου το κέντρο είναι το Q.

5. Αν P2 είναι το αντιδιαμετρικό του Q στον κύκλο κ
′
. Η ευθεία P1P2 = w(P7) είναι η

ευθεία Wallace-Simson του αντιδιαμετρικού P7 του P στον περίκυκλο κ.

6. Το συμμετρικό του P1 ως προς το P2 είναι το σημείο επαφής P3 της w(P7) = P1P2 με

το δελτοειδές και ταυτόχρονα ο ορθόπολος της εφαπτομένης του περικύκλου στο P7.

7. Οι ορθόπολοι P0, P3 των εφαπτόμενων του περίκυκλου κ στα σημεία P και P7 είναι

επί της ευθείας Wallace-Simson P0P3 που είναι παράλληλη της διαμέτρου PP7 του

περικύκλου κ. Αυτή είναι επίσης παράλληλη της διαμέτρου QP2 του κύκλου Euler κ′.
Τέλος |P0P3| = |PP7| = 2r.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω δελτοειδές A2B2C2. Θα δείξουμε ότι το μήκος της εφαπτομένης στο

σημείο P0 είναι σταθερό και μάλιστα ισούται με τέσσερις φορές την ακτίνα του κύκλου

κ′.
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Σχήμα 4.2: Σταθερό μήκος εφαπτόμενου τμήματος

Ας θεωρήσουμε S το σημείο τομής των κύκλων µ και ν και Q το σημείο τομής της
ακτίνας ES με τον κύκλο ν.

Η απόδειξή μας θα γίνει αντίστροφα. Θα θεωρήσουμε δηλαδή δύο σημεία L και L′

επί του δελτοειδούς τέτοια ώστε QL = QL′ = 2r. Συνεχίζουμε την κατασκευή όπως
φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Φέρνουμε ακτίνα του κύκλου µ, την ES ′, τέτοια ώστε ES ′ ‖ QP0. Κατά συνέπεια

σχηματίζεται το παραλληλόγραμμο EN ′L′Q. Οπότε υπάρχει κύκλος με κέντρο το N ′

που εφάπτεται του κύκλου µ στο σημείο S ′ και περνά από το σημείο L′.

΄Εστω Â2ES = θ̂, αφού το σημείο P0 είναι πάνω στο δελτοειδές, έχουμε
_

A2S=
_

P0S και

ŜNP0 = 3θ̂.

Τελικά έχουμε τις σχέσεις

L̂′N ′E = L̂′QE = N̂QP0 =
3θ̂

2

και

B̂2ES = 120◦ − θ̂, Ŝ ′EB2 = 60◦ − θ

2

΄Ετσι παρατηρούμε ότι Ŝ ′N ′L′ = 3 · Ŝ ′EB2 δηλαδή

_

S ′B2=
_

S ′L′, άρα το σημείο L′ είναι
πάνω στο δελτοειδές.

Με τον ίδιο τρόπο, μπορούμε να δείξουμε ότι και το L είναι πάνω στο δελτοειδές. Κατά
συνέπεια η LL′ είναι τμήμα της εφαπτομένης του δελτοειδούς στο σημείο P0.
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Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το ευθύγραμμο τμήμα LL′ είναι διάμετρος κύκλου διπλάσιας
ακτίνας από εκείνη του κύκλου κ′.

2. Το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος LL′ είναι το σημείο Q, το οποίο προηγουμένως
ορίστηκε ως το σημείο τομής της ακτίνας ES με τον κύκλο ν. Αρκεί τώρα να δείξουμε
ότι το σημείο Q είναι επί του κύκλου κ′.

Γνωρίζουμε ότι ο κύκλος κ′ είναι εφαπτόμενος ταυτόχρονα του δελτοειδούς και κύκλου
ν, οπότε αρκεί να δείξω ότι το σημείο επαφής είναι το Q. Γνωρίζουμε ότι ES = 3r και
QS = 2r. ΄Ετσι EQ = r, άρα το Q είναι επί του κύκλου κ′ ο οποίος είναι ο κύκλος
Euler του τριγώνου ABC.

3. Αν H το ορθόκεντρο του τριγώνου και P σημείο του περιγεγραμμένου κύκλου κ,
έχουμε, ότι η ευθεία Wallace - Simson του σημείου P , διχοτομεί το ευθύγραμμο τμήμα
PH άρα διέρχεται από το μέσον του. Ακόμη για τον κύκλο του Euler, γνωρίζουμε
ότι κάθε ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει σημείο του περιγεγραμμένου κύκλου με το

ορθόκεντρο, διχοτομείται από σημείο του κύκλου Euler.
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Σχήμα 4.3: Σημείο επαφής του κύκλου Euler και του κυλιόμενου κύκλου

΄Αρα και ο κύκλος Euler διέρχεται από το μέσον του τμήματος PH. Κατά συνέπεια, το
σημείο Q είναι σημείο τομής της ευθείας Wallace - Simson, w(P ) και του κύκλου του
Euler.
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4. Οι κύκλοι ν και κ′ είναι ίσοι και εφάπτονται στο σημείο Q. Κατά συνέπεια οποιαδήποτε
ευθεία διέρχεται από το σημείο επαφής τους, ορίζει ίσες χορδές σε αυτούς. ΄Ετσι και η

ευθεία w(P ). Κατά συνέπεια, το σημείο P0 είναι το συμμετρικό ως προς Q του σημείου
P1, το οποίο ορίζουμε ως το δεύτερο σημείο τομής της w(P ) με τον κύκλο του Euler.
Τέλος τα σημεία H,P0, P1, P είναι κορυφές παραλληλογράμμου, του οποίου το κέντρο
είναι το Q, μιας και οι διαγώνιου του διχοτομούνται, αφού Q μέσον του PH και του
P0P1.

5. Αρχικά ονομάζουμε P2 το αντιδιαμετρικό του Q στον κύκλο κ
′
και P7 το αντιδιαμετρικό

του P στον περίκυκλο κ.
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Σχήμα 4.4: Η ευθεία Wallace - Simson του αντιδιαμετρικού σημείου

Το κέντρο του κύκλου κ′ είναι το μέσον του τμήματος OH κατά συνέπεια, τα τρίγωνα
HQE και HPO είναι όμοια, οπότε από τις ισότητες γωνιών, καταλήγουμε στο συμ-
πέρασμα ότι EQ ‖ OP . Οπότε το σημείο P2 είναι το μέσον του τμήματος HP7, ενώ

ταυτόχρονα είναι σημείο του κύκλου του Euler. Κατά συνέπεια το σημείο P2 είναι σημείο

της w(P7).

΄Ομως αφού τα P7 και P είναι αντιδιαμετρικά του κύκλου κ, από το θεώρημα (1.13)
συμπεραίνουμε ότι οι w(P ) και w(P7) τέμνονται σε σημείο του κύκλου του Euler, δηλαδή
στο P1. ΄Αρα η ευθεία w(P7) είναι ο φορέας του ευθύγραμμου τμήματος P1P2.
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6. Το σημείο επαφής της ευθείας w(P7) = P1P2 με το δελτοειδές ταυτίζεται με τον ορ-

θόπολο της εφαπτομένης του κύκλου κ στο σημείο P7.

Επιπλέον η ευθεία w(P7) διέρχεται από το σημείο επαφής του κύκλου του Euler και
του κυλιόμενου κύκλου, όταν εκείνος βρίσκεται στη θέση που το σταθερό του σημείο

ταυτίζεται με τον ορθόπολο o(tP7). ΄Οπως αποδείχτηκε σε προηγούμενο ερώτημα, το
συμμετρικό του ορθόπολου o(tP7) ως προς το σημείο επαφής P2 είναι το δεύτερο σημείο

τομής της w(P7) με τον κύκλο κ
′
. Οπότε τελικά τα σημεία P1 και o(tP7) είναι συμμε-

τρικά ως προς το P2. ΄Αρα το o(tP7) ταυτίζεται με το σημείο P3, το συμμετρικό του P1

ως προς P2.

7. ΄Εχουμε P0 = o(tP ) και P3 = o(tP7). ΄Ομως τα σημεία P και P7 είναι αντιδιαμετρικά του

κύκλου κ, γεγονός που εξασφαλίζει ότι το τμήμα P7P3 είναι παράλληλη μετατόπιση του

τμήματος PP0.
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Σχήμα 4.5: Ευθεία Wallace - Simson παράλληλη διαμέτρου του περίκυκλου

Κατά συνέπεια σχηματίζεται το παραλληλόγραμμο PP0P3P7. ΄Ετσι έχουμε ότι το ευ-

θύγραμμο τμήμα P0P3 είναι παράλληλο και ίσο με τη διάμετρο PP7 του κύκλου κ. Οπότε
|P0P3| = |PP7| = 2r. Ακόμη έχουμε ήδη δει ότι οι δύο διάμετροι PP7 και QP2 είναι

μεταξύ τους παράλληλες άρα παράλληλες και με την ευθεία P0P3.

΄Ετσι έχουμε και το παρακάτω συμπέρασμα, που εμπλουτίζει τα δεδομένα για την κίνηση

της εφαπτομένης. ΄Εστω η εφαπτομένη του δελτοειδούς P0P3. Τότε οι εφαπτόμενες από

49



τα σημεία P0 και P3, όπως έχει ήδη αναφερθεί, ορίζονται να είναι οι ευθείες Wallace
- Simson δύο αντιδιαμετρικών σημείων του περίκυκλου, έστω των P και P7. Η γωνία

που σχηματίζουν οι δύο αυτές ευθείες, είναι ορθή. Το σημείο τομής τους είναι επί του

κύκλου Euler, το οποίο έχουμε ονομάσει P1 και ορίζεται και η διάμετρος QP2 παράλληλη

της εφαπτομένης P0P3 του δελτοειδούς.

Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες που αναφέραμε ήδη, θα παρουσιάσουμε συνοπτικά τα συμ-

περάσματα για το τμήμα εφαπτομένης που περιέχεται σε δελτοειδές, [Arc03], [Sch10].
(Deltoid’s basic figure)
Η κίνηση της εφαπτομένης.
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Σχήμα 4.6: Η κίνηση της εφαπτομένης

΄Εστω η εφαπτομένη tP του δελτοειδούς στο σημείο P . Το δελτοειδές είναι παραγόμενο
από το σημείο P του κύκλου κ(K, r) κατά την κύλιση αυτού εντός κύκλου µ(Q, 2r) διπλάσιας
ακτίνας. Ο κύκλος κ′(O, r) είναι εγγεγραμμένος στο δελτοειδές και εφαπτόμενος του µ και
όλη τη διάρκεια της κύλισης του τελευταίου. ΄Εστω AB το τμήμα της εφαπτομένης tP του
δελτοειδούς στο σημείο P , περιεχόμενου εντός του δελτοειδούς. ΄Ετσι από τις ιδιότητες του
προηγούμενου θεωρήματος συμπεραίνουμε ότι το AB είναι διάμετρος του κύκλου µ(Q) ακτίνας
διπλάσιας του κύκλου κ′, επομένως, σταθερού μήκους. Επιπλέον το μέσον της εφαπτομένης
AB είναι επί του εγγεγραμμένου κύκλου κ′ του δελτοειδούς. Οι εφαπτόμενες tA, tB του
δελτοειδούς τέμνονται ορθογώνια σε σημείο C του κύκλου κ′, το οποίο είναι συμμετρικό του
σημείου επαφής S των κ, µ ως προς το σημείο επαφής Q των κ, κ′. Το SACB είναι ορθογώνιο
με κέντρο το Q.
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4.3 Το Σημειο De Longchamps

Το σημείο του de Longchamps του τριγώνου ABC, που συμβολίζεται με το X20, είναι το

ορθόκεντρο του αντισυμπληρωματικού τριγώνου, δηλαδή του τριγώνου A′B′C ′ που κατασκευ-
άζεται από το ABC φέρνοντας παράλληλες από τις κορυφές προς τις απέναντι πλευρές.
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Σχήμα 4.7: Αντισυμπληρωματικά τρίγωνα

Λόγω της ομοιοθεσίας των ABC και A′B′C ′ ως προς το περίκεντρο O του ABC, το X20

είναι συμμετρικό του ορθόκεντρου H του τριγώνου ABC ως προς το O. Το σημείο αυτό
σχετίζεται με το δελτοειδές του τριγώνου.

Θεώρημα 4.3. Το σημείο του de Longchamps του τριγώνου ABC είναι κέντρο ομοιοθεσίας
του περιγεγραμμένου κύκλου κ του τριγώνου και του περιγεγραμμένου κύκλου µ του δελτοει-
δούς.

Την ομοιοθεσία αυτή, με κέντρο X20 και λόγο ομοιοθεσίας
2
3
την ονομάζουμε ομοιοθεσία de

Longchamps του τριγώνου.

Απόδειξη. ΄Εστω τρίγωνο ABC, κ ο περίκυκλος του με κέντρο το O, δ το δελτοειδές του
και µ ο περιγεγραμμένος κύκλος του δελτοειδούς.
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Σχήμα 4.8: Ομοιοθεσία de Longchamps

Το παράγωγο τρίγωνο A1B1C1, είναι όμοιο με το τρίγωνο A2B2C2, με λόγω αναλογίας
2
3
.

Ο λόγος προκύπτει ως εξής:

A1B1

A2B2

=

√
3Rκ√
3Rµ

=
2Rκ′

3Rκ′
= 2

3
.

Ακόμη οι πλευρές τους είναι ανά δύο παράλληλες, κατά συνέπεια τα τρίγωνα είναι ομοιόθετα.

Τα κέντρα των τριγώνων, E και O αντίστοιχα, είναι επ΄ ευθείας, η οποία διέρχεται από το

X20, με
OX20

EX20

= 2
3
, αφού το X20 είναι το συμμετρικό του H ως προς το κέντρο O του κ.

΄Αρα και ο λόγος ομοιοθεσίας των τριγώνων A1B1C1 και A2B2C2, είναι
2
3
ως προς το

σημείο X20.

Κατά συνέπεια και οι δύο δεδομένοι κύκλοι κ και µ είναι ομοιόθετοι ως προς X20.

Θεώρημα 4.4. Το σημείο επαφής S του κυλιόμενου κύκλου ν με τον σταθερό κύκλο µ
είναι το ομοιόθετο του σημείου P ως προς την ομοιοθεσία de Longchamps του τριγώνου. Το
σημείο επαφής P0 της ευθείας Wallace - Simson w(P ), με το δελτοειδές, είναι το ίχνος της
καθέτου από το S επί της w(P ).

Απόδειξη. ΄Εχουμε το παρακάτω σχήμα
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Σχήμα 4.9: Σημεία de Longchamps ομοιόθετα

Από τις ιδιότητες που αναφέρθηκαν στο θεώρημα (4.2) αφού το PP0HP1 είναι παραλλη-

λόγραμμο με κέντρο το Q, έχουμε ότι P0H ‖ P1O. Το σημείο Q είναι το μέσο του τμήματος
P0P1, όπως και το E είναι το μέσο του τμήματος HO. ΄Ετσι έχουμε τα τμήματα QE και P1O
είναι παράλληλα, γεγονός που συνεπάγεται ότι το τμήμα EN είναι παράλληλο του PO, ενώ
ταυτόχρονα ισούται με 2r κατά συνέπεια το τετράπλευρο NEOP είναι παραλληλόγραμμο.
Παράλληλα η OP είναι ακτίνα του κύκλου κ και η QN ακτίνα του κύκλου ν. Είναι μεταξύ
τους παράλληλες, ενώ οι δύο κύκλοι κ και ν είναι ομοιόθετοι με κέντρο ομοιοθεσίας το X20.

Ακόμη, από θεώρημα (4.2), το σημείο επαφής P0 της ευθείας w(P ) ,με το δελτοειδές είναι
το συμμετρικό ως προς Q του δεύτερου σημείου τομή P1 της w(P ) με τον κύκλο του Euler.

Το ευθύγραμμο τμήμα QS είναι διάμετρος του κύκλου ν, έτσι έχουμε Q̂P0S = 90◦, δηλαδή
το σημείο P0 είναι το ίχνος της καθέτου από το S επί της w(P ).

53



54



Κεφάλαιο 5

Οικογενειες Τριγωνων με το ιδιο
Δελτοειδες

΄Οπως είδαμε στις προηγούμενες ενότητες, για να κατασκευάσουμε το δελτοειδές δ ενός τυ-
χαίου τριγώνου ABC, αρχικά μεταφέραμε το τρίγωνο αυτό στο παράγωγό του A1B1C1.

Παρατηρήσαμε στη συνέχεια, ότι το δελτοειδές και το παράγωγο τρίγωνο συνδέονται στενά.

Αρχικά έχουν παράλληλους άξονες συμμετρίας και τα κέντρα τους έχουν σταθερή απόσταση.

΄Αρα ο προσανατολισμός του δελτοειδούς ταυτίζεται με τον προσανατολισμό του παράγωγου

τριγώνου. Ακόμη, η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του δελτοειδούς, είναι ακριβώς
3
2

επί της ακτίνας του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου.

Τίθεται τώρα το ερώτημα, εάν το τρίγωνο ABC είναι το μοναδικό που παράγει το συγκε-
κριμένο δελτοειδές δ.
Η απάντηση είναι όχι, και αυτό ακριβώς θα μελετήσουμε στο συγκεκριμένο κεφάλαιο.

Θα ορίσουμε λοιπόν μία κλάση ισοδυναμίας, τον S-συσχετισμό. Στη συνέχεια θα μελε-
τήσουμε τις ιδιότητες των S-συσχετισμένων τριγώνων και έτσι θα καταλήξουμε στον προσ-
διορισμό της οικογένειας των τριγώνων που παράγουν το ίδιο δελτοειδές.

5.1 S - Τριγωνα

Ορίζουμε μία νέα έννοια, η οποία είναι η εξής:

Δοθέντος τριγώνου ABC με περίκυκλο k, ένα S-Τρίγωνο ως προς το ABC ορίζεται από
τις τρεις κορυφές του D,E, F που είναι σημεία του περίκυκλου και έχουν την ιδιότητα οι
ευθείες w(D), w(E), w(F ) να είναι κάθετες στις αντίστοιχες πλευρές EF, FD,DE.
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Σχήμα 5.1: S - Τριγωνα

Θα παραθέσουμε τώρα κάποια θεωρήματα, τα οποία είναι άμεσο αποτέλεσμα του ορισμού

των S-Τριγώνων.

Θεώρημα 5.1. Για δύο τρίγωνα DEF και ABC με τον ίδιο περίκυκλο k ισχύει ότι το DEF
είναι S-Τρίγωνο ως προς το ABC, τότε και μόνον τότε, όταν τα προσανατολισμένα τόξα επί

του περικύκλου
_

DA,
_

EB,
_

FC έχουν αλγεβρικό άθροισμα μέτρων:

_

DA +
_

EB +
_

FC= 0

(Basic angle relation)

Απόδειξη. Στο πρακάτω σχήμα φαίνονται δύο τρίγωνα με αυτήν την ιδιότητα.

D

w
(D
)

w(F)

B

FO

C

A

P

E

w(
E)

P

w(F)

D

κ

O

A

E

F

C
B

w
(D
)

w
(E
)

Σχήμα 5.2: S - Τριγωνα
Αλγεβρικό άθροισμα τόξων
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Για να αποδείξουμε το ευθύ:

΄Εστω DEF και ABC δύο S-Τρίγωνα.
Για αυτά τα τρίγωνα λοιπόν ισχύουν τα εξής:

Τα DEF και ABC έχουν τον ίδιο περίκυκλο και

w(D) ⊥ EF

w(E) ⊥ FD

w(F ) ⊥ DE

D

w
(D
)

B

FO

C

A

P

E

A'

B'

Σχήμα 5.3: S - Τριγωνα
Ευθείες Wallace - Simson

Η απόδειξη βασίζεται στον ορισμό των ευθειών Wallace - Simson.
Για παράδειγμα, έχουμε την ευθεία w(D). Φέρουμε παράλληλη αυτής, η οποία διέρχεται από

το A και τέμνει ξανά τον κύκλο στο A′. Φέρνουμε τώρα A′D ⊥ BC. ΄Ετσι η γωνία ÂA′D έχει
τις πλευρές της κάθετες στις πλευρές BC και EF αντίστοιχα. (Αφού AA′ ‖ w(D) ⊥ EF .)

Φέρνουμε τώρα BB′ ‖ EF (⊥ AA′) και παρατηρούμε τη σχέση των τόξων. ΄Εχουμε λοιπόν
_

AD= −
_

CB′. Ακόμη
_

B′F=
_

EB.

΄Αρα αποδείξαμε το ζητούμενο.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, θα αποδείξουμε ότι αν ισχύει η σχέση
_

DA +
_

EB +
_

FC=
0, τότε w(D) ⊥ EF,w(E) ⊥ FD και w(F ) ⊥ DE.
Θα δείξουμε ότι w(D) ⊥ EF . ΄Ομοια αποδεικνύονται και οι άλλες καθετότητες.

Ξεκινάμε έχοντας την ίδια κατασκευή που χρησιμοποιήσαμε για την απόδειξη του ευθύ

ισχυρισμού.

΄Ετσι έχουμε:
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_

DA +
_

EB +
_

FC= 0⇔
_

BE +
_

CF=
_

DA⇔
_

FB′ +
_

CF=
_

DA⇔
_

CB′=
_

DA

άρα B̂′BC = ÂA′D

και δεδομένου A′D ⊥ BC έχουμε ότι BB′ ⊥ AA′, οπότε τελικά

EF ⊥ AA′ ‖ w(D)

Θεώρημα 5.2. Για δύο τρίγωνα DEF και ABC με τον ίδιο πείκυκλο k ισχύει ότι το
DEF είναι S-Τρίγωνο ως προς το ABC, τότε και μόνον τότε, όταν υπάρχει σημείο P του
περίκυκλου τέτοιο ώστε οι ευθείες Wallace - Simson w(P ), w′(P ) ως προς τα δύο τρίγωνα
να είναι παράλληλες. Τότε οι w(P ), w′(P ) είναι παράλληλες και για κάθε άλλο σημείο P του
περίκυκλου.

D

B

FO

C

A

E
P

w(P)

w'(P)

Σχήμα 5.4: S-Τρίγωνα με παράλληλες Wallace - Simson ευθείες

(Wallace lines relation)

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε το ευθύ

θεωρούμε τα S-Τρίγωνα ABC και DEF . Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει σημείο P στον περίκυ-
κλο τέτοιο ώστε, αν w(P ) η ευθείαWallace - Simson του σημείου P για το τρίγωνο ABC και
w′(P ) η ευθεία Wallace - Simson του σημείου P για το τρίγωνο DEF , τότε w(P ) ‖ w′(P ).
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Σχήμα 5.5: Σημείο P του περίκυκλου με w(P ) ‖ w′(P )

Θεωρούμε σημείο P του τόξου
_

AD τέτοιο ώστε
_

AP=
_

FC και
_

PD=
_

EB. Φέρουμε ακόμη

τμήματα PA′ ⊥ BC και PD′ ⊥ EF . Τότε οι γωνίες ÂA′P = και F̂BC είναι ίσες αφού

βαίνουν σε ίσα τόξα. Ομοίως και οι γωνίες D̂D′P και B̂EF . Λόγω ομοιότητας τριγώνων οι
γωνίες που σχηματίζουν τα ζεύγη AA′, BF και DD′, BF είναι κάθετες, άρα οι AA′ ‖ DD′.
Θυμόμαστε την χαρακτηριστική ιδιότητα των ευθειώνWallace - Simson, η οποία αναφέρει

το εξής:

΄Εστω τρίγωνω ABC. Αν έχουμε μία χορδή του κύκλου, AA′ με A′P ⊥ BC, τότε w(P ) ‖
AA′.
΄Αρα οι Wallace - Simson από το P ως προς τα δύο τρίγωνα, είναι παράλληλες, αφού

w(P ) ‖ AA′ ‖ DD′ ‖ w′(P ).
Για διαφορετικό σημείο P από το επιλεγμένο, αλλά με τα ίδια ακριβώς επιχειρήματα, λόγω

της σχέσης των τόξων, καταλήγουμε στο συμπέρασμα το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει για οποια-

δήποτε επιλογή σημείου του περίκυκλου.

Για να αποδείξουμε το αντίστροφο,

θεωρούμε ώς δεδομένο ότι για τα δύο τρίγωνα ABC,DEF , εγγεγραμμένα στον ίδιο κύκλο
k, ισχύει w(P ) ‖ w′(P ) για κάθε σημείο P του περιγεγραμμένου κύκλου.
Θα αποδείξουμε ότι τα δύο αυτά τρίγωνα είναι S-Τρίγωνα.
Γνωρίζουμε w(P ) ‖ w′(P ) για κάθε σημείο P , άρα και για το D.

Αλλά, αφού το D είναι κορυφή του τριγώνου, η ευθεία w′(D) είναι φορέας του ύψους του
DEF από το D, και αφού w′(D) ‖ w(D) συμπεραίνουμε ότι w(D) ⊥ EF .
΄Ομοια w(E) ⊥ DF και w(F ) ⊥ ED.
΄Αρα τα τρίγωνα είναι S-Τρίγωνα.

Το παραπάνω θεώρημα, έχει ως άμεση συνέπεια το εξής

Θεώρημα 5.3. Για δύο τρίγωνα DEF και ABC με τον ίδιο περίκυκλο k ισχύει ότι το DEF
είναι S-Τρίγωνο ως προς το ABC, τότε και μόνον τότε, όταν υπάρχει σημείο P του περίκυκλου
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τέτοιο ώστε οι ευθείες Steiner s(P ), s′(P ) ως προς τα δύο τρίγωνα να συμπίπτουν.

Απόδειξη. ΄Εχουμε το παρακάτω σχήμα.
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H H'

Σχήμα 5.6: Ευθείες Steiner στα S-Τρίγωνα

Αρχικά θα αποδείξουμε το ευθύ,

δηλαδή αν για δύο τρίγωνα DEF και ABC με τον ίδιο πείκυκλο k ισχύει ότι το DEF είναι
S-Τρίγωνο ως προς το ABC, τότε υπάρχει σημείο P του περίκυκλου τέτοιο ώστε οι ευθείες
Steiner s(P ), s′(P ) ως προς τα δύο τρίγωνα να συμπίπτουν.

΄Εστω H το ύψος του τριγώνου ABC και H ′ το ύψος του DEF . Αφού για όλα τα
σημεία P του περίκυκλου έχουμε w(P ) ‖ w′(P ), θα υπάρχει κάποιο σημείο, ώστε να ισχύει
w(P ) ‖ w′(P ) ‖ HH ′.
Τότε έχουμε

s(P ) ‖ w(P ), διερχόμενη από το ορθόκεντρο H
s′(P ) ‖ w′(P ), διερχόμενη από το ορθόκεντρο H ′

΄Αρα τελικά s(P ) ‖ s′(P ) ‖ HH ′ κατά συνέπεια οι s(P ) και s′(P ) ταυτίζονται.

Για να αποδείξουμε το αντίστροφο,

δηλαδή δεδομένου σημείου P του περίκυκλου τέτοιο ώστε οι ευθείες Steiner s(P ), s′(P ) ως
προς τα δύο τρίγωνα να συμπίπτουν, θα δείξουμε ότι για τα δύο τρίγωνα DEF και ABC με
τον ίδιο περίκυκλο k ισχύει ότι το DEF είναι S-Τρίγωνο ως προς το ABC .

΄Εχουμε λοιπόν

w(P ) ‖ s(P ) και w′(P ) ‖ s′(P ). Αφού όμως οι s(P ) και s′(P ) συμπίπτουν, έχουμε w(P ) ‖
w′(P ) το οποίο από το θεώρημα (5.2) μας δίνει το ζητούμενο.
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5.2 S - Συσχετιση

Τα τρίγωνα με τον ίδιο περίκυκλο κ χωρίζονται σε κλάσεις ισοδυναμίας. Η σχέση ισοδυναμίας
που ορίζει αυτές τις κλάσεις ονομάζεται S - Συσχέτιση. Σε κάθε μία από αυτές τις κλάσεις
ανήκει ακριβώς ένα ισόπλευρο τρίγωνο, το οποίο συμπίπτει με το παράγωγο ισόπλευρο τρίγωνο

κάθε τριγώνου της κλάσης.

(The equivalence relation)
Ας δούμε μια μικρή αιτιολόγηση του παραπάνω ισχυρισμού.

΄Εστω τρίγωνο ABC. Παίρνουμε A0B0C0, τα σημεία τομής των μεσοκαθέτων των πλευρών

με τον περίκυκλο κ. Επιλέγουμε πάνω στα τόξα
_

AA0,
_

BB0,
_

CC0 σημεία A1, B1, C1 τέτοια

ώστε
_

AA0= 2·
_

A1A0,
_

BB0= 2·
_

B1B0,
_

CC0= 2·
_

C1C0. Οπότε το A1B1C1 είναι ισόπλευρο

τρίγωνο με
_

AA1 +
_

BB1 +
_

CC1= 0.
Οπότε το τυχαίο τρίγωνο ABC και το παράγωγό του είναι S - συσχετισμένα.

A'
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O

C

A

B'

A
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C
0

B
0

C
1

B
1

A
1

Σχήμα 5.7: S - Συσχέτιση και παράγωγο τρίγωνο

Εάν τώρα θεωρήσουμε διαφορετικό τρίγωνο A′B′C ′, το οποίο έχει το ίδιο παράγωγο

τρίγωνο A1, B1, C1, καταλήγουμε στη σχέση

_

A′A1 +
_

B′B1 +
_

C ′C1= 0. Οπότε καταλήγουμε

στο συμπέρασμα

_

AA′ +
_

BB′ +
_

CC ′= 0. ΄Αρα τα τρίγωνα ABC και A′B′C ′ είναι και μεταξύ
τους S - συσχετισμένα.
Αυτό το ισόπλευρο τρίγωνο συμπίπτει με το παράγωγο τρίγωνο όλων των τριγώνων αυτής

της κλάσης. Αυτό έχει ώς συνέπεια, τα τρίγωνα της ίδιας κλάσης να ορίζουν αντίστοιχο δελ-

τοειδές με τον ίδιο προσανατολισμό. Οι σχέσεις των τριγώνων της ίδιας κλάσης συνοψίζονται

στα παρακάτω θεωρήματα, [La06].

Θεώρημα 5.4. ΄Εστω k ο περίκυκλος και δ το δελτοειδές τριγώνου ABC. Από κάθε σημείο
P στο εσωτερικό του δελτοειδούς άγονται τρεις εφαπτόμενες προς αυτό. Αυτές συμπίπτουν
με τις ευθείες Wallace - Simson w(D), w(E) και w(F ) τριών αντίστοιχων σημείων D,E, F
του περίκυκλου k του ABC. Το τρίγωνο DEF είναι S-συσχετισμένο προς το ABC και οι
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πλευρές του EF, FD,DE είναι αντίστοιχα κάθετες προς τις ευθείες w(D), w(E) και w(F ),
τις ευθείες Wallace - Simson του τριγώνου ABC.

Απόδειξη. ΄Εστω σημείο P εσωτερικό του δελτοειδούς δ. ΄Εχουμε τρεις εφαπτόμενες προς
το δελτοειδές, οι οποίες θα είναι οι ευθείες Wallace - Simson τριών σημείων του περίκυκλου.
΄Εστω D,E, F τα σημεία αυτά.
Κάνουμε λοιπόν την παρακάτω κατασκευή:

Επιλέγουμε σημείο R του κύκλου, τέτοιο ώστε, αν tR η εφαπτομένη του κύκλου στο R,
να ισχύει tR ‖ EF . Οι w(E) και w(F ) τέμνονται στον ορθόπολο της EF για το τρίγωνο
ABC, άρα το o(EF ) ταυτίζεται με το σημείο P .

C

w
(D
)

w(
E)

w(F)

D

P

B

F

A

E

κ

δ

Q
1

Q
2

o(Q
1
Q
2
)

R

Σχήμα 5.8: Εφαπτόμενες από εσωτερικό σημείο του δελτοειδούς

Γνωρίζουμε ότι καθώς η tR κινείται παράλληλα, αν Q1Q2 οι χορδές που δημιουργούνται, τα

ορθόκεντρα o(Q1Q2) κινούνται επ΄ ευθείας, η οποία είναι κάθετη στην tR. Η ευθεία αυτή είναι
ευθεία Wallace -Simson για κάποιο σημείο του περίκυκλου. Εφόσον όμως η ευθεία w(D)
είναι η τρίτη ευθεία που διέρχεται από το P , η ευθεία στην οποία κινούνται οι ορθόπολοι είναι
η w(D).
΄Αρα w(D) ⊥ tR ‖ EF ⇒ w(D) ⊥ EF .
΄Ομοια καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι w(E) ⊥ DF και w(F ) ⊥ ED.
΄Αρα το τρίγωνο DEF είναι S-τρίγωνο του ABC.

΄Ενα θεώρημα που αναφέρει ακόμη περισσότερες ιδιότητες και ακριβείς σχέσεις για τις

μεταφορές των δελτοειδών ίδιου προσανατολισμού είναι το παρακάτω.

(Translated deltoids)

Θεώρημα 5.5. Με τις υποθέσεις και συμβολισμούς του προηγουμένου θεωρήματος ισχύουν

τα επόμενα:

1. Το δελτοειδές δ′ του τριγώνου DEF είναι παράλληλος μεταφορά του δελτοειδούς δ κατά
διάστημα LL′, που ορίζεται από τα κέντρα των κύκλων Euler των τριγώνων ABC και
DEF .
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2. Οι τρεις ευθείες Wallace - Simson w′(A), w′(B) και w′(C) ως προς το τρίγωνο DEF
διέρχονται επίσης δια του P .

3. Ο ορθόπολος o′(d) οποιασδήποτε ευθείας d ως προς το DEF προκύπτει από τον ορθόπολο
o(d) της d ως προς ABC μέσω της μεταφοράς κατά LL′.

4. Το ευθύγραμμο τμήμα HP , όπου H το ορθόκεντρο του ABC, είναι παράλληλο, ομόρ-
ροπο και ίσο προς το LL′. Το ορθόκεντρο H ′ του DEF είναι το συμμετρικό του H ως
προς P .

Απόδειξη. ΄Εστω τα τρίγωνα ABC και DEF είναι περιγεγραμμένα στον κύκλο κ, είναι S -
συσχετισμένα. ΄Εχουμε τα δελτοειδή δ και δ′ των τριγώνων αυτών.
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Σχήμα 5.9: Εφαπτόμενες από το εσωτερικό του δελτοειδούς

1. Αν θεωρήσουμε ότι ο περίκυκλος κ είναι κέντρου O και ακτίνας 2r. ΄Εστω ε ο κύκλος
Euler του τριγώνου ABC, κέντρου L και ακτίνας r και ε′ ο κύκλος Euler του τριγώνου
DEF , κέντρου L′ και ακτίνας r. Οπότε οι κύκλοι αυτοί είναι ίσοι, ενώ ο ε′ είναι
παράλληλη μεταφορά του ε κατά τμήμα LL′.

Κατά συνέπεια, τα δελτοειδή δ, δ′ κατασκευάζονται γύρω από ίσους κύκλους με κέντρα
L και L′ αντίστοιχα, περιγεγραμμένα σε ίσους κύκλους ακτίνας 3r.
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Τα τρίγωνα ABC και DEF είναι S - συσχετισμένα, κατά συνέπεια, έχουν το ίδιο
παράγωγο τρίγωνο, το οποίο καθορίζει πλήρως τον προσανατολισμό των δ και δ′.

Οπότε τελικά το δ′ είναι παράλληλη μεταφορά του δ κατά τμήμα LL′.

2. Από το θεώρημα (5.4), αφού το P είναι εσωτερικό του δελτοειδούς δ′, άγονται τρεις
εφαπτόμενες προς αυτό, οι οποίες αντιστοιχούν στις ευθείες Wallace - Simson τριών
σημείων του περίκυκλου, τα οποία δημιουργούν τρίγωνο S - συσχετισμένο ως προς το
DEF . Δεδομένου ότι τα ABC και DEF είναι S - συσχετισμένα, τα τρία αντίστοιχα
σημεία είναι τα A,B και C. Δηλαδή οι ευθείες w′(A), w′(B) και w′(C) διέρχονται από
το P .

3. Το δελτοειδές δ′ είναι παράλληλη μεταφορά του δελτοειδούς δ. Το διάνυσμα μετατόπι-
σης, ισούται με LL′.

΄Εστω M το σημείο του περίκυκλου και tM η εφαπτομένη του στο σημείο αυτό. Ας
ονομάσουμε o(tM) τον ορθόπολο της tM ως προς το τρίγωνο ABC και o

′(tM) τον ορ-
θόπολο της tM ως προς το τρίγωνο DEF .
Οι ορθόπολοι o(tM) και o′(tM) είναι τα σημεία επαφής των w(M) και w′(M) με τα
αντίστοιχα δελτοειδή, οπότε είναι τα αντίστοιχα σημεία της μεταφοράς των δελτοει-

δών.Δηλαδή το o′(tM) είναι το σημείο η παράλληλος μεταφορά του σημείου o(tM) με-
τατοπισμένο κατά διάνυσμα LL′.

Θα γενικεύσουμε τώρα τη διαπίστωση αυτή για οποιαδήποτε ευθεία d, ακόμα και αν δεν
είναι εφαπτομένη του κύκλου.

Για οποιαδήποτε λοιπόν ευθεία d υπάρχει παράλληλη εφαπτομένη στον περίκυκλο. ΄Οπως
είναι ήδη γνωστό από τις ιδιότητες του ορθόπολου, ο ορθόπολος της ευθείας d είναι
παράλληλη μεταφορά του ορθόπολου της αντίστοιχης εφαπτομένης του κύκλου. Οπότε

η ιδιότητα ανάγεται και σε οποιαδήποτε ευθεία.

4. ΄Εστω H το ορθόκεντρο του τριγώνου ABC και H ′ το ορθόκεντρο του DEF .

Το H είναι ο ορθόπολος της πλευράς BC ως προς το τρίγωνο ABC. Το σημείο P
είναι σημείο τομής της w′(B) και w′(C), κατά συνέπεια ο ορθόπολος της ευθείας BC
ως προς το τρίγωνο DEF .
΄Αρα τα H και P είναι οι ορθόπολοι της ευθείας BC ως προς τα τρίγωνα ABC και
DEF , έτσι το P είναι μετατόπιση του H κατά το διάστημα LL′.
΄Ομοια και το H ′ είναι παράλληλη μετατόπιση του P κατά LL′.

΄Ετσι τα H και H ′ είναι συμμετρικά ως προς το P .

5.3 Κατασκευη

Τώρα μπορούμε να δώσουμε τον κανόνα κατασκευής όλων των τριγώνων με το ίδιο δελτοειδές.
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Από το προηγούμενο θεώρημα έπεται, ότι μεταφέροντας το τρίγωνο DEF κατά το προ-
σανατολισμένο τμήμα LL′ παίρνουμε ένα τρίγωνο D′E ′F ′ με το ίδιο δελτοειδές δ του ABC.
Προκύπτει λοιπόν η επόμενη διαδικασία ορισμού όλων των τριγώνων που έχουν το ίδιο

δελτοειδές δ του ABC.

Θεώρημα 5.6. ΄Εστω κ ο περίκυκλος του τριγώνου ABC και δ το δελτοειδές του. ΄Ολα τα
τρίγωνα με το ίδιο δελτοειδές, προκύπτουν ως εξής:
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A
2

B
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2

Σχήμα 5.10: Κατασκευή τριγώνων με το ίδιο δελτοειδές

1. Επιλέγονται δύο διαφορετικά σημεία D,F του περίκυκλου κ. Προσδιορίζεται ο ορθόπο-
λος P της ευθείας DF ως προς το τρίγωνο ABC.
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Σχήμα 5.11: Κατασκευή τριγώνων με το ίδιο δελτοειδές

Βήμα 1o
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2. Προσδιορίζεται το συμμετρικό H ′ του ορθόκεντρου H του τριγώνου ABC ως προς P .
Από το H ′ άγεται κάθετος προς την DF και ευρίσκεται το σημείο τομής της E με τον
περίκυκλο που ικανοποιεί την ισότητα προσανατολισμένων τόξων:

_

DA +
_

EB +
_

FC= 0
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E

Σχήμα 5.12: Κατασκευή τριγώνων με το ίδιο δελτοειδές

Βήμα 2o

΄Ετσι τα δύο τρίγωνα ABC και DEF είναι S-συσχετισμένα, γεγονός που σημαίνει ότι
το δελτοειδές του DEF είναι παράλληλος μεταφορά του τριγώνου ABC κατά τμήμα
HP .

3. Το τρίγωνο D′E ′F ′ που προκύπτει από ο DEF μέσω μεταφοράς κατά το ευθύγραμμο
τμήμα PH, έχει τις επιθυμητές ιδιότητες, εφόσον οι περιβάλλουσα των ευθειώνWallace-
Simson του D′E ′F ′ θα είναι παράλληλος μεταφορά κατά τμήμα PH, της περιβάλλουσας
των ευθειών Wallace-Simson του DEF .
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Σχήμα 5.13: Κατασκευή τριγώνων με το ίδιο δελτοειδές

Βήμα 3o
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Κεφάλαιο 6

Οικογενειες Τριγωνων
Περιγεγραμμενων σε Δελτοειδες

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τον τρόπο κατασκευής όλων των τριγώνων, των οποίων

οι πλευρές εφάπτονται ενός δελτοειδούς.

Για τη μελέτη αυτή θα πρέπει να εισαγάγουμε την έννοια των ορθοπολικών τριγώνων.

Επίσης θα γίνει παρουσίαση της παραβολής της εφαπτομένης στις πλευρές ενός τριγώνου,

αλλά και των ιδιοτήτων της, καθώς και τον τρόπο με τον οποίο αυτή η παραβολή σχετίζεται

με τα ορθοπολικά τρίγωνα.

6.1 Η Παραβολη των Τεσσαρων Ευθειων σε
Γενικη Θεση

Για να ορίσουμε την παραβολή αυτή, αρχικά θα πρέπει να μιλήσουμε για το σημείο Miquel το
οποίο ταυτίζεται με την εστία της παραβολής μας.

Αρχίζουμε λοιπόν από τον ορισμό του σημείου Miquel καθώς και το βασικό θεώρημα που
ισχύει για αυτό.

΄Εχουμε τέσσερις ευθείες σε γενική θέση. Οι ευθείες αυτές τέμνονται σε έξι διαφορετικά

σημεία τα οποία και ορίζουν τέσσερα τρίγωνα. Οι περίκυκλοι των τεσσάρων αυτών τριγώνων

τέμνονται σε ένα σημείο M , το σημείο Miquel των ευθειών, [Aar08, p.159], [Flo63], [NAI52,
p.147].

Για την απόδειξη αυτού του ισχυρισμού θα χρειαστούμε το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 6.1. ΄Εστω τρίγωνο ABC και D,E, F σημεία των πλευρών AB,CB,AC αν-
τίστοιχα.

Τότε οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ADF,BDE,CEF , διέρχονται από το ίδιο
σημείο M , το σημείο Miquel των D,E, F .
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Σχήμα 6.1: Σημείο Miquel τριών σημείων τριγώνου

(Miquel pivot point)

Απόδειξη. ΄Εστω οι περίκυκλοι κ1, κ2 των τριγώνων ADF και DBE, τέμνονται στο D και
έστω M το δεύτερο σημείο τομής.
Οπότε τα τετράπλευρα ADMF και BDME είναι εγγράψιμα,

άρα M̂EB = ÂDM = M̂FC, οπότε και το MECF είναι εγγράψιμο. ΄Αρα ο περίκυκλος του
τριγώνου ECF διέρχεται από το M .
(Αν τα σημεία D,E, F είναι συνευθειακά, τότε το σημείο M είναι επί του περίκυκλου του

τριγώνου ABC).

Γενικεύοντας λοιπόν έχουμε το παρακάτω θεώρημα, [Car65b].

Θεώρημα 6.2. Δοθείσων τεσσάρων ευθειών, ε1, ε2, ε3, ε4 σε γενική θέση, οι περιγεγραμ-
μένοι κύκλοι, διέρχονται από κοινό σημείο M .

(Miquel pivot point - the four lines viewpoint)

Απόδειξη. ΄Εχουμε τις ευθείες ε1, ε2, ε3 που σχηματίζουν το τρίγωνο ABC και την ε4 που
τις τέμνει. ΄Εστω A′, B′, C ′ τα σημεία τομής με τις ε2, ε3, ε1 αντίστοιχα. Από την πρόταση
που αναφέραμε, οι κύκλοι κ1, κ2, κ3 που είναι περίκυκλοι των τριγώνων AB

′C ′, A′BC ′, A′B′C
τέμνονται στο σημείο M .
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Σχήμα 6.2: Σημείο Miquel τεσσάρων ευθειών

Αν τώρα έχουμε τις ε1, ε2, ε4 που σχηματίζουν το τρίγωνο A
′BC ′ και την ε3 που τις τέμνει.

Από την πρόταση που αναφέραμε, οι κύκλοι κ1, κ2, κ4 τέμνονται σε ένα σημείο, το οποίο είναι
το M , αφού είναι το δεύτερο σημείο τομής των κ1, κ3.
΄Αρα όλοι οι περίκυκλοι διέρχονται από το M .

Τώρα ήμαστε έτοιμοι να μελετήσουμε την ιδιότητα παραβολής εφαπτόμενης στις πλευρές

τριγώνου ABC, [Sli12].

Θεώρημα 6.3. Για κάθε τρίγωνο ABC, υπάρχει μία παραβολή, η οποία εφάπτεται στις
πλευρές του και έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Η εστία F της παραβολής είναι επί του περίκυκλου του τριγώνου.

2. Οι προβολές του σημείου F σε κάθε μία από τις πλευρές του τριγώνου, βρίσκονται πάνω
σε μία ευθεία, η οποία είναι η εφαπτομένη της παραβολής στην κορυφή της V . ΄Αρα η
εφαπτομένη αυτή συμπίπτει με την ευθεία Wallace - Simson του τριγώνου ως προς το
σημείο F .

3. Η διευθετούσα της παραβολής, διέρχεται από το ορθόκεντρο του τριγώνου και συμπίπτει

με την ευθεία Steiner του τριγώνου ως προς το σημείο F .

Απόδειξη. ΄Εστω το τρίγωνο ABC με τις πλευρές του εφαπτόμενες σε παραβολή, εστίας F .
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Σχήμα 6.3: Παραβολή εφαπτόμενη σε τρίγωνο

1. ΄Εστω P,Q,K τα σημεία επαφής του τριγώνου και της παραβολής. Από τις ιδιότητες
για τις χορδές μίας παραβολής, έχουμε ότι τα τρίγωνα BFP και FQB είναι όμοια. Αν
D, J,K οι προβολές του F πάνω στις πλευρές του τριγώνου, έχουμε και το DJF όμοιο
με τα προηγούμενα.

Ακόμη, εφόσον τα τετράπλευρα KFJC και AFKD είναι εγγράψιμα, τα τρίγωνα AFC
και DFJ είναι όμοια.
Οπότε τελικά όλα τα BFP, FQB, DJF και AFC είναι μεταξύ τους όμοια.
Λόγω των σχέσεων των γωνιών που δημιουργούνται, έχουμε ότι το τετράπλευρο ABCF
είναι εγγράψιμο. ΄Αρα το F είναι σημείο του περίκυκλου του τριγώνου ABC.

2. Γνωστή ιδιότητα της παραβολής, είναι ότι το ίχνος της εστίας πάνω σε εφαπτομένη

της παραβολής, βρίσκεται επί της εφαπτομένης στην κορυφή. ΄Ετσι οι προβολές του

σημείου F σε κάθε μία από τις πλευρές του τριγώνου, οι οποίες είναι και εφαπτομένες
της παραβολής, βρίσκονται πάνω στην εφαπτομένη της παραβολής στην κορυφή της V .
΄Αρα η εφαπτομένη αυτή συμπίπτει με την ευθεία Wallace - Simson του τριγώνου ως
προς το σημείο F .

3. Η διευθετούσα της παραβολής αυτής, είναι παράλληλη της εφαπτομένης της κορυφής

και δημιουργεί ίσα τμήματα από το F . Δηλαδή V F = V L. ΄Αρα από θεώρημα Θαλή,
KF = KG,FD = DE,FJ = JI. Χαρακτηριστική ιδιότητα της ευθείας Steiner
του τριγώνου. Η ευθεία Steiner όμως περιέχει και το ορθόκεντρο H. ΄Αρα τελικά, η
διευθετούσα, διέρχεται από το ορθόκεντρο του τριγώνου και συμπίπτει με την ευθεία

Steiner του τριγώνου ως προς το σημείο F

Ας κάνουμε τώρα τη σύνδεση με το σημείο Miquel
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Θεώρημα 6.4. Δοθεισών τεσσάρων ευθειών ε1, ε2, ε3, ε4 σε γενική θέση, υπάρχει ακριβώς
μία παραβολή που έχει αυτές τις ευθείες ως εφαπτόμενες.

Η εστία αυτής της παραβολής είναι το σημείο Miquel, F των τεσσάρων ευθειών.
Η διευθετούσα της παραβολής είναι η ευθεια Steiner του F , ως προς ένα οποιοδήποτε από τα
τρίγωνα που δημιουργούνται από τις ευθείες.

Η ευθεία Wallace - Simson w(F ) του F ως προς ένα από τα τρίγωνα είναι η επαπτομένη της
παραβολής στην κορυφή της.

(The parabola tangent to four given lines)

ε
1

ε
1

ε
2

ε
3

M

ευθεία Steiner του Μ

ευθεία  Wallace-Simson του Μ 

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται χρησιμοποιώντας την παραπάνω ιδιότητα, για κάθε ένα από τα

τρίγωνα που σχηματίζονται.

6.2 Ορθοπολικα Τριγωνα

Θα μελετήσουμε τώρα μία ακόμη σχέση μεταξύ των τριγώνων, που ορίζει τα λεγόμενα ορ-

θοπολικά τρίγωνα. Θα ξεκινήσουμε από τον ορισμό και θα δούμε τα θεωρήματα που αυτός

συνεπάγεται.

Δύο τρίγωνα ABC και DEF με τον ίδιο περίκυκλο λέγονται ορθοπολικά, όταν υπάρχει
σημείο P , το οποίο είναι ορθόπολος κάθε πλευράς του ενός τριγώνου ως προς το άλλο.
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Σχήμα 6.4: Ορθοπολικά τρίγωνα

Από την ανάλυση στο προηγούμενο κεφάλαιο συνάγεται το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 6.5. Δύο τρίγωνα είναι ορθοπολικά τότε και μόνο τότε όταν είναι S-συσχετισμένα.

(Orthopolar triangles)

Απόδειξη. Το θεώρημα έχει δύο κατευθύνσεις.

Ας ξεκινήσουμε από το ευθύ.

΄Εστω δύο τρίγωνα ABC και DEF τα οποία είναι ορθοπολικά περιγεγραμμένα σε κύκλο κ.
΄Αρα υπάρχει σημείο P το οποίο είναι ορθόπολος κάθε πλευράς του ενός τριγώνου ως προς
το άλλο.

Αφού DE είναι χορδή του κ, οι ευθείες w(D) και w(E), τέμνονται στον ορθόπολο o(DE),
κατά συνέπεια το P είναι σημείο των ευθειών w(D), w(E).
Με το ίδιο επιχείρημα δείχνουμε ότι από το σημείο P διέρχεται και η w(F ).
Ακόμη αφού το P είναι ορθόπολος, βρίσκεται επ΄ ευθείας κάθετης στην DE. Δηλαδή

w(F ) ⊥ DE.
Με αντίστοιχη διαδικασία αποδεικνύεται ότι w(D) ⊥ EF και w(E) ⊥ DF .

΄Αρα τα τρίγωνα ABC και DEF είναι S-συσχετισμένα.
Για το αντίστροφο.

΄Εστω τα τρίγωνα ABC και DEF δύο S συσχετισμένα τρίγωνα. ΄Εχει ήδη αποδειχτεί ότι οι
ευθείες w(D), w(E) και w(F ) τέμνονται σε σημείο P .
Αφού η πλευρά του τριγώνου DE είναι χορδή του περιγεγραμμένου κύκλου κ έχουμε ότι
οι ευθείες w(D), w(E) τέμνονται στον ορθόπολο της DE ως προς το τρίγωνο ABC. Με
ανάλογο επιχείρημα οι w(D), w(F ) τέμνονται στον ορθόπολο της DF και οι w(F ), w(E)
τέμνονται στον ορθόπολο της FE. Κατά συνέπεια το σημείο P είναι ο ορθόπολος των
πλευρών του DEF ως προς το τρίγωνο ABC.
Αφού τα τρίγωνα ABC καιDEF είναι S - συσχετισμένα, οι w′(A), w′(B), w′(C) τέμνονται

στο ίδιο σημείο P , με ανάλογο αποτέλεσμα.
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Το θεώρημα αυτό οδηγεί σε μία άλλη άποψη της σχέσης ισοδυναμίας του S - συσχετισμού
μεταξύ δύο τριγώνων. Αυτή η άποψη εκφράζεται στο παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 6.6. ΄Εστω ότι τα τρίγωνα ABC και DEF είναι ορθοπολικά με κοινό περίκυκλο
κ. Τότε προκύπτουν οι ακόλουθες ιδιότητες.

1. Υπάρχει ένα μοναδικό σημείο Q στον περίκυκλο κ ως προς το οποίο οι ευθείες Wallace
- Simson w(Q), w′(Q) του Q ως προς τα δύο τρίγωνα να συμπίπτουν.

2. Τα δύο τρίγωνα έχουν όλες τις πλευρές του εφαπτόμενες στην παραβολή με εστία το

σημείο Q και διευθετούσα την ευθεία HH ′ που ορίζεται από τα ορθόκεντρα των δύο
τριγώνων.

3. Αυτή είναι η χαρακτηριστική ιδιότητα των S-συσχετισμένων τριγώνων: Τα δύο τρίγωνα
είναι S-συσχετισμένα τότε και μόνο τότε, όταν είναι εγγεγραμμένα στον ίδιο κύκλο κ
και οι πλευρές είναι εφαπτόμενες της ίδιας παραβολής.

(The tangency to the parabola)

H Q

w(F)

E

F
D

P

B

C

A

H'

κ

Σχήμα 6.5: Ορθοπολικά τρίγωνα εφαπτόμενα στην ίδια παραβολή

Απόδειξη. ΄Εστω τρίγωνα ABC και DEF ορθοπολικά, με περίκυκλο κ. ΄Εστω ακόμη H το
ορθόκεντρο του τριγώνου ABC και H ′ το ορθόκεντρο του DEF .

1. Εφόσον τα τρίγωνα ABC και DEF είναι ορθοπολικά, το ευθύγραμμο τμήμα HH ′

ορίζει μία διεύθυνση όπου οι ευθείεςWallace - Simson ως προς τα δύο τρίγωνα να είναι
παράλληλες στο HH ′ και να ταυτίζονται.

Η διαπίστωση αυτή οφείλεται στα παρακάτω

΄Εστω σημείο Q του περίκυκλου κ τέτοιο ώστε w(Q) ‖ HH ′.
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Τα τρίγωνα ABC και DEF είναι ορθοπολικά, άρα και S-συσχετισμένα.
΄Εχουμε ακόμη w(Q) ‖ w′(Q) ενώ ταυτόχρονα η ευθεία w′(Q) διέρχεται από το μέσον
του QH ′.
Ωστόσο η w(Q), από θεώρημα Θαλή, διέρχεται από το μέσον του QH ′, κατά συνέπεια
οι ευθείες w(Q), w(Q′) συμπίπτουν.

2. Το τρίγωνο ABC έχει τις πλευρές του εφαπτόμενες σε παραβολή με εστία το Q και
διευθετούσα που διέρχεται από το ορθόκεντρο του H.
΄Ομοια και για το τρίγωνο DEF .

΄Ετσι έχουμε την παραβολή με διευθετούσα παράλληλη στο ευθύγραμμο τμήμα HH ′ και
κορυφή το σημείο Q, η οποία είναι εφαπτομένη και στα δύο τρίγωνα.

3. Αν τα δύο τρίγωνα είναι περιγεγραμμένα στον ίδιο κύκλο κ και εφάπτονται στην ίδια
παραβολή, τότε w(Q) ‖ HH ′ όπως και w′(Q) ‖ HH ′.
Κατά συνέπεια w(Q) ‖ w′(Q). ΄Αρα τα τρίγωνα ABC,DEF είναι S - συσχετισμένα.

6.3 Κατασκευη

Σε αυτήν εδώ την ενότητα θα παρουσιαστεί ο τρόπος με τον οποίο μπορούμε να κατασκευ-

άσουμε όλα τα τρίγωνα που περιγράφονται από δεδομένο δελτοειδές, χρησιμοποιώντας τις

ιδιότητες που μελετήθηκαν στο παρόν κεφάλαιο. Παρακάτω λοιπόν γίνεται η αναλυτική περι-

γραφή.

Θεώρημα 6.7. Δοθέντος δελτοειδούς δ περιγεγραμμένο σε ισόπλευρο ABC, το σύνολο των
περιγεγραμμένων σε αυτό τριγώνων κατασκευάζεται με την επόμενη διαδικασία.
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Σχήμα 6.6: Κατασκευή τριγώνων περιγεγραμμένων στο ίδιο δελτοειδές
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1. Για τυχόν σημείοQ του περίκυκλου κ του ABC, διαφορετικό των κορυφών του, ορίζεται
παραβολή π(Q). Η παραβολή αυτή, έχει εστία το σημείο Q και κορυφή Q′.
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Σχήμα 6.7: Κατασκευή τριγώνων περιγεγραμμένων στο ίδιο δελτοειδές

Βήμα 1o

Το Q′ λόγω του θεωρήματος (6.3) είναι το σημείο επαφής της ευθείας w(Q) ως προς
ABC, η οποία είναι και εφαπτομένη της παραβολής.

2. Από σημείο D′ του περίκυκλου, εκτός της παραβολής και διαφορετικό των κορυφών του
ABC άγονται δύο εφαπτόμενες προς την παραβολή.
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Σχήμα 6.8: Κατασκευή τριγώνων περιγεγραμμένων στο ίδιο δελτοειδές

Βήμα 2o
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Οι εφαπτόμενες αυτές τέμνουν τον κ σε δύο άλλα σημεία αντίστοιχα E ′ και F ′. Η E ′F ′

είναι επίσης εφαπτομένη της παραβολής.

3. Εφόσον τα δύο τρίγωνα ABC και D′E ′F ′ είναι εφαπτόμενα στην ίδια παραβολή, από
το θεώρημα (6.6) είναι μεταξύ τους S-συσχετισμένα, γεγονός που εξασφαλίζει ότι το
δελτοειδές του D′E ′F ′ είναι παράλληλη μετατόπιση του δελτοειδούς του ABC κατά

τμήμα
H ′H

2
, όπου H το ορθόκεντρο του τριγώνου ABC και H ′ το ορθόκεντρο του

τριγώνου D′E ′F ′.
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Σχήμα 6.9: Κατασκευή τριγώνων περιγεγραμμένων στο ίδιο δελτοειδές

Βήμα 3o

Το τρίγωνο D′E ′F ′ μετατοπίζεται κατά το προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα
H ′H

2
στο DEF . Το τρίγωνο DEF είναι περιγεγραμμένο στο δελτοειδές δ.
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