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Ειςαγωγή 

Θ ειςαγωγι των μακθτϊν ςτθν ζννοια τθσ μακθματικισ αναλογίασ 

ξεκινάει πλζον ιδθ από τθν τ’ Δθμοτικοφ μζχρι και τισ τελευταίεσ 

τάξεισ του Λυκείου. τθν Β’ Λυκείου ςτο μάκθμα τθσ Ευκλείδειασ 

Γεωμετρίασ οι μακθτζσ ζρχονται ςε επαφι με τισ γεωμετρικζσ 

εφαρμογζσ τθσ ζννοιασ, όπωσ για παράδειγμα το Κεϊρθμα του Καλι. 

Πάνω ςε αυτι τθν προςπάκεια τθσ ειςαγωγισ των μακθτϊν ςτθν 

γεωμετρικι ςκοπιά τθσ μακθματικισ αναλογίασ εγείρονται διάφορα 

ερωτιματα. ε τι βακμό κατανοοφν οι μακθτζσ τθσ Β’ Λυκείου τθν 

ζννοια τθσ μακθματικισ αναλογίασ και των εφαρμογϊν τθσ ςτα πλαίςια 

του μακιματοσ τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ; Είναι ςε κζςθ να 

εφαρμόςουν για παράδειγμα το Κεϊρθμα του Καλι ςε προβλιματα 

όπου δεν αναφζρεται το όνομα του Κεωριματοσ ι απλϊσ εφαρμόηουν 

από ςυνικεια ι αποςτικιςθ κάποιο τρόπο επίλυςθσ τζτοιων 

γεωμετρικϊν προβλθμάτων; Διαχωρίηουν τισ ζννοιεσ του λόγου 

τμθμάτων και τθσ αναλογίασ τμθμάτων;  

τθν παροφςα εργαςία επιχειρείται, αρχικά, μια ιςτορικι αναδρομι τθσ 

κεμελίωςθσ τθσ ζννοιασ τθσ μακθματικισ αναλογίασ από γεωμετρικι 

ςκοπιά κακϊσ και τθσ εξζλιξθσ τθσ ζννοιασ μζχρι τθν ςφγχρονθ εποχι. 

Ουςιαςτικά θ ιςτορικι αναδρομι ξεκινάει από τον Ευκλείδθ (γνωςτόσ 

και ωσ Κεμελιωτισ ι αλλιϊσ τοιχειωτισ τθσ Γεωμετρίασ), ςτο ζργο του 

«τοιχεία» ςτο οποίο περιζχεται και ο οριςμόσ τθσ κεμελίωςθσ τθσ 

ζννοιασ που δόκθκε από τον Εφδοξο τον Κνίδιο. 

τθν πρϊτθ ενότθτα παρουςιάηεται ςυνοπτικά θ γεωμετρικι αντίλθψθ 

των ανκρϊπων πριν τον Ευκλείδθ, κακϊσ και τα ςτοιχεία που ζχουν 

διαςωκεί για τθν ηωι του. 

τθν δεφτερθ ενότθτα, ορίηονται οι ζννοιεσ λόγοσ και αναλογία 

τμθμάτων, οι οποίεσ όπωσ κα δοφμε και παρακάτω ςυγχζονται από  

τουσ μακθτζσ. Επιπλζον, επιχειρείται όπωσ αναφζρκθκε και παραπάνω 

μια ιςτορικι αναδρομι τθσ ζννοιασ από τθν αρχαία μζχρι τθν ςφγχρονθ 

εποχι (τομζσ Dedekind).  

τθν τρίτθ ενότθτα, επιχειρείται περιγραφι τριϊν από τισ κεωρίεσ που 

ζχουν αναπτυχκεί και ςχετίηονται με τθν μάκθςθ και διδαςκαλία 

μακθματικϊν εννοιϊν. Οι κεωρίεσ αυτζσ βοθκοφν τόςο ςτθν ερμθνεία 
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τθσ ςκζψθσ των μακθτϊν πάνω ςτισ μακθματικζσ ζννοιεσ, όςο και ςτον 

ςχεδιαςμό διδακτικϊν δραςτθριοτιτων για τθν αντιμετϊπιςθ 

προβλθμάτων κατανόθςθσ των μακθματικϊν εννοιϊν. 

τισ τελευταίεσ ενότθτεσ  περιγράφεται θ ποιοτικι ζρευνα  που ζγινε ςε 

μακθτζσ Β’ Λυκείου, ςτα πλαίςια του μακιματοσ «Ευκλείδεια 

Γεωμετρία» ςτο 7ο κεφάλαιο με αντικείμενο τθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ 

τθσ μακθματικισ αναλογίασ. Σο ουςιαςτικότερο μζροσ τθσ ζρευνασ 

αποτελεί θ διεξαγωγι προςωπικϊν ςυνεντεφξεων που ζγιναν ςε δφο 

μακθτζσ, αφοφ μελετικθκαν οι απαντιςεισ οριςμζνων μακθτϊν οι 

οποίοι ςυμπλιρωςαν ζνα φφλλο δραςτθριοτιτων. Επιχειρείται 

αναλυτικι περιγραφι των ςυνεντεφξεων προσ τθν εξαγωγι 

ςυμπεραςμάτων τθσ ζρευνασ. 

Σζλοσ παρουςιάηονται προτάςεισ προσ μελλοντικι διερεφνθςθ του 

κζματοσ. 
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1.Προευκλείδεια Εποχή-Ευκλείδησ 

Θ Γεωμετρία πριν τον Ευκλείδθ 

τθν κακθμερινότθτά μασ παρατθροφμε μια πλθκϊρα μορφϊν, που 

εδϊ και αιϊνεσ τισ αποκαλοφμε γεωμετρικζσ, αντιλαμβανόμενοι ζνα 

είδοσ γεωμετρικισ φφςθσ που μασ περιβάλλει. Αυτι μασ θ αντίλθψθ 

ενιςχφεται ςιμερα και από τθν επιςτιμθ, θ οποία μασ αποκαλφπτει ότι 

παντοφ μζςα ςτθν φφςθ υπάρχει μία “Γεωμετρία”, θ τάξθ τθσ οποίασ 

περιζχεται ςτθ δομι όλων των πραγμάτων, από τα μόρια και τουσ 

κρυςτάλλουσ μζχρι τουσ γαλαξίεσ, δθλαδι από τον μικρόκοςμο μζχρι 

τον μακρόκοςμο.  

φμφωνα με τον Katz (2013), ςτουσ αρχαιότερουσ χρόνουσ, τότε που θ 

επιςτιμθ ιταν ζνα με τθν κρθςκεία και τθ μαγεία, θ βαςικι γνϊςθ ιταν 

ςυγκεντρωμζνθ ςτα χζρια των ιερζων. Σα μακθματικά (αρικμθτικι και 

γεωμετρία) εκείνθσ τθσ εποχισ ιταν βαςικό μζροσ τθσ μυςτικισ γνϊςθσ 

και ςυχνά ςυνδεόταν με τον μυςτικιςμό. Αργότερα, θ αρμονία των 

γεωμετρικϊν δομϊν κεωρικθκε ζκφραςθ ενόσ “κεϊκοφ ςχεδίου” που 

διζπει τον κόςμο (ςφμφωνα με τθν γνωςτι ριςθ των Πυκαγορείων “Αεί 

ο Κεόσ ο Μζγασ γεωμετρεί”). 

Βζβαια για να μπορζςει ο άνκρωποσ να διαχειριςτεί και να μελετιςει 

αυτζσ τισ μορφζσ, απαραίτθτθ είναι θ ιδεατι αναπαράςταςι τουσ. Για 

παράδειγμα, ο κφκλοσ (ζνα από τα αρχαιότερα ςφμβολα που χάραξε ο 

άνκρωποσ) μπορεί να κεωρθκεί ωσ ιδεατι αποτφπωςθ του θλιακοφ 

δίςκου. Θ (μακθματικι) ςφαίρα παραπζμπει ςτον ουράνιο κόλο. τθν 

αρχαία Αίγυπτο θ γεωμετρία χρθςιμοποιικθκε ςτθν οριοκζτθςθ και 

μζτρθςθ των γαιϊν, από όπου και ο όροσ “γεωμετρία”. Αυτό 

αποτελοφςε απαραίτθτο ςτοιχείο μετά τισ ετιςιεσ πλθμμφρεσ του 

ποταμοφ Νείλου, ϊςτε να αποδοκοφν και πάλι οι ιδιοκτθςίεσ ςτουσ 
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κατόχουσ τουσ και να μετρθκοφν οι φορολογικζσ υποχρεϊςεισ τουσ 

ςτουσ Φαραϊ. τθν ςυνζχεια πιο προχωρθμζνοι υπολογιςμοί 

(εμπειρικοί και πρακτικοί) χρθςιμοποιικθκαν ςτθν οικοδόμθςθ των 

πυραμίδων. Θ γεωμετρία κάλυπτε ανάλογεσ πρακτικζσ και ςε άλλουσ 

λαοφσ (Βαβυλωνίουσ, Κινζηουσ), όπωσ μαρτυροφν ςφγχρονεσ 

αρχαιολογικζσ ανακαλφψεισ. 

ε κάκε περίπτωςθ, αυτι θ καταςκευι πυραμίδων και άλλων τεχνικϊν 

ζργων φανερϊνει μια αδιαμφιςβιτθτθ πρόοδο, θ οποία όμωσ 

παρζμεινε εμπειρικι. Για παράδειγμα, τα διάφορα εμβαδά 

υπολογίηονταν εντελϊσ πρακτικά, χωρίσ κάποιο ςυγκεκριμζνο τφπο ι 

αλγόρικμο ςτο κάκε είδοσ. υμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι πολιτιςμοί  τθσ 

Αιγφπτου και τθσ Βαβυλωνίασ, δεν ζδωςαν ςτουσ Ζλλθνεσ, με τουσ 

οποίουσ ιρκαν ςε επαφι, καμία κεωρθτικι κεμελίωςθ, από ότι μια 

τεράςτια ςυλλογι ςυγκεκριμζνων μακθματικϊν δεδομζνων ςε μορφι 

υπολογιςμϊν ι απλϊν καταγραφϊν. 

Από τθν άλλθ μεριά, ςφμφωνα με τον Katz, θ μελζτθ τθσ γεωμετρίασ και 

των μακθματικϊν γενικότερα, πζρα από τισ πρακτικζσ τθσ ανάγκεσ, ωσ 

μια πνευματικι αναηιτθςθ, ωσ κεωρθτικό πρόβλθμα, αποτελεί 

κατάκτθςθ του αρχαίου ελλθνικοφ πνεφματοσ. Οι αρχαίοι Ζλλθνεσ ιταν 

εκείνοι που άρχιςαν να αναηθτοφν το “γιατί” και το “πϊσ” των 

φαινομζνων. Ο Καλισ, φιλόςοφοσ και γεωμζτρθσ, ιταν εκείνοσ που 

αναηιτθςε τθν κεωρθτικι επεξιγθςθ των εμπειρικϊν δεδομζνων των 

Αιγυπτίων. Φαίνεται να ιταν ο πρϊτοσ που ςυνζλαβε και εφάρμοςε τθν 

ιδζα τθσ απόδειξθσ. Με τθν χριςθ όμοιων τριγϊνων κατάφερε να 

υπολογίςει με ακρίβεια το φψοσ των πυραμίδων που μζχρι τότε όπωσ 

είπαμε γινόταν εμπειρικά. Χάρθ ςτθν πρόβλεψθ τθσ ζκλειψθσ του θλίου 

το 585 π.Χ κατζκτθςε πρόςωπο μυκικό. 
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Ο Καλισ αναμφιςβιτθτα ενζπνευςε τουσ Πυκαγορείουσ και απζδειξε 

πολλά κεωριματα, τα οποία ο Ευκλείδθσ ςυμπεριζλαβε ςτο ζργο του 

“τοιχεία”. 

Μετά τον Καλι, ςτακμόσ ςτθν εξζλιξθ τθσ φιλοςοφικισ και 

μακθματικισ ςκζψθσ, αποτελεί το ζργο του Πυκαγόρα και τθσ ςχολισ 

του. Ο Πυκαγόρασ ζδωςε ςτθν αρικμθτικι τθν μορφι κεωρθτικισ 

επιςτιμθσ ςτθν οποία ςτθρίχκθκε και θ φιλοςοφικι του διδαςκαλία. Οι 

αρικμοί μποροφν να χωριςτοφν ςε τριγωνικοφσ και τετραγωνικοφσ και 

άλλουσ, των οποίων οι ςυνδυαςμοί προςφζρουν αξιόλογα 

ςυμπεράςματα. Αν λοιπόν φανταςτοφμε τουσ αρικμοφσ ςαν τελείεσ ι 

πετραδάκια και τουσ τοποκετιςουμε ςε κατάλλθλουσ ςχθματιςμοφσ 

τότε μποροφμε να πάρουμε μερικζσ μορφζσ όπωσ οι παρακάτω:  

 

χιμα 1 

τθν ίδια ςχολι μαηί με τθ φιλοςοφία, τθν αρικμθτικι καλλιεργικθκε 

και θ γεωμετρία, θ απόδειξθ του Πυκαγόρειου Κεωριματοσ, θ μελζτθ 

κανονικϊν ςχθμάτων και ςτερεϊν, είναι οριςμζνεσ από τισ γεωμετρικζσ 

εναςχολιςεισ τθσ. 
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Σα Μακθματικά, όροσ που οφείλεται ςτουσ Πυκαγόρειουσ, ςχετίηονται 

με τισ φιλοςοφικζσ τουσ αναηθτιςεισ. Οι ίδιοι αναηθτϊντασ τθν 

ςυμμετρία και αρμονία του κόςμου (Πυκαγορικόσ όροσ), αναγνϊριςαν 

τθν γεωμετρικι δομι μζςα ςε αυτόν. Θ δομι αυτι ςυνδζκθκε όμωσ με 

το άρρθτο ςτοιχείο που δεν κατάφερε να γίνει τότε αντιλθπτό από τουσ 

ανκρϊπουσ.  

Θ Γεωμετρία εξελίςςεται ςθμαντικά και ςτθν Ακαδθμία του Πλάτωνα. 

Σθν ςθμαςία που είχε θ Γεωμετρία για τον ίδιο τον Πλάτωνα και τουσ 

μακθτζσ του περιγράφει με τρόπο απόλυτο θ επιγραφι, θ οποία 

κοςμοφςε τθν είςοδο τθσ Ακαδθμίασ, το περίφθμο “Μθδείσ 

αγεωμζτρθτοσ ειςίτω”. τθν Ακαδθμία του Πλάτωνα ζδραςαν διάςθμοι 

μακθματικοί όπωσ ο Εφδοξοσ ο Κνίδιοσ, ο Κεαίτθτοσ ο Ακθναίοσ και 

πολλοί άλλοι, ενϊ δεν φαίνεται να είχε ιδιαίτερθ ςυμβολι ο ίδιοσ ο 

Πλάτων. 

Λίγα λόγια για τον Ευκλείδθ 

Οι T.L. Heath (1956) και V.J Katz (2013) αναφζρουν ότι  Ευκλείδθσ 

κεωρείται ο διαςθμότεροσ μακθματικόσ όλων των εποχϊν και το όνομά 

του ζχει ταυτιςτεί με τθν Γεωμετρία. τθν αρχαιότθτα ιταν γνωςτόσ ωσ 

Γεωμζτρθσ ι αλλιϊσ τοιχειωτισ. Σα ςτοιχεία που διακζτουμε για τθ 

ηωι και τθν δράςθ του είναι περιοριςμζνα. Ο ακριβισ χρόνοσ γζννθςθσ 

και κανάτου του κακϊσ και ο τόποσ γζννθςισ του παραμζνουν 

άγνωςτα. 

Ο Ευκλείδθσ φαίνεται να φοίτθςε ςτθν Ακαδθμία του Πλάτωνα ωσ 

μακθτισ των μακθτϊν του και μεγαλφτεροσ από τον Αρχιμιδθ και τον 

Ερατοςκζνθ τον Κυρρθναίο. Ζηθςε ςτθ Αλεξάνδρεια όπου ςυνζκεςε και 

το πιο διάςθμο από τα ζργα του, τα Στοιχεία. Θ ακμι του Ευκλείδθ 

χρονολογείται περί το 300 π.Χ. 
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Σα τοιχεία του Ευκλείδθ και θ δομι τουσ 

φμφωνα με τουσ T.L. Heath (1956), V.J Katz (2013), Ε.. ταμάτθ κ.ά τα 

τοιχεία αποτελοφν το ςπουδαιότερο ζργο του Ευκλείδθ και 

διαχωρίηονται ςε 13 βιβλία1. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι υπιρξαν ζργα με 

τίτλο “τοιχεία” τα οποία γράφτθκαν από άλλουσ μακθματικοφσ πολφ 

πριν τον Ευκλείδθ. Για παράδειγμα, ο Λπποκράτθσ ο Χίοσ (470-410 π.Χ) 

είχε γράψει βιβλίο με τίτλο “τοιχεία” ςφμφωνα με τον Εφδθμο ςτο 

ζργο του “Λςτορία τθσ Γεωμετρίασ» και πολλοί άλλοι. 

Σο μοναδικό μακθματικό βιβλίο το οποίο ζχει γραφεί πριν από τον 

Ευκλείδθ και ζχει διαςωκεί ολόκλθρο είναι εκείνο του Αυτόλυκου του 

Πιτάνθ, το οποίο ζχει γραφεί κατά το τζλοσ του 4ου π.Χ. αιϊνα. Ο 

Αυτόλυκοσ ιταν ςφγχρονοσ και γνωςτόσ του Ευκλείδθ. Ο Ευκλείδθσ είχε 

πολφ καλι γνϊςθ του ζργου του Αυτόλυκου, παρόλα αυτά θ δομι και ο 

τρόποσ διεξαγωγισ των αποδείξεων των προτάςεων ιταν πολφ 

διαφορετικόσ, από εκείνον που χρθςιμοποίθςε ςτα “τοιχεία” ο 

Ευκλείδθσ. 

φμφωνα με τον Πρόκλο, ο Ευκλείδθσ ιταν ο τελευταίοσ που ζγραψε 

βιβλίο με τίτλο “τοιχεία”. χεδόν όλοι οι ιςτορικοί των επιςτθμϊν 

κεωροφν ότι ο λόγοσ τθσ μθ διάςωςθσ των υπόλοιπων ζργων με το ίδιο 

όνομα, είναι ότι κανζνα από εκείνα τα ζργα δεν μποροφςε να πλθςιάςει 

το μεγαλείο και τθν μοναδικότθτα των “τοιχείων” του Ευκλείδθ. 

φμφωνα με τον Πλάτωνα, θ μακθματικι γνϊςθ αποκτιζται μόνο με 

ςυλλογιςμοφσ. Δθλαδι δεν υπάρχουν ιδιότθτεσ που μποροφμε να τισ 

μάκουμε από τα ςχιματα. Κα πρζπει να αποδεικνφουμε με ακρίβεια. 
                                                           

1 Οριςμζνοι υποςτθρίηουν ότι τα τοιχεία διαχωρίηονται ςε 15 βιβλία, 
ςυμπεριλαμβανομζνων δφο ακόμθ ζργων, τα οποία γράφτθκαν πολφ αργότερα. Ωσ 
βιβλίο XVI αναφζρεται ζνα ζργο του Τψικλι που γράφτθκε το 2ο αιϊνα μ.Χ. Σο 
βιβλίο XV ζχει γραφτεί τον 6ο αιϊνα μ.Χ από κάποιο μακθτι του Λςιδωρου του 
Μιλιςιου. 
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υνεπϊσ οι αποδείξεισ μασ κα πρζπει να είναι ανεξάρτθτεσ από τα 

ςχιματα που ςχεδιάηουμε. Σθν άποψθ του Πλάτωνα ςυμμερίςτθκε και 

ο Ευκλείδθσ. 

Σα 13 βιβλία των τοιχείων περιζχουν 121 οριςμοφσ, 5 αιτιματα, 9 

κοινζσ ζννοιεσ (αξιϊματα) και 465 προτάςεισ (κεωριματα). Σα πρϊτα 

ζξι βιβλία αναφζρονται ςτθν επίπεδθ γεωμετρία. Σα επόμενα τρία 

πραγματεφονται τθν αρικμοκεωρία. Σο δζκατο παρουςιάηει τθν ζννοια 

των αςφμμετρων λόγων. Και τζλοσ, τα τρία τελευταία αφοροφν τθν 

ςτερεομετρία. Οι οριςμοί, τα αιτιματα και οι κοινζσ ζννοιεσ αποτελοφν 

τθ γλϊςςα τθσ κεωρίασ και είναι τα κεμζλια ολόκλθρου του ζργου του. 

Οι οριςμοί είναι αρκετά περιοριςμζνοι ςε αρικμό. Ο Ευκλείδθσ δεν 

κεϊρθςε αναγκαίο να ορίςει βαςικά γεωμετρικά αντικείμενα ι ακόμθ 

και ζννοιεσ. Για παράδειγμα, δεν υπάρχει οριςμόσ για το 

παραλλθλόγραμμο, το τραπζηιο, το πεντάγωνο, τον λόγο μεγεκϊν κλπ., 

ακόμθ δεν ορίηεται θ ιςότθτα αν και αναφζρεται ςτθ πρόταςθ 4 του 

βιβλίου I. 

Οι οριςμοί είναι είτε επεξθγιςεισ κάποιων εννοιϊν, είτε υποκζςεισ, είτε 

παραδοχζσ, προτάςεισ που τισ κεωροφμε αλθκείσ. Ζνα βαςικό 

χαρακτθριςτικό των οριςμϊν είναι ότι ο Ευκλείδθσ δίνει οριςμοφσ ςτα 

γεωμετρικά αντικείμενα προχποκζτοντασ τθν φπαρξι τουσ. 

Πλεονζκτθμα αποτελεί για πολλοφσ μακθματικοφσ, ότι ο Ευκλείδθσ 

ορίηει τα γεωμετρικά αντικείμενα χωρίσ προθγουμζνωσ να ζχει ορίςει 

τισ αρχικζσ τουσ ζννοιεσ. Αρκετοί οριςμοί που δίνει αποτελοφν οι ίδιοι 

αρχικζσ ζννοιεσ, όπωσ θ ζννοια του ςθμείου, τθσ γραμμισ κ. λπ. 

Εφόςον ορίςει το ςθμείο, τθ γραμμι, το κφκλο κλπ. ο Ευκλείδθσ 

παρακζτει τα πζντε αιτιματα, με ςτόχο να αποδείξει τθν φπαρξθ των 

γεωμετρικϊν μεγεκϊν κακϊσ και να διατυπϊςει τισ ιδιότθτζσ τουσ, 
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όπωσ επίςθσ και τισ ςχζςεισ που ζχουν μεταξφ τουσ. Σθν ζννοια του 

αιτιματοσ τθν ςυναντάμε και ςτα ζργα του Αριςτοτζλθ και του 

Πλάτωνα, κανζνασ όμωσ ιςτορικόσ των επιςτθμϊν δεν αμφιςβιτθςε τθν 

μοναδικι χριςθ και φπαρξθ των αιτθμάτων ςτο ζργο του Ευκλείδθ. Όλα 

τα παραπάνω ονομάηονται αρχζσ, πράγμα το οποίο φαίνεται να 

ακολοφκθςαν όλοι οι μακθματικοί πριν τον Ευκλείδθ.  

Σο αίτθμα δεν είναι μια απλι παραδοχι, αλλά μια κοινι αλικεια, θ 

οποία ςυνεπάγεται τθν αλικεια άλλων προτάςεων που προκφπτουν ωσ 

λογικι ςυνζπεια από το αίτθμα. Αυτζσ τισ προτάςεισ ο Ευκλείδθσ τισ 

χρθςιμοποιεί χωρίσ απόδειξθ. Για παράδειγμα, το πρϊτο αίτθμα λζει: 

“από δφο ςθμεία μόνο μία ευκεία γραμμι διζρχεται”. Αυτό ςθμαίνει ότι 

δφο ευκείεσ που ζχουν τα ίδια άκρα ι δφο κοινά ςθμεία ταυτίηονται και 

το ςπουδαιότερο ότι δφο ευκείεσ δεν μποροφν να περικλείουν κάποια 

επιφάνεια.  

Οι κοινζσ ζννοιεσ από τθν άλλθ μεριά ζχουν ευρεία εφαρμογι, όχι μόνο 

ςτθν Γεωμετρία αλλά και ςε άλλεσ επιςτιμεσ. Για παράδειγμα, “όταν ςε 

ίςα προςκζςουμε ίςα, προκφπτουν ίςα” κλπ. τισ διάφορεσ εκδόςεισ 

και μεταφράςεισ των τοιχείων ο αρικμόσ των κοινϊν εννοιϊν 

διαφζρει. Για παράδειγμα, ςτθν μετάφραςθ του Barocius περιζχονται 

10 αξιϊματα, ενϊ ςτο ζργο του Heiberg ςυναντάμε 9 αξιϊματα, τα 

οποία ονομάηει κοινζσ ζννοιεσ. Ο Heiberg κεωρεί ωσ γνιςια αξιϊματα 

του Ευκλείδθ τα πζντε από τα εννζα που περιζχονται ςτο βιβλίο του 

Πρόκλου. 

Σζλοσ, οι Προτάςεισ ζχουν κατανεμθκεί ςε όλα τα βιβλία ανάλογα με το 

περιεχόμενό τουσ.  

Εμείσ κα αςχολθκοφμε με το μεγαλφτερο μζροσ του πζμπτου βιβλίου 

των τοιχείων όπου αναπτφςςεται θ κεωρία των λόγων και τμιματα 
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των άλλων βιβλίων όπου χρθςιμοποιείται θ ζννοια του λόγου 

παρουςιάηοντασ τθν ιςτορικι εξζλιξθ τθσ ζννοιασ αυτισ μζςα από 

αξιοςθμείωτουσ οριςμοφσ και προτάςεισ. 

 

2. Ιςτορική αναδρομή 

2.1 Η ζννοια τησ αναλογίασ 

Ζνασ λόγοσ παριςτάνει μια ποςοτικι ςφγκριςθ δφο διαφορετικϊν 

μεγεκϊν, ποςοτιτων ι πραγμάτων, για παράδειγμα α, β και εκφράηεται 

από τον τφπο α : β. Επομζνωσ ο λόγοσ εκφράηει μια διαφορά τθν οποία 

εφκολα μποροφμε να αντιλθφκοφμε.  

φμφωνα με τον D.H. Fowler (1979) o λόγοσ αρικμϊν δεν ορίηεται 

τυπικά από τον Ευκλείδθ, αλλά εμφανίηεται για παράδειγμα μζςα από 

τθ ζννοια τθσ αναλογίασ ςτο βιβλίο VII-Οριςμόσ 21 («Ανάλογοι αρικμοί 

είναι αυτοί που ο πρϊτοσ αποτελεί για τον δεφτερο το ίδιο 

πολλαπλάςιο ι το ίδιο μζροσ ι τα ίδια μζρθ, όπωσ αποτελεί ο τρίτοσ για 

τον τζταρτο»). Επιπλζον ακριβι οριςμό για τον λόγο μεγεκϊν δεν 

ςυναντάμε ςτα τοιχεία του Ευκλείδθ αν και θ ερμθνεία του λόγου 

χρθςιμοποιείται ςυχνά.  

Ο οριςμόσ 3 του βιβλίου V των τοιχείων ορίηει τθν ζννοια τθσ 

αναλογίασ μζςω του λόγου ομοειδϊν μεγεκϊν, και φαίνεται να είναι 

απαραίτθτοσ για τθν φπαρξθ των προτάςεων που ακολουκοφν όπωσ κα 

δοφμε και παρακάτω.  

Μια αναλογία είναι πιο ςφνκετθ διότι εκφράηει μια ιςοδυναμία μεταξφ 

δφο λόγων, δθλαδι ζνα ςτοιχείο α είναι ωσ προσ ζνα ςτοιχείο β, όπωσ 

είναι ζνα ςτοιχείο γ προσ ζνα ςτοιχείο δ (ςυμβολικά α : β :: γ : δ). Οι 

Πυκαγόρειοι ονόμαηαν τθν ςχζςθ αυτι αςυνεχι αναλογία τεςςάρων 
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ςτοιχείων. τα τοιχεία του Ευκλείδθ κα ςυναντιςουμε τθν ζννοια τθσ 

αναλογίασ με εκφράςεισ όπωσ «ζχουν ι είναι o ζνασ για τον άλλο». Για 

παράδειγμα ςτθν Πρόταςθ VI-1: «Σα τρίγωνα και τα παραλλθλόγραμμα 

τα οποία ζχουν το ίδιο φψοσ, ζχουν λόγο εμβαδϊν ίςο προσ τον λόγο 

των βάςεων». 

Ο D.H. Fowler (1979) αναφζρει επιπλζον ότι ο ςυμβολιςμόσ «:» για τον 

λόγο δφο τζτοιων ποςοτιτων δόκθκε τον 17ο αιϊνα από τον Άγγλο 

αςτρονόμο Vincent Wing. Σθν ίδια εποχι ακολουκϊντασ  τον Wing, ο 

William Oughtred ζδωςε τον ςυμβολιςμό «::» για τθν ιςότθτα. Ο 

Ευκλείδθσ απζφευγε να χρθςιμοποιεί τθν λζξθ «ίςοσ» όταν αναφερόταν 

ςε λόγουσ, πράγμα το οποίο φανερϊνει ότι είναι πικανό να τουσ 

κεωροφςε ωσ ζνα τρίτο είδοσ ποςότθτασ  ξεχωριςτό από τα μεγζκθ και 

τουσ αρικμοφσ. 

Όταν περιοριςτοφμε ςε τρεισ όρουσ, δθλαδι ζνα ςτοιχείο α είναι ωσ 

προσ ζνα ςτοιχείο β, όπωσ είναι ζνα ςτοιχείο β ωσ προσ ζνα ςτοιχείο γ 

(ςυμβολικά α : β :: β : γ) τότε τα άκρα (α και γ) ςυνδζονται μεταξφ τουσ 

όπωσ λζμε μζςω ενόσ μζςου όρου του β. Οι Ζλλθνεσ ζδωςαν ςε αυτι 

τθν ςχζςθ τθν ονομαςία ςυνεχι αναλογία τριϊν όρων. φμφωνα με τον 

Νικόμαχο και άλλουσ Ζλλθνεσ φιλόςοφουσ θ ςχζςθ αυτι είναι θ 

μοναδικι που κα μποροφςε να κεωρθκεί αυςτθρά ωσ ανάλογοσ. Ζνα 

εφλογο ερϊτθμα εδϊ είναι αν μια αναλογία τριϊν όρων αποτελεί τθν 

πιο κοντινι προςζγγιςθ με τθν αναλογικι ςκζψθ. Θ απάντθςθ εδϊ είναι 

όχι, διότι υπάρχει μία μοναδικι αναλογικι διαίρεςθ θ οποία ορίηεται με 

δφο όρουσ, δφο ςτοιχεία. ε αυτι τθν περίπτωςθ, ο μικρότεροσ όροσ 

είναι ωσ προσ τον μεγαλφτερο, όπωσ ο μεγαλφτεροσ όροσ ωσ προσ τον 

μικρότερο ςυν τον μεγαλφτερο *ςυμβολικά: α : β :: β : (α+β)+. Θ 

γεωμετρικι αυτι αναλογία ιςτορικά φζρει το όνομα «Χρυςι Αναλογία» 
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και παίρνει τον ςυμβολιςμό του 21ου γράμματοσ του ελλθνικοφ 

αλφάβθτου «φ», παρότι ιταν γνωςτι και ςε άλλουσ πολιτιςμοφσ 

(Ε..ταμάτθσ κ. ά). 

 

2.2 Ιςτορική εξζλιξη τησ ζννοιασ τησ αναλογίασ 

Ο Ευκλείδθσ ειςάγει τθν ζννοια τθσ αναλογίασ ιδθ από το δεφτερο 

βιβλίο των τοιχείων, το οποίο περιζχει μια ςειρά από προτάςεισ για 

τετράγωνα, ορκογϊνια και τρίγωνα. το Κεϊρθμα ΛΛ-11 ςυναντάμε μια 

καταςκευι με όρουσ εμβαδϊν θ οποία ςτθν ουςία ορίηει τθν διαίρεςθ 

τθσ ευκείασ ςε μζςο και άκρο λόγο. 

Πρόταςθ ΛΛ-11: «Να αποκοπεί δοκείςα ευκεία γραμμι ζτςι ϊςτε το 

εμβαδόν του ορκογωνίου που περιζχεται από όλθ τθν ευκεία και ζνα 

από τα τμιματα, να είναι ίςο με το εμβαδόν ςτο εναπομζνον τμιμα» 

 

χιμα 2 

φμφωνα με το χιμα 2, ςτο Κεϊρθμα ΛΛ-11 ηθτείται το εμβαδόν του 

τετραγϊνου ΑΓΔΕ με ίςεσ πλευρζσ ΑΓ να ζχει ίςο εμβαδόν με το 

ορκογϊνιο με πλευρζσ ΑΒ, ΓΒ. Θ απαίτθςθ αυτι τθσ Πρόταςθσ με 

ςφγχρονο ςυμβολιςμό ζχει ωσ εξισ: ΑΓ • ΑΓ=ΑΒ • ΓΒ. 
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 Λςοδφναμα  
  

  
 

  

  
 ι ΑΒ : ΑΓ :: ΑΓ : ΓΒ (ο οριςμόσ τθσ διαίρεςθσ 

ευκείασ ςε μζςο και άκρο λόγο (ΔΜΑΛ). 

Ζνα εφλογο ερϊτθμα εδϊ γιατί θ ζννοια τθσ διαίρεςθσ ευκείασ ςε μζςο 

και άκρο λόγο ειςζρχεται για πρϊτθ φορά ςτα τοιχεία του Ευκλείδθ. 

Θ ζννοια τθσ ΔΕΜΑΛ ειςζρχεται για πρϊτθ φορά ςτα τοιχεία του 

Ευκλείδθ ςτο Βιβλίο ΛV, ςτον οριςμό 3 («Λζμε ότι ζνα ευκφγραμμο 

ςχιμα είναι εγγεγραμμζνο ςε κφκλο, όταν κάκε κορυφι του είναι 

ςθμείο του κφκλου»), ο οποίοσ ζχει ωσ κζμα τθν καταςκευι κανονικϊν 

πολυγϊνων. υγκεκριμζνα ςτθ Πρόταςθ IV-11 (καταςκευι κανονικοφ 

πενταγϊνου), το κανονικό πεντάγωνο, όπωσ μποροφμε να δοφμε και 

ςτο ςχιμα 2 παρακάτω μπορεί να κακοριςτεί από το τρίγωνο ▲ΑΔΒ που 

ςχθματίηεται από τισ δφο παρακείμενεσ διαγϊνιουσ. Διχοτομϊντασ μία 

από τισ γωνίεσ τθσ βάςθσ (▲ΑΔΒ), παρατθροφμε ότι το μικρό τρίγωνο 

που ςχθματίηεται (▲ΔΓΒ), κα είναι επίςθσ ζνα τρίγωνο με γωνίεσ βάςθσ 

72ο. Κα παρουςιάςουμε ςφντομα που ειςζρχεται θ ΔΕΜΑΛ ςτθν 

καταςκευι κανονικοφ πενταγϊνου γι’ αυτό τον λόγο χρθςιμοποιοφμε 

πραγματικζσ γωνίεσ και όμοια τρίγωνα, ςε αντίκεςθ με τον Ευκλείδθ, 

όπου δεν γίνεται ποτζ αναφορά ςτα πραγματικά μεγζκθ των γωνιϊν και 

θ κεωρία των όμοιων τριγϊνων αναπτφςςεται ςτο Βιβλίο VI.  
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χιμα 3 

 

Επομζνωσ, τα τρίγωνα (▲ΑΔΒ, ▲ΔΓΒ) είναι όμοια (ζχοντασ τισ γωνίεσ 

τουσ ίςεσ μία προσ μία) που ςθμαίνει ότι  
  

  
 

  

  
 και αφοφ τα 

τρίγωνα είναι ιςοςκελι (ΔΒ=ΔΓ=ΑΓ), τότε θ αναλογία παίρνει τθν μορφι 

  

  
 

  

  
 που είναι ακριβϊσ θ απαίτθςθ ϊςτε να διαιρεκεί θ ευκεία 

ΑΒ ςε μζςο και άκρο λόγο ςτο ςθμείο Γ.  

Εν ςυντομία, παρατθροφμε ότι θ ζννοια τθσ ΔΕΜΑΛ ςυνδζεται άμεςα 

με τθν καταςκευι κανονικοφ πενταγϊνου, χωρίσ να αναφζρεται πότε 

παρουςιάςτθκε αρχικά. Ζτςι θ δυςκολία που φαίνεται να υπάρχει ςτθ 

Πρόταςθ 11 του βιβλίου ΛΛ δικαιολογεί το παραπάνω. Σελικά για τθν 

απόδειξθ τθσ Πρόταςθσ ΛΛ-11, χρθςιμοποιείται θ Πρόταςθ ΛΛ-6 και το 

Πυκαγόρειο Κεϊρθμα. 

κιαγράφθςθ Απόδειξθσ Πρόταςθσ ΛΛ-11  

Προεκτείνουμε το μζςο τθσ δοκείςασ ευκείασ ΑΒ ςε ζνα τυχαίο ςθμείο 

Δ. χεδιάηουμε τα τετράγωνα 4 και 5 με πλευρζσ ΓΒ και ΒΔ αντίςτοιχα. 

Αυτά κακορίηουν αντίςτοιχα τισ πλευρζσ των ορκογωνίων 1, 2, 3. Ζςτω 
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ότι κόβουμε αυτά τα κομμάτια, τότε παρατθροφμε ότι το μεγάλο 

ορκογϊνιο ςτο πάνω μζροσ φτιάχνεται από τα 1, 2 και 4. Εάν 

μετακινιςουμε το 2 ϊςτε να καλφψει το 3, και ςτθν ςυνζχεια 

μετακινιςουμε το 1 ϊςτε να αντικαταςτιςει το 2, αφινοντασ το 5 ςτθν 

κζςθ του, τότε το μεγάλο ορκογϊνιο με πλευρζσ ΑΔ, ΒΔ ζχει 

μεταςχθματιςτεί ςε μεγάλο τετράγωνο πλευράσ ΓΔ (το τετράγωνο 4 

παρζμεινε ςτακερό). 

 

χιμα 4 

ε αυτό το ςθμείο είναι εφλογο να αναρωτθκεί κανείσ αν υπάρχει και 

κάτι παραπάνω από το προφανζσ αυτό επιχείρθμα. Θ ιςτορία όμωσ τθσ 

ΔΕΜΑΛ δεν ςταματάει ςτα τοιχεία. Μια πολφ ςθμαντικι εξζλιξθ τθσ 

ζννοιασ αποτελεί θ αρικμθτικι τιμι που ςχετίηεται μαηί τθσ. 

Ασ υποκζςουμε ότι παίρνουμε μια τυχαία ευκεία και τθν διαιροφμε ςε 

μζςο και άκρο λόγο, όπου ςτο μεγαλφτερο τμιμα τθσ δίνουμε τθν τιμι 

1 και κζτουμε ολόκλθρθ τθν ευκεία ωσ χ. Βάςει του οριςμοφ τθσ ΔΕΜΑΛ 
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προκφπτει θ αναλογία:  
 

 
 

 

   
 , ιςοδφναμα           Θ 

κετικι ρίηα τθσ εξίςωςθσ είναι 
  √ 

 
. 

 

χιμα 5 

Οι κεωρίεσ των αναλογιϊν κατά τθν Προ-ευκλείδεια περίοδο 

φμφωνα με τον Γ. Χριςτιανίδθ (2003), κατά τον 5ο αιϊνα και το μιςό 

του 4ου αιϊνα π.Χ αναπτφχκθκαν τρεισ κεωρίεσ αναλογιϊν ςτθν ιςτορία 

των ελλθνικϊν μακθματικϊν. 

Θ πρϊτθ κεωρία αναλογιϊν και αρχαιότερθ ίςχυε για τθν περίπτωςθ 

των αρικμϊν (των φυςικϊν αρικμϊν 2,3,...) και των ςυμμζτρων 

μεγεκϊν (μεγζκθ με κοινό μζτρο) και αποδίδεται ςτουσ Πυκαγορείουσ 

οι οποίοι πίςτευαν ότι «all is a number» (J.L. Berggren,1984) Ο οριςμόσ 

που αποδίδεται ςτθν κεωρία αυτι είναι ο ακόλουκοσ. 

Οριςμόσ: Ζςτω Α και Β δφο ςφμμετρα μεγζκθ και Γ, Δ δφο άλλα 

ςφμμετρα μεγζκθ, όχι κατ’ ανάγκθ ομοειδι προσ τα Α, Β. Σότε 
 

 
 

 

 
 

αν και μόνο αν το Α είναι το ίδιο μζροσ ι τα ίδια μζρθ του Β όπωσ το Γ 

είναι του Δ. 

τθν ουςία τον οριςμό αυτό τον χρθςιμοποιοφςαν με μια ιςοδφναμθ 

μορφι λαμβάνοντασ υπόψθ τθν Πρόταςθ Χ-5 *«Σα ςφμμετρα μεγζκθ 

ζχουν μεταξφ τουσ λόγο ίςο με τον λόγο δφο αρικμϊν (εννοείται 

φυςικϊν)»+ των τοιχείων του Ευκλείδθ. φμφωνα με τον οριςμό αυτό ο 
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λόγοσ μεταξφ δφο ςυμμζτρων αγακϊν μπορεί πάντα να εκφραςκεί με 

τον λόγο αρικμοφ προσ αρικμό. 

Από τθν υπόκεςθ τα μεγζκθ Α, Β είναι ςφμμετρα, ςυνεπϊσ ζχουν κοινό 

μζτρο ζςτω Ε και αν α, β κετικοί ακζραιοι αρικμοί τότε Α = αΕ και Β =βΕ 

που ςθμαίνει 
 

 
 

 

 
. 

Άρα ο λόγοσ δφο μεγεκϊν ςτθν περίπτωςθ που αυτά είναι ςφμμετρα 

ανάγεται ςε λόγο δφο κετικϊν ακζραιων αρικμϊν. 

Όμοια κεωροφμε γ, δ κετικοφσ ακζραιουσ αρικμοφσ όπου 
 

 
 

 

 
. 

Σελικά θ αναλογία 
 

 
 

 

 
  μεγεκϊν Α, Β, Γ, Δ ανάγεται ςτθν αναλογία 

αρικμϊν 
 

 
 

 

 
. 

Θ δεφτερθ κεωρία αναλογιϊν (αποδίδεται μάλλον ςτον Κεαίτθτο) είναι 

θ ανκυφαιρετικι κεωρία λόγων, θ οποία μποροφςε να εφαρμοςκεί και 

ςε ομογενι αςφμμετρα μεγζκθ. 

Οριςμόσ:  Ζςτω Α, Β ζνα ηεφγοσ ομογενϊν μεγεκϊν με Α > Β και Γ, Δ ζνα 

άλλο ηεφγοσ ομογενϊν μεγεκϊν με Γ > Δ. Σότε 
 

 
 

 

 
 αν και μόνο αν 

Ανκ(Α,Β)=Ανκ(Γ,Δ). 

Ο παραπάνω οριςμόσ αποτελεί αποκάλυψθ των ιςτορικϊν των 

μακθματικϊν, όπωσ των G.Zeuthen, E.Dijksterhuis και O.Becker. Οι 

παραπάνω ιςτορικοί βαςιςμζνοι ςε ζνα χωρίο από τα «Σοπικά» (158b, 

29-35) του Αριςτοτζλθ διατφπωςαν τον οριςμό αυτό. 

Αυτό αναφζρει: « άλλων των οριςμοφ δεδομζνων, εοικε δε και εν τισ 

μακιμαςιν ζνια δι’οριςμοφ ζλλειψιν ου ραδίωσ γράφεςκαι, οίον ότι 

παρά τθν πλευράν τζμνουςα το επίπεδον ομοίωσ διαιρεί τθν τε 

γραμμιν και το χωρίον. του δε οριςμοφ ρθκζντοσ ευκζωσ φανερόν το 
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λεγόμενον τθν γαρ αυτιν ανταναίρεςιν εχει τα χωρία και αι γραμμαί 

ζςτι δ’οριςμόσ του αυτοφ λόγου οφτοσ». 

Είναι γεγονόσ ότι ςτα μακθματικά μερικά πράγματα δεν είναι τόςο 

εφκολο να αποδειχκοφν λόγω ζλλειψθσ οριςμοφ. Για παράδειγμα, όπωσ 

ειπϊκθκε παραπάνω μια ευκεία θ οποία τζμνει ζνα επίπεδο (χωρίο) και 

είναι παράλλθλθ προσ τθ πλευρά, διαιρεί ομοίωσ και τθν πλευρά και το 

χωρίο. Με τθν διατφπωςθ του ολοκλθρωμζνου όμωσ οριςμοφ γίνεται 

εφκολα αντιλθπτι θ απόδειξθ, αφοφ χωρία και γραμμζσ ζχουν τθν ίδια 

ανταναίρεςθ και αυτόσ είναι ο οριςμόσ του αυτοφ λόγου όπωσ λζγεται.  

Ο Αλζξανδροσ ο Αφροδιςιζασ ςτα ςχόλιά του ςτα «Σοπικά» αναφζρει: 

«ανταναίρεςθ ςθμαίνει ανκυφαίρεςθ και μεγζκθ είναι ανάλογα όταν 

ζχουν τθν ίδια ανκυφαίρεςθ». 

Ο ςυνδυαςμόσ του χωρίου αυτοφ με το χωρίο από τα «Αναλυτικά 

Υςτερα» του Αριςτοτζλθ (Α5, 74a 18-25) αποκτά ιςτορικι ςθμαςία. 

φμφωνα με το χωρίο αυτό, το κεϊρθμα εναλλαγισ των όρων ςε μια 

αναλογία το αποδείκνυαν ξεχωριςτά για αρικμοφσ για γραμμζσ για 

ςτερεά και για χρόνουσ, ενϊ πλζον είναι δυνατό να αποδειχκεί για όλα 

με τθν κεωρία του Ευδόξου. Επομζνωσ αφοφ το Κεϊρθμα τθσ 

εναλλαγισ αποδεικνφεται με τον οριςμό του Ευδόξου για όλα τα 

μεγζκθ, ςθμαίνει ότι πραγματικά πρζπει να υπιρχε κάποια άλλθ 

κεωρία αναλογιϊν για αςφμμετρα μεγζκθ. Αυτι δεν είναι άλλθ από τθν 

ανκυφαιρετικι κεωρία λόγων που βαςίηεται ςτον ανκυφαιρετικό 

οριςμό (Κεαίτθτοσ, βιβλίο VII & X τοιχείων Ευκλείδθ). 

Θ ανκυφαίρεςθ είναι ο γενικευμζνοσ αλγόρικμοσ για τθν εφρεςθ του 

κοινοφ μζτρου δφο μεγεκϊν, αν υπάρχει (όπωσ φυςικϊν αρικμϊν, 

ευκυγράμμων τμθμάτων, εμβαδϊν). Πρόκειται για μια μζκοδο που 

ιταν γνωςτι από τουσ Πυκαγορείουσ, πολφ πριν τον Ευκλείδθ ο οποίοσ 
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τθν αναφζρει ςτο βιβλίο VII των τοιχείων του (πεπεραςμζνθ 

ανκυφαίρεςθ μεγεκϊν) και ςτο βιβλίο Χ (άπειρθ ανκυφαίρεςθ 

μεγεκϊν). Θ μζκοδοσ αυτι πρζπει να αποτζλεςε το ουςιαςτικό βιμα 

μετάβαςθσ από τθν (εμπειρικι) κεωρία λόγων ςτθ μετζπειτα εξελιγμζνθ 

μορφι τουσ όπωσ υπάρχει ςτον Ευκλείδθ.  

Θ ζννοια τθσ ανκυφαίρεςθσ είναι κεμελιϊδθσ για τον Πλάτωνα. 

Ολόκλθρθ θ κοςμοκεωρία του είναι ανκυφαιρετικι και κεωρεί πωσ 

οτιδιποτε ςτθν φφςθ δθμιουργείται και εξελίςςεται με τθν 

ανκυφαιρετικι διαδικαςία. 

Θ αλγορικμικι διαδικαςία για τθν ανκυφαίρεςθ δφο ευκυγράμμων 

τμθμάτων α, β με α < β είναι θ εξισ: 

 

χιμα 6 

1) βγάηουμε όςα α υπάρχουν ςτο β και βρίςκουμε τι περιςςεφει, αν 

περιςςεφει, ζςτω γ 

2) βγάηουμε όςα γ υπάρχουν ςτο α και γράφουμε τι περιςςεφει, ζςτω δ 

3)βγάηουμε όςα δ υπάρχουν ςτο γ και 

i) αν καταλιξουμε να μθν περιςςεφει τίποτα, τότε λζμε ότι τα α, β 

ζχουν κοινό μζτρο, ι με άλλα λόγια είναι ςφμμετρα και ο λόγοσ 

β/α εκφράηει ρθτό αρικμό 

ii) αν θ διαδικαςία δεν τερματίηει ποτζ, τότε τα α, β δεν ζχουν 

κοινό μζτρο, είναι όπωσ λζμε αςφμμετρα 

Θ τρίτθ κεωρία αναλογιϊν είναι εκείνθ του Ευδόξου και περιζχεται ςτο 

βιβλίο V των τοιχείων του Ευκλείδθ. 
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2.2α΄ Βιβλία V, VI (Ευκλείδη τοιχεία) 

 

Βιβλίο V 

 το βιβλίο αυτό περιγράφονται οι ζννοιεσ του λόγου, τθσ αναλογίασ και 

των μεγεκϊν. Πρόκειται για τθν λεγόμενθ Κεωρία Λόγων-Μεγεκϊν, θ 

οποία αποδίδεται ςτον Εφδοξο. Μζγεκοσ καλείται το μικοσ 

ευκυγράμμου τμιματοσ ι τόξου ι κφκλου ι επιφάνεια, αλλά όχι οι 

αρικμοί (όπου οι αρικμοί αναφζρονται ςτουσ φυςικοφσ αρικμοφσ 

2,3,..). Ο Ευκλείδθσ δεν ορίηει ρθτά τθν ζννοια του μεγζκουσ με 

αποτζλεςμα να υπάρχει αςάφεια ςτθν ζννοια του λόγου και τθσ 

αναλογίασ, γεγονόσ που αποτζλεςε κζμα ςυηιτθςθσ και διαφοράσ 

απόψεων [Mueller, 1981 & Fowler 1979], όπωσ κα δοφμε και 

παρακάτω. Σο βιβλίο αυτό περιλαμβάνει 18 οριςμοφσ και 25 προτάςεισ. 

Κα αναφερκοφμε ςε μερικοφσ αξιοςθμείωτουσ για τον λόγο και τθν 

αναλογία Οριςμοφσ και Προτάςεισ ςτο βιβλίο αυτό όπωσ αναφζρουν 

ςτα βιβλία τουσ οι ταμάτθσ & Heath. 

Οριςμόσ 3: «Λόγοσ εςτί δφο μεγεκϊν θ κατά πθλικότθτα ποια ςχζςισ» 

Ο τρίτοσ οριςμόσ μασ πλθροφορεί για δφο πράγματα: 

α) Τπάρχει ο λόγοσ μεγεκϊν του ίδιου είδουσ. 

β) Ο λόγοσ δφο μεγεκϊν είναι μια ςχζςθ ποςοτικι. 

Οι αρχαίοι κεωροφςαν δφο μθ-ομογενι μεγζκθ ωσ άλογα, δθλαδι 

μεγζκθ που δεν ζχουν λόγο. Γι’ αυτό ςτα τοιχεία, όπου αναφζρεται ότι 

δφο μεγζκθ ζχουν λόγο, εννοείται ότι αυτά είναι ομοειδι.   
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Οριςμόσ 4: «Δφο μεγζκθ λζγεται ότι ζχουν λόγο μεταξφ τουσ, όταν 

πολλαπλαςιαηόμενα κατάλλθλα μποροφμε να πετφχουμε ϊςτε το ζνα 

να υπερζχει του άλλου». 

Με άλλα λόγια το γνωςτό ςιμερα Αξίωμα του Αρχιμιδθ: 

«Δοκζντων των α και β υπάρχει πάντα φυςικόσ αρικμόσ n, τζτοιοσ ϊςτε 

nα > β».  

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι ο οριςμόσ 4 είναι απαραίτθτοσ για τθν απόδειξθ 

όλων των προτάςεων του βιβλίου V. 

Οριςμόσ 5: «Σζςςερα μεγζκθ λζμε ότι ζχουν τον ίδιο λόγο το πρϊτο 

προσ το δεφτερο και το τρίτο προσ το τζταρτο, όταν ίςεσ φορζσ 

πολλαπλάςια του πρϊτου και του τρίτου ςε ςχζςθ με τα ίςεσ φορζσ 

πολλαπλάςια του δεφτερου και του τζταρτου, με οποιονδιποτε 

πολλαπλαςιαςμό, είναι μεγαλφτερα ι ίςα ι μικρότερα, όταν αυτά 

λθφκοφν ςε αντίςτοιχθ τάξθ». 

Ο οριςμόσ 5 αφορά τον οριςμό αναλογίασ κατά Εφδοξο ςε ςφγχρονθ 

ορολογία ςυμβολικά λζει ότι: 

Αν α, β, γ, δ είναι τζςςερα μεγζκθ, τότε  
 

 
 

 

 
 , αν και μόνο αν για 

οποιουςδιποτε φυςικοφσ αρικμοφσ μ και ν, ιςχφει μία από τισ 

παρακάτω ςχζςεισ: 

 μα > νβ και ςυγχρόνωσ μγ > νδ 

 μα = νβ και ςυγχρόνωσ μγ = νδ 

 μα < νβ και ςυγχρόνωσ μγ < νδ 

Σο μζγεκοσ του οριςμοφ μασ φανερϊνει ότι ο Ευκλείδθσ κατζβαλε 

προςπάκεια για να καταςκευάςει ζνα αυςτθρό οριςμό για τθν ιςότθτα 

λόγων. 

Ο P.Tannery (1987) κάνει τισ εξισ διαπιςτϊςεισ: 
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(α) Μία αναλογία ζχει τουλάχιςτον τρεισ όρουσ 

(β) Ο αρικμόσ των όρων μιασ αναλογίασ μπορεί να είναι άπειροσ 

(γ) Θ αναλογία ςτθν οποία αναφζρεται ο οριςμόσ 5 ζχει τζςςερισ 

όρουσ. 

Ο οριςμόσ 5 αποτελεί ικανι και αναγκαία ςυνκικθ ϊςτε αυτά τα 

μεγζκθ να ζχουν ίδιο λόγο και ζγιναν πολλζσ προςπάκειεσ για τθν 

ερμθνεία του. 

Ο οριςμόσ αυτόσ κρίκθκε αρνθτικά από πολλοφσ. υγκεκριμζνα ο 

Γαλιλαίοσ τον χαρακτιριςε ωσ τον χειρότερο οριςμό που γνϊριηε. Οι 

προςπάκειεσ που καταβλικθκαν ιταν πολλζσ ϊςτε να οδθγθκοφμε ςε 

μια αποδεκτι ερμθνεία του Άγγλου ιςτορικοφ των μακθματικϊν T.L. 

Heath το 1906 που αναπτφςςουμε παρακάτω.  

τισ μεςότθτεσ (αναλογίεσ με κοινό όρο-τον λεγόμενο μζςο όρο) όπωσ 

είδαμε ζχουμε τρεισ όρουσ, πράγμα που επιςθμαίνει ο Νικόμαχοσ, 

κακϊσ και ο Πάπποσ. Ο ζβδομοσ οριςμόσ περιζχει τθν ςυνκικθ ο ζνασ 

λόγοσ να είναι μεγαλφτεροσ του άλλου. Ο Ευκλείδθσ χαρακτθριςτικά 

αναφζρεται ςε τζςςερα μεγζκθ, όπωσ και ςτον οριςμό 5, όμωσ όταν 

δφο από τα μεγζκθ αυτά μποροφν να ταυτιςτοφν, τότε ζχουμε τθν 

ελάχιςτθ αναλογία, όπωσ αναφζρει ο οριςμόσ 8. 

Οριςμόσ 6: «Ανάλογα λζγονται τα μεγζκθ τα οποία ζχουν τον ίδιο 

λόγο». 

Οριςμόσ 7: «Αν δοκοφν τζςςερα μεγζκθ και τα ίςεσ φορζσ πολλαπλάςια 

του πρϊτου με το τρίτο, κακϊσ και του δεφτερου με το τζταρτο, ζτςι 

ϊςτε: το μεν πρϊτο να υπερζχει του πολλαπλαςίου του δεφτερου, το δε 

τρίτο να μθν υπερζχει του πολλαπλαςίου του τζταρτου, τότε το πρϊτο 

μζγεκοσ προσ το δεφτερο ζχει λόγο μεγαλφτερο από το λόγο που ζχει το 

τρίτο μζγεκοσ προσ το τζταρτο». 
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Οριςμόσ 8: «Θ αναλογία που ζχει τρεισ όρουσ λζγεται ελάχιςτθ». 

Πρόταςθ V-14: «Αν ζνα πρϊτο μζγεκοσ προσ ζνα δεφτερο μζγεκοσ ζχει 

τον ίδιο λόγο που ζχει ζνα τρίτο προσ ζνα τζταρτο και το πρϊτο μζγεκοσ 

είναι μεγαλφτερο από το τρίτο, τότε και το δεφτερο κα είναι 

μεγαλφτερο από το τζταρτο. Αν το πρϊτο είναι ίςο με τον τρίτο, τότε και 

το δεφτερο κα είναι ίςο με το τζταρτο. Αν το πρϊτο είναι ίςο με το 

τρίτο, τότε και το δεφτερο κα είναι ίςο με το τζταρτο και αν το πρϊτο 

είναι μικρότερο από το τρίτο, τότε και το δεφτερο κα είναι μικρότερο 

από το τζταρτο». 

φγχρονθ ορολογία: Εάν α, β, γ, δ μεγζκθ με  
 

 
 

 

 
 , τότε κα ιςχφει: 

 Αν α = γ, τότε και β = δ 

 Αν α > γ, τότε β > δ 

 Αν α < γ, τότε β < δ  

τθν απόδειξθ τθσ Πρόταςθσ V-14 κα χρειαςτοφμε τθσ Προτάςεισ 8 & 10 

του βιβλίου V. 

Πρόταςθ V-8: Αν δφο μεγζκθ είναι άνιςα τότε: 

α) Ο λόγοσ του μεγαλφτερου προσ ζνα τρίτο μζγεκοσ είναι μεγαλφτεροσ 

από το λόγο του μικρότερου προσ το τρίτο αυτό μζγεκοσ. 

β) Ο λόγοσ του τρίτου μεγζκουσ προσ το μικρότερο είναι μεγαλφτεροσ 

από το λόγο του τρίτου μεγζκουσ προσ το μεγαλφτερο. 

Σχόλια: 

Θ Πρόταςθ αυτι μασ λζει τα εξισ: 

Αν α, β δφο μεγζκθ όπου ζςτω α > β, τότε για κάκε άλλο μζγεκοσ γ, 

ιςχφουν οι ςχζςεισ: 
 

 
 

 

 
 και  

 

 
 

 

 
 . 
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Πρόταςθ V-10:  

α) Αν οι λόγοι δφο μεγεκϊν προσ ζνα τρίτο μζγεκοσ είναι άνιςοι, τότε 

από τα δφο μεγζκθ μεγαλφτερο είναι εκείνο που ζχει το μεγαλφτερο 

λόγο. 

β) Αν οι λόγοι ενόσ μεγζκουσ προσ άλλα δφο μεγζκθ είναι άνιςοι, τότε 

από τα δφο μεγζκθ μικρότερο είναι αυτό που βρίςκεται ςτο μεγαλφτερο 

λόγο. 

Σχόλια: 

Θ Πρόταςθ αυτι μασ λζει: 

Ζςτω α, β, γ τρία μεγζκθ, Σότε ιςχφουν τα εξισ: 

 α) Αν 
 

 
 

 

 
 , τότε α > β 

 β) Αν 
 

 
 

 

 
 , τότε β < α 

Απόδειξθ Πρόταςθσ 14 

 

χιμα 7 

Ζςτω τα μεγζκθ α, β, γ, δ για τα οποία ιςχφει  
 

 
 

 

 
 και ακόμθ 

 α < γ. Κα αποδείξουμε ότι β < δ. 

Κα χρθςιμοποιιςουμε τθν Πρόταςθ 8, τότε κα ιςχφει 
 

 
 

 

 
 . 

Όμωσ από υπόκεςθ 
 

 
 

 

 
 , άρα και 

 

 
 

 

 
 .  
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υνεπϊσ, ςφμφωνα με τθν Πρόταςθ 10, κα είναι β < δ. 

Όμοια αποδεικνφονται και οι δφο άλλεσ περιπτϊςεισ. 

            

 (ο. ε. δ)  

 

Βιβλίο VI  

Βιβλίο με εξίςου ςθμαντικό περιεχόμενο, περιλαμβάνει 5 οριςμοφσ και 

33 προτάςεισ. Μερικζσ από τισ προτάςεισ είναι ςπουδαίεσ μιασ και 

αποτελοφν βάςθ για τθν μελζτθ κωνικϊν τομϊν. Θ πρόταςθ 1  

αναδεικνφει τθν χρθςιμότθτα του οριςμοφ 5 του βιβλίου V. τθν ουςία 

ςτο βιβλίο αυτό γίνεται εφαρμογι τθσ κεωρίασ των λόγων του βιβλίου 

V, ςτθν Επίπεδθ Γεωμετρία. Θ Επίπεδθ Γεωμετρία περιλαμβάνει κυρίωσ 

τισ γνωςτζσ ομοιότθτεσ ςχθμάτων και περιγράφει τθν κεωρία 

δευτεροβάκμιων εξιςϊςεων. Με τθν χριςθ αναλογιϊν, ο Ευκλείδθσ 

περιγράφει ςε αυτό το βιβλίο τισ ομοιότθτεσ ςχθμάτων. 

Παρακάτω περιγράφονται τα αξιοςθμείωτα για τθν ζννοια τθσ 

αναλογίασ και του λόγου ςθμεία ςτο βιβλίο αυτό. 

Οριςμόσ 3: «Ζνα ευκφγραμμο τμιμα ζχει χωριςτεί ςε μζςο και άκρο 

λόγο, όταν από ζνα ςθμείο του ζχει χωριςκεί ςε δφο τμιματα, ζτςι 

ϊςτε ο λόγοσ του τμιματοσ προσ το μεγαλφτερο από τα τμιματα είναι 

ίςοσ με το λόγο του μεγαλφτερου προσ το μικρότερο ευκφγραμμο 

τμιμα». 

 

χιμα 8 
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Σο ςθμείο Μ του ευκυγράμμου τμιματοσ ΑΒ (χιμα 6) υποδιαιρεί το 

τμιμα ΑΒ ςε μζςο και άκρο λόγο, αν ιςχφει θ ιςότθτα: 

  

  
 

  

  
 

 

Πρόταςθ VI-1 (θ βαςικι πρόταςθ): «Σα τρίγωνα και τα 

παραλλθλόγραμμα τα οποία ζχουν το ίδιο φψοσ, ζχουν λόγο εμβαδϊν 

ίςο προσ τον λόγο των βάςεων». 

Για τθν απόδειξθ κα χρειαςτοφμε τισ παρακάτω  Προτάςεισ Λ-34, Λ-38 και 

V-11, τισ οποίεσ παρακζτουμε χωρίσ απόδειξθ. 

Πρόταςθ Λ-34: «Οι απζναντι πλευρζσ και γωνίεσ των 

παραλλθλογράμμων είναι ίςεσ και οι διαγϊνιεσ το διαιροφν ςε ίςα 

μζρθ» 

Σχόλια: Ο Ευκλείδθσ αναφζρεται ςτα παραλλθλόγραμμα, χωρίσ 

προθγουμζνωσ να ζχει ορίςει τθν ζννοια «παραλλθλόγραμμο». 

Πρόταςθ Λ-38: «Σρίγωνα με ίςεσ βάςεισ που βρίςκονται μεταξφ των 

ίδιων παραλλιλων ζχουν εμβαδά ίςα». 

Σχόλια: Οι Προτάςεισ Λ-35 μζχρι και ΛΛ-14, αποτελοφν τθν λεγόμενθ 

«Κεωρία των εμβαδϊν». τθν Πρόταςθ Λ-35 περιγράφεται θ ζννοια του 

περιεχομζνου του ςχιματοσ, δθλαδι αυτοφ που εμείσ αποκαλοφμε 

εμβαδό. Ο Ευκλείδθσ, ωςτόςο δεν ορίηει τθν ζννοια του εμβαδοφ ι τθσ 

ιςότθτασ εμβαδϊν, ίςωσ επειδι ιταν ζννοιεσ που ιταν γνωςτζσ μζχρι 

τθν εποχι του. 

Πρόταςθ Λ-35: «Σα παραλλθλόγραμμα που ζχουν τθν ίδια βάςθ και 

περιζχονται μεταξφ των ίδιων παραλλιλων, ζχουν περιεχόμενα ίςα». 

Πρόταςθ V-11: Οι λόγοι οι οποίοι είναι ίςοι προσ τον ίδιο λόγο είναι και 

μεταξφ τουσ ίςοι. 
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Δθλαδι αν α, β, γ, δ, ε, η ςυγκεκριμζνα μεγζκθ με 
 

 
 

 

 
 και 

 

 
 

 

 
, 

τότε 
 

 
 

 

 
 . 

Εδϊ ορίηεται θ μεταβατικότθτα τθσ ιςότθτασ των λόγων, θ οποία 

εξαρτάται από τον οριςμό V-5. Από αυτι τθν Πρόταςθ παίρνουμε τθν 

πλθροφορία ότι οι λόγοι δεν είναι αρικμοί, γιατί αν ιταν, δεν κα είχε 

νόθμα θ φπαρξθ τθσ αφοφ κα ιταν θ κοινι ζννοια (αξίωμα) 1 [«Σα 

μεγζκθ που είναι ίςα προσ τρίτο μζγεκοσ είναι και μεταξφ τουσ ίςα»].  

Απόδειξθ 

Ζςτω τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ και τα παραλλθλόγραμμα ΑΓΒΕ και ΑΓΔΗ, τα 

οποία ζχουν όλα το ίδιο φψοσ (ζννοια που επίςθσ δεν ορίηεται αλλά 

χρθςιμοποιείται ςτα τοιχεία) ΑΓ (χιμα 7). Κα δείξουμε ότι ο λόγοσ τθσ 

βάςθσ ΒΓ προσ τθ βάςθ ΓΔ ιςοφται με το λόγο του εμβαδοφ του 

τριγϊνου ΑΒΓ προσ το εμβαδό του τριγϊνου ΑΓΔ, όπωσ επίςθσ και με το 

λόγο του εμβαδοφ του παραλλθλογράμμου ΑΓΒΕ προσ το εμβαδό του 

παραλλθλογράμμου ΑΓΔΗ. 

 

χιμα 9 
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Προεκτείνουμε το τμιμα ΒΔ προσ τα δφο μζρθ του παίρνοντασ τα 

τμιματα ΒΘ, ΘΚ ίςα με το τμιμα ΒΓ και τα τμιματα ΔΚ, ΚΛ ίςα με το 

τμιμα ΓΔ. τθ ςυνζχεια φζρνουμε τα ΑΚ, ΑΘ, ΑΚ και ΑΛ. Επειδι 

ΓΒ=ΒΘ=ΘΚ, κα είναι και τα αντίςτοιχα εμβαδά των τριγϊνων ίςα, άρα 

(ΑΚΘ)=(ΑΘΒ)=(ΑΒΓ) (Πρόταςθ Λ-38). 

Επομζνωσ  
  

  
 

     

     
 . Με παρόμοιο τρόπο δείχνουμε ότι 

 
  

  
 

     

     
 . 

Αν ΚΓ=ΓΛ, τότε κα είναι και τα αντίςτοιχα εμβαδά τριγϊνων ίςα, 

δθλαδι (ΑΚΓ)=(ΑΓΛ). 

Αν ΚΓ > ΓΛ, τότε (ΑΚΓ) > (ΑΓΛ) και αν ΚΓ < ΓΛ, τότε (ΑΚΓ) < (ΑΓΛ). 

Κεωριςαμε τα τμιματα ΚΓ και ΓΛ ίςεσ φορζσ πολλαπλάςια των βάςεων 

ΒΓ και ΓΔ, επομζνωσ ζπεται ςφμφωνα με τθν Πρόταςθ V-11 ότι:  

  

  
 

     

     
 (1) 

Και ςφμφωνα με τθν Πρόταςθ Λ-34, αφοφ τα παραλλθλόγραμμα ΑΓΒΕ, 

ΑΓΔΗ αντίςτοιχα ζχουν διπλάςιο εμβαδό από τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ 

αντίςτοιχα, τότε: 

      

      
 

     

     
 (2) 

Σελικά το ηθτοφμενο προκφπτει από τθν Πρόταςθ V-11 και τισ ςχζςεισ 

(1) και (2). 

ο. ε. δ □ 
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Πρόταςθ 2: «Αν ςε τρίγωνο φζρουμε ευκεία παράλλθλθ προσ μια από 

τισ πλευρζσ του, αυτι κα τζμνει τισ άλλεσ δφο πλευρζσ ςε μζρθ 

ανάλογα. Αντίςτροφα, αν οι δφο πλευρζσ τριγϊνου τμθκοφν ςε μζρθ 

ανάλογα, τότε θ ευκεία που περνάει από ςθμεία τομϊν κα είναι 

παράλλθλθ προσ τθν τρίτθ πλευρά του τριγϊνου». 

 

χιμα 10 

 

Πρόταςθ I-30: «Αν ευκείεσ είναι παράλλθλεσ ςτθν ίδια ευκεία είναι και 

μεταξφ τουσ παράλλθλεσ». 

Σχόλια: τθν Πρόταςθ αυτι εκφράηεται θ μεταβατικι ιδιότθτα τθσ 

παραλλθλίασ. 

Πρόταςθ V-9: «Σα μεγζκθ που ζχουν τον ίδιο λόγο προσ ζνα άλλο 

μζγεκοσ είναι ίςα μεταξφ τουσ και εκείνα τα μεγζκθ προσ τα οποία ζνα 

άλλο μζγεκοσ ζχει τον ίδιο λόγο, είναι και πάλι ίςα μεταξφ τουσ» 

Σχόλια: Αν α, β μεγζκθ με 
 

 
 

 

 
, τότε α = β. Και αν 

 

 
 

 

 
, τότε β = γ. 

 

 

 



35 
 

Απόδειξθ 

Ζςτω ότι θ ΔΕ είναι παράλλθλθ προσ τθν βάςθ του τριγϊνου ΑΒΓ  

(χιμα 10). Κα δείξουμε ότι 
  

  
 

  

  
 . 

Φζρνουμε τισ ΒΕ και ΓΔ. Σότε (ΒΔΕ)=(ΓΕΔ), επειδι τα τρίγωνα ΒΔΕ και 

ΓΕΔ ζχουν κοινι βάςθ και βρίςκονται μεταξφ παραλλιλων (Πρόταςθ Λ-

38). 

Επομζνωσ  
     

     
 

     

     
  και από τθν Πρόταςθ VI-1, κα ζχουμε 

     

     
 

  

  
 και 

     

     
 

  

  
,  

Άρα   
  

  
 

  

  
  (Πρόταςθ V-11). 

Αντίςτροφα, ζςτω οι πλευρζσ ΑΒ και ΑΓ του τριγϊνου ΑΒΓ και τα ςθμεία 

Δ και Ε αντίςτοιχα ϊςτε 
  

  
 

  

  
 . Κα δείξουμε ότι θ ΔΕ είναι 

παράλλθλθ προσ τθν βάςθ του τριγϊνου ΑΒΓ, δθλαδι τθν πλευρά ΒΓ. 

Από τθν Πρόταςθ VI-1 ζχουμε:  

  

  
 

     

     
 και 

  

  
 

     

     
,  

Και από υπόκεςθ, παίρνουμε 
     

     
 

     

     
, ςυνεπϊσ (ΒΔΕ)=(ΓΔΕ) 

(Πρόταςθ V-9) και ακόμθ τα τρίγωνα ΒΔΕ, ΓΔΕ ζχουν τθν ίδια βάςθ ΔΕ 

και βρίςκονται μεταξφ τθσ πλευράσ ΒΓ (Πρόταςθ Λ-30). υμπεραίνουμε 

λοιπόν ότι θ ΔΕ είναι παράλλθλθ προσ τθ ΒΓ. 

 

ο. ε. δ  □ 
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Σχόλια: 

O T. L. Heath παρατιρθςε ότι ςτθν Πρόταςθ αυτι δεν διατυπϊνεται αν 

τα ςθμεία τομισ των πλευρϊν του τριγϊνου βρίςκονται πάνω ςτθν 

περίμετρο του τριγϊνου ι ςτισ προεκτάςεισ του. 

τα ςφγχρονα εγχειρίδια Γεωμετρίασ θ Πρόταςθ VI-2 αναφζρεται ωσ 

«Κεϊρθμα διαίρεςθσ πλευρϊν», ενϊ ςτθν Ελλάδα φζρει το όνομα 

«Κεϊρθμα του Καλι» ι «ςχθματιςμόσ Καλι». Ο P.Tannery αποδίδει 

αυτι τθν ονομαςία ςτο γεγονόσ ότι ο Καλισ γνϊριηε τισ βαςικζσ 

ιδιότθτεσ τθσ ομοιότθτασ και χάρθ ςε αυτζσ κατάφερε να υπολογίςει το 

φψοσ τθσ πυραμίδασ από το μικοσ τθσ ςκιάσ τθσ. 

Ο Ευκλείδθσ ςτο βιβλίο του «Δεδομζνα» εξετάηει και τθν περίπτωςθ 

όπου το Α βρίςκεται μεταξφ των παραλλιλων ΔΕ και ΒΓ, όπου 

προφανϊσ ιςχφει. 

Πρόταςθ VI-30 (ΔΜΑΛ-καταςκευι): «Να τμθκεί δοκζν τμιμα ςε μζςο 

και άκρο λόγο». 
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2.2β΄ Μεςαίωνασ 500-1400- Μελζτη των λόγων 

το μεςαίωνα μια από τισ νζεσ μακθματικζσ προςπάκειεσ ιταν να 

βρουν μια ςχζςθ μεταξφ τθσ δφναμθσ F που εφαρμόηεται ςε ζνα 

αντικείμενο, τθσ αντίςταςθσ R και τθσ ταχφτθτασ V. Σο βαςικό αίτθμα 

εκείνθσ τθσ εποχισ ιταν ότι για να παραχκεί κίνθςθ κα ζπρεπε θ F να 

είναι μεγαλφτερθ από τθ R. Ο Αριςτοτζλθσ είχε εκφράςει τθν παραπάνω 

ςχζςθ με τθν πρόταςθ ότι ο λόγοσ F/R είναι ανάλογοσ τθσ V. Όμωσ 

αυτόσ ο ιςχυριςμόσ ιρκε ςε αντίκεςθ με το βαςικό αίτθμα, διότι αν 

κρατιςουμε τθν δφναμθ F ςτακερι και διπλαςιάηουμε για παράδειγμα 

ςυνεχϊσ τθν R, τότε αυτό ιςοδυναμεί ςε ςυνεχι υποδιπλαςιαςμό τθσ V.  

Αυτόσ όμωσ ο ςυνεχισ διπλαςιαςμόσ τθσ κετικισ ποςότθτασ R κα ζχει 

ωσ αποτζλεςμα να γίνει θ R μεγαλφτερθ από τθ F, το οποίο ζρχεται ςε 

αντίκεςθ με το βαςικό αίτθμα. Σο 1328, o Thomas Bradwardine (1295-

1349) του Merton college τθσ Οξφόρδθσ πρότεινε μια λφςθ ςτο 

παραπάνω δίλθμμα. φμφωνα με τον κανόνα αυτό, αν F1, F2  δφο 

δυνάμεισ και R1, R2 δφο αντιςτάςεισ και οι δφο ταχφτθτεσ V1, V2 

ικανοποιοφν τθν ςχζςθ: 

F2/R2=V2/V1FI/R1. 

Ο ίδιοσ πρότεινε θ ςχζςθ αυτι να αντικαταςτακεί από μια εκκετικι, 

όπου όντωσ θ λφςθ αυτι ςεβόταν το αίτθμα F>R. Παρόλα αυτά κανζνασ 

δεν είχε επιχειριςει να εξετάςει εκείνθ τθν εποχι, οφτε και ο ίδιοσ ο 

Bradwardine τθν εκκετικι ςχζςθ πειραματικά. Σελικά ζωσ τα μζςα του 

αιϊνα θ ιδζα του απορρίφκθκε ωσ φυςικι αρχι όμωσ τα μακθματικά 

που τθν ςυνόδευαν άφθςαν ςπουδαίεσ και καινοφργιεσ ιδζεσ. 

υγκεκριμζνα θ μελζτθ τουσ απαιτοφςε ςυςτθματικι μελζτθ των λόγων 

και ιδιαίτερα τθσ ςφνκεςθσ, δθλαδι του πολλαπλαςιαςμοφ των λόγων. 
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Ζωσ τον 14ο αιϊνα θ ςφνκεςθ των λόγων γινόταν με τον εξισ ελλθνικό 

τρόπο: 

Για να υπολογίςει κάποιοσ τον λόγο που ςυνκζτουν οι  α : b και c : d, 

ζπρεπε να βρει ζνα μζγεκοσ e ϊςτε c : d = b : e όπου τότε ο λόγοσ που 

προκφπτει ωσ ςφνκεςθ των δφο άλλων είναι ο a : e. τθν ςυνζχεια όμωσ 

ξεκίνθςε να χρθςιμοποιείται θ άμεςθ ζννοια του πολλαπλαςιαςμοφ των 

λόγων. 

Ο Ριχάρδοσ του Wallingford, ςφγχρονοσ του  Bradwardine όριςε τουσ 

λόγουσ, όπωσ επίςθσ και τθν ςφνκεςι τoυσ και διαίρεςι τουσ ωσ εξισ: 

1. Λόγοσ είναι μια αμοιβαία ςχζςθ μεταξφ ομοειδϊν ποςοτιτων. 

2. Όταν θ μια από τισ 2 ομοειδείσ ποςότθτεσ διαιρεί τθν άλλθ, το 

αποτζλεςμα τθσ διαίρεςισ τουσ καλείται ονομαςία του λόγου του 

διαιρετζου προσ τον διαιρζτθ. 

3. (Λζμε ότι) ζνασ λόγοσ ςφγκειται από λόγουσ όταν από τ γινόμενο 

των αξιϊν του προκφπτει κάποια ονομαςία. 

4. (Λζμε ότι) ζνασ λόγοσ διαιρείται δια ενόσ άλλου λόγου όταν από 

το πθλίκον των ονομαςιϊν προκφπτει κάποια αξία. 

 

2.2γ΄ φγχρονη Εποχή 

φμφωνα με όςα αναφζραμε παραπάνω το νιμα που ςυνδζει τθν 

ζννοια τθσ αναλογίασ ςτθν αρχαιότθτα με τα φγχρονα Μακθματικά 

είναι θ ερμθνεία του T.L. Heath το 1906. 

Ο T.L Heath ζδειξε ότι ο οριςμόσ V-5 των τοιχείων του Ευκλείδθ οδθγεί 

ςτο διαμεριςμό των αρικμϊν ςε κλάςεισ (ςφγχρονθ ορολογία), που 

είναι ίδιεσ με τισ τομζσ Dedekind. 
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Κατά τθν διατφπωςθ αυτι το κλάςμα  
 

 
 χωρίηει το πλικοσ των κετικϊν 

αρικμϊν 
 

 
 τζτοιουσ ϊςτε  μα > νβ και μα ≤ νβ. Θ τομι Dedekind όπωσ 

ονομάςτθκε, προςδιορίηει τον ρθτό (ςφμμετρο) ι τον αςφμμετρο 

αρικμό  
 

 
.  

Σο κλάςμα 
 

 
 , ομοίωσ χωρίηει το πλικοσ των κετικϊν αρικμϊν 

 

 
 

τζτοιουσ ϊςτε  μγ > νδ και μγ ≤ νδ. Θ τομι αυτι προςδιορίηει τον ρθτό 

(ςφμμετρο) ι τον αςφμμετρο αρικμό  
 

 
. Αν οι παραπάνω τομζσ 

ςυμπίπτουν τότε  
 

 
 

 

 
 . 

Αν θ πρϊτθ είναι μεγαλφτερθ τθσ δεφτερθσ τότε 
 

 
 

 

 
 (Οριςμόσ 7). 

Ο A.Pringsheim ςτο άρκρο του ςτθν «Εγκυκλοπαίδεια» ςθμειϊνει ότι 

«λείπει εν τοφτοισ από του Ευδόξου οριςμοφ θ νεωτζρα αντίλθψισ ότι 

εκάςτθ τομι παριςτά πραγματικόν αρικμόν ι ευκφγραμμον τμιμα ι 

ευκφγραμμον γωνίαν». φμφωνα με τον Ε. ταμάτθ θ διατφπωςθ του 

οριςμοφ από τον Dedekind δεν επθρεάηει τθν Κεωρία του Ευδόξου, 

οποίοσ δεν χρθςιμοποίθςε τθν λζξθ «τομι», που ςθμαίνει ότι θ τομι 

παριςτάνει αρικμό. Επομζνωσ είναι φανερό ότι θ κεωρία του Dedekind 

για τα αςφμμετρα μεγζκθ είναι ταυτόςθμθ με τθ κεωρία του Ευδόξου, 

εκείνθ που περιγράφεται ςτο βιβλίο V των τοιχείων του Ευκλείδθ. 

Εκείνο που λείπει από τον οριςμό του Ευδόξου είναι να ορίςει το 

αντίςτροφο, δθλαδι ότι κάκε τζτοια τομι παράγει ζνα πραγματικό 

(ςφμμετρο ι αςφμμετρο) αρικμό και ςε αυτό το ςθμείο ακριβϊσ ο 

Dedekind ειςάγει τθν απαραίτθτθ προςκικθ προσ τθν πλιρθ κεμελίωςθ 

των πραγματικϊν αρικμϊν. Όμωσ ο οριςμόσ του Ευδόξου ςίγουρα 



40 
 

περιλαμβάνει και τισ δφο περιπτϊςεισ του ςφμμετρου και του 

αςφμμετρου λόγου.  

Ο M. Zacharias ςτο ζργο του «Elementargeometrie der Ebene und des 

Raumes» (Goeschen B. 16, 1930) αναφζρει: «Εισ το V βιβλίον των 

τοιχείων του Ευκλείδου, το οποίον αναπτφςςει τθν κεωρίαν των 

αναλογιϊν και τθν ζννοια του αςφμμετρου αγακοφ......». Ο M. Zacharias 

παραδζχεται δθλαδι ότι οι Αρχαίοι Ζλλθνεσ είχαν γνϊςθ των 

αςφμμετρων αρικμϊν, δίχωσ να τουσ ζχουν ορίςει. 

Από τα παραπάνω, ο Ε. ταμάτθσ ςυμπεραίνει ότι οι αρχαίοι Ζλλθνεσ εν 

γνϊςθ τουσ απζφυγαν τον οριςμό των αςφμμετρων αρικμϊν, όπωσ 

επίςθσ και τον οριςμό του μθδζν ωσ αρικμό, διότι οι ζννοιεσ τθσ 

«ςυνζχειασ» και του «απείρου» όπωσ ερμθνεφτθκαν από τουσ ίδιουσ, 

από τθν μία ιταν αποδεκτζσ ςτθν ςφγχρονθ επιςτιμθ, όμωσ από τθν 

άλλθ πλευρά δεν ιταν και δεν είναι απόλυτα ξεκάκαρεσ για το 

ανκρϊπινο πνεφμα. Θ αποφυγι του οριςμοφ του αρικμοφ μθδζν 

φαίνεται να προζρχεται από το γεγονόσ ότι δεν μποροφςαν να δεχκοφν 

ζνα αρικμό υπό περιοριςμό (όπωσ γίνεται ςτθν διαίρεςθ). 

 Ο J.L.Berggren (1984) αναφζρει ότι το 1978 ο Knorr υποςτιριξε ότι 

παρόλο που ο Εφδοξοσ επινόθςε μια κεωρία για τθν αναλογία, θ 

κεωρία αυτι δεν περιζχεται ςτο Βιβλίο V των τοιχείων του Ευκλείδθ 

αλλά ςτο παρακάτω ιςχυριςμό: «Αν Α, Β και c,d είναι δφο ηεφγθ 

ομοειδϊν μεγεκϊν και αν Α, Β και c,d ζχουν κοινά μζτρα Ε και f, 

ςυμβολικά Α=nE και c=nf, ενϊ Β=mE και d=mf, όπου n,m φυςικοί 

αρικμοί, τότε A : B :: c : d. O Knorr για τθν απόδειξθ του ιςχυριςμοφ 

αυτοφ βαςίςτθκε ςτθν απόδειξθ του Αρχιμιδθ για τον νόμο του μοχλοφ 

που παρουςιάηεται ςτο Equilibrium of Planes, Βιβλίο Λ (Προτάςεισ 6&7) 

και ςτθ κεωρία για το εμβαδόν κυκλικοφ τομζα το οποίο αποδίδεται 
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ςτον Ιρωνα και τον Πάππο. Θ περίπτωςθ των μθ ομογενϊν μεγεκϊν 

για τθν κεωρία αυτι  παρουςιάηεται ςε ζνα λιμμα που βρζκθκε ςε ζνα 

ςχόλιο του Κεοδόςιου ςτα φαιρικά III, 9. 

Λίγο αργότερα το 1979, ο Fowler αναδιαμόρφωςε τθν ανκυφαιρετικι 

κεωρία τθσ αναλογίασ και υποςτιριξε ότι αναφζρεται ςτθν κεωρθτικι 

λογιςτικι του Πλάτωνα, θ οποία αφορά τθ κεωρία λόγου (ratio) και όχι 

τθσ αναλογίασ (proportion). Σα κφρια επιχειριματα τθσ άποψθσ του 

Fowler πάνω ςε αυτι τθν κεωρία είναι: 

(α) H κεωρία αυτι δίνει ζνα πεδίο μακθματικισ ζρευνασ που κα 

μποροφςε να ονομαςτεί κεωρθτικι λογιςτικι και παρζχει μια λογικι 

ερμθνεία του ζργου του Πλάτωνα που διαφορετικά κα ιταν αςαφισ. 

(β) Εξθγεί γιατί πολλζσ προ-Ευκλείδιεσ προςπάκειεσ μιλάνε για «λόγο» 

αντί για «αναλογία» και γιατί θ ζννοια του «λόγου» παρουςιάηεται από 

τον Ευκλείδθ, παρότι «τα τοιχεία δεν περιζχουν ζνα ακριβι οριςμό για 

τον λόγο. 

Σζλοσ, ςφμφωνα με τον Fowler, το βιβλίο V των τοιχείων περιζχει 

οριςμό για τον λόγο ακόμα και αν ο ςφγχρονοσ αναγνϊςτθσ τον κεωρεί 

ακριβι ι όχι, είναι λιγότερο ςθμαντικό από το αν ο Ευκλείδθσ ζκρινε 

ςθμαντικό να το ορίςει. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι ο Ευκλείδθσ ςτα 

τοιχεία χρθςιμοποιεί ζννοιεσ που δεν ζχει ορίςει, γνωρίηοντασ όμωσ 

τθν φπαρξι τουσ .  
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3. Θεωρητικό πλαίςιο 

«Θ κατανόθςθ του χϊρου αποτελεί μια κεμελιϊδθ ανάγκθ, γιατί το 

άτομο βρίςκεται από τθ γζννθςι του και λειτουργεί μζςα ςε αυτόν. Ο 

χϊροσ αποτελεί αιτία, ςυνκικθ αλλά και μζςο ανάπτυξθσ για πολλζσ 

και διαφορετικζσ, τόςο κακθμερινζσ όςο και μακθματικζσ ι άλλεσ 

επιςτθμονικζσ ζννοιεσ. Μζςα από ζνα πλικοσ εμπειριϊν και 

ανακαλφψεων ςτο χϊρο, δομοφνται, οργανϊνονται και 

μορφοποιοφνται άτυπεσ και αργότερα τυπικζσ ζννοιεσ που οδθγοφν τθ 

δράςθ του παιδιοφ αρχικά πάνω ςτα αντικείμενα και τισ ςχζςεισ τουσ κι 

αργότερα ςτον ςχθματιςμό μοντζλων όπωσ είναι τα ςχιματα ι οι 

αναπαραςτάςεισ του χϊρου» (Γερμανόσ, 2002). 

Σα Μακθματικά είναι μια εξειδικευμζνθ γλϊςςα με το δικό τθσ πλαίςιο, 

μεταφορζσ, ςυςτιματα ςυμβόλων και ςκοποφσ τθσ (Pimm, 1995). 

Πολυάρικμεσ μελζτεσ ςχετικά με τθ χριςθ τθσ αναπαράςταςθσ ζχουν 

προςπακιςει να εξθγιςουν τθ ςυμβολι τθσ ςτισ ζννοιεσ τθσ μάκθςθσ 

και τθν αποτελεςματικότθτα τθσ ςτθν επίλυςθ μακθματικϊν 

προβλθμάτων. Ανάμεςα ςτισ πολλζσ ςτρατθγικζσ που ζχουν προτακεί 

για τθ βελτίωςθ τθσ αποτελεςματικότθτασ ςτθν επίλυςθ των 

μακθματικϊν προβλθμάτων, χρθςιμοποιϊντασ διαγράμματα και 

γενικότερα τισ εξωτερικζσ αναπαραςτάςεισ, χαρακτθρίηεται ωσ μία από 

τισ πιο αποτελεςματικζσ (Uesaka, Manalo & Ichikawa, 2007). Θ 

γεωμετρία είναι τα μακθματικά του χϊρου (Bishop, 1983) και θ μελζτθ 

τθσ γεωμετρίασ βοθκά τουσ μακθτζσ να αναπαριςτοφν και να δίνουν 

νόθμα τόςο ςτον κόςμο ςτον οποίο ηοφμε και όςο και ςτον κόςμο των 

μακθματικϊν. Μζςα από τθ μελζτθ τθσ γεωμετρίασ, οι μακθτζσ 

αναμζνεται να μάκουν για γεωμετρικά ςχιματα και δομζσ και πϊσ να 

αναλφουν τα χαρακτθριςτικά και τισ ςχζςεισ τουσ (NCTM, 2000), να 
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βελτιϊςουν τθν κατανόθςθ από τον άτυπο ςτον πιο τυπικό τρόπο 

ςκζψθσ ϊςτε να περάςουν από τθν αναγνϊριςθ διαφόρων 

γεωμετρικϊν ςχθμάτων ςτο γεωμετρικό ςυλλογιςμό και τθ γεωμετρία 

επίλυςθσ προβλιματοσ. 

Ο Duval (1999) διακρίνει τζςςερισ πτυχζσ για το «γεωμετρικό ςχιμα»: 

τθν αντιλθπτικι, τθν διαδοχικι, του λόγου και τθ λειτουργικι, όπωσ 

αναφζραμε παραπάνω. Για να λειτουργιςει ωσ γεωμετρικό ςχιμα ζνα 

ςχζδιο πρζπει να προκαλείται θ αντιλθπτικι ςφλλθψθ και τουλάχιςτον 

ζνα από τα άλλα τρία. Λδιαίτερα, θ αντιλθπτικι ςφλλθψθ, αναφζρεται 

ςτθν αναγνϊριςθ ενόσ ςχιματοσ ςε ζνα επίπεδο ι ςε βάκοσ. Θ 

αντιλθπτικι ςφλλθψθ δείχνει τθν ικανότθτα να αναφζρουμε αρικμοφσ 

και τθν ικανότθτα να αναγνωρίηει κάποιοσ ςτθν αντιλθπτι εικόνα, 

πολλά υπο-ςτοιχεία. Θ διαδοχικι αντίλθψθ απαιτείται κάκε φορά που 

κάποιοσ πρζπει να καταςκευάςει ζνα ςχιμα ι να περιγράψει τθν 

καταςκευι του. Θ οργάνωςθ των ςτοιχειωδϊν ςχθματικϊν μονάδων 

δεν εξαρτάται από τθν αντιλθπτικι ςφλλθψθ, τουσ νόμουσ και τα 

ςυνκιματα, αλλά από τουσ τεχνικοφσ περιοριςμοφσ και τισ μακθματικζσ 

ιδιότθτεσ. Θ λεκτικι ςφλλθψθ ςχετίηεται με το γεγονόσ ότι οι 

μακθματικζσ ιδιότθτεσ που εκπροςωποφνται ςε ζνα ςχζδιο δεν 

μποροφν να προςδιοριςτοφν μζςω τθσ αντιλθπτικισ ςφλλθψθσ. ε κάκε 

γεωμετρικι αναπαράςταςθ θ αντιλθπτικι αναγνϊριςθ των 

γεωμετρικϊν ιδιοτιτων πρζπει να παραμείνει υπό τον ζλεγχο των 

καταςτάςεων (π.χ. ονομαςία, τον οριςμό). Ωςτόςο, είναι μζςω τθσ 

λειτουργικισ προςζγγιςθσ που μποροφμε να πάρουμε μια εικόνα για 

τθν λφςθ ενόσ προβλιματοσ, όταν κοιτάηουμε μια εικόνα. 

Ο χϊροσ που μασ περιβάλλει αποτελεί ίςωσ τθν κυριότερθ πθγι 

ανάπτυξθσ των περιςςότερων εννοιϊν ςτα μακθματικά. Ο μακθτισ 
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χτίηει τισ χωρικζσ ζννοιεσ μζςα από τισ δράςεισ του και τθν εκπαίδευςι 

του (Bishop, 1983). θμαντικι ςυνειςφορά για τθν ανάπτυξθ τθσ 

αντιλθπτικισ ικανότθτασ του χϊρου αποτζλεςε θ κεωρία των Van Hiele 

(1986). Αφοφ μελζτθςαν τισ δυςκολίεσ που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ 

ςτθν εκμάκθςθ τθσ γεωμετρίασ, ανζπτυξαν ζνα μοντζλο που 

αναφζρεται ςτα ςτάδια τθσ  γεωμετρικισ ςκζψθσ των μακθτϊν, ζωσ 

ότου να είναι ικανοί να αναπτφξουν τθν επίςθμθ γραφι μιασ 

γεωμετρικισ απόδειξθσ (Crowley,1987). Σο μοντζλο αυτό αποτελείται 

από πζντε επίπεδα. Πιο ςυγκεκριμζνα, υπάρχει μία εξζλιξθ τθσ ςκζψθσ 

από ζνα οπτικό επίπεδο, ςε πιο ςφνκετα όπωσ το περιγραφικό-

αναλυτικό, το αφθρθμζνο και το τυπικό-παραγωγικό για να φτάςει ςτο 

τελικό επίπεδο μακθματικισ αυςτθρότθτασ το τυπικό-αυςτθρό. τθν 

ουςία τα επίπεδα των Van Hiele αντιπροςωπεφουν και τθν μακθματικι 

ωριμότθτα του μακθτι. 

Επίπεδο 0 : Οπτικοποίθςθ (Visualization) 

ε αυτό το αρχικό ςτάδιο, οι μακθτζσ ζχουν επίγνωςθ του χϊρου μόνο 

ωσ το περιβάλλον που υπάρχει γφρω τουσ. Οι γεωμετρικζσ ζννοιεσ 

κεωροφνται ςυνολικζσ οντότθτεσ και όχι  ζννοιεσ με επιμζρουσ ςφςταςθ 

ι χαρακτθριςτικά. Σα γεωμετρικά ςχιματα, για παράδειγμα, 

αναγνωρίηονται από το ςχιμα τουσ ωσ ςφνολο, το οποίο είναι θ φυςικι 

τουσ εμφάνιςθ, και όχι από τισ ιδιότθτεσ τουσ. Ζνασ μακθτισ που 

λειτουργεί ςε αυτό το επίπεδο μπορεί να μάκει το γεωμετρικό 

λεξιλόγιο, μπορεί να αναγνωρίςει κακοριςμζνα ςχιματα, και όταν του 

δίνεται μια εικόνα, μπορεί να τθν αναπαράγει. Για παράδειγμα, 

δίνονται τα διαγράμματα ςτο παρακάτω ςχιμα και ζνασ μακθτισ ςε 

αυτό το επίπεδο κα είναι ςε κζςθ να αναγνωρίςει ότι υπάρχουν 

τετράγωνα ςτθν (α) εικόνα και ορκογϊνια ςτθν (β) γιατί αυτά ζχουν 
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παρόμοιο ςχιμα με  προθγοφμενα τετράγωνα και ορκογϊνια, οποία 

πρζπει να ζχει ξανά δει. Επιπλζον, δίνοντασ ζνα χαρτί ςτον μακθτι, κα 

είναι ςε κζςθ να αντιγράψει τα ςχιματα. Ζνασ μακθτισ ςε αυτό το 

ςτάδιο, ωςτόςο, δεν κα αναγνωρίςει ότι τα ςχιματα αυτά ζχουν ορκζσ 

γωνίεσ ι ότι οι απζναντι πλευρζσ είναι παράλλθλεσ. 

  

(α)                                                                      (β)  

 

 

 

χιμα 11 

 

Επίπεδο 1: Ανάλυςθ (Analysis) 

το επίπεδο 1, αρχίηει θ ανάλυςθ των γεωμετρικϊν εννοιϊν. Για 

παράδειγμα, μζςω τθσ παρατιρθςθσ και του πειραματιςμοφ οι μακθτζσ 

αρχίηουν να διακρίνουν τα χαρακτθριςτικά ςτοιχεία των ςχθμάτων. 

Αυτζσ οι αναδυόμενεσ ιδιότθτεσ, χρθςιμοποιοφνται για να αντιλθφκοφν 

τισ κατθγορίεσ των ςχθμάτων. Λαμβάνοντασ υπόψθ ζνα πλζγμα 

παραλλθλόγραμμων όπωσ εκείνο ςτο παρακάτω ςχιμα , οι μακθτζσ κα 

μποροφςαν, από το "χρωματιςμό" των ίςων γωνιϊν, να 

«διαπιςτϊςουν» ότι οι απζναντι γωνίεσ του παραλλθλογράμμου είναι 

ίςεσ. Μετά τθ χριςθ αρκετϊν τζτοιων παραδειγμάτων, οι μακθτζσ 

μποροφν να κάνουν γενικεφςεισ για τθν κατθγορία των 

παραλλθλογράμμων. Οι ςχζςεισ μεταξφ των ιδιοτιτων, ωςτόςο, δεν 

μποροφν ακόμθ να εξθγθκοφν από τουσ μακθτζσ ςε αυτό το επίπεδο. 
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χιμα 12 (Crowley,1987) 

 

Επίπεδο 2: Άτυπθ Παραγωγικι κζψθ (Informal Deduction) 

ε αυτό το επίπεδο, οι μακθτζσ μποροφν να δθμιουργιςουν τισ 

αλλθλεξαρτιςεισ των ιδιοτιτων τόςο εντόσ των ςχθμάτων (π.χ., ςε ζνα 

τετράπλευρο, απζναντι πλευρζσ είναι παράλλθλεσ απαιτεί απζναντι 

γωνίεσ είναι ίςεσ) όςο και μεταξφ των ςχθμάτων (ζνα τετράγωνο είναι 

ζνα παραλλθλόγραμμο επειδι ζχει όλεσ τισ ιδιότθτεσ ενόσ ορκογωνίου). 

Ζτςι μποροφν να ςυμπεράνουν ιδιότθτεσ ενόσ ςχιματοσ και να 

αναγνωρίςουν τισ κατθγορίεσ των ςτοιχείων του. Οι οριςμοί ςχθμάτων 

ζχουν πια νόθμα. Ο μακθτισ ςε αυτό το επίπεδο όμωσ δεν κατανοεί εξ 

ολοκλιρου τον γεωμετρικό ςυλλογιςμό ι τον ρόλο των αξιωμάτων. 

Αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα οι μακθτζσ να μθν είναι ςε κζςθ να 

καταςκευάςουν μια απόδειξθ ξεκινϊντασ από άγνωςτα ςτοιχεία. 

Επίπεδο 3: Παραγωγικι κζψθ (Deduction) 

ε αυτό το επίπεδο, θ ςθμαςία τθσ παραγωγικισ ςκζψθσ ωσ τρόποσ 

κακοριςμοφ τθσ γεωμετρικισ κεωρίασ μζςα ςε ζνα αξιωματικό ςφςτθμα 

είναι κατανοθτι. Θ αλλθλεξάρτθςθ και ο ρόλοσ των απροςδιόριςτων 

οριςμϊν, αξιωμάτων, κεωρθμάτων, αποδείξεων ζχουν ειπωκεί. Ζνα 

άτομο ςε αυτό το επίπεδο μπορεί να καταςκευάςει αποδείξεισ και όχι 

απλά να τισ απομνθμονεφςει. Τπάρχει θ δυνατότθτα ανάπτυξθσ μιασ 
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απόδειξθσ ςε περιςςότερουσ από ζναν τρόπουσ και θ ικανότθτα 

επιχειρθματολογίασ πάνω ςε μία απόδειξθ. 

Επίπεδο 4: Αυςτθρό επίπεδο (Rigor) 

ε αυτό το ςτάδιο ο μακθτισ μπορεί να εργαςκεί πάνω ςε μια ποικιλία 

αξιωματικϊν ςυςτθμάτων, δθλαδι, μπορεί να μελετιςει μθ Ευκλείδεια 

γεωμετρία, και τα διαφορετικά ςυςτιματα γεωμετρίασ και  είναι ςε 

κζςθ να μπορεί να τα ςυγκρίνει. Θ Γεωμετρία φαίνεται εδϊ αφθρθμζνθ. 

Αυτό το τελευταίο επίπεδο είναι το λιγότερο ανεπτυγμζνο ςτα 

πρωτότυπα ζργα και ζχει λάβει λίγθ προςοχι από τουσ ερευνθτζσ. Ο 

P.M Van Hiele είχε αναγνωρίςει ότι ενδιαφζρεται για τα τρία πρϊτα 

επίπεδα κυρίωσ. Δεδομζνου ότι θ πλειοψθφία των μακθτϊν ςτο 

γυμνάςιο διδάςκονται γεωμετρία ςτο επίπεδο 3, δεν αποτελεί ζκπλθξθ 

το γεγονόσ ότι οι περιςςότερεσ ζρευνεσ ζχουν επίςθσ επικεντρωκεί ςτθ 

μελζτθ των χαμθλότερων επιπζδων. Μςωσ το μοντζλο Van Hiele 

επεκτείνεται και ςε άλλεσ περιοχζσ (που εφαρμόηεται για τθν οικονομία 

και τθ χθμεία ςτθν Ολλανδία), όπου ςε αυτό το τελευταίο επίπεδο κα 

ζχει δοκεί μεγαλφτερθ ζμφαςθ. 

Ζνα γεωμετρικό ςχιμα είναι μια διανοθτικι αφθρθμζνθ, ιδανικι 

οντότθτα, τθσ οποίασ θ ςθμαςία διζπεται από ζναν οριςμό. 

Σαυτόχρονα, είναι μια εικόνα θ οποία κατζχει extensiveness 

(χωρικότθτα), ςχιμα και μζγεκοσ. Γνωρίηουμε από τθ διδακτικι μασ 

εμπειρία ότι οι μακθτζσ πολφ ςυχνά δυςκολεφονται ςτθν αντιμετϊπιςθ 

γεωμετρικϊν προβλθμάτων περιςςότερο από ότι όταν προςπακοφν να 

λφςουν ζνα αλγεβρικό πρόβλθμα. Ζνασ από τουσ λόγουσ είναι, κατά 

πάςα πικανότθτα, ότι ενϊ ςτθν άλγεβρα μπορεί κανείσ τισ 

περιςςότερεσ φορζσ να βαςιςτεί ςε οριςμζνεσ ςυνικεισ λειτουργικοφσ 

κανόνεσ, ςτθ ςυνκετικι γεωμετρία καλείται να επινοιςει 
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ςυγκεκριμζνεσ, προςαρμοςμζνεσ ςτρατθγικζσ. Ζνασ δεφτεροσ λόγοσ 

αφορά τισ  αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των εννοιϊν και των εικόνων ςτουσ 

γεωμετρικοφσ ςυλλογιςμοφσ.  

Σο αυξθμζνο ερευνθτικό ενδιαφζρον για τισ αναπαραςτάςεισ προκφπτει 

ωσ απόρροια  τθσ ανάγκθσ να αντιμετωπιςτοφν προβλιματα πρακτικισ 

και κεωρθτικισ υφισ (Kaput, 1987a): αφενόσ προβλιματα που 

αφοροφν ςτισ δυςκολίεσ που ςυναντοφν οι μακθτζσ όταν 

«μεταφράηουν» από τθ μια αναπαράςταςθ ςε άλλθ (για παράδειγμα τθ 

μετατροπι τθσ διατφπωςθσ ενόσ γεωμετρικοφ προβλιματοσ ςε ςχιμα ι 

τθ μετατροπι του αλγεβρικοφ τφπου μιασ ςυνάρτθςθσ ςε γραφικι 

παράςταςθ) και αφετζρου προβλιματα που προκφπτουν ςτθν πορεία 

οικοδόμθςθσ ενόσ κεωρθτικοφ μοντζλου για τον τρόπο αξιοποίθςθσ και 

χριςθσ των αναπαραςτάςεων.  

φμφωνα με τουσ Tall & Vinner (1981), το ανκρϊπινο μυαλό δεν είναι 

μια κακαρά λογικι οντότθτα, και  παρόλο που οι μακθματικζσ ζννοιεσ 

ορίηονται με ακρίβεια ο νουσ καταςκευάηει εικόνεσ και ζννοιεσ από τθ 

εμπειρία του και ςταδιακά τισ εμπλουτίηει ςυνδυάηοντασ με άλλεσ. 

Μζςω ςυμβόλων πραγματοποιείται μία επικοινωνία μεταξφ τισ ζννοιασ 

και τθσ αντίλθψθσ του ανκρϊπου, χωρίσ όμωσ το ςφμβολο αυτό  να 

περιλαμβάνει ολόκλθρο το περιεχόμενο τθσ ζννοιασ. Διακρίνουμε τισ 

μακθματικζσ ζννοιεσ όπωσ ορίηονται τυπικά και τισ γνωςτικζσ 

διαδικαςίεσ μζςω των οποίων τισ αντιλαμβανόμαςτε. Ζτςι ο όροσ  

εννοιακι εικόνα περιγράφει τθ ςυνολικι γνωςτικι δομι τθσ ζννοιασ, 

περιλαμβάνοντασ όλεσ τισ νοερζσ εικόνεσ και αντίςτοιχεσ διαδικαςίεσ 

και ιδιότθτεσ. Και ο όροσ  εννοιακόσ οριςμόσ αναφζρεται ςτθν 

διατφπωςθ του οριςμοφ τθσ ζννοιασ. Θ εννοιακι εικόνα χτίηεται 

ςταδιακά και διαμορφϊνεται από τισ εμπειρίεσ που ζχει ζνα άτομο. 



49 
 

Επομζνωσ, κάκε άτομο μπορεί να δθμιουργιςει μια διαφορετικι 

εννοιακι εικόνα για μια μακθματικι ζννοια, όπωσ για παράδειγμα για 

τθν ζννοια τθσ αναλογίασ, ςε ςχζςθ με τον τυπικό εννοιακό οριςμό τθσ 

ζννοιασ και με το πζραςμα του χρόνου να τροποποιεί τθν εικόνα αυτι. 

Εάν το άτομο ςχθματίςει μια εικόνα για μια ζννοια που δεν ςχετίηεται 

με τον οριςμό, κα χρειαςτεί να αντιλθφκεί αρχικά τθν διαφορά τθσ 

ζννοιασ που ζχει κατανοιςει ίςωσ διαφορετικά από τθν πραγματικι τθσ 

ερμθνεία για να αρχίςει να χτίηει από τθν αρχι ςτο νου του τθν ζννοια 

αυτι.   

Από τθν άλλθ μεριά ο εννοιακόσ οριςμόσ μπορεί εφκολα να 

αποςτθκιςτεί και ζτςι να χακεί θ ουςία τθσ ζννοιασ με αποτζλεςμα να 

γίνουν λάκθ αν αλλάξουν λίγο τα δεδομζνα και εφαρμοςτεί θ 

αποςτικιςθ. Σον διαχωρίηουμε ςε προςωπικό εννοιακό οριςμό που τον 

διατυπϊνει το άτομο και μπορεί να μεταβάλλεται με τον χρόνο και ςτον 

τυπικό εννοιακό οριςμό που είναι αποδεχτόσ από τθ μακθματικι 

κοινότθτα.  

Για κάκε άτομο ο εννοιακόσ οριςμόσ παράγει τθν δικι του εννοιακι 

εικόνα (θ οποία ίςωσ αποτελεί προϊόν φανταςίασ και ονομάηεται 

«concept definition image»). Αυτό ςε κάκε άτομο ίςωσ να ςχετίηεται ι 

όχι λογικά με άλλα μζρθ τθσ εννοιακισ εικόνασ. Για παράδειγμα, ο 

εννοιακόσ οριςμόσ τθσ ζννοιασ τθσ αναλογίασ «τζςςερα τμιματα είναι 

ανάλογα αν οι λόγοι των μθκϊν τουσ είναι ίςοι» μπορεί να 

δθμιουργιςει διαφορετικι εννοιακι εικόνα ςε κάκε μακθτι λογικι ι 

μθ ανάλογα για παράδειγμα αν μπορεί να τθν ςυνδζςει με τον εννοιακό 

οριςμό τθσ ζννοιασ του λόγου τμθμάτων. Σο βάκοσ τθσ αντίλθψθσ του 

οριςμοφ του λόγου ςχετίηεται με τθν αντίςτοιχθ εννοιακι εικόνα ςτον 

κάκε μακθτι. Εμείσ πολφ ςυχνά μπορεί να χρειαηόμαςτε κακϊσ 
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ςκεφτόμαςτε ζνα μζροσ από τα οποία αποτελείται εννοιακι εικόνα ι ο 

εννοιακόσ οριςμόσ το οποίο μπορεί να ςυγκροφεται με κάποιο άλλο 

μζροσ τθσ εννοιακισ εικόνασ ι οριςμοφ. το παραπάνω παράδειγμα, το 

άτομο κα χρειαςτεί να ανακαλζςει από τθν μνιμθ του τι εκφράηει ο 

λόγοσ τμθμάτων το οποίο μπορεί να ςυγκρουςτεί για παράδειγμα με 

ζννοιεσ όπωσ το μικοσ τμθμάτων. Θ πιο ςοβαρι «ςφγκρουςθ» που 

μπορεί να ςυμβεί ςε ζνα άτομο είναι εκείνθ τθσ εννοιακισ εικόνασ που 

ζχει ςχθματίςει ςε ςχζςθ με τον τυπικό εννοιακό οριςμό. Είναι φανερό 

ότι μια τζτοιου είδουσ «ςφγκρουςθ» μπορεί να εμποδίςει τθν γνϊςθ 

του τυπικοφ οριςμοφ τθσ ζννοιασ κακϊσ και οποιαδιποτε ζννοια 

ςχετίηεται με τον οριςμό αυτό. 

Σζλοσ, ςτθ διδαςκαλία  θ ειςαγωγι τθσ ζννοιασ ςταδιακά με 

αυξανόμενα απαιτθτικά παραδείγματα και τθν ειςαγωγι του τυπικοφ 

οριςμοφ ςτο τζλοσ τθσ διδαςκαλίασ, κα δθμιουργιςει λανκαςμζνθ 

εντφπωςθ του εννοιακοφ οριςμοφ τελικά. Για παράδειγμα, όπωσ κα 

δοφμε και παρακάτω, κάποιοι μακθτζσ ζχουν λανκαςμζνθ εντφπωςθ 

του εννοιακοφ οριςμοφ του λόγου δφο τμθμάτων, ςυγκεκριμζνα 

κεωροφν ότι ο λόγοσ εκφράηει τα μικθ των τμθμάτων που ζρχεται ςε 

αντίκεςθ με τον οριςμό. 
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4.χεδιαςμόσ και Μεθοδολογία τησ Έρευνασ 

 

Ερευνθτικά ερωτιματα 

Σα ερευνθτικά ερωτιματα τα οποία  προζκυψαν τόςο από τθν μελζτθ 

τoυ κεωρθτικοφ πλαιςίου που παρουςιάςτθκε όςο και από τουσ 

προςωπικοφσ προβλθματιςμοφσ τθσ ίδιασ τθσ ερευνιτριασ είναι τα 

εξισ: 

 Ποιοσ είναι ο βακμόσ κατανόθςθσ τθσ μακθματικισ αναλογίασ 

από τουσ μακθτζσ τθσ Β’ Λυκείου; 

 Τπάρχει διαχωριςμόσ ςτισ ζννοιεσ λόγοσ και αναλογία τμθμάτων; 

 Είναι ςε κζςθ να αντιλθφκοφν και εφαρμόςουν το Κεϊρθμα του 

Καλι ςε προβλιματα φςτερα από ζνα οριςμζνο χρονικό 

διάςτθμα που ζχει περάςει από τότε που το διδάχκθκαν; 

χεδιαςμόσ τθσ ζρευνασ 

Θ ζρευνα που παρουςιάηεται ςτθν ςυγκεκριμζνθ διπλωματικι εργαςία 

επιλζχκθκε να γίνει ςτο πλαίςιο πολλαπλισ μελζτθσ περίπτωςθσ 

(multiple case study) και αναλφκθκε με όρουσ ποιοτικισ μεκοδολογίασ. 

Επιλζχκθκε θ ςτρατθγικι αυτι κακϊσ προςφζρει ςτον ερευνθτι 

εννοιολογικι οργάνωςθ μζςω κατάλλθλου ςχεδιαςμοφ. Παρζχει με 

άλλα λόγια ιδζεσ ςχετικά με το πϊσ να οργανωκεί θ μελζτθ, τι κζλει να 

μάκει και πϊσ να το μάκει, τι γνωρίηουν τα υποκείμενα τθσ ζρευνασ και 

τι ερμθνείεσ δίνουν, και τζλοσ με ποιουσ τρόπουσ μποροφν οι ερμθνείεσ 

αυτζσ να εμπλουτιςτοφν. κοπόσ τθσ παροφςασ εργαςίασ είναι να 

διερευνιςει το βακμό κατανόθςθσ τθσ μακθματικισ αναλογίασ από τθν 

γεωμετρικι ςκοπιά των μακθτϊν τθσ Β’ Λυκείου ζχοντασ περάςει πζντε 

μινεσ από τθν ςτιγμι που διδάχκθκαν τθν αντίςτοιχθ ζννοια ςτο 

μάκθμα τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ. Προςπακιςαμε να κζςουμε 
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ερωτιματα ςτα οποία προςδοκοφςαμε για παράδειγμα τθν ανάκλθςθ 

του κεωριματοσ του Καλι, χωρίσ να τουσ ηθτάμε να το εφαρμόςουν. 

τθν ουςία κζλαμε να δοφμε αν ζχουν κατανοιςει τισ ζννοιεσ που 

διδάχκθκαν ςυγκεκριμζνα ςτο 7ο κεφάλαιο του ςχολικοφ τουσ 

εγχειρίδιου. 

Οι υμμετζχοντεσ 

τθν διεξαγωγι τθσ ζρευνασ ςυμμετείχαν οκτϊ (8) μακθτζσ τθσ Β’ 

Λυκείου (5 αγόρια και 3 κορίτςια) από από Γενικό Λφκειο του νομοφ 

Θρακλείου, ςτο οποίο υπιρξα και μακιτρια. Κελιςαμε να 

απευκυνκοφμε ςε μακθτζσ οι οποίοι εκδιλωςαν ενδιαφζρον 

ςυμμετοχισ ςτα πλαίςια τθσ ποιοτικισ μασ ζρευνασ με ςτόχο τθν 

ουςιαςτικότερθ ςυλλογι δεδομζνων. Από τουσ οκτϊ (8) ςυμμετζχοντεσ 

επιλζξαμε ςτθν ςυνζχεια δφο (2) από αυτοφσ, οι οποίοι ζλαβαν μζροσ 

ςε προςωπικι βιντεοςκοπθμζνθ ςυνζντευξθ που πραγματοποιιςαμε 

ϊςτε να μπορζςουμε να αναλφςουμε τον τρόπο ςκζψθσ τουσ ςτα 

ερωτιματα που τουσ δόκθκαν και εμβακφνοντασ να αξιολογιςουμε τθν 

αντιλθπτικι τουσ ικανότθτα πάνω ςτθν μακθματικι αναλογία. 

Ερευνθτικά εργαλεία-υλλογι δεδομζνων 

τουσ ςυμμετζχοντεσ δόκθκαν τζςςερισ (4) ερωτιςεισ-αςκιςεισ εκ των 

οποίων οι τρεισ (3) περιείχαν ςχιμα. Οι αςκιςεισ αυτζσ απαντικθκαν 

ςτθν αίκουςα πλθροφορικισ του ςχολείου τουσ όπου τουσ επιτθροφςε 

θ ίδια θ ερευνιτρια. Οι ερωτιςεισ-αςκιςεισ που χρθςιμοποιοφνται, 

περιλαμβάνονται είτε ςτο αντίςτοιχο ςχολικό εγχειρίδιο είτε είναι 

ανάλογου επιπζδου. Επειδι θ ζρευνα είναι κακαρά διερευνθτικι για 

εξαγωγι ςυμπεραςμάτων ςχετικά με τθν κατανόθςθ τθσ μακθματικισ 

αναλογίασ ςτα πλαίςια του μακιματοσ τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ, οι 



53 
 

ερωτιςεισ και θ μορφι τουσ προςπακοφν να ανταποκρικοφν ςτα 

διαφορετικά αυτά επίπεδα κατανόθςθσ.  

Θ ςυνζντευξθ τθσ παροφςασ εργαςίασ ζλαβε χϊρα ςε χϊρο τθσ 

ερευνιτριασ, όπου κάλεςε ξεχωριςτά τουσ ςυμμετζχοντεσ και ςε 

διαφορετικζσ μζρεσ για τθν διεξαγωγι τθσ. υνολικά ζγιναν δφο 

ςυναντιςεισ με τουσ μακθτζσ διάρκειασ 45 λεπτϊν. ε κάκε ςυνάντθςθ 

οι μακθτζσ απαντοφςαν αρχικά οριςμζνα ερωτιματα αυτο-εκτίμθςθσ 

και αυτο-αντίλθψθσ τουσ για τα μακθματικά γενικά και ςτθν ςυνζχεια 

με τθν βοικεια τθσ ερευνιτριασ ανζλυςαν βιμα-βιμα τθν ςκζψθ τουσ 

ςτισ αςκιςεισ που τουσ δυςκόλεψαν, ϊςτε να οδθγθκοφν ςτθν λφςθ. Θ 

ερευνιτρια ζκετε παράλλθλα και επιμζρουσ ερωτιματα για 

περιςςότερθ εμβάκυνςθ ςτα ερωτιματα. Οι απαιτοφμενεσ 

μακθματικζσ γνϊςεισ για τισ απαντιςεισ των ερωτιςεων, είτε ζχουν 

αποκτθκεί από τουσ μακθτζσ ςε προθγοφμενεσ ςχολικζσ χρονιζσ, είτε 

κατά τθν τρζχουςα ςχολικι χρονιά. Επιπλζον ςε κάποιεσ ερωτιςεισ 

πρζπει να λειτουργιςει θ ςυνδυαςτικι ςκζψθ των μακθτϊν 

προκειμζνου να καταφζρουν να τισ απαντιςουν. Παρακάτω 

περιγράφονται αναλυτικά οι ερωτιςεισ-αςκιςεισ, επιςθμαίνοντασ τουσ 

επιμζρουσ ςτόχουσ για κάκε μια από αυτζσ: 
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Ερώτημα 1: Αν οι πλευρζσ τριγϊνου είναι ανάλογεσ προσ τουσ 

αρικμοφσ 6, 3, 4 και  θ περίμετροσ του τριγϊνου είναι 65cm, να 

βρείτε τα μικθ των πλευρϊν του. 

 

τόχοσ είναι οι μακθτζσ να ξεκινιςουν απαντϊντασ μια βαςικι άςκθςθ 

ςτθ διδαςκαλία τθσ μακθματικισ αναλογίασ, όπου τουσ ηθτείται να 

υπολογίςουν τα μικθ των πλευρϊν τριγϊνου δοςμζνθσ τθσ αναλογίασ 

των πλευρϊν του και τθσ περιμζτρου του. τόχοσ είναι οι μακθτζσ να 

αποςαφθνίςουν τθν ζννοια πλευρά ανάλογθ προσ αρικμό και φςτερα 

να ςυςχετίςουν αυτό το δεδομζνο με τθ δοςμζνθ περίμετρο. Θ 

ςυγκεκριμζνθ άςκθςθ κα μποροφςε να δοκεί και ςε μακθτζσ Γυμναςίου 

μιασ και εξετάηει ακριβϊσ τθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ όπωσ τθ 

διδάςκονται ςτο Γυμνάςιο. 
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Ερώτημα 2:  

Δίνεται ευκφγραμμο τμιμα ΑΓ και ςθμείο Β τζτοιο ϊςτε 

 
  

  
 = 

 

 
 . 

Σότε να υπολογίςετε τουσ λόγουσ :  

1)                       2)        

 

 

 

 

τόχοσ αυτισ τθσ άςκθςθσ είναι δοςμζνου λόγου τμθμάτων να 

ςκεφτοφν οι μακθτζσ πϊσ κα υπολογίςουν τουσ λόγουσ των επιμζρουσ 

τμθμάτων. Για ευκολία τουσ δόκθκε ςχιμα ϊςτε να ζχουν εικόνα για 

τθν κζςθ των ςθμείων Α, Β και Γ βάςει του δοςμζνου λόγου. Τπάρχει 

περίπτωςθ ςφγχυςθσ τθσ εννοιακισ εικόνασ και του εννοιακοφ οριςμοφ 

του λόγου δφο τμθμάτων, πράγμα το οποίο εξετάςαμε αναλυτικά κατά 

τθν διάρκεια τθσ ςυνζντευξθσ. Επομζνωσ αναμζνουμε να δοφμε πϊσ 

ςυςχετίηουν οι μακθτζσ τα δεδομζνα τθσ άςκθςθσ για να υπολογίςουν 

τουσ ηθτοφμενουσ λόγουσ τμθμάτων. 
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Θ άςκθςθ αυτι είναι κάπωσ πιο ςφνκετθ και μάλιςτα αποδεικτικι. Ο 

βαςικότεροσ ςτόχοσ είναι να εξετάςουμε αν οι μακθτζσ μποροφν να 

διακρίνουν το κεϊρθμα του Καλι και να το εφαρμόςουν κατάλλθλα. 

Όπωσ ζχουμε αναφζρει δεν επιηθτάμε να κυμοφνται το κεϊρθμα αυτό 

κακ’ εαυτό, αλλά περιςςότερο μασ ενδιαφζρει θ διαιςκθτικι τουσ 

ικανότθτα πάνω ςτο ςχιμα και κατ’ επζκταςθ πάνω ςτα δεδομζνα που 

τουσ δίνονται. Δεδομζνθσ τθσ δυςκολίασ τθσ άςκθςθσ κρίναμε 

απαραίτθτο να δϊςουμε το ςχιμα ςτουσ μακθτζσ ϊςτε βάςει εκείνου 

να διακρίνουμε τα ςυμπεράςματα που κα βγάλουν. Αρχικά λοιπόν τουσ 

 

Ερώτημα 3: 

Αν από τθν κορυφι Α παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ φζρουμε ευκεία 

ε, θ οποία τζμνει τθν διαγϊνιο ΒΔ ςτο Ε, τθν πλευρά ΒΓ ςτο Η και 

τθν προζκταςι τθσ ΔΓ ςτο Θ, να δείξετε ότι . 
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δίνεται ζνα παραλλθλόγραμμο και το ηθτοφμενο είναι αν κα αντλιςουν 

τθν απαιτοφμενθ πλθροφορία από αυτό. Σουσ δίνεται επιπλζον ευκεία 

ε θ οποία τζμνει τθν διαγϊνιο του παραλλθλογράμμου ςτο Ε και τθν 

προζκταςθ τθσ ΔΓ ςτο Θ. Κομβικό ςθμείο αποτελεί να διακρίνουν οι 

ςυμμετζχοντεσ τθν παραλλθλία του τμιματοσ ΑΒ με το ΔΘ και ςτθν 

ςυνζχεια να εξετάςουν αν υπάρχουν όμοια τρίγωνα ςτο δοςμζνο ςχιμα 

με πλευρζσ αυτζσ που βρίςκονται ςτθ ηθτοφμενθ προσ απόδειξθ ςχζςθ. 
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τθν ςυγκεκριμζνθ άςκθςθ ςτόχοσ είναι θ εφαρμογι του Κεωριματοσ 

του Καλι ςτο ςχιμα «πεταλοφδα» όπωσ αναφζρεται ςτθ βιβλιογραφία 

(Κωμαΐδθσ - Ποφλοσ, 2000). Δίνεται το τμιμα ΗΘ // ΒΓ κακϊσ και τα 

μικθ ΑΒ, ΑΓ και ΗΓ και βάςει αυτϊν ηθτείται να υπολογιςκεί το τμιμα 

ΘΒ. Σο ςχιμα αυτό φαίνεται να δυςκολεφει γενικά τθν πλειοψθφία των 

μακθτϊν, όπωσ προκφπτει από ζρευνεσ ςτθν διδακτικι των 

μακθματικϊν (Κωμαΐδθσ - Ποφλοσ, 2000) μιασ και δεν αποτελεί 

απευκείασ εφαρμογι του κεωριματοσ ςτο κλαςικό ςχιμα των τριϊν 

παράλλθλων ευκειϊν με τισ δφο τζμνουςεσ. Αναμζνεται να δοφμε το 

 

Ερώτημα 4: 

Σο ευκφγραμμο τμιμα ΗΘ είναι παράλλθλο με το ΒΓ (ΗΘ//ΒΓ) και 

τα μικθ των ευκυγράμμων τμθμάτων ΑΒ, ΑΓ και ΗΓ αντίςτοιχα ίςα 

με ΑΒ=2cm, ΑΓ=6cm και ΗΓ=9cm. Να βρεκεί το μικοσ του 

ευκυγράμμου τμιματοσ  ΘΒ = χ. 
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κατά πόςο ζχουν κατανοιςει οι μακθτζσ το κεϊρθμα και αν το 

χρθςιμοποιοφν ςωςτά. 

Μζκοδοσ ανάλυςθσ δεδομζνων 

Αρχικά θ ερευνιτρια ςυγκζντρωςε τισ απαντιςεισ των μακθτϊν και 

αφοφ τισ επεξεργάςτθκε αναλυτικά, κατθγοριοποίθςε τισ απαντιςεισ με 

βάςθ τα ερευνθτικά ερωτιματα. Κατά τθν διάρκεια τθσ επεξεργαςίασ 

παρουςιάςτθκαν και κάποια επιπλζον ςθμεία τα οποία φάνθκαν 

ενδιαφζροντα για τθν μελζτθ. τθν αρχικι αυτι φάςθ τθσ ανάλυςθσ 

διαμορφϊκθκαν οι βαςικοί άξονεσ ανάλυςθσ που ςχετίηονται με τα 

ερευνθτικά ερωτιματα. 

1. Αντίλθψθ αναλογίασ τμθμάτων 

2. Αντίλθψθ λόγου τμθμάτων 

3. Αντίλθψθ ομοιότθτασ τριγϊνων 

4. Αντίλθψθ Κεωριματοσ Καλι 

5. ωςτι εφαρμογι του Κεωριματοσ Καλι   

6. Αντίλθψθ ςχιματοσ 

Οι ζξι παραπάνω άξονεσ ζπαιξαν κακοριςτικό ρόλο για τθν επιλογι των 

δφο (2) από τουσ οκτϊ (8) ςυμμετζχοντεσ προσ ςυνζντευξθ. Κατά τθ 

διάρκεια τθσ ςυνζντευξθσ θ διαδικαςία ανάλυςθσ των δεδομζνων ιταν 

ςυνεχισ υπό τθν ζννοια ότι θ ερευνιτρια κρατοφςε τισ δικζσ τθσ 

ςθμειϊςεισ κατά τθν διάρκεια των ςυναντιςεων με τουσ μακθτζσ. Σα 

ερωτιματα τθσ κάκε ςυνζντευξθσ ιταν κατάλλθλα διαμορφωμζνα ϊςτε 

να καλφπτουν τθν κάκε περίπτωςθ μακθτι μεμονωμζνα. Επιπλζον 

όπου κρίκθκε αναγκαίο θ ερευνιτρια πρόςκεςε επιπλζον 

παραδείγματα για περιςςότερθ εμβάκυνςθ. 
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φμφωνα με τουσ Maher (2002), και Maher και Martino (2000) μετά τθν 

καταγραφι του περιεχομζνου των απομαγνθτοφωνιςεων ακολουκεί ο 

προςδιοριςμόσ των κρίςιμων ςθμείων. Ζνα ςυμβάν καλείται κρίςιμο 

όταν καταδεικνφει μια ςθμαντικι αλλαγι, ι ζνα εννοιολογικό άλμα ςε 

ςχζςθ με προθγοφμενθ γνϊςθ. Αρχικά ζγινε θ απομαγνθτοφϊνθςθ των 

ςυνομιλιϊν ςτισ δφο ςυναντιςεισ και ςτθν ςυνζχεια θ ερευνιτρια 

μελζτθςε ςχολαςτικά τισ απαντιςεισ που δόκθκαν βάςθ των 

ερευνθτικϊν ερωτθμάτων που είχε κζςει. Ακολουκϊντασ το πλαίςιο τθσ 

κεωρίασ των κρίςιμων ςθμείων ταξινόμθςε τισ απαντιςεισ των 

μακθτϊν. το μζροσ τθσ επεξεργαςίασ των δεδομζνων 

χρθςιμοποιοφνται για ευκολία οι εξισ ςυντομογραφίεσ: 

Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, Μ5, Μ6, Μ7, Μ8 για τουσ οκτϊ ςυμμετζχοντεσ και ΕΡ 

για τθν παρζμβαςθ τθσ ερευνιτριασ. 
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5. Παρουςίαςη και ανάλυςη των αποτελεςμάτων 
 

το παρόν κεφάλαιο κα παρουςιαςτοφν τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ 

από τουσ μακθτζσ που επιλζχκθκαν από τθν ερευνιτρια κακϊσ και ο 

τρόποσ επιλογισ των δφο ςυμμετεχόντων ςτισ προςωπικζσ 

ςυνεντεφξεισ. Θ παρουςίαςθ ζχει χωριςτεί ανά μακθτι και ςε κάκε 

κομμάτι τθσ ανάλυςθσ γίνεται αναφορά ςτο κεωρθτικό πλαίςιο που 

ςχετίηεται με τθν απάντθςθ. υνολικά ζγιναν δφο ςυναντιςεισ με τουσ 

μακθτζσ ςε χϊρο εκτόσ του ςχολικοφ τουσ περιβάλλοντοσ ϊςτε να είναι 

περιςςότεροσ οικείοσ και φιλικόσ από εκείνο τθσ ςχολικισ τουσ τάξθσ. 

Για τθ διεξαγωγι τθσ αρχικισ φάςθσ τθσ ζρευνασ οι μακθτζσ 

ςυγκεντρϊκθκαν όλοι μαηί ςτο ςφνολό τουσ με τθν ερευνιτρια ςε 

κάποια διδακτικι ϊρα που είχαν κενό ςτθν αίκουςα πλθροφορικισ του 

ςχολείου τουσ. Τπιρχε ζντονοσ ενκουςιαςμόσ ςχεδόν από όλουσ και 

λίγο άγχοσ από μερικοφσ. Θ ερευνιτρια τουσ μοίραςε το φυλλάδιο με 

τα 4 ερωτιματα και κάκιςε μαηί τουσ ςτα 45 λεπτά που είχαν ςτθν 

διάκεςι τουσ για να απαντιςουν τα ερωτιματα. Θ ερευνιτρια ζδωςε 

απάντθςθ μόνο ςτισ διευκρινιςτικζσ ερωτιςεισ των μακθτϊν πάνω ςτα 

ερωτιματα, ενϊ απζφυγε τθν ανάλυςθ πάνω ςε αυτά, διότι ςτόχοσ 

ιταν να μελετιςει τθν πορεία τθσ ςκζψθσ των μακθτϊν δίχωσ κάποια 

επιμζρουσ βοικεια ςε αυτι τθν φάςθ. Από τα γραπτά αυτά, κα διάλεγε 

εξάλλου εκείνα που κα παρουςίαηαν ενδιαφζρον για περαιτζρω 

ανάλυςθ. 
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Ερώτημα 1: Αν οι πλευρζσ τριγϊνου είναι ανάλογεσ προσ τουσ αρικμοφσ 

6, 3, 4 και  θ περίμετροσ του τριγϊνου είναι 65cm, να βρείτε τα μικθ 

των πλευρϊν του. 

 

το ερϊτθμα αυτό οι μακθτζσ φανζρωςαν μεγάλθ δυςκολία. Φαίνεται 

να μθν κατανοοφν τθν ζννοια “πλευρά τριγϊνου ανάλογθ προσ 

αρικμό”, με αποτζλεςμα να υπάρχει αςάφεια ςτισ απαντιςεισ που 

δίνουν. Όλοι οι μακθτζσ εκτόσ από τουσ Μ5 και Μ8 ζβγαλαν τθν ςχζςθ 

6x+3x+4x=65 => 13x=65 => x=5, όπου το x το ερμινευςε ο κακζνασ 

διαφορετικά όπωσ φαίνεται. το ερϊτθμα αυτό λοιπόν παρατθροφμε 

Μ1 Α+Β+Γ=65 και 6x+3x+4x=65 => 13x=65 => x=5, άρα 

ΑΒ/ΑΓ=5,  

ΑΒ/ΒΓ=5 ΚΑΛ ΑΓ/ΒΓ=5. 

Μ2 Α+Β+Γ=65 και 6x+3x+4x=65 => 13x=65 => x=5, 

ΑΒ/ΒΓ=6, ΒΓ/ΓΑ=3, ΓΑ/ΑΒ=4. 

Μ3 Α+Β+Γ=65 και 6x+3x+4x=65 => 13x=65 => x=5. 

Μ4 Α+Β+Γ=65 και 6x+3x+4x=65 => 13x=65 => x=5, άρα το 

τρίγωνο είναι ιςόπλευρο με πλευρά x=5. 

Μ5 Καμία απάντθςθ. 

Μ6 Αν x1, x2, x3 οι ηθτοφμενεσ πλευρζσ και ανάλογεσ προσ 

τουσ αρικμοφσ 6, 3 και 4, τότε  

6x1/6=65/6 => x1=65/6 

3x2/3=65/3 => x2=65/3 

4x3/4=65/4 => x3=65/4. 

Μ7 Α+Β+Γ=65 και 6x+3x+4x=65 => 13x=65 => x=5. 

Μ8 Καμία απάντθςθ. 
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ότι θ εννοιακι εικόνα τθσ ζννοιασ τθσ αναλογίασ τμθμάτων δεν 

ταιριάηει με τον εννοιακό οριςμό. 

 

Ερώτημα 2:  

Δίνεται ευκφγραμμο τμιμα ΑΓ και ςθμείο Β τζτοιο ϊςτε 

 
  

  
 = 

 

 
 . 

Σότε να υπολογίςετε τουσ λόγουσ :  

2)                       2)        

 

 

M1 BΓ/AB=3AB/AB => BΓ/AB=3 

ΒΓ/ΑΓ=3ΑΒ/ΑΒ+ΒΓ=3ΑΒ/4ΑΒ=3/4. 

 

M2 ΒΓ/ΑΒ=3/1=3 

ΒΓ/ΑΓ=3/4. 

M3 Όμοια με Μ1. 

M4 Όμοια με Μ1. 

M5 Όμοια με Μ2. 

M6 Αφοφ ΑΒ/ΒΓ=1/3, τότε ΑΒ=1 και ΒΓ=3, ζπειτα απάντθςε 

όπωσ ο Μ1. 

M7 Όμοια με Μ2. 

M8 Όμοια με Μ2. 
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Σο ερϊτθμα αυτό δόκθκε από τθν ερευνιτρια όπωσ αναφζρκθκε για 

τθν διερεφνθςθ τθσ αντίλθψθσ των μακθτϊν πάνω ςτθν μακθματικι 

αναλογία και περιελάμβανε ςχιμα ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ για δφο 

λόγουσ. Ο πρϊτοσ αφοροφςε τθν αξιολόγθςθ τθσ κατανόθςθσ του 

ςχιματοσ, διακρίνοντασ από τισ απαντιςεισ ςε ποια από τισ 4 πτυχζσ 

του Duval (1999) κατατάςςεται θ ικανότθτα των μακθτϊν. Ο δεφτεροσ 

λόγοσ ιταν περιςςότερο διερευνθτικόσ, διότι ζνασ από τουσ άξονεσ των 

ερευνθτικϊν ερωτθμάτων αφοροφςε εδϊ πϊσ αντιλαμβάνονται οι 

μακθτζσ τθν αναλογία τμθμάτων αν τουσ δίνεται γνωςτι μια δεφτερθ 

αναλογία. Με άλλα λόγια πόςο καλά ζχουν αντιλθφκεί τθν ζννοια αυτι 

με βάςθ το δοςμζνο ςχιμα. Παρατθρικθκε ότι ςε αυτό το ερϊτθμα 

παρουςιάςτθκαν δφο τρόποι προςζγγιςθσ. Ο ζνασ αφορά τθν απάντθςθ 

του μακθτι Μ1, όπου με αντικατάςταςθ υπολογίηει τουσ ηθτοφμενουσ 

λόγουσ, και ο άλλοσ αφορά τον απευκείασ υπολογιςμό των λόγων 

ενδεχομζνωσ βάςει ςχιματοσ. Από τθν άλλθ μεριά φαίνεται ότι θ 

μακιτρια Μ6 ενϊ υπολογίηει ςωςτά τουσ ηθτοφμενουσ λόγουσ ζχει 

ςχθματίςει εςφαλμζνθ εννοιακι εικόνα για τον λόγο τμθμάτων ςε 

ςφγκριςθ με τον εννοιακό οριςμό του λόγου δφο τμθμάτων. το ςθμείο 

αυτό θ ερευνιτρια εντοπίηει μια περίπτωςθ ενδιαφζρουςα προσ 

επιπλζον ανάλυςθ μιασ και οι υπόλοιποι μακθτζσ ζχουν κοινά ςθμεία 

ςτισ απαντιςεισ τουσ. 
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Ερώτημα 3: 

Αν από τθν κορυφι Α παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ φζρουμε ευκεία ε, θ 

οποία τζμνει τθν διαγϊνιο ΒΔ ςτο Ε, τθν πλευρά ΒΓ ςτο Η και τθν 

προζκταςι τθσ ΔΓ ςτο Θ, να δείξετε ότι   . 

 

Μ1 Καμία απάντθςθ. 

Μ2 Καμία απάντθςθ. 

Μ3 Σα τρίγωνα ΑΒΕ, ΑΒΗ είναι ίςα. 

Μ4 Καμία απάντθςθ. 

Μ5 ΑΒΓΔ παραλλθλόγραμμο. Άρα ΑΒ//ΔΓ και αφοφ 

προεκτείνω τθν ΔΓ ζωσ το Θ, ΑΒ//ΔΘ και ΔΑ//ΒΓ. 

Άρα DE/EB=AE/EZ=HE/EA. 

Μ6 ΑΒΓΔ παραλλθλόγραμμο. Από κεϊρθμα Καλι κα πρζπει  

ΕΘ/ΑΕ=ΑΕ/ΕΗ (δεν το απζδειξε). 

Μ7 Υψωςε ςτο τετράγωνο τθν ςχζςθ ΑΕ=ΑΘ-ΕΘ.... 

Μ8 Ζδειξε ότι τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΔΕΘ είναι όμοια. 

 

το ερϊτθμα αυτό μόνο θ μακιτρια Μ5 ζδωςε μια πλιρθ απόδειξθ, 

ςωςτά τεκμθριωμζνθ, ενϊ ο Μ6 βάςει του ςχιματοσ φάνθκε να 

αντιλιφκθκε ότι κα πρζπει να κάνει χριςθ του Κεωριματοσ του Καλι, 

πράγμα που αποτελοφςε άξονα των ερευνθτικϊν ερωτθμάτων τθσ 

μελζτθσ. το ςθμείο αυτό θ ερευνιτρια κεϊρθςε αρκετά ενδιαφζρουςα 
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τθν απάντθςθ τθσ μακιτριασ Μ5, θ οποία αξίηει να ςθμειωκεί ότι ιταν 

θ μοναδικι από τθν κεωρθτικι κατεφκυνςθ, θ οποία ζλαβε μζροσ ςτθν 

ζρευνα. 

 

Ερώτημα 4: 

Σο ευκφγραμμο τμιμα ΗΘ είναι παράλλθλο με το ΒΓ (ΗΘ//ΒΓ) και τα 

μικθ των ευκυγράμμων τμθμάτων ΑΒ, ΑΓ και ΗΓ αντίςτοιχα ίςα με 

ΑΒ=2cm, ΑΓ=6cm και ΗΓ=9cm. Να βρεκεί το μικοσ του ευκυγράμμου 

τμιματοσ ΘΒ = χ. 

 

M1 AB/AΓ=2/6=1/3=HB/ZΓ => HB=3, ΗΑ=9-6=3. 

M2 ΗΑ=3, ΑΒ/ΑΓ=2/6=1/3. 

M3 AZ=3, AG/ZG=AB/HA => 6/3=2/ΘΑ => ΘΑ=1, 

ΘΒ=ΘΑ+ΑΒ=1+2=3. 

M4 Όμοια με Μ2. 

M5 ΘΒ=ΒΑ+ΑΘ, ΗΑ/ΑΒ=ΘΑ/ΑΓ, ΘΒ=ΘΑ+ΑΒ. 

M6 Όμοια με Μ2, δεν υπολόγιςε το ΘΒ. 

M7 Όμοια με Μ2. 

M8 Όμοια με Μ2. 
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το ερϊτθμα αυτό ςχεδόν όλοι οι μακθτζσ φαίνεται να 

αντιλαμβάνονται ςε πολφ καλό βακμό το Κεϊρθμα του Καλι και παρά 

το γεγονόσ ότι το ςχιμα αυτό αποτελεί ςφμφωνα με τθν βιβλιογραφία 

(Κωμαΐδθσ - Ποφλοσ, 2000) εμπόδιο ςτθν εφαρμογι του Κεωριματοσ, 

οι ςυγκεκριμζνοι μακθτζσ φαίνεται να το διαχειρίηονται με ευκολία. 

Μόνο θ μακιτρια Μ5 φάνθκε να χρθςιμοποιεί εςφαλμζνα το Κεϊρθμα, 

όμωσ κα δοφμε και παρακάτω τθν αιτία για αυτό το φαινόμενο. 

 

Ανάλυςη των αποτελεςμάτων τησ πρώτησ ςυνζντευξησ: 

Παρακάτω αναφερόμαςτε ςτθν ςυνζντευξθ που ζγινε με τθν μακιτρια 

Μ5. Αρχικά θ ερευνιτρια ζκεςε κάποια ειςαγωγικά ερωτιματα ςτθν 

μακιτρια ϊςτε να αντιλθφκεί ποιά είναι θ γνϊμθ που ζχει θ ίδια για 

τθν επίδοςι τθσ ςτα μακθματικά, αλλά και ποιά είναι θ ςχζςθ τθσ 

μακιτριασ με το ςυγκεκριμζνο μάκθμα, πόςο ςθμαντικά τα κεωρεί ι 

όχι.  

Ερωτιςεισ για εξζταςθ αυτο-αντίλθψθσ και αυτο-αποτελεςματικότθτασ 

Απάντθςε ςτισ παρακάτω ερωτιςεισ ανάλογα με αυτό που ςε εκφράηει 

περιςςότερο από το 1 ζωσ το 4 (διαφωνϊ απόλυτα, διαφωνϊ, 

ςυμφωνϊ, ςυμφωνϊ απόλυτα). 

1. Μελετϊ τα μακθματικά γιατί αναγνωρίηω τθν χρθςιμότθτά τουσ. 

2. Αιςκάνομαι ικανι να λφςω μακθματικά προβλιματα που 

απαιτοφν πολφ χρόνο. 

3. Πάντα ιμουν καλι ςτα μακθματικά. 

4. Θ ςκλθρι μελζτθ μπορεί να βελτιϊςει κάποιον ςτα μακθματικά. 

5. Αν δεν μπορζςω να λφςω ζνα μακθματικό πρόβλθμα μζςα ςε 

λίγα λεπτά, ίςωσ να μθν καταφζρω να το λφςω ποτζ. 
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6. Μακαίνω γριγορα αυτά που διδάςκομαι ςτα μακθματικά. 

7. Είμαι καλόσ ςτα μακθματικά ςε ςφγκριςθ με τουσ υπόλοιπουσ 

ςυμμακθτζσ μου. 

8. Οι εργαςίεσ ςτα μακθματικά είναι εφκολεσ για εμζνα. 

9. Είναι ςθμαντικό για εμζνα να ζχω καλι επίδοςθ ςτα μακθματικά. 

10. Νιϊκω ικανοποιθμζνθ από τθν επίδοςι μου ςτα μακθματικά. 

 

Ερωτιματα 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Απαντιςεισ 2 3 2 4 1 1 2 3 2 3 

 

Οι πζντε πρϊτεσ ερωτιςεισ αφοροφν τθν αυτο-αντίλθψθ του μακθτι. H  

μακιτρια Μ5 όπωσ ζχει αναφερκεί και παραπάνω ζχει επιλζξει τθν 

κεωρθτικι κατεφκυνςθ ςτο ςχολείο. Θ ερευνιτρια διζκρινε ότι παρόλα 

αυτά θ Μ5 ζχει ιςχυρι αυτο-αντίλθψθ για τθν ικανότθτά τθσ ςτα 

μακθματικά. Όςο αφορά τθν αυτο-αποτελεςματικότθτα φαίνεται να τθν 

διακρίνει μια μζτρια αντίλθψθ για τον εαυτό τθσ.  

 

Ερώτημα 1 

Αν οι πλευρζσ τριγϊνου είναι ανάλογεσ προσ τουσ αρικμοφσ 6, 3, 4 και θ 

περίμετροσ του τριγϊνου είναι 65cm, να βρείτε τα μικθ των πλευρϊν 

του. 

Απάντθςθ ςτο φυλλάδιο δραςτθριοτιτων: Καμία απάντθςθ 

E: Τι ςε δυςκόλεψε; 

Μ5: Δεν κατάλαβα τα δεδομζνα και επίςθσ πϊσ να ξεκινιςω τθν άςκθςθ 

δεν ξζρω… 
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Ε: Ωραία πάμε να τθν δοφμε μαηί. Αν ΑΒ=3cm και ΓΔ=6cm, τότε  
  

  
   

Μ5: Δεν ξζρω πόςο είναι... 

 (αγχϊκθκε…) 

Ζγραψε: λόγοσ ΑΒ-ΓΔ=3/6 (1) 

Θ Μ5 από το άγχοσ τθσ, ζγραψε περιγραφικά αυτό που τθσ ηθτικθκε 

από τθν ερευνιτρια. Επιπλζον διλωςε απευκείασ ότι δεν κατάλαβε τα 

δεδομζνα τθσ άςκθςθσ και γι’ αυτό το λόγο δεν ζδωςε κάποια 

απάντθςθ ςτο ςυγκεκριμζνο ερϊτθμα. Εδϊ θ ερευνιτρια ζκρινε 

ςκόπιμθ τθν παρζμβαςθ τθσ ϊςτε να κατευκφνει τθν ςκζψθ τθσ 

μακιτριασ. Ζτςι, ξεκινάει εξθγϊντασ τον οριςμό αναλογίασ τμθμάτων. 

τόχοσ τθσ είναι να τθσ δϊςει κατεφκυνςθ προσ τθν λφςθ και όχι 

απευκείασ τθν λφςθ.  

Ε: Επιπλζον ζςτω  ΕΗ=2cm και ΘΘ=4cm, τότε ο  λόγοσ ΕΗ προσ ΘΘ με τί 

ιςοφται; 

Ζγραψε ΕΗ προσ ΘΘ=2/4 (2) 

Ε: Τι παρατθρείσ για τουσ δφο λόγουσ που υπολόγιςεσ;  

(ςκζφτεται...) 

Ε: Δθλαδι αν απλοποιιςεισ τα κλάςματα, τί προκφπτει? 

Ζκανε απλοποίθςθ ςτθν ςχζςθ (1) 3/6=1/2 

Και ςτθν ςχζςθ (2) 2/4=1/2 

Ε: Οι δφο λόγοι ιςοφνται. Αυτό ςθμαίνει ότι ΑΒ/ΓΔ=ΕΗ/ΘΘ και τότε λζμε 

ότι τα τμιματα ΑΒ, ΕΗ είναι ανάλογα τμιματα προσ τα ΓΔ, ΘΘ. 



70 
 

Μ5: Ναι… 

Βάςει αυτοφ ο ερευνθτισ ηιτθςε να ξανά ςκεφτεί, αυτό που τθν 

δυςκόλευε. 

Θ Μ5 άρχιςε να γράφει ΑΒ/6=ΒΓ/3=ΓΑ/4… 

Μ5 : Νομίηω το κάνω λάκοσ… 

Θ Μ5 φαίνεται να μπικε ςτο πνεφμα τθσ άςκθςθσ. 

Ε: Πχι ςωςτά το κάνεισ... 

Ε: Άρα  τι ςθμαίνει οι πλευρζσ τριγϊνου είναι ανάλογεσ προσ 

αρικμοφσ...το καταλάβαμε… 

Μ5: Ναι… 

Ε. Σου δίνει και τθν περίμετρο… 

Μ5. Ναι… 

Ε: Τα δεδομζνα ςου λοιπόν είναι θ ςχζςθ που βρικεσ και θ  

περίμετροσ. 

Θ ερευνιτρια τθσ ζδειξε τθν ιδιότθτα των αναλογιϊν 

Αν α/β = γ/δ = ε/η, τότε α/β = γ/δ = ε/η = (α+γ+ε)/(β+δ+η) (3) 

Θ ιδιότθτα αυτι τθσ κφμιηε κάτι αλλά αμυδρά, είπε ότι είχαν κάνει 

πολλζσ αςκιςεισ και τότε κάτι είχε καταλάβει αλλά φαίνεται να 

εννοοφςε κάτι αντίςτοιχο με το παρακάτω: 

α/β = χ/γ, βρείτε το χ (όπου κα το υπολόγιηε με χιαςτί όπωσ είπε) 
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φμφωνα με τουσ Tall & Vinner (1981) ο εννοιακόσ οριςμόσ μπορεί 

εφκολα να αποςτθκιςτεί και ζτςι να χακεί θ ουςία τθσ ζννοιασ με 

αποτζλεςμα να γίνουν λάκθ αν αλλάξουν λίγο τα δεδομζνα και 

εφαρμοςτεί θ αποςτικιςθ. Όπωσ είδαμε και παραπάνω ο προςωπικόσ 

εννοιακόσ οριςμόσ, όπου φαίνεται και ςτθν μακιτρια Μ5, μπορεί να 

μεταβάλλεται και να τροποποιείται με τον καιρό από το ίδιο το άτομο. 

Βάςει τθσ (3) ζβγαλε ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ/3+6+4=ΑΒ/6+ΒΓ/3+ΓΑ/4 (4) 

M5. Άρα δεν μπορϊ να πω ότι θ ςχζςθ (4) ιςοφται με 5? 

Ε. Ναι μπορείσ... 

Μ5. Άρα ΑΒ/6=5, ΒΓ/3=5, ΓΑ/4=5 

Θ ΕΡ για να βεβαιϊςει και τθν ίδια τθσ ηιτθςε να κάνει επαλικευςθ. 

Σθν ζκανε αμζςωσ. 

Ε. Ζχεισ κάποια απορία? 

Μ5. Πχι... 

Ε. Σίγουρα? 

Μ5.Ναι.. 

Θ ερευνιτρια ςτθν ςυνζχεια κζλοντασ να διερευνιςει τον τρόπο 

ςκζψθσ τθσ μακιτριασ ςτο ερϊτθμα 2, το οποίο είχε απαντιςει ςωςτά , 

μάλιςτα υπολόγιςε τουσ λόγουσ απευκείασ, χωρίσ αντικατάςταςθ, τθσ 

ζκεςε κάποια επιπλζον υποερωτιματα. 
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Τποερώτημα 1 

Βλζποντασ τθν αναλογία ΑΒ/ΓΔ=1/4, θ Γεωργία ιςχυρίηεται ότι ΑΒ=1 και 

ΓΔ=4, ενϊ θ Μαρία ότι το ΓΔ είναι τετραπλάςιο του ΑΒ. Ποιά από τα δφο 

κορίτςια ζχει δίκιο κατά τθν γνϊμθ ςου και γιατί; 

M5. Θ Γεωργία ζχει δίκιο, διότι ζτςι απάντθςα και τθν άςκθςθ 2. 

Λογικι που ακολοφκθςε ςτθν άςκθςθ 2: 

ΑΒ/ΓΔ=1/3, άρα αφοφ βάλαμε ςτο ΑΒ το 1, ςτθν κζςθ του ΑΒ βάλαμε το 

1, τότε το μικοσ κα είναι 1, το ίδιο ςκζφτθκα και για το ΒΓ, αφοφ ςτο ΒΓ 

βάλαμε 3, το μικοσ ΒΓ κα είναι 3.  

Ε. Ζτςι λοιπόν απάντθςεσ και ότι ΒΓ/ΑΓ=3/4. ΑΓ=ΑΒ+ΒΓ=1+3=4; 

Θ ερευνιτρια εντυπωςιάςτθκε διότι προζκυψε ζνα νζο δεδομζνο για 

ανάλυςθ το οποίο δεν είχε ςκεφτεί για τθν περίπτωςθ τθσ μακιτριασ 

Μ5. Προςπάκθςε να κρατιςει ουδζτερθ ςτάςθ και να κατευκφνει τθν 

ςκζψθ τθσ Μ5, ϊςτε να καταλάβει τθν εςφαλμζνθ εννοιακι εικόνα που 

ζχει για τθν αναλογία τμθμάτων με ζνα αντιπαράδειγμα. τθν 

προκειμζνθ περίπτωςθ θ Μ5 κεωρεί ακριβϊσ αυτό που περιγράφει το 

οποίο ζρχεται ςε αντίκεςθ με τον εννοιακό οριςμό τoυ λόγου δφο 

τμθμάτων, μζςω του οποίου περιγράφεται θ ςχζςθ που ζχουν τα 

ευκφγραμμα τμιματα μεταξφ τουσ και όχι το μικοσ του κάκε τμιματοσ 

(θ εννοιακι εικόνα που ζχει θ Μ5). 

Μ5.Ναι 

Ε. Αν τϊρα ΑΒ=30cm και ΓΔ=120cm, τότε ο λόγοσ ΑΒ/ΓΔ=? 

Μ5. ΑΒ/ΓΔ=30/120 

Ε. Ροιοσ είναι ο λόγοσ τουσ? 
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E. Με τι ιςοφται φςτερα από απλοποίθςθ; 

Μ5.Μετά από απλοποίθςθ... 

(ςκζφτεται..) 

ΑΒ/ΓΔ=30/120=1/40 

Ε. Ξανά ςκζψου το. 

30/120=1/4. 

Ε. Ωραία εδϊ λοιπόν το μικοσ του ΑΒ=30, του ΓΔ=120, αλλά ο λόγοσ 

είναι ίδιοσ με αυτόν που υπολόγιςε  Γεωργία και 1 ≠30, 4≠120. 

Άρα ο λόγοσ είναι ζνασ αρικμόσ που μου δείχνει τθν ςχζςθ μεταξφ 

τμθμάτων και όχι ποιο είναι το μικοσ τουσ. 

Μ5. Αααα... 

(ενκουςιαςμόσ...) 

Ε. Άρα θ Μαρία ζχει δίκιο. 

Τποερώτημα 2 

ΑΒ/ΓΔ=2/5, ποιο από τα δφο τμιματα είναι μεγαλφτερο; 

Μ5. Το ΓΔ είναι μεγαλφτερο. 

Ε. Γιατί? 

Θ ερευνιτρια εδϊ προςπακεί να αντιλθφκεί πωσ ςκζφτεται θ Μ5...  

Μ5.Με ότι και να πολλαπλαςιάςω τα 2 τμιματα πάντα το ΓΔ κα’ ναι 

μεγαλφτερο... 

Ε. ΑΒ/ΓΔ<1 ι ΑΒ/ΓΔ>1; 
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(ςκζφτεται....) 

Θ Μ5 ενϊ απαντάει ςωςτά και γριγορα τθν ερϊτθςθ, δείχνει να 

δυςκολεφεται να κατανοιςει αυτό που τθν ρωτάει ο ερευνθτισ. 

Θ ερευνιτρια πιρε τθν ςχζςθ ΑΒ/ΓΔ=2/5, ιςοδφναμα 5ΑΒ=2ΓΔ, 

ιςοδφναμα, ΑΒ=2/5ΓΔ και τθσ ηιτθςε να το ςχεδιάςει. 

Άρα καταλιξαμε ότι 2/5<1, δθλαδι ΓΔ>ΑΒ. 

 

 

 

Οι Fischbein & Nachlieli (1998) αναφζρουν ότι, ςτθν γνωςτικι 

ψυχολογία υπάρχει μία ςαφισ διάκριςθ μεταξφ εννοιϊν και  εικόνων. 

Κεωροφνται δφο διαφορετικζσ νοθτικζσ κατθγορίεσ, αν και οι ςχζςεισ 

μεταξφ τουσ ςτον τρόπο ςκζψθσ και τθν απομνθμόνευςθ είναι καλά 

τεκμθριωμζνεσ. Μια γεωμετρικι ζννοια ςυνικωσ ορίηεται ωσ μια 

αφθρθμζνθ, γενικι εκπροςϊπθςθ (μια ιδζασ) τθσ κατθγορίασ των 

αντικειμζνων ι γεγονότων. Από τθν άλλθ πλευρά, μια εικόνα (ιδιαίτερα 

μια οπτικι εικόνα) είναι μια αιςκθτιρια αναπαράςταςθ ενόσ 

αντικειμζνου ι εκδιλωςθ. Οι οπτικζσ εικόνεσ μερικζσ φορζσ 

περιγράφονται ωσ «εικόνεσ του μυαλοφ» επειδι διακζτουν χωρικζσ 
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ιδιότθτεσ, όπωσ θ ζκταςθ, το ςχιμα, θ κζςθ, το μζγεκοσ. Θ 

αναπαράςταςθ και θ οπτικοποίθςθ (χριςθ οπτικϊν-οπτικοακουςτικϊν 

μζςων) αποτελοφν τον πυρινα τθσ κατανόθςθσ ςτα μακθματικά. Ιδθ 

από το 1961, ο Piaget αναγνϊριςε τθ δυςκολία κατανόθςθσ αυτοφ που 

οι μακθματικοί αποκαλοφν "διαίςκθςθ", ζνασ τρόποσ κατανόθςθσ που 

ζχει ςτενοφσ δεςμοφσ με τθν αναπαράςταςθ και τθν οπτικοποίθςθ 

(Duval, 1999). 

H M5 φαίνεται να κατζχει τθν διαδοχικι αντίλθψθ του γεωμετρικοφ 

ςχιματοσ με βάςθ τισ τζςςερισ πτυχζσ που διακρίνει ο Duval (1999) για 

το γεωμετρικό ςχιμα, θ οποία απαιτείται κάκε φορά που το άτομο 

πρζπει να καταςκευάςει ι να περιγράψει ζνα γεωμετρικό ςχιμα. Θ 

καταςκευι του ςχιματοσ δεν εξαρτάται από τθν αντιλθπτικι ςφλλθψθ, 

αλλά από τουσ τεχνικοφσ περιοριςμοφσ και τισ μακθματικζσ ιδιότθτεσ. 

κόπιμα ηθτείται από τθν Μ5 να ςχεδιάςει τα τμιματα ϊςτε να 

αντιλθφκεί και θ ίδια τι παριςτάνει θ ςχζςθ που τθσ δίνεται να 

ςχεδιάςει. 

Τποερώτημα 3 

Αν το τμιμα ΑΒ=10α  και ΑΓ=2α, να βρεκεί ο λόγοσ ΒΓ/ΑΒ. 

Μ5. ΑΒ/ΑΓ=10α/2α=5α/α=5 

Ε. ΑΒ=5ΑΓ? 

Μ5.ναι.. 

Ψάχνω ΒΓ/ΑΒ, αφοφ ΑΒ=10α και ΑΓ=2α 

ΑΒ=ΑΓ+ΓΒ, άρα ΓΒ=8α 

Άρα ΒΓ/ΑΒ=8α/10α =4/5 (4) 
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Ε. ΑΒ>ΒΓ? Από τθν ςχζςθ 4? 

Θ ΕΡ περίμενε να απαντθκεί απευκείασ αυτό το ερϊτθμα,  όμωσ 

φαίνεται να υπάρχει δυςκολία από τθν Μ5 ςε αυτό το ερϊτθμα. Ζτςι θ 

ΕΡ κζλθςε να τθν αφιςει να λειτουργιςει μόνθ τθσ για να απαντιςει. Θ 

Μ5 απάντθςε: 

(κόλλθςε λίγο...) 

 ζγραψε 4ΑΒ=5ΑΓ, ιςοδφναμα ΑΒ=5/4 ΒΓ 

τθν ςυνζχεια θ ΕΡ τθσ ηιτθςε ξανά να ςχεδιάηει τα εν λόγω τμιματα 

βάςει τθσ παραπάνω ςχζςθσ. 

 

Ε. 5/4>1 ι 5/4<1? 

Μ5. 5/4>1 

Άρα ΑΒ>ΒΓ. 

Θ Μ5 ςε αυτι το ςτάδιο φαίνεται να ζχει κατανοιςει τι αντιπροςωπεφει 

ο λόγοσ δφο τμθμάτων, κακϊσ και πϊσ αναπαριςτοφνται τα αντίςτοιχα 

τμιματα βάςει δοςμζνου λόγου. Κατάφερε λοιπόν να φτάςει ςτο 

ςτάδιο τθσ παραγωγικισ ςκζψθσ (deduction) που αντιςτοιχεί ςτο 

επίπεδο 3, κατά τθν κεωρία των Van Hiele. ε αυτό το ςτάδιο, το άτομο 

είναι ςε κζςθ να αναπτφξει μια απόδειξθ, κακϊσ και να 

επιχειρθματολογιςει πάνω ςε αυτι. 
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Τποερώτημα 4 

Ζνασ μακθτισ ιςχυρίςκθκε ότι ςτο διπλανό τραπζηιο ΑΒΓΔ θ ΕΗ είναι 

παράλλθλθ ςτισ βάςεισ του. Είχε δίκιο; Να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι 

ςασ. 

 

M5. ΑΒ//ΔΓ, για να είναι παράλλθλεσ κα ςθμαίνει ότι  

ΒΗ/ΗΓ=5/7=ΑΕ/ΕΔ=4/6=2/3, 

Αλλά 5/7≠2/3, άρα δεν είναι παράλλθλεσ. 

Ε. Στο κεϊρθμα του Θαλι ζχουμε ωσ δεδομζνο τθν παραλλθλία 

ευκειϊν και παίρνουμε ιςότθτα λόγων. 

Εδϊ υποκζςαμε ιςότθτα λόγων και πιραμε παραλλθλία, άρα ζχω το 

αντίςτροφο του κεωριματοσ του Θαλι. 

Μ5. Ωραία, κατάλαβα... 

Θ Μ5 φαίνεται πωσ είχε πλιρθ αντίλθψθ του ςχιματοσ, θ οποία τθν 

βοικθςε να φτάςει ςτθν λφςθ, άρα εδϊ χρθςιμοποίθςε τθν λειτουργικι 

αντίλθψθ του ςχιματοσ κατά τον Duval (1999), όπου μζςω του 

ςχιματοσ το άτομο μπορεί να φτάςει ςτθν λφςθ, απλά κοιτάηοντασ τθν 

εικόνα. 
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Ερώτημα 4 

Σο ευκφγραμμο τμιμα ΗΘ είναι παράλλθλο με το ΒΓ (ΗΘ//ΒΓ) και τα 

μικθ των ευκυγράμμων τμθμάτων ΑΒ, ΑΓ και ΗΓ αντίςτοιχα ίςα με 

ΑΒ=2cm, ΑΓ=6cm και ΗΓ=9cm. Να βρεκεί το μικοσ του ευκυγράμμου 

τμιματοσ ΘΒ = χ. 

 

 

Απάντθςθ ςτο φυλλάδιο δραςτθριοτιτων :  

ΘΒ=ΒΑ+ΑΘ, ΗΑ/ΑΒ=ΘΑ/ΑΓ,    ΘΒ=ΘΑ+ΑΒ 

Ε. Ο λόγοσ των πλευρϊν που διαλζγουμε δεν είναι τυχαίοσ... 

Μ5.ααα... 

Φάνθκε να ζχει καταλάβει αμζςωσ το λάκοσ τθσ... 

Ε. Ροιεσ γωνίεσ είναι ίςεσ μεταξφ τουσ?  

Σισ βρικε εφκολα, δεν κυμόταν πωσ λζγονταν... 

Μ5. Άρα ΗΑ είναι απζναντι από τθ γωνία Θ=Β 

Μ5. Άρα ΗΑ/ΑΓ=ΘΑ/ΑΓ. 

Παρατθροφμε ότι θ Μ5 είναι ςε κζςθ να εφαρμόςει το κεϊρθμα ακόμα 

και αν δεν τθσ δίνεται το κλαςςικό γεωμετρικό ςχιμα του κεωριματοσ 
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αλλά μια παραλλαγι εκείνου. Με άλλα λόγια θ Μ5 είναι ςε κζςθ να 

αντιλθφκεί πλιρωσ τισ ιδιότθτεσ του ςχιματοσ και βάςθ αυτϊν να 

απαντιςει ςτο αντίςτοιχο ερϊτθμα. Θ Μ5 και ςε αυτό το ερϊτθμα 

φαίνεται να βρίςκεται ςτο επίπεδο 3, τθσ παραγωγικισ ςκζψθσ κατά 

van Hiele, αφοφ με ευκολία διαχειρίηεται το γεωμετρικό ςχιμα, 

χτίηοντασ μια ορκι γεωμετρικι απόδειξθ από τθν αρχι, παρά τθν 

εςφαλμζνθ απάντθςθ που είχε δϊςει ςε αυτό το ερϊτθμα ςτθν πρϊτθ 

φάςθ. 

Ανάλυςη αποτελεςμάτων δεφτερησ ςυνζντευξησ 

Παρακάτω αναφερόμαςτε ςτθν ςυνζντευξθ που ζγινε με τθν μακιτρια 

Μ6. Αρχικά θ ερευνιτρια ζκεςε κάποια ειςαγωγικά ερωτιματα ςτθν 

μακιτρια ϊςτε να αντιλθφκεί ποιά είναι θ γνϊμθ που ζχει θ ίδια για 

τθν επίδοςι τθσ ςτα μακθματικά, αλλά και ποιά είναι θ ςχζςθ τθσ 

μακιτριασ με το ςυγκεκριμζνο μάκθμα, πόςο ςθμαντικά τα κεωρεί ι 

όχι. O ερευνθτισ μετά το τζλοσ τθσ ςυνζντευξθσ κα ςυγκρίνει τθν γνϊμθ 

τθσ μακιτριασ για τον εαυτό τθσ με τισ απαντιςεισ που δίνει. Θ Μ6 

φαίνεται να διακζτει τόςο ιςχυρι αυτο-αντίλθψθ όςο και αυτο-

αποτελεςματικότθτα. Παρακάτω κα δοφμε ότι ςε οριςμζνα ηθτιματα 

δεν είναι τόςο αποτελεςματικι όςο πιςτεφει. 

 Οι απαντιςεισ τθσ μακιτριασ Μ6 βρίςκονται παρακάτω πίνακα:  

 

Ερωτιματα 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Απαντιςεισ 3 3 3 4 1 4 3 3 3 3 
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Ερώτημα 1 

Αν οι πλευρζσ τριγϊνου είναι ανάλογεσ προσ τουσ αρικμοφσ 6, 3, 4 και θ 

περίμετροσ του τριγϊνου είναι 65cm, να βρείτε τα μικθ των πλευρϊν 

του. 

Απάντθςθ ςτο φυλλάδιο δραςτθριοτιτων: Αν x1, x2, x3 οι ηθτοφμενεσ 

πλευρζσ και ανάλογεσ προσ τουσ αρικμοφσ 6, 3 και 4, τότε  

 6x1/6=65/6 => x1=65/6 

 3x2/3=65/3 => x2=65/3 

 4x3/4=65/4 => x3=65/4 

Ε. Σου ηθτάει να βρεισ το μικοσ του ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ... 

(Ραφςθ...) 

Μ6. Για πεσ τί κάνουμε? 

Ε. Αφοφ το ζχεισ μπροςτά ςου... 

Μ6. Κάτςε λίγο να το ςκεφτϊ..δεν ξζρω, δεν μου κάνει το κλικ... 

Θ Μ6 φαίνεται να μθν είναι απόλυτα ςυγκεντρωμζνθ ίςωσ από το άγχοσ 

τθσ. 

Ε. Στο κάνει απλά αγχϊνεςαι...  

(γζλια...) 

Ε. Ωραία μπορείσ να γράψεισ αυτι τθν ςχζςθ με τον αρικμό που 

βρικαμε να το δεισ... 

Ζγραψε: AB/6=ΒΓ/3=ΓΑ/4=5/1 

Μ6. Τϊρα μου ζγινε το κλικ....  
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(γζλια…) 

Θ ερευνιτρια ςτθν ςυνζχεια κζλοντασ να διερευνιςει τον τρόπο 

ςκζψθσ τθσ μακιτριασ ςτο ερϊτθμα 2, ςτο οποίο είχε δϊςει ςωςτό 

αποτζλεςμα, αλλά φαίνεται μθν ζχει αντιλθφκεί τί παρουςιάηει ο λόγοσ 

τμθμάτων, τθσ ζκεςε τα εξισ υποερωτιματα: 

Αξίηει να υπενκυμίςουμε ότι θ μακιτρια είχε γράψει: 

 

 

Τποερώτημα 1 

Βλζποντασ τθν αναλογία ΑΒ/ΓΔ=1/4, θ Γεωργία ιςχυρίηεται ότι ΑΒ=1 και 

ΓΔ=4, ενϊ θ Μαρία ότι το ΓΔ είναι τετραπλάςιο του ΑΒ. Ποιά από τα δφο 

κορίτςια ζχει δίκιο κατά τθν γνϊμθ ςου και γιατί; 

(ςκζφτεται..) 

 Γράφει: ΑΒ/ΓΔ=1/4=4/16 

H M6 ενϊ ςτον παραπάνω λόγο βρίςκει ζνα ανάλογο τρόπο να τον 

εκφράςει, ωσ 4/16, εντυπωςιάηει τον ερευνθτι διότι το γράφει 

απευκείασ, δείχνοντασ να καταλαβαίνει το ηθτοφμενο τθσ ερϊτθςθσ. 
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M6. Θ Γεωργία 

τθν πραγματικότθτα φαίνεται να μθν ζχει αντιλθφκεί ακριβϊσ τθν 

ερϊτθςθ  και απαντάει με τον ίδιο τρόπο που απάντθςε ςτο 2ο ερϊτθμα 

τθσ αρχικισ φάςθσ. Εδϊ παρουςιάηεται το ίδιο φαινόμενο που 

παρουςιάςτθκε και ςτθν μακιτρια Μ5. Και οι δφο μακιτριεσ ζχουν 

εςφαλμζνθ εννοιακι εικόνα για τθν αναλογία, από τον εννοιακό οριςμό 

τθσ. Επομζνωσ δεν προκαλεί ζκπλθξθ εν τζλει θ όμοια απάντθςθ τθσ Μ5 

ςε αντίςτοιχο ερϊτθμα. 

Ε. Αν θ Γεωργία ζχει δίκιο, τότε το ΑΒ δεν κα μποροφςε να είναι 4 και 

το ΓΔ 16? 

(ςκζφτεται..) 

Θ Μ6 φαίνεται να ζχει «κολλιςει», αδυνατϊντασ να δϊςει απάντθςθ, 

ζτςι θ ερευνιτρια παίρνει τθν πρωτοβουλία να τθσ εξθγιςει αναλυτικά 

τθν ερϊτθςι του. 

Θ ερευνιτρια εξθγεί: 

 Ε. Θ Γεωργία λζει ότι ΑΒ=1, κάτι ςτακερό, και ΓΔ=4, ενϊ αν πεισ 

ΓΔ=4ΑΒ, ςτθν ουςία βρίςκεισ μια ςχζςθ μεταξφ του ΑΒ και ΓΔ. Ο λόγοσ 

ςτθν ουςία είναι ζνασ ςτακερόσ αρικμόσ και δείχνει πια θ ςχζςθ μεταξφ 

του ΑΒ με το ΓΔ. Αυτό δεν ςθμαίνει ότι ΑΒ=1 και ΓΔ=4, γιατί όπωσ 

ζγραψεσ κα μποροφςε ΑΒ=4 και ΓΔ=16. Το ςωςτό είναι το 2. 

M6. Ααα κατάλαβα... 
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Τποερώτημα 2 

Αν ΑΒ/ΓΔ=2/5, ποιο από τα δφο τμιματα είναι μεγαλφτερο; 

Θ ερευνιτρια κζτει ζνα ανάλογο ερϊτθμα για να εξετάςει τον βακμό 

κατανόθςθσ του προθγοφμενου ερωτιματοσ. 

Μ6. ΑΒ<ΓΔ γιατί όςο και να πολλαπλαςιάςουμε με αρικμοφσ πάντα το 

ΑΒ κα είναι μικρότερο (όμοια απάντθςθ με Μ5). 

Ε. Σωςτά, αλλά τι ςε ζκανε να οδθγθκείσ ςε αυτό? 

Μου είπεσ ςωςτά ΑΒ<ΓΔ, αυτό πωσ το ςυμπζρανεσ? 

Θ ερευνιτρια ηθτάει να δει τον τρόπο ςκζψθσ τθσ μακιτριασ. 

Μ6. ΑΒ=2, ΓΔ=5  

(γζλια…) 

Θ Μ6 φαίνεται να μθν ζχει κατανοιςει το προθγοφμενο υποερϊτθμα. 

Παρατθροφμε ακόμθ ότι παρόλο που ςτισ ερωτιςεισ αυτο-αντίλθψθσ, 

ςυγκεκριμζνα ςτον ερϊτθμα “μακαίνω εφκολα αυτό που διδάςκομαι 

ςτα μακθματικά” πιςτεφει ότι μακαίνει πολφ εφκολα ότι διδάςκεται, 

όμωσ θ αντίλθψθ αυτι που ζχει για τον εαυτό τθσ δεν ςυμβαδίηει ςτθν 

προκειμζνθ περίπτωςθ με το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα. Φαίνεται 

δθλαδι να ζχει υπερεκτιμθμζνθ πεποίκθςθ για τον εαυτό τθσ. 

Ε. Τι είπαμε πριν? Ρϊσ κα ςυγκρίνεισ τα 2 τμιματα? 

Να βοθκιςω λίγο.. 

2/5<1 ι 2/5>1? 



84 
 

Μ6. 2/5<1, ωραία να το γράψω και αυτό. Δθλαδι αφοφ 2/5<1 => 

ΑΒ/ΓΔ>2/5? 

Λειτουργεί το άγχοσ τθσ εδϊ... 

Ε. όχι, όχι μθν μπερδεφεςαι τα πασ καλά. 

Γράφει ΑΒ/ΓΔ... 

ΑΒ/ΓΔ <1... 

Μ6. και βγαίνει ΑΒ<ΓΔ, εντάξει εφκολο ιταν. 

Τποερώτημα 3 

Αν το τμιμα ΑΒ=10α  και ΑΓ=2α, να βρεκεί ο λόγοσ ΒΓ/ΑΒ. 

Μ6. κα υπολογίςω το λόγο ΑΒ/ΑΓ=10α/2α=5α(απροςεξία)=5. 

Λογικά ΑΒ/ΑΓ=ΒΓ/ΑΒ  

(Ε. γιατί? Το ζςβθςε..) 

Ε. Ρροςπάκθςε να ςχεδιάςεισ τα Α, Β και Γ πάνω ςε μια ευκεία. 

Οι εξωτερικζσ αναπαραςτάςεισ αφοροφν τθν εξωτερικι οργάνωςθ 

ςυμβόλων που αναπαριςτοφν μια ςυγκεκριμζνθ μακθματικι 

πραγματικότθτα (Dufour – Janvier et al, 1987). Επιπλζον είναι οι 

“παρατθριςιμεσ ενςωματϊςεισ του τρόπου, με τον οποίο κατανοοφν 

τισ ζννοιεσ εςωτερικά οι μακθτζσ (Lesh et al,, 1987a, ς.33), με άλλα 

λόγια είναι οι εκδθλϊςεισ του τρόπου με τον οποίο ζχουν κατανοιςει 

τισ ζννοιεσ οι μακθτζσ.  

(ςκζφτεται..) 
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Ε. Θα ικελα βάςει του λόγου ΑΒ/ΑΓ=5 που ςου δίνω να βρεισ που 

βρίςκονται. 

Μ6. ΑΒ 5 φορζσ μεγαλφτερο από το ΑΓ. 

 

 

Μ6. ΑΒ=ΑΓ+ΓΒ 

ΑΒ-ΑΓ=ΓΒ 

10α-2α=8α 

Άρα ΒΓ/ΑΒ=8α/10α =4/5<1 
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Ερώτημα 3 

Αν από τθν κορυφι Α παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ φζρουμε ευκεία ε, θ 

οποία τζμνει τθν διαγϊνιο ΒΔ ςτο Ε, τθν πλευρά ΒΓ ςτο Η και τθν 

προζκταςι τθσ ΔΓ ςτο Θ, να δείξετε ότι   . 

 

Απάντθςθ ςτο φυλλάδιο δραςτθριοτιτων:  

ΑΒΓΔ παραλλθλόγραμμο. Από κεϊρθμα Καλι κα πρζπει  

ΕΘ/ΑΕ=ΑΕ/ΕΗ (δεν το απζδειξε). 

Ε. ΑΒ//ΔΓ ωσ παραλλθλόγραμμο. Σε ποιο άλλο τμιμα είναι παράλλθλο 

το ΑΒ; 

M6. ΑΒ//ΔΘ  

Ε. Μπορείσ να βρεισ όμοια τρίγωνα ςτο ςχιμα? 

Μ6. ΑΕΒ, ΔΕΘ 

Και ΑΕ/ΕΘ=ΒΕ/ΕΔ  

Ε. Με ποιο τρόπο ζφτιαξεσ τθν αναλογία; 

M6. Βάηω από πάνω τα μεγάλα, από κάτω τα μικρά. 

Ε. Ροιά εννοείσ ωσ μεγάλα και ποιά ωσ μικρά? 
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Θ Μ6 προςπάκθςε να το περιγράψει, αλλά ςφμφωνα με τα λεγόμενά 

τθσ ιταν μια φράςθ που τθσ είχε αποτυπωκεί ςτο μυαλό από κάποιο 

δάςκαλό τθσ ίςωσ. υναντάμε ξανά τθν κεωρία των Tall & Viner (1981) 

για τθν εννοιακι εικόνα με τθν οποία υπάρχει κίνδυνοσ αποςτικιςθσ. Θ 

ερευνιτρια τθσ εξιγθςε ότι ςυνθκίηουμε να βάηουμε ωσ αρικμθτζσ τισ 

πλευρζσ του ενόσ τριγϊνου και ωσ παρονομαςτζσ τισ πλευρζσ του 

άλλου τριγϊνου οι οποίεσ βρίςκονται απζναντι από ίςεσ γωνίεσ. Θ Μ6 

είναι ςε κζςθ να αναγνωρίςει όμοια τρίγωνα ςτο ςχιμα, με άλλα λόγια 

να «διαβάςει» το ςχιμα με τα επιμζρουσ ςτοιχεία του. φμφωνα με τθν 

κεωρία Van Hiele, θ Μ6 βρίςκεται ςτο τρίτο επίπεδο, εκείνο τθσ 

παραγωγικισ ςκζψθσ μιασ και είναι ςε κζςθ όχι μόνο να αναγνωρίςει 

όμοια τρίγωνα ςτο ςχιμα αλλά ταυτόχρονα να επιχειρθματολογιςει για 

τθν φπαρξι τουσ. Ζτςι ςτθν ςυνζχεια ςε  ςυνεργαςία με τθν ερευνιτρια 

ζδειξαν ότι: 

AE/EZ=ED/BE => EZ/AE=BE/ED (AEΔ όμοιο με EZB, AΔ//BΓ, AΒΓΔ 

παραλλθλόγραμμο). 
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Τποερώτημα 4 

Ζνασ μακθτισ ιςχυρίςκθκε ότι ςτο διπλανό τραπζηιο ΑΒΓΔ θ ΕΗ είναι 

παράλλθλθ ςτισ βάςεισ του. Είχε δίκιο; Να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι 

ςασ. 

 

Ε. Θα ςε βοθκιςει το μικοσ που δίνω ςτα τμιματα για να το βρεισ... 

Μ6. Κάτι με λόγο πρζπει να είναι προφανϊσ…  

(γζλια...) 

Για να είναι παράλλθλα κάτι πρζπει να ιςχφει.. 

ΑΒΓΔ τραπζηιο άρα ΑΒ//ΓΔ, πάμε πίςω ςτο λόγο 

ΑΕ/ΕΔ=ΒΗ/ΗΓ => 4/6=5/7 => 28=30 που δεν ιςχφει 

(ςκζφτεται...) 

Μ6. Κάνω χιαςτί αν βρω το ίδιο ιςχφει... 

Θ ερευνιτρια εξιγθςε και ςτθν Μ6 ότι χρθςιμοποίθςε το αντίςτροφο 

κεϊρθμα Καλι. 

Θ Μ6 επίςθσ φαίνεται πωσ είχε πλιρθ αντίλθψθ του ςχιματοσ, θ οποία 

τθν βοικθςε να φτάςει ςτθν λφςθ. Και ςε αυτι τθν περίπτωςθ 

χρθςιμοποιικθκε θ λειτουργικι αντίλθψθ του ςχιματοσ κατά τον Duval 
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(1999), όπου μζςω του ςχιματοσ το άτομο μπορεί να φτάςει ςτθν λφςθ, 

απλά κοιτάηοντασ τθν εικόνα. 

6. υμπεράςματα 

 

τθν παράγραφο αυτι γίνεται μια γενικι ςφνοψθ ςυμπεραςμάτων που 

περιγράφονται αναλυτικά παραπάνω. Επιπλζον τίκενται μερικά ςθμεία 

προσ μελλοντικι ζρευνα-αναηιτθςθ. 

Θ παροφςα μελζτθ είχε ωσ ςτόχο να μελετιςει κατά πόςο οι μακθτζσ 

τθσ Β’ Λυκείου αντιλαμβάνονται τθν ζννοια τθσ μακθματικισ αναλογίασ, 

κυρίωσ από τθν γεωμετρικι ςκοπιά.  

Θ ζρευνα όπωσ είχε επιςθμανκεί και ςτθν αρχι υλοποιικθκε ςε ζξι 

άξονεσ, κα εξετάςουμε τα αποτελζςματα ξεχωριςτά ςε κάκε ζνα από 

αυτοφσ. 

Θ πρϊτθ φάςθ περιελάμβανε τζςςερισ (4) αςκιςεισ-δραςτθριότθτεσ, 

ενϊ θ δεφτερθ, εκείνθ τθσ προςωπικισ ςυνζντευξθσ μελζτθςε ςε βάκοσ 

τον τρόπο ςκζψθσ επιλεγμζνων μακθτϊν ςτα παραπάνω ερωτιματα, 

προςκζτοντασ όπου κρίκθκε απαραίτθτο επιπλζον ερωτιςεισ. 

το πρϊτο ερϊτθμα (αν οι πλευρζσ τριγϊνου είναι ανάλογεσ προσ τουσ 

αρικμοφσ 6, 3, 4 και  θ περίμετροσ του τριγϊνου είναι 65cm, να βρείτε 

τα μικθ των πλευρϊν του) οι μακθτζσ κατά κφριο λόγο φαίνεται να 

αντιμετωπίηουν δυςκολία ςτθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ «πλευρά 

τριγϊνου ανάλογθ προσ αρικμό». Αυτό είχε ωσ αποτζλεςμα το ερϊτθμα 

αυτό να μθν απαντθκεί από πολλοφσ και από άλλουσ να δοκεί μια 

θμιτελισ ι εςφαλμζνθ απάντθςθ. το ςτάδιο τθσ ςυνζντευξθσ των δφο 

μακθτριϊν ιταν εμφανζσ ότι θ δυςκολία τθσ κατανόθςθσ τθσ 

εκφϊνθςθσ προερχόταν από τθν ζλλειψθ κατανόθςθσ τθσ αναλογίασ 

τμθμάτων. υμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι ςυγκεκριμζνοι μακθτζσ δεν 
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ζχουν κατανοιςει τθσ ζννοια τθσ αναλογίασ τμθμάτων, ςθμείο που 

αφορά τον πρϊτο άξονα υλοποίθςθσ τθσ ζρευνασ. 

το δεφτερο ερϊτθμα (δοςμζνου λόγου ΑΒ/ΒΓ τουσ ηθτικθκε να 

υπολογίςουν τουσ λόγουσ ΒΓ/ΑΒ και ΒΓ/ΑΓ) όλοι οι μακθτζσ απάντθςαν 

ςωςτά, όμωσ υπιρξε μία μακιτρια, ςυγκεκριμζνα θ Μ6, όπου φάνθκε 

να ζχει ςχθματίςει διαφορετικι εννοιακι εικόνα ςε ςχζςθ με το 

εννοιακό οριςμό τθσ αναλογίασ τμθμάτων. τθν ςυνζντευξθ και οι δφο 

μακιτριεσ (Μ5, Μ6) ζδειξαν ότι είχαν ςχθματίςει τθν ίδια εςφαλμζνθ 

εννοιακι εικόνα για τον λόγο τμθμάτων ςε ςχζςθ με τον εννοιακό 

οριςμό του. Αφοφ θ ερευνιτρια τουσ παρουςίαςε τι εκφράηει ο λόγοσ 

τμθμάτων και θ αναλογία τμθμάτων, τουσ ζδωςε κάποιεσ 

δραςτθριότθτεσ προσ εφαρμογι. Παρατθρικθκε ότι υπιρξε δυςκολία 

ςτθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ. Για παράδειγμα, ςτο υποερϊτθμα 2 που 

δόκθκε ςτθν μακιτρια Μ5, ηθτείται δοςμζνου λόγου τμθμάτων, να 

βρεκεί το μεγαλφτερο από αυτά. Σελικά το αποτζλεςμα είναι ότι και 

ςτον δεφτερο άξονα τθσ ζρευνασ, αντίλθψθ λόγου τμθμάτων, υπάρχει 

αδυναμία κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ και εφαρμογισ τθσ. 

το τρίτο ερϊτθμα, θ πλειοψθφία των μακθτϊν δυςκολεφτθκε. 

Πρόκειται για αποδεικτικι άςκθςθ, όπου ςτόχο είχε να εξετάςει το 

Κεϊρθμα του Καλι, χωρίσ να τουσ δίνεται ωσ δεδομζνο να το 

εφαρμόςουν. Μόνο μια μακιτρια ζδωςε πλιρθ απόδειξθ ςε αυτι τθν 

άςκθςθ, θ Μ5, μία από τισ δφο ςυμμετζχουςεσ ςτισ προςωπικζσ 

ςυνεντεφξεισ. τθν προςωπικι ςυνζντευξθ με τθν Μ6 προςπακιςαμε 

να αναλφςουμε τθν άςκθςθ βιμα προσ βιμα για να δοφμε τί ακριβϊσ 

δυςκόλεψε τθν μακιτρια αυτι. Από τθν μία πλευρά θ Μ6 ιταν ςε κζςθ 

να «διαβάςει» όπωσ αναφζραμε και παραπάνω ζνα ςφνκετο ςχιμα, 

όπωσ επίςθσ και να αντιλθφκεί ότι χρειάηεται να αναηθτιςει όμοια 
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τρίγωνα για να αποδείξει τθν ηθτοφμενθ ςχζςθ, όμωσ δυςκολεφεται να 

αναηθτιςει τα κατάλλθλα τρίγωνα που κα τθν οδθγιςουν ςτθν 

απόδειξθ τθσ ςχζςθσ. τθν περίπτωςθ αυτι επιτυγχάνεται ο άξονασ που 

αφορά τθν αντίλθψθ τθσ ομοιότθτασ τριγϊνων κακϊσ και του 

Κεωριματοσ του Καλι ϊςτε να φτάςει θ Μ6 ςτθν λφςθ, όμωσ υπιρξε 

αδυναμία ςτθν εφαρμογι. Καταλιγουμε λοιπόν ςτο ςυμπζραςμα ότι θ 

μακιτρια αυτι μπορεί να αντιλθφκεί τθν φπαρξθ του Κεωριματοσ 

Καλι μζςα από δοςμζνο ςχιμα, πράγμα που αποτελεί τον κομβικό 

άξονα υλοποίθςθσ τθσ ςυγκεκριμζνθσ μελζτθσ. 

Σο τζταρτο ερϊτθμα (περιελάμβανε το ςχιμα «πεταλοφδα»), φάνθκε 

να ιταν εφκολο ςχεδόν για όλουσ τουσ μακθτζσ. Εδϊ οι μακθτζσ 

κλικθκαν να εφαρμόςουν το Κεϊρθμα του Καλι ςε ζνα ςχιμα 

διαφορετικό από το τετριμμζνο του ςχολικοφ τουσ εγχειριδίου όπου 

χωρίσ ιδιαίτερθ δυςκολία το εφάρμοςαν ςωςτά. Σο ςχιμα ςτο τρίτο 

ερϊτθμα δεν ζμοιαηε με κάποιο από αυτά που ενδεχομζνωσ είχαν 

ςυνθκίςει να εφαρμόηουν το Κεϊρθμα.  

το ςθμείο αυτό μποροφμε να εξαγάγουμε ωσ γενικότερο ςυμπζραςμα 

ότι από τθν μία πλευρά οι μακθτζσ τθσ μελζτθσ αυτισ μποροφν να 

ανταποκρικοφν ικανοποιθτικά ςε εφαρμογζσ του Κεωριματοσ του 

Καλι που απαιτοφν εφαρμογι ςυγκεκριμζνθσ μεκοδολογίασ. Από τθν 

άλλθ πλευρά όμωσ, είναι φανερό ότι δεν ζχουν αντιλθφκεί τί 

εκφράηουν οι βαςικζσ ζννοιεσ τθσ αναλογίασ κακϊσ και του λόγου 

τμθμάτων. 
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7. Προτάςεισ για μελλοντική ζρευνα 

Κλείνοντασ τθν εργαςία όπωσ ζχει διαφανεί από τθν μελζτθ μασ 

υπάρχει θ αναγκαιότθτα ανακεϊρθςθσ του τρόπου διδαςκαλίασ τθσ 

ζννοιασ τθσ αναλογίασ ςτα ςχολεία. 

Ο αναλογικόσ ςυλλογιςμόσ αποτελεί ζναν από του ςθμαντικότερουσ 

μθχανιςμοφσ τθσ γνωςτικισ ανάπτυξθσ του ατόμου. Ωσ επαγωγικόσ 

μθχανιςμόσ ςχετίηεται άμεςα με τθν δθμιουργία και τροποποίθςθ 

γνωςτικϊν δομϊν του ατόμου, μζςω τθσ ανακεϊρθςθσ των 

υπαρχόντων κανόνων και τθσ δθμιουργίασ νζων (Holland, Holyoak, 

Nissbett, Thagart, 1989). 

Ζνασ μακθτισ, ο οποίοσ μπορεί να αντιλθφκεί τθν ζννοια τθσ 

μακθματικισ αναλογίασ κα πρζπει να είναι ςε κζςει να αναγνωρίηει 

περιπτϊςεισ όπου θ χριςθ τθσ είναι απαραίτθτθ ι όχι και όχι απλά να 

είναι ςε κζςθ να εφαρμόηει ζνα αλγόρικμο, δθλαδι μια τυποποιθμζνθ 

διαδικαςία επίλυςθσ προβλθμάτων. 

Όπωσ είναι γνωςτό και επιβεβαιϊκθκε και ςτθν μελζτθ μασ, υπάρχει 

χαμθλό επίπεδο γεωμετρικισ αντίλθψθσ των μακθτϊν από τα 

γυμναςιακά τουσ χρόνια. Σο μάκθμα τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ που 

διδάςκεται τόςο ςτο Γυμνάςιο όςο και ςτο Λφκειο δεν αποτελεί 

μάκθμα βαρφτθτασ για τουσ μακθτζσ με αποτζλεςμα να μθν δίνουν τθν 

απαραίτθτθ προςοχι τθν ϊρα που διδάςκονται. Αφενόσ οι διδακτικζσ 

ϊρεσ που καλφπτουν το μάκθμα είναι λιγότερεσ ςε ςχζςθ με εκείνεσ 

των μακθμάτων για παράδειγμα για τθν ειςαγωγι ςτθν Σριτοβάκμια 

Εκπαίδευςθ και αφετζρου υπάρχει ζλλειψθ ςε εποπτικά μζςα. 

υνεπϊσ, κρίνεται αναγκαίο τόςο να βρεκοφν μζκοδοι διδαςκαλίασ οι 

οποίοι κα προςελκφςουν τουσ μακθτζσ να εμβακφνουν ςτισ ζννοιεσ τθσ 

Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ και όςο αφορά το κζμα μασ ςτθν ζννοια τθσ 
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μακθματικισ αναλογίασ όςο και να προςτεκοφν ϊρεσ διδαςκαλίασ ςτο 

ςυγκεκριμζνο μάκθμα. 

Ηοφμε ςτθν λεγόμενθ ψθφιακι εποχι όπου τα παιδιά από πολφ μικρι 

θλικία χειρίηονται τα θλεκτρονικά μζςα με πολφ μεγάλθ άνεςθ. 

Επομζνωσ ζνασ τρόποσ προςζγγιςθσ των παιδιϊν τθσ γενιάσ αυτισ είναι 

θ ψθφιακι. Με άλλα λόγια κα ιταν ωφζλιμο να παρουςιάηαμε μζςω 

διαδραςτικϊν πινάκων τθν ζννοια τθσ μακθματικισ αναλογίασ και να 

αφιναμε τον μακθτι μζςω δραςτθριοτιτων που κα του βάηαμε ςτον 

πίνακα να ανακαλφψει μόνοσ του τον οριςμό τθσ ζννοιασ. τόχοσ κα 

είναι  ο μακθτισ να κατανοιςει με τθν δικι του προςπάκεια τι εκφράηει 

για παράδειγμα ο λόγοσ τμθμάτων και όχι να προςπακιςει να 

απομνθμονεφςει ι ςυνθκίςει να εφαρμόηει τον οριςμό που του ζδωςε 

ο δάςκαλοσ για τθν ζννοια αυτι ι κάποια μζκοδο επίλυςθσ 

προβλθμάτων αναλογίασ. 

Πλζον υπάρχει μεγάλθ ποικιλία ςε εκπαιδευτικό λογιςμικό που 

μποροφν να χρθςιμοποιοφν οι εκπαιδευτικοί μακθματικοί. Από τθν 

άλλθ πλευρά υπάρχει πάντα και ο προβλθματιςμόσ αν είναι εφικτι θ 

χριςθ των μζςων αυτϊν ςτα πλαίςια του προγράμματοσ ςπουδϊν των 

Μακθματικϊν για το Λφκειο. Σαυτόχρονα υπάρχει ζλλειψθ αικουςϊν 

Θ/Τ κακϊσ επίςθσ και διαδραςτικϊν πινάκων ςτισ αίκουςεσ των 

μακθτϊν. 
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