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–ÂÒflÎÁ¯Á

”ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· ·ıÙfi ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì Í·È

ÂÍÙflÏÁÛÁÚ Ù˘Ì ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú. ¬·ÛÈÍfi ı¸ËÂÛÁ

Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ì‹ÙıÓÁ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÍÔÌÙ‹ ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·

Í·È ÂÍÙÂÎÂfl ÔÏ·Îfi Í·È ·Îfi ÍflÌÁÛÁ. « ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl· ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂÈ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÛÂ Ûı-

ÛÙfiÏ·Ù· ·Ûˆ·ÎÂfl·Ú, ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ‰ÈÂ·ˆfiÚ ·ÌËÒ˛Ôı-ıÔÎÔ„ÈÛÙfi Í·È ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·

ÙÁÎÂ-ÛıÌ‰È·ÛÍ›¯Â˘Ì. ≈flÛÁÚ ·ÔÙÂÎÂfl ËÂÏ›ÎÈÔ „È· ÙÁÌ ÂÒ·ÈÙ›Ò˘ ÂÂÓÂÒ„·Ûfl· ÙÔı ÒÔ-

Û˛Ôı, ¸˘Ú ÂflÌ·È Á ·Ì‹ÎıÛÁ-·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ, Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÔı ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ,

Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÔÏÈÎfl·Ú Í·È Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ-Ù·ıÙÔÔflÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì.

« Ï›ËÔ‰ÔÚ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÂ ÛÁÏÂfl·, ÛÙÒ·ÙÁ„ÈÍ‹ ÙÔÔËÂÙÁÏ›Ì· ‹Ì˘ ÛÙÔ Ò¸-

Û˘Ô, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ÔÒflÊÔıÌ Ù· Í˝ÒÈ· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÙÔı, Ôı ÂflÌ·È Ù· Ï‹ÙÈ·, Á Ï˝ÙÁ

Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï·. ¡ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ‰˝Ô ÛÙ‹‰È· : ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È

„Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ Í·È ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ

˜˛ÒÔ.

”ÙÔ Ò˛ÙÔ ÛÙ‹‰ÈÔ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ù· ÂÈÎÂ„Ï›Ì· ÛÁÏÂfl· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ ÛÁÏÂfl·

Ôı ·ÌfiÍÔıÌ ÛÂ Ïfl· ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. « ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ ·ıÙfi

ÂflÌ·È ·ÎÔ˝ÛÙÂÒÁ Í·È ÈÔ ÛıÏˆ›ÒÔıÛ· ·¸ ‹ÎÎÂÚ ÛÙÔ Û˜ÂÙÈÍ¸ ÂÒÂıÌÁÙÈÍ¸ ÙÔÏ›·. œÈ 2-ƒ

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÂ ‰˝Ô ÛıÌÂ˜¸ÏÂÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÂflÌ·È ÈÍ·Ì›Ú Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÌ ÙÈÚ

3-ƒ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ, ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Í·È ÂÒÈÛÙÒÔˆfi, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸

ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·.

”ÙÔ ‰Â˝ÙÂÒÔ ÛÙ‹‰ÈÔ ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È Ù· ÛÁÏÂfl· ÛÙÁÌ ·ÍÔÎÔıËfl·. ≈ÈÛÙÒ·-

ÙÂ˝ÂÙ·È Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ „È· Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ Ïfl· Ò¸‚ÎÂ¯Á Ù˘Ì Ë›ÛÂ˛Ì ÙÔıÚ ÛÙÁÌ

Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì·. « Ò¸‚ÎÂ¯Á ·ıÙfi ÔÒflÊÂÈ Ïfl· ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ, Ï›Û· ÛÙÁÌ ÔÔfl·
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ÂÈ˜ÂÈÒÂflÙ·È Á Â˝ÒÂÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÏÂ ‚‹ÛÁ Ïfl· ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÔÎÎ·Î˛Ì ÏÎÔÍ Í·È

„Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú.

√È· ÙÁÌ ·ÓÈÔÎ¸„ÁÛÁ ÙÁÚ ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁÚ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·Ú ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì

ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÛÂÈÚ Í·Ë˛Ú Í·È Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ·ÍÔÎÔıËflÂÚ ÂÈÍ¸Ì˘Ì. ‘· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·Ô-

ÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÛÙÁÌ ·ÍÒfl‚ÂÈ· ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ. ≈ÌË·ÒÒ˝ÌÔıÌ ÙÔÌ

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÁÚ ›ÒÂıÌ·Ú ÛÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ·ıÙfi ÛÙÔ˜Â˝ÔÌÙ·Ú ÛÙÁÌ ·Ì‹ÙıÓÁ

ÂÌ¸Ú ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ

ı¯ÁÎfi ·¸‰ÔÛÁ.

≈¸ÙÁÚ: √Â˛Ò„ÈÔÚ ‘ÊÈÒflÙ·Ú

¡Ì·ÎÁÒ˘ÙfiÚ  ·ËÁ„ÁÙfiÚ

≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì

–·ÌÂÈÛÙfiÏÈÔ  ÒfiÙÁÚ
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Face tracking and pose estimation in digital image sequences

George Simantiris

Master of Science Thesis

Computer Science Department

University of Crete

Abstract

In this work a face tracking and facial pose estimation methodology is presented.

Facial features are tracked and the 3-D motion and geometrical parameters are estimated.

Our work is based on the assumption that the face is close to the camera and face motion is

smooth and simple. It can be applied in security systems, human-computer interfaces and

telecommunication environments. Furthermore, it comprises the basis for more sophisticated

image analysis regarding to faces, such as expression analysis-recognition, gaze tracking, lip

reading followed by speech recognition and face recognition-authentication.

The method is based on points, strategically placed on the face, such that they

determine the main facial features, which are eyes, nose and mouth. It consists of two stages :

the estimation of the 3-D motion and geometrical parameters and the 2-D point matching.

In the first stage, the selected points are considered to correspond to points onto

a planar surface in 3-D space. This modelling technique is simpler and more profitable, in

terms of computational cost, comparative to others, presented in the respective research area.

The 2-D image positions of the points in two consecutive frames are capable of retrieving

the 3-D motion parameters, translation and rotation, as well as the face pose relative to the

camera.

In the second stage, the points are tracked throughout the image sequence. The

motion estimation is used in order to predict the point coordinates in the next frame. This

prediction defines a search area, in which an attempt to find the corresponding points takes

place, based on an multiple block matching technique in addition to geometrical constraints.

To evaluate the proposed methodology, simulations as well as real image

sequences have been used. The experimental results satisfy in accuracy towards the cost.

iii



Orientation of research towards this direction is encouraged, targeting the development of a

face tracking system meeting high standards and real-time specifications.

Supervisor: George Tziritas

Associate Professor of Computer Science

University of Crete
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≈ı˜·ÒÈÛÙflÂÚ

« ·¸ÍÙÁÛÁ ÙÔı ÃÂÙ·Ùı˜È·ÍÔ˝ ƒÈÎ˛Ï·ÙÔÚ ≈È‰flÍÂıÛÁÚ ·ÔÙ›ÎÂÛÂ Ïfl· ‰È·‰ÈÍ·-

Ûfl· ‰˝ÛÍÔÎÁ Í·È ÍÔıÒ·ÛÙÈÍfi. –ÔÎÎÔfl Í·È ·ÓÈ¸ÎÔ„ÔÈ ‹ÌËÒ˘ÔÈ ÏÔı ÛıÏ·Ò·ÛÙ‹ËÁÍ·Ì

Í·È ÏÂ ‚ÔfiËÁÛ·Ì Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· Ù˘Ì ÏÂÙ·Ùı˜È·Í˛Ì ÏÔı ÛÔı‰˛Ì, ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ Ë·

fiËÂÎ· Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ ÛÙÔ ÛÁÏÂflÔ ·ıÙ¸, ÂÎflÊÔÌÙ·Ú Ì· ÏÁÌ ÓÂ˜‹Û˘ Í·Ì›Ì·Ì.

–Ò˛ÙÔ ·¸ ¸ÎÔıÚ Ë· fiËÂÎ· Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ ÙÔÌ Í. √Â˛Ò„ÈÔ ‘ÊÈÒflÙ·, Ô ÔÔflÔÚ

flÛÙÂ¯Â ¸ÙÈ ÂflÏ·È ÈÍ·Ì¸Ú Ì· ÓÂÍÈÌfiÛ˘ Í·È Ì· ÙÂÎÂÈ˛Û˘ ÙÈÚ ÏÂÙ·Ùı˜È·Í›Ú ÏÔı ÛÔı‰›Ú

Í·È ÏÔı ÛÙ‹ËÁÍÂ ÛÂ ¸ÎÁ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· ˘Ú ¡Í·‰ÁÏ·˙Í¸Ú ”˝Ï‚ÔıÎÔÚ Í·È ≈¸ÙÁÚ. œÈ

ÔÎ˝ÙÈÏÂÚ ÛıÏ‚ÔıÎ›Ú ÙÔı Í·Ë˛Ú Í·È Á ÔıÛÈ·ÛÙÈÍfi ÙÔı ‚ÔfiËÂÈ· ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi

ÛıÏ‚ÔÎfi „È· ÙÁÌ ÂÒ‹Ù˘ÛÁ ÙÁÚ ÏÂÙ·Ùı˜È·ÍfiÚ ÏÔı ÂÒ„·Ûfl·Ú. ¡ˆÔ˝ ÙÔÌ Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘

Í·È ‹ÎÈ, Ë· fiËÂÎ· Ì· ÙÔı Âı˜ÁË˛ ¸,ÙÈ Í·Î˝ÙÂÒÔ „È· ÙÔÌ fl‰ÈÔ Í·È ÙÁÌ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ‹ ÙÔı.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· fiËÂÎ· Ì· ÂÍˆÒ‹Û˘ ÙÁÌ Âı„Ì˘ÏÔÛ˝ÌÁ ÏÔı ÛÂ ›Ì·Ì ·ÓÈ¸ÎÔ„Ô

Ì›Ô ‹ÌËÒ˘Ô, ÛıÌÂÒ„‹ÙÁ Í·È ÛÔı‰·flÔ ˆflÎÔ, ÙÔÌ  ˘ÌÛÙ·ÌÙflÌÔ –·Ì·„È˘Ù‹ÍÁ. ◊˘ÒflÚ ÙÁ

‚ÔfiËÂÈ‹ ÙÔı Í·È ˜˘ÒflÚ ÙÁÌ ÂÌË‹ÒÒıÌÛfi ÙÔı ÛÙÈÚ ‰˝ÛÍÔÎÂÚ ÛÙÈ„Ï›Ú Ë· ÏÔı fiÙ·Ì ·‰˝Ì·ÙÔ

Ì· ÂÙ˝˜˘ ÙÔıÚ ÛÙ¸˜ÔıÚ ÏÔı. ¡¸ Ù· ‚‹ËÁ ÙÁÚ Í·Ò‰È‹Ú ÏÔı, ÛÂ Âı˜·ÒÈÛÙ˛  ˘ÛÙfi, Í·È

ÛÔı Â˝˜ÔÏ·È ‹ÌÙ· ÂÈÙı˜flÂÚ Í·È ÂıÙı˜fl· ÛÙÁ Ê˘fi ÛÔı.

”ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ·ıÙ¸ Ë· fiËÂÎ· Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ Í·È ¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ ÛıÌÂÒ„‹ÙÂÚ-ˆflÎÔıÚ

ÏÔı, ÏÂ ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ ›Ò·Û· ·Ù›ÎÂÈ˘ÙÂÚ ˛ÒÂÚ ÂÌÙ¸Ú ·ÎÎ‹ Í·È ÂÍÙ¸Ú –·ÌÂÈÛÙÁÏflÔı.

ÃÈÎ‹˘ „È· ÙÔıÚ ·ÓÈ¸ÎÔ„ÔıÚ ·ÌËÒ˛ÔıÚ ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ Ô Í. ‘ÊÈÒflÙ·Ú Â›ÎÂÓÂ „È· Ì·

ÛÙÂÎÂ˜˛ÛÔıÌ ÙÁÌ ÂÒÂıÌÁÙÈÍfi ÙÔı ÔÏ‹‰·. ‘ÔıÚ ·ÎÈ¸ÙÂÒÔıÚ ÏÂÙ·Ùı˜È·ÍÔ˝Ú ˆÔÈÙÁÙ›Ú

«Îfl· √ÍÒflÌÈ·, ”˝ÒÔ ÀÈ‹Á, √Â˛Ò„ÈÔ ∆fiÍÔ Í·È Ã·Òfl· ‘Ò‹Í·. ‘Ô ÌıÌ ‰È‰·ÍÙÔÒÈÍ¸ ÕflÍÔ

 ÔÏÔÌÙ‹ÍÁ Í·È ÙÔıÚ ÌÂ¸ÙÂÒÔıÚ –·Ì·„È˛ÙÁ  ÔıÙÛÔıÒ‹ÍÁ, √È‹ÌÌÁ Ã·ıÒÈÍ‹ÍÁ, √Â˛Ò„ÈÔ

–·„˛ÌÁ Í·È Ã·Ì˛ÎÁ ƒÂÎ‹ÍÁ. ≈flÛÁÚ Âı˜·ÒÈÛÙ˛ Í·È ÙÔıÚ ◊·Ò‹Î·ÏÔ ¡ÔÛÙÔÎfl‰Á,

≈ıÙ˝˜ÈÔ ”Áˆ‹ÍÁ Í·È »›ÏÈ‰· ∆·Ï‹ÌÁ ÏÂ ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ ÛıÌÂÒ„‹ÛÙÁÍ· „È· ›Ì· ÏÂ„‹ÎÔ

‰È‹ÛÙÁÏ· Í·È ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ ÂÍÙÈÏ˛ ÔÎ˝. ‘›ÎÔÚ, ÔˆÂflÎ˘ Í·È ›Ì· ÏÂ„‹ÎÔ Âı˜·ÒÈÛÙ˛ ÛÙÔÌ

Í. Christophe Garcia, Ô ÔÔflÔÚ ÏÂ ‚ÔfiËÁÛÂ Í·Ù‹ ÙÔ ÓÂÍflÌÁÏ‹ ÏÔı ÛÙÁÌ ›ÒÂıÌ· Í·È ÏÔı

ÛıÏ·Ò·ÛÙÂÍ¸Ù·Ì ¸ÔÙÂ ÙÔÌ ˜ÒÂÈ·Ê¸ÏÔıÌ·.

ƒÂÌ Ë· fiËÂÎ· Ì· ·Ò·ÎÂfl¯˘ Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ Í·È ÙÔıÚ ‹ÎÎÔıÚ ‰˝Ô Í·ËÁ„ÁÙ›Ú

ÙÁÚ ÂÈÙÒÔfiÚ ÂÓ›Ù·ÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂÙ·Ùı˜È·ÍfiÚ ÏÔı ÂÒ„·Ûfl·Ú, ÙÔıÚ Í.Í. ”Ù›ÎÈÔ œÒˆ·ÌÔı‰‹ÍÁ

Í·È  ˘ÌÛÙ·ÌÙflÌÔ ”ÙÂˆ·Ìfl‰Á, Í·Ù' ·Ò˜fiÌ „È· ÙÁÌ ıÔÏÔÌfi Ôı Âfl˜·Ì Ì· ·Ò·ÍÔÎÔıËfi-

ÛÔıÌ ÙÁÌ ·ÒÔıÛfl·ÛÁ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ·ÎÎ‹ Í·È „È· ÙÈÚ Â˝ÛÙÔ˜ÂÚ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ ÙÔıÚ ÛÂ

·ÒÍÂÙ‹ ÛÁÏÂfl·.
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–ÔÎÎÔfl ‹ÌËÒ˘ÔÈ ÏÔı ÛÙ‹ËÁÍ·Ì Í·È ÏÂ ‚ÔfiËÁÛ·Ì, Ô Í·Ë›Ì·Ú ÏÂ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô

ÙÔı, Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· Ù˘Ì ÛÔı‰˛Ì ÏÔı, ·ÎÎ‹ Í·È ÛÙÁÌ ÒÔÛ˘ÈÍfi ÏÔı Ê˘fi. ºÎÔÈ

ÙÔıÚ ÂflÌ·È ˆflÎÔÈ ÏÔı, ÏÂ ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ ›Ò·Û· ÔÎÎ›Ú ÛÙÈ„Ï›Ú, Í·Î›Ú Í·È Í·Í›Ú, Í·È

ÙÔıÚ Âı˜·ÒÈÛÙ˛ ‚·Ë˝Ù·Ù·. …‰È·flÙÂÒÂÚ Âı˜·ÒÈÛÙflÂÚ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔıÚ ¡¸ÛÙÔÎÔ (‘¸ÎÁ)

–··ÌÈÍÔÎ‹Ôı, …‹Í˘‚Ô Ã·ıÒÔÂÈ‰fi, √Â˛Ò„ÈÔ ”·ÔıÌÙÊfi, Ã·Ì˛ÎÁ ‘ÊÔÏ·Ì‹ÍÁ, ¬·ÛflÎÁ

 ÔÌÙÔ„È‹ÌÌÁ, ¡ÌÙ˛ÌÁ ”Ù·Ï·Ù‹ÍÁ, ◊ÒfiÛÙÔ ÕÈÍ¸ÎÁ Í·È √È‹ÌÌÁ ◊·ÒÈÙ‹ÍÁ. ≈flÛÁÚ

Âı˜·ÒÈÛÙ˛ ÙÔıÚ √Â˛Ò„ÈÔ ∂Ò˜˘Ì, ◊·Ò‹Î·ÏÔ –··‰‹ÍÁ, ◊‹ÒÁ Ã·ÒÈÌ‹ÍÁ, ÃÈ˜‹ÎÁ

 È·„È·‰‹ÍÁ, ÕÂÍÙ‹ÒÈÔ ◊·ÙÊÔ„È·ÌÌ‹ÍÁ, Ã·Òfl·  ¸ÍÍÈÌÔı Í·È Ã‹ÌÈ· Ã·ÒÈÌ‹ÍÁ. ‘›ÎÔÚ,

Ë· fiËÂÎ· Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ ËÂÒÏ‹ Í·È ÏÈ· ÓÂ˜˘ÒÈÛÙfi ·Ò›· „È· ÙÁ ÛıÏ·Ò‹ÛÙ·ÛÁ Í·È

ÙÁ ˆÈÎfl· Ôı ÏÔı ÒÔÛ›ˆÂÒÂ. ¡Ì·ˆ›ÒÔÏ·È ÛÙÔıÚ  ˛ÛÙ· ◊·ÙÊ›ÎÁ, ÕflÍÁ Ã·ÛÙÒÔ‰fiÏÔı,

 ˛ÛÙ· ÕÈÍÔÎ¸ÔıÎÔ Í·È ¬·ÛÈÎÈÍfi ƒ‹‚·ÒÁ.

»· fiÙ·Ì ÌÔÏflÊ˘ ·Ò‹ÎÂÈ¯Á Ì· ÏÁÌ Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ ÙÔ ‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’Ô-

ÎÔ„ÈÛÙ˛Ì ÙÔı –·ÌÂÈÛÙÁÏflÔı  ÒfiÙÁÚ „È· ÙÔÌ ·Ì·„Í·flÔ ÂÒ„·ÛÙÁÒÈ·Í¸ ÂÓÔÎÈÛÏ¸ Ôı

ÏÔı ÒÔÛ›ˆÂÒÂ Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ  ·ËÁ„ÁÙ›Ú ÏÔı „È· ÙÁ „Ì˛ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ÔÔfl· ÏÂ

ÂˆÔ‰fl·Û·Ì.

œÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú, ÙÁ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ Âı„Ì˘ÏÔÛ˝ÌÁ ÏÔı ÙÁÌ ·ÓflÊÔıÌ ÔÈ „ÔÌÂflÚ

ÏÔı, ÃÈ˜‹ÎÁÚ Í·È ≈Ò·ÛÏfl· Í·È Ô ·‰ÂÒˆ¸Ú ÏÔı »ÂÏÈÛÙÔÍÎfiÚ. œÈ ËıÛflÂÚ ÙÁÚ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ‹Ú

ÏÔı Â›ÙÒÂ¯·Ì ÙÁÌ ¸ÎÁ ÌÂıÏ·ÙÈÍfi ÏÔı Ò¸Ô‰Ô Í·È Í·ÎÎÈ›Ò„ÂÈ· Í·È Á ·Ï›ÒÈÛÙÁ ÛıÏ·-

Ò‹ÛÙ·Ûfi ÙÁÚ ÏÂ ÛÙfiÒÈÓÂ ÛÙÁ ‰˝ÛÍÔÎÁ ·ıÙfi ÂÒflÔ‰Ô ÙÁÚ Ê˘fiÚ ÏÔı. ÃÂ„‹ÎÁ Í·È È‰È·flÙÂÒÁ

Âı„Ì˘ÏÔÛ˝ÌÁ ˜Ò˘ÛÙ‹˘ ÂflÛÁÚ Í·È ÛÙÁ ”Ù›ÎÎ· Ã·Ò‹ÍÁ, Á ÔÔfl· ÏÂ ‚ÔfiËÁÛÂ Í·È ÏÂ

ÛÙfiÒÈÓÂ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ·¸ ÙÁ ÛÙÈ„Ïfi Ôı ÔÈ ‰Ò¸ÏÔÈ Ï·Ú ÂÌ˛ËÁÍ·Ì. ”' Âı˜·ÒÈÛÙ˛ ”Ù›ÎÎ·,

„È· ÙÁ ÛıÏ·Ò‹ÛÙ·Ûfi ÛÔı, „È· ÙÁÌ Í·Ù·Ì¸ÁÛÁ Ôı ›‰ÂÈÓÂÚ, Í·È „È· ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÛÙÈ„Ï›Ú Ôı

ÏÔÈÒ‹ÛÙÁÍ· Ï·Êfl ÛÔı. »· ÛÂ ›˜˘ ‹ÌÙ· Ï›Û· ÛÙÁÌ Í·Ò‰È‹ ÏÔı !
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 1

≈ÈÛ·„˘„fi

1.1 ≈ÂÓÂÒ„·Ûfl· ÂÈÍ¸Ì˘Ì Í·È Ò¸Û˘·

œ ÙÔÏ›·Ú ÙÁÚ ÃÁ˜·ÌÈÍfiÚ ºÒ·ÛÁÚ Í·È —ÔÏÔÙÈÍfiÚ, ·Ò¸ÎÔ Ôı ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ›Ì· ÂıÒ˝

ˆ‹ÛÏ· ÒÔÚ ÏÂÎ›ÙÁ ÍÈ ›ÒÂıÌ·, ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÂÈ ÂflÍÂÌÙÒÔ ÙÔÌ ‹ÌËÒ˘Ô.  ‹ÙÈ Ôı

ÂflÌ·È ·ÔÎ˝Ù˘Ú ÎÔ„ÈÍ¸ Í·È ÏÔÒÂfl Â˝ÍÔÎ· Ì· ÂÓÁ„ÁËÂfl. œ ‹ÌËÒ˘ÔÚ ›˜ÂÈ ›Ì·Ì ÙÒ¸Ô

Ì· ·ÌÙÈÎ·Ï‚‹ÌÂÙ·È Ù· Ò‹„Ï·Ù· ÙÔÌ ÔÔflÔ Ë›ÎÂÈ Ì· ÏÂÙ·‰˛ÛÂÈ-``ÂÈ‚‹ÎÎÂÈ'' Í·È ÛÙÔÌ

ıÔÎÔ„ÈÛÙfi „È· Ì· ÏÔÒÂfl Ì· ÙÔÌ Í·Ù·Î·‚·flÌÂÈ. ∏ÙÛÈ, Ë›ÎÂÈ Ô ıÔÎÔ„ÈÛÙfiÚ Ì· ``‚Î›ÂÈ''

¸˘Ú ·ıÙ¸Ú Í·È Ì· ÂÂÓÂÒ„‹ÊÂÙ·È ÙÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ¸˘Ú ·ıÙ¸Ú. –ÒÔÛ·ËÂfl ‰ÁÎ·‰fi Ì· Í‹ÌÂÈ

ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙfi Ì· ·ÌÙÈÎ·Ï‚‹ÌÂÙ·È Ïfl· ÂÈÍ¸Ì· ¸˘Ú Ë· ÙÁÌ ·ÌÙÈÎ·Ï‚·Ì¸Ù·Ì ÍÈ ·ıÙ¸Ú

Ô fl‰ÈÔÚ. ¡Í¸Ï· ÒÔÛ‹ËÁÛÂ Ì· Í‹ÌÂÈ ÙÔıÚ ıÔÎÔ„ÈÛÙ›Ú Ì· ÍÈÌÔ˝ÌÙ·È ¸˘Ú ÍÈ ·ıÙ¸Ú

ÓÂÍÈÌ˛ÌÙ·Ú ·¸ ·Î‹ ‚fiÏ·Ù· „È· Ì· Í·Ù·ÎfiÓÔıÏÂ ÛÙ· ÛÁÏÂÒÈÌ‹ ·Ì‰ÒÔÂÈ‰›Ú ÒÔÏ¸Ù,

Ôı ÂflÌ·È ÈÍ·Ì‹ Ì· ÙÔÌ ÏÈÏÁËÔ˝Ì ÛÂ ÏÂ„‹ÎÔ ‚·ËÏ¸.

ºÙ·Ì ›Ì·Ú ‹ÌËÒ˘ÔÚ ‚Î›ÂÈ ›Ì·Ì ‹ÎÎÔÌ, ÙÔ Ò˛ÙÔ Ò‹„Ï· Ôı ÒÔÛ›˜ÂÈ Û' ·ıÙ¸Ì

ÂflÌ·È Û˜Â‰¸Ì ‹ÌÙÔÙÂ ÙÔ Ò¸Û˘¸ ÙÔı. ¡¸ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÏÔÒÂfl ÈÔ Â˝ÍÔÎ· Ì· ËıÏÁËÂfl ·Ì

ÙÔÌ ›˜ÂÈ Ó·Ì·‰Âfl, ·Ì ÙÔÌ „Ì˘ÒflÊÂÈ fi Ì· Í·Ù·Î‹‚ÂÈ ÙÁ ‰È‹ËÂÛfi ÙÔı ·¸ ÙÈÚ ÂÍˆÒ‹ÛÂÈÚ ÙÔı.

ÃÂ„‹ÎÔ Ò¸ÎÔ ÛÙÁÌ ¸ÔÈ· ›ÍˆÒ·ÛÁ ·flÊÔıÌ Ù· Ï‹ÙÈ·, Á Ï˝ÙÁ Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï· ÙÔı ·ÌËÒ˛Ôı,

ÍÈ ·Ì ¸˜È ÙÔ Í·Ë›Ì· ÓÂ˜˘ÒÈÛÙ‹ Ù¸ÙÂ Ûfl„ÔıÒ· ¸Î· Ï·Êfl Ï·Ú ‚ÔÁË‹ÌÂ Ì· Û˜ÁÏ·ÙflÛÔıÏÂ

Ïfl· Ò˛ÙÁ ‹Ô¯Á.

≈flÌ·È ÂıÌ¸ÁÙÔ ÎÔÈ¸Ì ÙÔ ·ÌËÒ˛ÈÌÔ Ò¸Û˘Ô Ì· ·flÊÂÈ ›Ì· ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ Ò¸ÎÔ Í·È

ÛÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ¯ÁˆÈ·Í˛Ì ÂÈÍ¸Ì˘Ì Í·È Ì· ›˜ÂÈ ·ÔÙÂÎ›ÛÂÈ, Ì· ·ÔÙÂÎÂfl Ù˛Ò· ·ÎÎ‹

Í·È ÛÙÔ Ï›ÎÎÔÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ Ë›Ï· ›ÒÂıÌ·Ú ÛÙ· Â‰fl· ÙÁÚ ¯ÁˆÈ·ÍfiÚ ÂÂÓÂÒ„·Ûfl·Ú ÂÈ-

Í¸Ì˘Ì, ÙÁÚ ÏÁ˜·ÌÈÍfiÚ ¸Ò·ÛÁÚ Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÚ ¯ı˜ÔÎÔ„fl·Ú. ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· Á ›ÒÂıÌ·

·ıÙfi ÂÛÙÈ‹ÊÂÈ ÛÙÁÌ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ (detection), ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ (recognition), Ù·ıÙÔÔflÁÛÁ

(authentication), ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ (tracking) ÒÔÛ˛˘Ì, ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ-·Ì‹ÎıÛÁ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ

ÒÔÛ˛˘Ì (expression analysis-recognition), ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ (gaze tracking),

·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ-ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì (face synthesis, animation). Ë· ÂÓÁ„fiÛÔıÏÂ

·Ò·Í‹Ù˘ ÏÂ Îfl„· Î¸„È· ÙÈ ÛÁÏ·flÌÂÈ ÙÔ Í·Ë›Ì· ·¸ ·ıÙ‹.
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2  Âˆ‹Î·ÈÔ 1. ≈ÈÛ·„˘„fi

1.2 ¡Ìfl˜ÌÂıÛÁ

ÃÂ ÙÔÌ ¸ÒÔ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ÂÌÌÔÔ˝ÏÂ ÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ ÂÌ¸Ú ÒÔÛ˛Ôı ÛÂ ÏÈ· ÂÈÍ¸Ì· Í·È

Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ· ÙÔÌ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ Ë›ÛÁÚ ÙÔı, ·Ì Í·È Âˆ¸ÛÔÌ ı‹Ò˜ÂÈ. ”·Ì Ò˛ÙÔ ‚fiÏ·

›Ì·Ú ·ÌÈ˜ÌÂıÙfiÚ Ò›ÂÈ ÎÔÈ¸Ì Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÂÈ ·Ì ı‹Ò˜ÂÈ fi ¸˜È Ò¸Û˘Ô ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·.

”ÙÁÛıÌ›˜ÂÈ·, ·Ì ÙÔ Ò˛ÙÔ ‚fiÏ· ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ¸, Ò›ÂÈ Ì· ÂÌÙÔÈÛÙÂfl ·ıÙ¸ ÏÂ ¸ÛÔ ÙÔ ‰ıÌ·Ù¸Ì

ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·. ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÓÂ˜˘ÒflÛÔıÏÂ „ÂÌÈÍ‹ ‰˝Ô Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ ÂÈÍ¸Ì˘Ì :·ıÙ›Ú

Ôı ·flÒÌÔÌÙ·È ı¸ ÂÎÂ„˜¸ÏÂÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ, ¸˘Ú ÂflÌ·È .˜. ˆ˘ÙÔ„Ò·ˆflÂÚ ÛÂ ·ÛÙıÌÔÏÈÍ‹

ÙÏfiÏ·Ù· fi ÛÂ ÂÒ„·ÛÙfiÒÈ· ˆ˘ÙÔ„Ò·ˆfl·Ú, Í·È ·ıÙ›Ú Ôı ‰ÂÌ ÒÔ˚ÔË›ÙÔıÌ Í·Ì›Ì·Ì

·ÔÎ˝Ù˘Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸, ¸˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ·¸ Í‹ÔÈ· ˆ˘ÙÔ„Ò·ˆÈÍfi ÏÁ˜·Ìfi fi

Í‹ÔÈÔ ‚flÌÙÂÔ. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ Á ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ Í·ËflÛÙ·Ù·È Â˝ÍÔÎÁ ı¸ËÂÛÁ. √È·

·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, ı‹Ò˜ÂÈ Ï¸ÌÔ ›Ì· Ò¸Û˘Ô ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· Í·È Ï‹ÎÈÛÙ· Û˜Â‰¸Ì ÍÂÌÙÒÈÍ‹, ÙÔ

Ò¸Û˘Ô ÍÔÈÙ‹ÂÈ ÙÔ ˆ·Í¸, ÙÔ ÛÍÁÌÈÍ¸ ÂflÌ·È ÔÏÔÈÔ„ÂÌ›Ú, ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÔıÌ ÂÈÍ·Î˝¯ÂÈÚ Í·È

‰Â ˆÔÒ‹ÂÈ „ı·ÎÈ‹. ”ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl·, ¸Ï˘Ú, Ù· Ò‹„Ï·Ù· ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ù¸ÛÔ Â˝ÍÔÎ·.

–ÔÎÎÔfl ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÁÒÂ‹ÛÔıÌ Í·È Ì· ‰ıÛÍÔÎ›¯ÔıÌ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ

·Ìfl˜ÌÂıÛÁÚ. « ˝·ÒÓÁ Ï·ÎÎÈ˛Ì ÏÒÔÛÙ‹ ÛÙÔ Ò¸Û˘Ô, ÙÔ Ï·ÍÈ„È‹Ê, Ù· „ı·ÎÈ‹, ÙÔ

ÏÔıÛÙ‹ÍÈ Í·È ÙÔ ÏÔ˝ÛÈ ÂflÌ·È ÔÒÈÛÏ›ÌÔÈ ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ Ôı Í·Î˝ÙÔıÌ Í·È ·ÎÎÔÈ˛ÌÔıÌ ÙÔ

Ò¸Û˘Ô. ≈flÛÁÚ ÛıÌ·ÌÙ‹ÏÂ ÏÂÙ·‚ÔÎ›Ú ÛÙÁÌ ÍÎflÏ·Í· Í·È ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı Ôı Í‹ÌÔıÌ ÙÔ ›Ò„Ô ‰ıÛÍÔÎ¸ÙÂÒÔ. ‘›ÎÔÚ, ı‹Ò˜ÔıÌ Í·È ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ Ôı

ÔˆÂflÎÔÌÙ·È ÛÂ ÙÂ˜ÌÈÍÔ˝Ú Î¸„ÔıÚ, ¸˘Ú ˜·ÏÁÎfi ÔÈ¸ÙÁÙ· ÂÈÍ¸Ì·Ú, Ë¸Òı‚ÔÚ fi ÛÍÈ›Ú Í·Ù‹

ÙÁ Îfi¯Á. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì ÂflÌ·È ·Í¸Ï· Í·È ÛfiÏÂÒ· ·ÒÍÂÙ‹

‰ıÛÂflÎıÙÔ. « ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ¸Ï˘Ú „flÌÂÙ·È ÔÎÔ›Ì· Í·È ÈÔ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÛÂ ÔÎÎ›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú.

ÃÂÙ‹ ÙÁÌ ÂÈÙı˜ÁÏ›ÌÁ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ·ÍÔÎÔıËfiÛÂÈ Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı Ï›Û· ·¸ Ïfl· ‚‹ÛÁ ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì, „È· Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÙÂfl Á Ù·ıÙ¸ÙÁÙ‹

ÙÔı, Ì· ·ÌÈ˜ÌÂıÙÔ˝Ì Ù· ÂÈÏ›ÒÔıÚ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÙÔı, ¸˘Ú ÂflÌ·È Ù· Ï‹ÙÈ·, Á Ï˝ÙÁ,

ÙÔ ÛÙ¸Ï·, fi Ì· ‚ÒÂËÂfl Á Ë›ÛÁ Í·È Á Í·ÙÂ˝ËıÌÛfi ÙÔı ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. »·

ÏÔÒÔ˝ÛÂ ÂflÛÁÚ Ì· ÓÂÍÈÌfiÛÂÈ Ïfl· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı fi Í·È Ù˘Ì ÂÈÏ›ÒÔıÚ

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÙÔı ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ.

« ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ›˜ÂÈ „Ì˘ÒflÛÂÈ ·ÒÍÂÙfi ÒÔÛÔ˜fi Ù· ÙÂÎÂıÙ·fl· ˜Ò¸ÌÈ· „È· ÙÔ

Î¸„Ô ¸ÙÈ ·ÔÙÂÎÂfl ÒÔ··ÈÙÔ˝ÏÂÌÔ ÛÙ‹‰ÈÔ „È· ÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ. œÈ ÏÂÎ›ÙÂÚ ¸Ï˘Ú ÂÈÍÂ-

ÌÙÒ˛ÌÔÌÙ·Ì ÍıÒfl˘Ú ÛÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ, ¸Ôı ‚›‚·È· „È· Ì· ÒÔ˜˘ÒfiÛÂÈ Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ

Ò›ÂÈ Ò˛Ù· Ì· ·ÌÈ˜ÌÂıÙÂfl ÙÔ Ò¸Û˘Ô. ”' ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, „È· Ì· ·ÎÔÔÈÁËÂfl Á

·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÏÂ ·ÒÍÂÙÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú Í·Ù‹ ÙÁ Îfi¯Á ÙÔıÚ ›ÙÛÈ

˛ÛÙÂ ÔÈ ·ÌÈ˜ÌÂıÙ›Ú Ì· ÏÁÌ ›˜ÔıÌ È‰È·flÙÂÒÁ ‰ıÛÍÔÎfl· Ì· ÂÌÙÔflÊÔıÌ Ù· Ò¸Û˘·. Ãfl· ÈÔ

·Ì·ÎıÙÈÍfi ÂÈÛÍ¸ÁÛÁ ÙÂ˜ÌÈÍ˛Ì Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁÌ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂËÂfl ÛÙÔ [90].

¡ıÙ›Ú ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÏÔÒÔ˝Ì ÂÒflÔı Ì· ˜˘ÒÈÛÙÔ˝Ì ÛÂ ÙÒÂÈÚ „ÂÌÈÍ›Ú Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ : ÙÔÈÍfi

·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÒÔÛ˛Ôı, ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÂ ˆ¸ÒÏ· (template matching) Í·È

image invariants. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl·, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ˜·ÏÁÎÔ˝ ÂÈ›‰Ôı ·Î„¸ÒÈË-

ÏÔÈ ÏÁ˜·ÌÈÍfiÚ ¸Ò·ÛÁÚ ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÍ‹ ÏÔÌÙ›Î· ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ÒÔÛ˛Ôı

„È· Ì· ·ÌÈ˜ÌÂıÙÔ˝Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÒÔÛ˛Ôı ¸˘Ú ÂflÌ·È Ù· Ï‹ÙÈ·, Á Ï˝ÙÁ, ÙÔ ÛÙ¸Ï·,

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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¸˘Ú ÛÙ· [19], [97], [44], [100]. ”ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ‰È‹ˆÔÒÂÚ

ˆ¸ÒÏÂÚ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁÚ ˛ÛÙÂ Ì· ·ÌÈ˜ÌÂıÙÔ˝Ì ÙÔÈÍ‹ ı¸-˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÌÙ·È

ÛÙ·ËÂÒ‹ (rigid) (È‰ÈÔ˜˛ÒÔÈ [59]) fi ÏÁ (deformable templates [94], [1]) ÛÙÁÌ ÂÏˆ‹ÌÈÛÁ.

”ÙÁÌ ÙÂÎÂıÙ·fl· ÂÒflÙ˘ÛÁ, Û˜fiÏ·Ù· image invariants ıÔË›ÙÔıÌ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÔıÌ È‰È·flÙÂÒÂÚ

˜˘ÒÈÍ›Ú Ûı„„›ÌÂÈÂÚ ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂflÌ·È „ÂÌÈÍ›Ú Í·È ÈË·Ì˛Ú ÏÔÌ·‰ÈÍ›Ú „È· ¸Î· Ù· Ò¸Ùı·

ÒÔÛ˛˘Ì ·Í¸Ï· Í·È ı¸ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ ÂÏˆ‹ÌÈÛÁÚ ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· [69]. ≈flÛÁÚ

ı‹Ò˜ÔıÌ Í·È Ï›ËÔ‰ÔÈ Ôı, ·ÌÙfl Ì· ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ·¸ Í·Ì¸ÌÂÚ Û˜Â‰È·ÛÏ›ÌÔıÚ

·¸ ·ÌËÒ˛ÔıÚ, ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÙÂ˜ÌÁÙfi ÌÔÁÏÔÛ˝ÌÁ. ‘›ÙÔÈÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì

Ù· ÌÂıÒ˘ÌÈÍ‹ ‰flÍÙı· [67], [48], [25], [26], [17], [1] Ù· ÔÔfl· Í·È ›˜ÔıÌ ÙÔ ÎÂÔÌ›ÍÙÁÏ· Ì·

Ï·Ë·flÌÔıÌ ÙÔıÚ Í·Ì¸ÌÂÚ ·¸ Ïfl· ‰Â‰ÔÏ›ÌÁ ÛıÎÎÔ„fi ·ÌÙÈÒÔÛ˘ÂıÙÈÍ˛Ì ·Ò·‰ÂÈ„Ï‹-

Ù˘Ì. ‘›ÎÔÚ, Ò¸Ûˆ·ÙÂÚ ›ÒÂıÌÂÚ ›˜ÔıÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÂÈ Ù· ÎÂ„¸ÏÂÌ· ÍıÏ·Ùfl‰È· (wavelets),

ÂÈÙı„˜‹ÌÔÌÙ·Ú ÔÎ˝ Í·Î‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛÙÁÌ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ [28], [30], [27], [1].

1.3 ¡Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ - ‘·ıÙÔÔflÁÛÁ

¡Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÂÌ¸Ú ÒÔÛ˛Ôı ÂflÌ·È, ¸˘Ú Î›ÂÈ Í·È Á Î›ÓÁ, Ì· ·Ì·„Ì˘ÒÈÛÙÂfl Ô ‹ÌËÒ˘ÔÚ

ÙÔı ÔÔflÔı ÙÔ Ò¸Û˘Ô ı‹Ò˜ÂÈ ÛÂ Ïfl· ÂÈÍ¸Ì·. √È· Ì· „flÌÂÈ ·ıÙ¸ Ò›ÂÈ ˆıÛÈÍ‹ Ô

‹ÌËÒ˘ÔÚ ·ıÙ¸Ú Ì· ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸Ú Í·È Ì· ›˜ÂÈ Í·Ù·˜˘ÒÁËÂfl Á Ù·ıÙ¸ÙÁÙ‹ ÙÔı ÛÂ Ïfl·

‚‹ÛÁ ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì. ÃÂ ‹ÎÎ· Î¸„È·, ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÙÔı ·ÌËÒ˛Ôı ·ıÙÔ˝ fi/Í·È ‰È‹ˆÔÒ·

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ Ôı Ë· ‚ÔÁËfiÛÔıÌ ÛÙÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Ò›ÂÈ Ì· ı‹Ò˜ÔıÌ „È· Ì· ÏÔÒÂfl

Ì· „flÌÂÈ Û˝„ÍÒÈÛÁ. « Ù·ıÙÔÔflÁÛÁ ÂflÌ·È ›Ì· ·Ò·ÍÎ‹‰È ÙÁÚ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁÚ. ‘·ıÙÔÔflÁÛÁ

ÛÁÏ·flÌÂÈ Ì· ÂÈ‚Â‚·È˘ËÂfl Í‹ÔÈÔÚ Ôı ÈÛ˜ıÒflÊÂÙ·È ¸ÙÈ ÂflÌ·È ·ıÙ¸Ú. « ‰È·ˆÔÒ‹ ÙÁÚ

·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁÚ ·¸ ÙÁÌ Ù·ıÙÔÔflÁÛÁ ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÛÙÁ ÏÂÌ Ò˛ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ò›ÂÈ Ì·

·Ì·ÊÁÙÁËÂfl Ï›Û· ÛÂ Ïfl· ‚‹ÛÁ ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÒÔÚ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ, ÂÌ˛ ÛÙÁ

‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ fi‰Á ›˜ÔıÏÂ ÙÁÌ ÎÁÒÔˆÔÒfl· ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÂflÌ·È Í‹ÔÈÔÚ Í·È

Í·ÎÔ˝Ï·ÛÙÂ Ì· ÙÔ ÂÈ‚Â‚·È˛ÛÔıÏÂ. « ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ/Ù·ıÙÔÔflÁÛÁ „flÌÂÙ·È ÔÎÔ›Ì· Í·È

ÈÔ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÛÙÁ ÛÁÏÂÒÈÌfi ÂÔ˜fi, ¸Ôı Á ·Ûˆ‹ÎÂÈ‹ Ï·Ú ÍÎÔÌflÊÂÙ·È Ï›Ò· ÏÂ ÙÁ Ï›Ò·.

–ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ Ôı ··ÈÙÔ˝Ì ı¯ÁÎfi·Ûˆ‹ÎÂÈ·, ¸˘Ú ÁÂflÛÔ‰ÔÚ ÛÂ ··„ÔÒÂıÏ›ÌÂÚ ÂÒÈÔ˜›Ú fi

ÍÙflÒÈ·, Í·È ˜ÒÁÏ·ÙÔÔÈÍÔÌÔÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÎÎ·„›Ú Ï›Û˘ ÏÁ˜·ÌÁÏ‹Ù˘Ì ·ıÙ¸Ï·ÙÁÚ ·Ì‹ÎÁ¯ÁÚ

˜ÒÁÏ‹Ù˘Ì, Ë· ÏÔÒÔ˝Û·Ì Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÌ Ù›ÙÔÈ· ÛıÛÙfiÏ·Ù· „È· Ì· ‚ÂÎÙÈ˛ÛÔıÌ

ÙÁÌ ·Ûˆ‹ÎÂÈ· Ôı ÒÔÛˆ›ÒÔıÌ Í·È Ì· ·ÔÙÒ›ÔıÌ Í·ÍÔÔÈ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· Ì· Í‹ÌÔıÌ

Â„ÍÎÁÏ·ÙÈÍ›Ú ·¸ÂÈÒÂÚ. ’‹Ò˜ÔıÌ ‚›‚·È· ÔÎÎ›Ú ‚ÈÔÏÂÙÒÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁÚ,

·ÎÎ‹ ·ıÙfi ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ›˜ÂÈ ÒÔÛÂÎÍ˝ÛÂÈ ÙÔ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌÙ˘Ì ÂÒÂıÌÁÙ˛Ì „È·

Î¸„ÔıÚ ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú, ˆÈÎÈÍ¸ÙÁÙ·Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ Í·È „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÁÚ ·Ô‰Ô˜fiÚ

·¸ ÙÔ ÍÔÈÌ¸.

º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ, ›ÙÛÈ Í·È ÛÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ, ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÎÎÔfl ·Ò‹„Ô-

ÌÙÂÚ Ôı ÂÁÒÂ‹ÊÔıÌ Í·È Í·ËÈÛÙÔ˝Ì ÙÔ ¸ÎÔ ›Ò„Ô ÈÔ ‰˝ÛÍÔÎÔ (·Ì·ˆÂÒËfiÍ·ÏÂ Û' ·ıÙÔ˝Ú

„ÂÌÈÍ‹ ÛÙÁÌ ıÔÂÌ¸ÙÁÙ· 1.2). ‘· ÙÂÎÂıÙ·fl· ˜Ò¸ÌÈ· ›˜ÂÈ ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl ·ÓÈÔÛÁÏÂfl˘ÙÁ Ò¸Ô-

‰ÔÚ ÛÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ, ÏÈ·Ú Í·È ¸ÎÔ Û˜Â‰¸Ì ÙÔ ‚‹ÒÔÚ Ù˘Ì ÂÒÂıÌÁÙ˛Ì ›˜ÂÈ ›ÛÂÈ ‹Ì˘ Û'

·ıÙfiÌ. ≈È‰ÈÍ‹ Í‹Ù˘ ·¸ ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ, ¸˘Ú ÂflÌ·È ÏÈÍÒ›Ú ·ÔÍÎflÛÂÈÚ ÛÙÔ ˆ˘ÙÈÛÏ¸,

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÛÙÁÌ ›ÍˆÒ·ÛÁ Í·È ÙÁÌ ¸Ê· ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. Ãfl· ÂÈÛÍ¸ÁÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ·Ì·„Ì˛-

ÒÈÛÁÚ ÏÔÒÂfl Ì· ·Ì·ÊÁÙÁËÂfl ÛÙ· [93], [61]. √ÂÌÈÍ‹, ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È

ÂflÌ·È „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì (geometrical features matching) Í·È

·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÂ ˆ¸ÒÏ· (template matching). ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl·, ÂÓ‹„ÔÌÙ·È Í‹ÔÈÂÚ

„Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ‰È·ÍÒÈÙÈÍ‹ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÒÔÛ˛Ôı, ¸˘Ú ÂflÌ·È Ï‹ÙÈ·,

Ï˝ÙÁ, ÛÙ¸Ï· [9]. ”ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl·, Á ÂÈÍ¸Ì· ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ·Ì··ÒflÛÙ·Ù·È ˘Ú

›Ì·Ú ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔÚ flÌ·Í·Ú ÙÈÏ˛Ì ˆ˘ÙÂÈÌ¸ÙÁÙ·Ú Í·È Ûı„ÍÒflÌÂÙ·È ÏÂ Ïfl· fi ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ

ˆ¸ÒÏÂÚ Ôı ·ÌÙÈÒÔÛ˘Â˝ÔıÌ ›Ì· ÔÎ¸ÍÎÁÒÔ Ò¸Û˘Ô. œÈ Ò˛ÙÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁÚ

ÏÂ ˆ¸ÒÏ· ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÙÁ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ. ‘· ÙÂÎÂıÙ·fl· ˜Ò¸ÌÈ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ Í·È

Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ÛÂ Í˝ÒÈÂÚ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ (Principal Component Analysis, PCA) fi

·ÎÎÈ˛Ú „Ì˘ÛÙfi Û·Ì Ï›ËÔ‰ÔÚ Karhunen-Loeve „È· ÙÔ ÛÍÔ¸ ÙÁÚ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁÚ [46], [75],

[87]. ‘›ÎÔÚ, ÛÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ›˜ÔıÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Í·È ÌÂıÒ˘ÌÈÍ‹ ‰flÍÙı· [14], [60],

Í·Ë˛Ú Í·È ÈÔ Ò¸Ûˆ·Ù· Ù· ÍıÏ·Ùfl‰È· (wavelets) [31], [29].

1.4 ¡Ì‹ÎıÛÁ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ

‘Ô Ò¸Û˘Ô ÂflÌ·È Ûfl„ÔıÒ· ÙÔ ÈÔ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ Ï›ÛÔ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ Ôı ‰È·Ë›ÙÂÈ ›Ì·Ú ‹ÌËÒ˘ÔÚ.

ÃÂ ÏÈ· Ï·ÙÈ‹ ÛÙÔ Ò¸Û˘Ô ÂÌ¸Ú ·ÌËÒ˛Ôı ÏÔÒÔ˝ÏÂ ÔÎ˝ Â˝ÍÔÎ· Ì· Í·Ù·Î‹‚ÔıÏÂ

·Ì ÂflÌ·È ÂıÙı˜ÈÛÏ›ÌÔÚ-˜·ÒÔ˝ÏÂÌÔÚ, ËıÏ˘Ï›ÌÔÚ, ˆÔ‚ÈÛÏ›ÌÔÚ, ËÎÈÏÏ›ÌÔÚ fi ›ÍÎÁÍÙÔÚ.

∏ÙÛÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔÛ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ ÙÁ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Ï·Ú ·›Ì·ÌÙfl ÙÔı, ˛ÛÙÂ Ì· ÏÁÌ

ÙÔÌ ˆ›ÒÔıÏÂ ÛÂ ‰˝ÛÍÔÎÁ Ë›ÛÁ Í·È Ì· ·ÔˆÂı˜ËÔ˝Ì ·ÒÂÓÁ„fiÛÂÈÚ. œ ÙÔÏ›·Ú ·ıÙ¸Ú,

ÎÔÈ¸Ì, ›˜ÂÈ ÛÍÔ¸ Ì· Í·Ù·ÛÙfiÛÂÈ ÙÔıÚ ıÔÎÔ„ÈÛÙ›Ú ÈÍ·ÌÔ˝Ú Ì· ·Ì·„Ì˘ÒflÊÔıÌ Ï›Û˘

Ù˘Ì ÂÍˆÒ‹ÛÂ˘Ì ÙÁÌ ¯ı˜ÔÎÔ„ÈÍfi Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ·ÌËÒ˛Ôı-˜ÒfiÛÙÁ. ºÎÔ ·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl

Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÛÂ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ‰ÈÂ·ˆfiÚ, „È· Ì· „flÌÂÈ Á ¸ÎÁ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl· ·ÌËÒ˛Ôı

Í·È ıÔÎÔ„ÈÛÙfi ÈÔ ˆÈÎÈÍfi, ËÂÒÏfi Í·È ‹ÏÂÛÁ, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÌ ·Ôˆı„fi ÔÎÎ˛Ì

·ÒÂÓÁ„fiÛÂ˘Ì Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÔıÚ ıÔÎÔ„ÈÛÙ›Ú. ƒfl‰ÂÙ·È ›ÙÛÈ Ïfl· ``·ÌËÒ˛ÈÌÁ ÎÂıÒ‹''

ÛÂ ›Ì· ÏÁ˜‹ÌÁÏ·, Í‹ÙÈ Ôı Ë· ÙÔ Í‹ÌÂÈ Ì· ÓÂ˜˘ÒflÛÂÈ ·¸ Ù· ÏÁ˜·ÌfiÏ·Ù·-ÒÔÏ¸Ù Ôı

Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·ÈÍ·È ÒÔ„Ò·ÏÏ·ÙflÊÔÌÙ·È„È· Ì· ÂÍÙÂÎÔ˝Ì Ïfl· Í·È Ï¸ÌÔ ÂÒ„·Ûfl·. ∂ÏÂÛÂÚ

Â·ÍÔÎÔıËfiÛÂÈÚ ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ ÂflÌ·È Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ˜ÂÈÎÈ˛Ì (lip tracking)

Í·È Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ (gaze tracking). ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ, ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È Ù·

˜ÂflÎÈ· ÙÔı ·ÌËÒ˛Ôı ÏÂ ÛÍÔ¸ ÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÔÏÈÎfl·Ú. ¡Ì ÂÈÙÂı˜ËÂfl Í‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ

Í·Ù·Î·‚·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì Ë· ÏÂÙ·ˆÂÒËÂfl ÛÂ Ïfl· ‹ÎÎÁ ``ÂÔ˜fi'',

·ˆÔ˝ ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÛıÛÍÂı›Ú ÂÈÛ¸‰Ôı, ¸˘Ú ÂflÌ·È ÙÔ ÎÁÍÙÒÔÎ¸„ÈÔ Í·È ÙÔ ÔÌÙflÍÈ, ·Ì ‰ÂÌ

Ë· ÂÓ·ˆ·ÌÈÛÙÔ˝Ì, Ûfl„ÔıÒ· Ë· ÂÒÈÔÒÈÛÙÔ˝Ì ÛÙÔ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ. ”ÙÁ‰Â˝ÙÂÒÁ, ·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È

ÙÔ ‚Î›ÏÏ· ÙÔı ·ÌËÒ˛Ôı Í·È ›ÙÛÈ Ô ıÔÎÔ„ÈÛÙfiÚ Ë· ÏÔÒÂfl Ì· Ó›ÒÂÈ Í·Ù‹ ¸ÛÔ ›˜ÂÈ ÙÁÌ

ÎfiÒÁ ÒÔÛÔ˜fi ÙÔı ˜ÒfiÛÙÁ fi Í·Ù‹ ¸ÛÔ ÙÔı ÒÔÍ·ÎÂfl Í‹ÔÈÔ ÛıÌ·flÛËÁÏ· (.˜. ËıÏ¸)

fi ÙÔÌ ˆ›ÒÌÂÈ ÛÂ Í‹ÔÈ· Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ (.˜. ·Ìfl·). ≈flÛÁÚ Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÔı ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ

ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Í·È Û·Ì ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ ‰ÈÂ·ˆfiÚ ·ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÔÌÙflÍÈ.

‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ ÂflÌ·È ›Ì· ‰˝ÛÍÔÎÔ Ò¸‚ÎÁÏ·, Í·Ë˛Ú Á

¸ÔÈ· ·ÌËÒ˛ÈÌÁ ›ÍˆÒ·ÛÁ ÛıÌÔ‰Â˝ÂÙ·È Í·È ·¸ Í‹ÔÈ·, ·Îfi fi Û˝ÌËÂÙÁ, ÍflÌÁÛÁ ÙÔı

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì



1.5. ¡Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ - ÃÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ 5

ÍÂˆ·ÎÈÔ˝ Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. √È' ·ıÙ¸ Í·È ÔÈ Ò˛ÙÂÚ ÂÒÂıÌÁÙÈÍ›Ú ·¸ÂÈ-

ÒÂÚ ÂÒÈÔÒflÊÔÌÙ·Ì ÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ ÏÂ ÙÁÌ ÒÔ˚¸ËÂÛÁ ÙÔ Ò¸Û˘Ô Ì· ÂflÌ·È

·ÍflÌÁÙÔ fi ÂÒflÔı ·ÍflÌÁÙÔ. ‘· ÏÔÌÙ›Î· Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÂÍˆÒ‹-

ÛÂ˘Ì ÒÔÛ˛Ôı ÔÈÍflÎÔıÌ ÛÙÁÌ ÔÛ¸ÙÁÙ· „Â˘ÏÂÙÒÈÍfiÚ ÎÁÒÔˆÔÒfl·Ú ÂÒfl Û˜fiÏ·ÙÔÚ Í·È

ÍflÌÁÛÁÚ ÒÔÛ˛Ôı Ôı ÂÒÈ›˜ÔıÌ. ”ÙÔ ›Ì· ‹ÍÒÔ ı‹Ò˜ÔıÌ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔ-

ÔÈÔ˝Ì ÏÔÌÙ›Î· Ôı ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁ ˆıÛÈÍfi ı¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú

ÙÔ ‰›ÒÏ· Í·È ÙÔıÚ Ï˝ÂÚ [76], [20]. ∏Ì· ÂÎ·ˆÒ˛Ú ÈÔ ·‰˝Ì·ÏÔ ÏÔÌÙ›ÎÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl

ÂÎ·ÛÙÈÍ›Ú ˆ¸ÒÏÂÚ „È· Ì· ·Ì··Ò·ÛÙfiÛÂÈ Ù· Û˜fiÏ·Ù· Ôı ·flÒÌÔıÌ Ù· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹

ÒÔÛ˛Ôı [101]. ”ÙÔ ‹ÎÎÔ ‹ÍÒÔ, Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ Ù˘Ì ÂÍˆÒ‹ÛÂ˘Ì „flÌÂÙ·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú

ÛÙ·ÙÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ ÔÙÈÍfiÚ ÒÔfiÚ Ï·Êfl ÏÂ ÔÎ˝ ·‰˝Ì·Ï· ÏÔÌÙ›Î· ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ

ÒÔÛ˛Ôı [95]. ”ÙÔ ÂÌ‰È‹ÏÂÛÔ ı‹Ò˜ÔıÌ ‚›‚·È· Í·È Ï›ËÔ‰ÔÈ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì

‚·ÛÈÛÏ›Ì˘Ì ÛÂ ˆ¸ÒÏÂÚ Í·È ÛÙÁÌ ÔÙÈÍfi ÒÔfi, ¸˘Ú ÂflÌ·È ÔÈ [96], [7]. ∂ÎÎÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ÂÈÎ›ÔÌ ‚ÔÁËfiÏ·Ù· „È· Ì· Í·Ù·ÛÙfiÛÔıÌ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙfi ÈÍ·Ì¸ Ì· ·Ì·-

„Ì˘ÒflÛÂÈ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÍˆÒ‹ÛÂÈÚ, ¸˘Ú ÂflÌ·È ÂÈ‰ÈÍ‹ „ı·ÎÈ‹ [68]. ”ÙÁÌ ÈÔ ·Îfi ÂÒflÙ˘ÛÁ

Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÂÍˆÒ‹ÛÂ˘Ì „flÌÂÙ·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú ÛıÛ˜›ÙÈÛÁÚ ÂÈÍ¸Ì˘Ì [5].

‘›ÎÔÚ, Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂÍÏ‹ËÁÛÁÚ ›˜ÔıÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÂÈÙı˜˛Ú ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ÛÙ·ÙÈÛÙÈÍfi

ÂÍÏ‹ËÁÛÁ [15] Í·È ÌÂıÒ˘ÌÈÍ‹ ‰flÍÙı· [66], [38]. ºÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ‚Î›Ï-

Ï·ÙÔÚ, ‹ÌÙ· ÒÔÁ„ÂflÙ·È Ïfl· ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ‰È·ÈÛÙ˛ÌÂÙ·È Á

Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ Ôı ÍÔÈÙ‹ÂÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ‹ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ [6],

[58] fi ÌÂıÒ˘ÌÈÍ‹ ‰flÍÙı· [72].

1.5 ¡Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ - ÃÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ

« ·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ ÂÌ¸Ú ÒÔÛ˛Ôı, Á ÔÔfl· ÛıÌfiË˘Ú ÓÂˆÂ˝„ÂÈ ·¸ ÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Í·È

‹ÂÈ ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ, Í·Ë˛Ú Í·È Á ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ-Í˘‰ÈÍÔÔflÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ‚ÒflÛÍÔıÌ ‹Ò·

ÔÎ˝ ÏÂ„‹ÎÁ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÛÂ ÙÁÎÂÛıÌ‰È·ÛÍ›¯ÂÈÚ, ‚flÌÙÂÔ-ÙÁÎ›ˆ˘Ì·, ÛıÏflÂÛÁ ÂÈÍ¸Ì˘Ì,

·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì, ÂÈÍÔÌÈÍ‹ Ò¸Û˘·, ‰ÈÂ·ˆfi·ÌËÒ˛Ôı-ıÔÎÔ„ÈÛÙfi Í·È „Ò·ˆÈÍfi.

ºÙ·Ì Í‹ÔÈÔÚ fi Í‹ÙÈ Ï·Ú ÙÒ·‚‹ÂÈ ÙÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ ÛÙÒ›ˆÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÔ˜fi Ï·Ú ÒÔÚ ÙÔÌ

‹ÌËÒ˘Ô fi ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ Ôı ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÔ˜fi Ï·Ú. √È· Ì· „flÌÂÈ ·ıÙ¸ ‰ÂÌ ˆÙ‹ÌÂÈ Ï¸ÌÔ Ì·

ÛÙÒ›¯ÔıÏÂ Ù· Ï‹ÙÈ· Ï·Ú ÒÔÚ ÙÁ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, Ò‹„Ï· Ôı Ô˝Ù˘Ú fi ‹ÎÎ˘Ú

Í·Ù·ÌÙ‹ÂÈ ÍÔıÒ·ÛÙÈÍ¸ ÏÂÙ‹ ·¸ Îfl„Á ˛Ò·. ∏ÙÛÈ ÛıÌfiË˘Ú ÛÙÒ›ˆÔıÏÂ ¸ÎÔ ÙÔ ÍÂˆ‹ÎÈ

Ï·Ú, Í·È Ï·Êfl ÙÔ Ò¸Û˘Ô. ºÎ· ·ıÙ‹ Ï·Ú ˆ·flÌÔÌÙ·È ·ıÙÔÌ¸ÁÙ· ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ

Ôı ‰È›ÔıÌ ÙÔÌ Í¸ÛÏÔ Ï·Ú (Í·Ù‹ ÔÎÎÔ˝Ú ÔÈ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÂflÌ·È Ù›ÛÛÂÒÈÚ, ÏÂÙÒ˛ÌÙ·Ú

Ï·Êfl Í·È ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ), ·ÎÎ‹ ‰ÂÌ Í·Î˝ÙÔÌÙ·È ·¸ ÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Ôı Ï·Ú ÒÔÛˆ›ÒÂÈ

Ïfl· ÂÈÍ¸Ì·. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú ÙÔ ·Î¸ ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÏÈ·Ú ÙÁÎÂ-ÂÈÍÔÌÔ-ÛıÌÔÏÈÎfl·Ú ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô

·Ù¸Ï˘Ì ÏÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì· Í·Ù·Î‹‚ÔıÏÂ ¸ÛÔ ·Ì·„Í·fl· „flÌÂÙ·È Ïfl· ·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ-

ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì. ¡Ì Ô ›Ì·Ú ÛıÌÔÏÈÎÁÙfiÚ ÍÔÈÙ‹ÊÂÈ ‹ÌÙ· ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, Ô

‹ÎÎÔÚ ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÂÌÙ˝˘ÛÁ ˘Ú Ô Ò˛ÙÔÚ ÙÔÌ ÍÔÈÙ‹ÊÂÈ ÛıÌ›˜ÂÈ·. ¡Ì ‹ÎÈ Ô Ò˛ÙÔÚ ËÂÎfiÛÂÈ

Ì· ÍÔÈÙ‹ÓÂÈ ÙÔÌ ÛıÌÔÏÈÎÁÙfi ÙÔı Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÂ ›Ì· ·Ò‹ËıÒÔ ÛÙÁÌ ÔË¸ÌÁ ÙÔı, Ô

‰Â˝ÙÂÒÔÚ ËÂ˘ÒÂfl ¸ÙÈ ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÔ˜fi ÙÔı Ò˛ÙÔı, Í·Ë˛Ú Ô Ò˛ÙÔÚ ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ì·

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÍÔÈÙ‹ÂÈ ·ÎÎÔ˝. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ·ıÙ¸ Í·ÎÂflÙ·È Ì· ÎıËÂfl ÏÂ ‚‹ÛÁ Ïfl· ·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì

ÒÔÛ˛˘Ì ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ¸Ôı Î›ÔÌ ÔÈ ÛıÌÔÏÈÎÁÙ›Ú ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ›˜ÔıÌ ·flÛËÁÛÁ

„È· ÙÔ Ôı ÍÔÈÙ‹ÊÂÈ Ô Í·Ë›Ì·Ú. –ÂÒ·ÈÙ›Ò˘, ÏÂ ÙÁ ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÈÙ˝˜ÔıÏÂ

Í·Î˝ÙÂÒÁ Í˘‰ÈÍÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì Í·Ù‹ ÙÁ ÏÂÙ‹‰ÔÛfi ÙÔıÚ Í·È Ì· Í‹ÌÔıÏÂ ›ÙÛÈ ÙÔ

¸ÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÈÔ „Òfi„ÔÒÔ Í·È ‹Ò· ÈÔ ÒÂ·ÎÈÛÙÈÍ¸.

« ·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ ÛıÌ‰›ÂÙ·È ‹ÏÂÛ· ÏÂ ÙÁÌ ·ÌÂ˝ÒÂÛÁ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı. ‘ÂÎÂıÙ·fl· ÒÔÙ‹ËÁÍ·Ì ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ

ÛÙÁÌ ÔÔfl· ÍÔÈÙ‹ÂÈ ›Ì· Ò¸Û˘Ô. ∏ÙÛÈ, ›˜ÂÈ ÏÔÌÙÂÎÔÔÈÁËÂfl Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú

Û·Ì ›Ì·Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸Ú ·¸ ·ÌÔÏÔÈ¸ÙÁÙÂÚ ÏÂÙ·Ó˝ ÂÒÈÔ˜˛Ì ÒÔÛ˛˘Ì Í·È

‰È‹ˆÔÒ˘Ì ÏÔÌÙ›Î˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì [86]. ≈flÛÁÚ ı‹Ò˜ÔıÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ Ôı ÂÍÏÂÙ·ÎÎÂ˝ÔÌÙ·È

ÙÈÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú ÛıÏÏÂÙÒflÂÚ ÙÔı ÙıÈÍÔ˝ ÒÔÛ˛Ôı [32], [37], ¸˘Ú ·ıÙ›Ú ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔÌÙ·È

Í·È ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙ· [21], [99]. √È· ÙÁÌ ·Ì‹ÍÙÁÛÁ ÙÁÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ıˆfiÚ ·¸ ÙÈÚ ‰˝Ô

‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Ïfl·Ú ÂÈÍ¸Ì·Ú ÒÔÙ‹ËÁÍ·Ì ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ Ôı ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ·Ì·Í·Ù·ÛÍÂıfi

Û˜fiÏ·ÙÔÚ ·¸ ˆ˘ÙÔÛÍfl·ÛÁ (shape from shading) [3], Û˝ÌËÂÛÁ ·¸ ÍflÌÁÛÁ [4], [16] Í·Ë˛Ú

Í·È Ù· È‰ÈÔ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹, Ôı ‚ÒflÛÍÔıÌ Í·È È‰È·flÙÂÒÁ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÛÙÁÌ Í˘‰ÈÍÔÔflÁÛÁ

ÒÔÛ˛Ôı, [42], [70], [87], [57], [55], [92]. ‘›ÎÔÚ, Í˘‰ÈÍÔÔflÁÛÁ ÒÔÛ˛Ôı ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È

Í·È Ï›Û˘ ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁÚ ÏÂ ÔÎ˝„˘Ì· ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ [2], [12], [73].

1.6 –·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ

œ ÛÙ¸˜ÔÚ „ÂÌÈÍ‹ ÛÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÍflÌÁÛÁÚ ÂflÌ·È Á ÂÈÛÙÒÔˆfi ÎÁÒÔˆÔÒfl·Ú Á ÔÔfl·

˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÂÈ ÙÁ ‰È·Ï¸Òˆ˘ÛÁ fi, ÈÔ „ÂÌÈÍ‹, ÙÁÌ Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ ÂÌ¸Ú ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı-ÛÙ¸˜Ôı1

·¸ Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· Ôı ÂÏÂÒÈ›˜ÔÌÙ·È ÛÂ Ïfl· ·ÍÔÎÔıËfl· ÂÈÍ¸Ì˘Ì. œÈ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È

ÏÔÌ¸˜Ò˘ÏÂÚ fi ›„˜Ò˘ÏÂÚ, ·Î›Ú (monocular) fi ÛÙÂÒÂÔÛÍÔÈÍ›Ú (stereo). « Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ Á

ÔÔfl· Ë· ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È ÏÔÒÂfl Ì· ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÙÁ Ë›ÛÁ ÙÔı ÛÙ¸˜Ôı, ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛfi ÙÔı,

ÙÔ Û˜fiÏ· ÙÔı, ÙÁÌ Ù·˜˝ÙÁÙ‹ ÙÔı fi ÏÈ· ÔÈÍÈÎfl· ‹ÎÎ˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì fi ˆ˘ÙÔÏÂÙÒÈÍ˛Ì

È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì. –·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ÛÁÏ·flÌÂÈ, ÎÔÈ¸Ì, ¸Î· Ù· ·Ò·‹Ì˘ ¸Ù·Ì ÙÔ

·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÔı ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌÙÔÚ ÂflÌ·È ›Ì· Ò¸Û˘Ô.

 ‹Ù˘ ·¸ È‰·ÌÈÍ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ Ë· Ò›ÂÈ

Ì· ÂflÌ·È ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ÂÈÛÙÒ›¯ÂÈ ÙÁÌ ÎfiÒÁ Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı-ÛÙ¸˜Ôı, ·ÎÎ‹

È‰·ÌÈÍ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Û‹ÌÈ· ÛıÌ·ÌÙ‹ÂÈ Í·ÌÂflÚ ÛÙÔÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ Í¸ÛÏÔ. ¡Í¸Ï· Í·È ÂÏÂflÚ

ÔÈ ‹ÌËÒ˘ÔÈ, ÏÂ ÙÔ ı¯ÁÎ‹ ·ÌÂÙı„Ï›ÌÔ Û˝ÛÙÁÏ· ¸Ò·ÛfiÚ Ï·Ú, ‰ÂÌ ÂflÏ·ÛÙÂ ÛÂ Ë›ÛÁ Ì·

·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ ÏÂ ÏÂ„‹ÎÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ· ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ· Í‹Ù˘ ·¸ ·ÌÙflÓÔÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ, ¸˘Ú

¸Ù·Ì Ù· ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ· ÂflÌ·È ÛÙÁÌ ÔÙÈÍfi Ï·Ú ÂÒÈˆ›ÒÂÈ·, ¸Ù·Ì ÍÈÌÔ˝ÌÙ·È ÔÎ˝ „Òfi„ÔÒ·,

¸Ù·Ì Í·Î˝ÙÔÌÙ·È ÏÂÒÈÍ˛Ú fi ÔÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍ‹, fi ¸Ù·Ì Ô ˆ˘ÙÈÛÏ¸Ú ‰ÂÌ ÂflÌ·È Â·ÒÍfiÚ.

–·Ò¸Î· ·ıÙ‹ Ô ‹ÌËÒ˘ÔÚ ÂflÌ·È ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· Í‹ÌÂÈ ‰˝Ô Ò‹„Ï·Ù· : Ì· ÍÂÒ‰flÛÂÈ ÏÂÒÈÍfi

„Ì˛ÛÁ ÙÁÚ Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁÚ ÂÌ¸Ú ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÙÔ ÔÔflÔ ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ·Ò·ÍÔÎÔıËÁËÂfl ÏÂ

·ÍÒfl‚ÂÈ·, Í·È Ì· Ó·Ì·‚ÒflÛÍÂÈ ›Ì· ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ Ôı ÒÔÛ˘ÒÈÌ‹ ‰ÂÌ fiÙ·Ì ÔÒ·Ù¸. ‘›ÙÔÈ·

1ÃÂ ÙÔÌ ¸ÒÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÂÌÌÔÔ˝ÏÂ ÔÙÈ‰fiÔÙÂ ·¸ ·Î‹ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹, ¸˘Ú ·ÍÏ›Ú, ˘Ú Í·È ÔÎ˝ÎÔÍ·
ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù· ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ·.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· ‚ÒflÛÍÔıÏÂ Í·ËÁÏÂÒÈÌ‹ ÏÒÔÛÙ‹ Ï·Ú : ÔÈ ·ËÎÁÙ›Ú ÏÔÒÔ˝Ì Ì· È‹ÛÔıÌ,

Ì· ˜ÙıfiÛÔıÌ fi Ì· ÍÎÔÙÛfiÛÔıÌ ÏÈ· Ï‹Î· „Ì˘ÒflÊÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁ Ë›ÛÁ ÙÁÚ

·Í¸Ï· Í·È ·Ì Á Í·ÙÂ˝ËıÌÛfi ÙÁÚ ·ÎÎ‹ÊÂÈ ÛıÌÂ˜˛Ú Í·È Ï‹ÎÈÛÙ· ÔÎ˝ „Òfi„ÔÒ·, Í·È ÔÈ

Ô‰Á„Ôfl ÛıÌÂ˜flÊÔıÌ Ì· ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÙÔ ÏÒÔÛÙÈÌ¸ ÙÔıÚ ¸˜ÁÏ· ·Í¸Ï· Í·È ·Ì „ıÒflÛÔıÌ

ÙÔ ‚Î›ÏÏ· ÙÔıÚ ÛÙÔıÚ Í·ËÒ›ÙÂÚ „È· Ì· ÂÎ›„ÓÔıÌ ÙÈ „flÌÂÙ·È flÛ˘ ÙÔıÚ.

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ·¸ ÙÁÌ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ Í·Ë' ¸ÙÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl

ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ „È· Ì· ÂÌÙÔflÊÂÈ ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÔı ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌÙÔÚ ÛÂ ÏÈ· ·ÍÔ-

ÎÔıËfl· ÂÈÍ¸Ì˘Ì (video sequence), ·ÌÙfl Ì· Ùo ·ÌÈ˜ÌÂ˝ÂÈ ÛÂ Í‹ËÂ ÂÈÍ¸Ì· ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ·. «

˜ÒÔÌÈÍfi ÎÁÒÔˆÔÒfl· ÂÒÈÔÒflÊÂÈ ·ÒÍÂÙ‹ ÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ÙÔı ¯·ÓflÏ·ÙÔÚ Í·È ›ÙÛÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ

·Í¸Ï· Í·È Ì· ÂÙ˝˜ÔıÏÂ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ (real-time tracking). «

·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÔÒflÊÂÙ·È Û·Ì ÙÔÌ ÂÌÙÔÈÛÏ¸ Í·È ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı

·¸ ÙÁ ÛÙÈ„Ïfi Ôı ·ıÙ¸ ·Ò˜ÈÍÔÔÈÂflÙ·È Ï›˜ÒÈ ÙÁ ÛÙÈ„Ïfi Ôı Ë· ÂÓ·ˆ·ÌÈÛÙÂfl Ï¸ÌÈÏ· fi

‰ÂÌ Ë· ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ‹ÎÎÔ. « ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ. ¡ıÙ¸ „È·Ùfl „È· Ì· ÓÂÍÈÌfiÛÂÈ

Ïfl· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ò›ÂÈ Ì· ı‹Ò˜ÂÈ Í‹ÔÈÔÚ ÛÙ¸˜ÔÚ. ‘Ô ÛÙ‹‰ÈÔ ÙÁÚ ·Ìfl˜ÌÂıÛÁÚ,

ÎÔÈ¸Ì, ÂflÌ·È ›Ì· ÒÔ··ÈÙÔ˝ÏÂÌÔ ‚fiÏ· ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ, Í·Ë' ¸ÙÈ ·ıÙ¸ ÂflÌ·È Ôı

Ë· Ï·Ú ‰˛ÛÂÈ ÙÁÌ ÎÁÒÔˆÔÒfl· „È· ÙÔ ·Ì ı‹Ò˜ÂÈ Í‹ÔÈÔÚ ÛÙ¸˜ÔÚ Í·È Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È, „È·

Ì· ÏÔÒ›ÛÂÈ Ì· ·Ì·Î‹‚ÂÈ ÏÂÙ‹ Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÔ ›Ò„Ô ÙÁÚ. « ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ·ÔÙÂÎÂfl

ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ. ¬›‚·È·, ÙÔ ÛÙ‹‰ÈÔ ·ıÙ¸ ‰ÂÌ „flÌÂÙ·È ‹ÌÙ·

·ıÙ¸Ï·Ù·, ¸˘Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÛÂ ÔÎÎ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, ÂflÙÂ „È· Î¸„ÔıÚ ·ÎÔÔflÁÛÁÚ, ÂflÙÂ

„È·Ùfl ··ÈÙÂflÙ·È Ïfl· ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ÔÎ˝ÎÔÍÁ ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ ·' ¸ÛÔ ÂflÌ·È ÛÂ Ë›ÛÁ Ì·

‰˛ÛÂÈ Á ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ. ≈flÛÁÚ ÛÂ Í‹ÔÈ· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·ÓÈ˛ÌÂÙ·È Ïfl· ·ÎÎÁÎÂfl‰Ò·ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ

‹ÌËÒ˘Ô-˜ÒfiÛÙÁ, ÂflÙÂ „È· Î¸„ÔıÚ ·Î¸ÙÁÙ·Ú, ÂflÙÂ „È·Ùfl Ô ˜ÒfiÛÙÁÚ Ò›ÂÈ Ì· ‹ÒÂÈ ÙÁÌ

·¸ˆ·ÛÁ „È· ÙÔ ¸ÙÂ Ë· ÓÂÍÈÌfiÛÂÈ Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ.

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ÛÙÈÚ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÛıÌ‰›ÂÙ·È Í·È ÏÂ ÙÁÌ

·Ì‹ÍÙÁÛÁ ÙÁÚ ¸Ê·Ú, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ÃÂ ‹ÎÎ· Î¸„È·

Ò›ÂÈ Ì· ‚ÒÂËÔ˝Ì ÏÂÒÈÍÔfl fi ¸ÎÔÈ ·¸ ÙÔıÚ ›ÓÈ ÛıÌÔÎÈÍ‹ ‚·ËÏÔ˝Ú ÂÎÂıËÂÒfl·Ú (6 Degrees

of Freedom, DOF), ¸˘Ú ˆ·flÌÔÌÙ·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 1.1. œÈ ‚·ËÏÔfl ÂÎÂıËÂÒfl·Ú ÂflÌ·È Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹

ÛÙÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ Í·È Á ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ÙÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ x, y, z, ÛıÌÔÎÈÍ‹ ›ÓÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ.

–·Ò¸ÎÔ Ôı ·ıÙ¸ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·ÔÎ˝Ù˘Ú ·Ì·„Í·flÔ, Á ·ÌÂ˝ÒÂÛfi ÙÔıÚ ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ „È·

ÙÁÌ ÎfiÒÁ ÂÒÈ„Ò·ˆfi ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ.

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ›˜ÂÈ Ì· ·ÌÙÈÏÂÙ˘flÛÂÈ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÍÔÈÌ›Ú ‰ıÛÍÔÎflÂÚ Ôı ÛıÌ·ÌÙÈÔ˝-

ÌÙ·È ÛÙÁ ÏÁ˜·ÌÈÍfi ¸Ò·ÛÁ. –·Ò‹„ÔÌÙÂÚ ¸˘Ú ÔÈ ·ÔÍÎflÛÂÈÚ ÙÔı ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝ Í·È Ô Ë¸Òı‚ÔÚ

ÂflÌ·È ‰È·‰Â‰ÔÏ›ÌÔÈ ÛÂ ¯ÁˆÈ·Í›Ú ÂÈÍ¸ÌÂÚ. –ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ‰ÁÏÈÔıÒ„Âfl Í·È Á ·Ì˛Ï·ÎÁ ÍflÌÁÛÁ

Ôı ÏÔÒÂfl Ì· Í‹ÌÂÈ ›Ì· ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ. ºÙ·Ì Í‹ÔÈÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ

ˆ·Í¸ ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ÍÈÌÂflÙ·È „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒ· ·'¸ÙÈ Í‹ÔÈÔ ‹ÎÎÔ Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÈÔ Ï·ÍÒÈ‹.

≈flÛÁÚ ı‹Ò˜ÂÈ Í·È Ô ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú Û˝„˜ıÛÁÚ, Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ‹ÎÎ· ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ·, ÂflÙÂ

ÙÔı fl‰ÈÔı Ù˝Ôı, ÂflÙÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÙÔ ÛÍÁÌÈÍ¸. ∏ÙÛÈ, ·Ì ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÒÔÚ

·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÂflÌ·È ›Ì· Ò¸Û˘Ô, ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÏÔÒÂfl Ì· ÏÂÒ‰ÂıÙÂfl

·Ì ÂÏˆ·ÌÈÛÙÔ˝Ì ÍÈ ‹ÎÎ· Ò¸Û˘· Ï›Û· ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·. ‘Ô fl‰ÈÔ ÏÔÒÂfl Ì· ÛıÏ‚Âfl Â‹Ì

ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı-ÛÙ¸˜Ôı ·ÒÂÏ‚ÎÁËÂfl Í‹ÙÈ ‹ÎÎÔ, .˜. Í‹ÔÈÔ ‹ÎÎÔ Ò¸Û˘Ô fi

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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”˜fiÏ· 1.1: œÈ ›ÓÈ ‚·ËÏÔfl ÂÎÂıËÂÒfl·Ú : �x y z � � ��T (3-ƒ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Í·È ÂÒÈ-
ÛÙÒÔˆfi).

˜›ÒÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘Ûfi Ï·Ú. ¡Í¸Ï·, Á ÏÂÙ·ÍflÌÁÛÁ fi Á ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı ÛÙ¸˜Ôı ÂÍÙ¸Ú Î‹-

ÌÔı ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ‰ıÛÍÔÎ›¯ÔıÌ ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÏÂ ·Ò¸‚ÎÂÙÂÚ ÛıÌ›ÂÈÂÚ.

‘›ÎÔÚ, Á ··flÙÁÛÁ Ôı ›˜ÔıÌ ÔÎÎ›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú „È· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸

˜Ò¸ÌÔ ÂÈˆ›ÒÂÈ ›Ì· ·Í¸Ï· ·Ò·‹Ì˘ Ò¸‚ÎÁÏ·.

1.7 ◊ÒfiÛÁ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÂ˝ÛÂÈ Û·Ì ÒÔ„ÂÌ›ÛÙÂÒÔ ‚fiÏ· „È· ‹ÎÎÂÚ

ÏÂË¸‰ÔıÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú Ôı ÂÒÈ›˜ÂÈ Ò¸Û˘Ô, ¸˘Ú ÂflÌ·È ·Ì‹ÎıÛÁ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ

ÒÔÛ˛˘Ì (face expression analysis), ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ (gaze tracking), ‰ıÌ·-

ÏÈÍfi ÍflÌÁÛÁ ÔÏÔÈ˘Ï‹Ù˘Ì (face animation) Í·È ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÔÏÈÎfl·Ú (lip-reading). ≈flÌ·È ÛÂ

Ë›ÛÁ Ì· ‰ÈÂıÍÔÎ˝ÌÂÈ ‹Ò· ÔÎ˝ ÙÔ ›Ò„Ô Ù˘Ì ÒÔ·Ì·ˆÂÒË›ÌÙ˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì, Í·Ë˛Ú ÙÈÚ ÙÒÔ-

ˆÔ‰ÔÙÂfl ·Ì‹ ‹Û· ÛÙÈ„Ïfi ÏÂ ˜ÒfiÛÈÏÂÚ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ, Ôı ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ Ë· ·Ì·„Í‹ÊÔÌÙ·Ì

Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÌ Ï¸ÌÂÚ ÙÔıÚ. ≈flÛÁÚ ‚ÒflÛÍÂÈ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÛÙÁÌ ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì (face

recognition), ‰È¸ÙÈ ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÛˆ›ÒÂÈ ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁÚ Ïfl· ÎÁË˛Ò· ÂÈÍ¸Ì˘Ì

ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ÛÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú „˘ÌflÂÚ Í·È ÍÎflÏ·ÍÂÚ, ÙÔ ÔÔflÔ ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÂÈ

ÔÎÎ›Ú ·¸ ·ıÙ›Ú „È· ÂÈ‚Â‚·fl˘ÛÁ fi Ì· ‰È·Î›ÓÂÈ ·¸ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÈÔ ˜ÒfiÛÈÏÂÚ „È'·ıÙ¸. ≈flÌ·È

ÂflÛÁÚ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ ÛÂ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁÚ ÙÔ ÔÔflÔ ÒÔÔÒflÊÂÙ·È „È· ÎÂÈÙÔıÒ„fl· ÛÂ

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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ÔÈÍflÎÂÚ ÙÔÔËÂÛflÂÚ, .˜. „È· ÂÌflÛ˜ıÛÁ ÙÁÚ ·Ûˆ‹ÎÂÈ·Ú, ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ì·„Í‹ÛÔıÏÂ ÙÔ

˜ÒfiÛÙÁ Ì· ‹ÒÂÈ Ïfl· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ¸Ê· ÏÒÔÛÙ‹ ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ· ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ „È· Ì·

ÂÙ˝˜ÂÈ Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ. ≈flÌ·È ‰˝ÛÍÔÎÔ Ì· ÂÈÙÂı˜ËÂfl Í‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ Í·È ÒÔ‹ÌÙ˘Ì ÂflÌ·È ÏÁ

ˆÈÎÈÍ¸ ÒÔÚ ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ. « ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· ‰˛ÛÂÈ ÍÈ ÂÍÂfl Î˝ÛÁ.

Ãfl· ‹ÎÎÁ, ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ‚ÒflÛÍÔıÏÂ ÛÂ Ë›Ï·Ù·

Í˘‰ÈÍÔÔflÁÛÁÚ Í·È ÏÂÙ‹‰ÔÛÁÚ. –·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È ›Ì· ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÛÂ Ïfl· ·ÍÔÎÔıËfl·

ÂÈÍ¸Ì˘Ì (video), ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· Í˘‰ÈÍÔÔÈÁËÂfl. ¡ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· „flÌÂÈ Í˘‰ÈÍÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ

·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ, ¸˘Ú ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘Ûfi Ï·Ú ÂflÌ·È ÙÔ Ò¸Û˘Ô, ÏÂ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ÏÈÙ (‰ıˆfl·,

bits) ÏÈ·Ú Í·È Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ, ÂÌ˛ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÎÈ„¸ÙÂÒ· ‰ıˆfl· „È· ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ

(ˆ¸ÌÙÔ, background). ∏ÙÛÈ ÂÙı˜·flÌÔıÏÂ ı¯ÁÎ¸ÙÂÒÁ ÛıÏflÂÛÁ Ôı Ï·Ú ÂıÌÔÂfl ÛÙÁÌ

ÏÂÙ‹‰ÔÛÁ ÙÔı ‚flÌÙÂÔ ˜˘ÒflÚ ¸Ï˘Ú Ì· ˜‹ÛÔıÏÂ ÛÂ ÔÈ¸ÙÁÙ· [64].

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ‚ÒflÛÍÂÈ È‰È·flÙÂÒÁ ˜ÒfiÛÁ ÛÂ ‚flÌÙÂÔ-ÙÁÎ›ˆ˘Ì· Í·È ÙÁ-

ÎÂÛıÌ‰È·ÛÍ›¯ÂÈÚ (video-conferencing). ‘· ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÙÁÎÂÛıÌ‰È·ÛÍ›¯Â˘Ì

·‰ıÌ·ÙÔ˝Ì Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÌ ÔÙÈÍfi Â·ˆfi (eye contact) ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÛıÌÔÏÈÎÁÙ˛Ì, ÏÂ

ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ¸ÙÈ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÌ Ô˝ fi ÙÈ ÍÔÈÙ‹ÌÂ ÔÈ ÛıÌÔÏÈÎÁÙ›Ú. ¡ıÙ¸

ÛıÏ‚·flÌÂÈ ‰È¸ÙÈ „È· Ì· ÍÔÈÙ·˜ÙÔ˝Ì ÔÈ ÛıÌÔÏÈÎÁÙ›Ú ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÍÔÈÙ‹ÊÔıÌ ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸-

ÌÈÛÁ ÙÔı ‹ÎÎÔı ÛÙÁÌ ÔË¸ÌÁ Í·È ¸˜È ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, Á ÔÔfl· ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÛıÌfiË˘Ú ‹Ì˘,

Í‹Ù˘ fi Í‹Ôı ‰flÎ· ÛÙÁÌ ÔË¸ÌÁ. ¡Ì ‰ÂÌ ÍÔÈÙ‹ÓÔıÌ Ï›Û· ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ· ÂflÌ·È ‰˝ÛÍÔÎÔ

Ì· ·ÌÙÈÎÁˆÙÂfl Í·ÌÂflÚ ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÔÙÈÍfi Â·ˆfi Ï·Êfl ÙÔıÚ. ¡¸ ÙÁÌ ‹ÎÎÁ ÏÂÒÈ‹, ·Ì

ÍÔÈÙ‹ÊÔıÌ ‹ÌÙ· Ï›Û· ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, ÂÏÂflÚ Ë· ·ÌÙÈÎ·Ï‚·Ì¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ Ï·Ú ÍÔÈÙ‹ÊÔıÌ

‹ÌÙÔÙÂ, ‹Û˜ÂÙ· ÏÂ ÙÔ ·Ì ÏÂÙ·ÍÈÌÔ˝Ï·ÛÙÂ fi ¸˜È. ∏Ì· ‰È‹ÛÁÏÔ Ù›ÙÔÈÔ ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÂflÌ·È

Ô flÌ·Í·Ú ‘ÊÔÍ¸ÌÙ· ÙÔı ÀÂÔÌ‹ÒÌÙÔ ÌÙ· ¬flÌÙÛÈ, Ù· Ï‹ÙÈ· ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ˆ·flÌÂÙ·È Ì· Ï·Ú

·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ·ÌÙÔ˝. –·Ò·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÔ Ò¸Û˘Ô Í·È ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ

Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÛÙÁÌ ÔÔfl· ÍÔÈÙ‹ÂÈ (ÙÁÌ ¸Ê· ÙÔı), Á ÔÔfl· ÂflÌ·È Û˜ÂÙÈÍfi ÏÂ ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·,

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÙÁÌ „Ì˘ÛÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÛÙÔıÚ ‹ÎÎÔıÚ ÛıÌÔÏÈÎÁÙ›Ú ·Ì·ÛıÌË›ÙÔÌÙ·Ú Û˘ÛÙ‹

ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÛÙÁÌ ÔË¸ÌÁ ÙÔıÚ [34].

‘›ÎÔÚ, Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È Í·È ··Ò·flÙÁÙÁ ÛÂ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ‰ÈÂ·-

ˆfiÚ ·ÌËÒ˛Ôı-ıÔÎÔ„ÈÛÙfi fi ·ÌÙÈÎÁÙÈÍ‹ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·, „È·Ùfl Ûfl„ÔıÒ· ÏÔÒÂfl Ì· Í‹ÌÂÈ

ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙfi ÈÔ Â˝ÍÔÎÁ Í·È ÈÔ ˆÈÎÈÍfi ÒÔÚ ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ. « ·ÂÎÂıË›Ò˘ÛÁ

ÙÔı ÂÌ¸Ú ˜ÂÒÈÔ˝ Ôı Û˜Â‰¸Ì ÛıÌ›˜ÂÈ· ·Ì·„Í‹ÊÂÙ·È Ì· ÒÔÛˆ˝„ÂÈ ÛÙÔ ÔÌÙflÍÈ, Ô ›ÎÂ„˜ÔÚ

ÙÔı Í›ÒÛÔÒ· ÛÂ ÒÔ„Ò‹ÏÏ·Ù· ¯ı˜·„˘„fl·Ú ¸˘Ú ÂflÌ·È ·È˜Ìfl‰È· Í·È ÒÔ„Ò‹ÏÏ·Ù· Ê˘-

„Ò·ˆÈÍfiÚ, ‰flÌÔıÌ Ïfl· ·Í¸Ï· ÂÎÂıËÂÒfl· ÛÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ Í·È ·ıÓ‹ÌÔıÌ ÙÁÌ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÁÙ·

Í·È ÙÁ ‰È·ÛÍ›‰·Ûfi ÙÔı. ≈ÈÎ›ÔÌ, ÂˆÔ‰È‹ÊÔıÌ Í·È ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙfi ÏÂ Ïfl· ÈÍ·Ì¸ÙÁÙ·

·flÛËÁÛÁÚ, ·ÌÙflÎÁ¯ÁÚ Í·È ¸Ò·ÛÁÚ ÍÔÌÙ‹ ÛÙ· Ò¸Ùı· ÙÔı ·ÌËÒ˛Ôı.

¡¸ Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹

˜ÒfiÛÈÏÁ ÛÂ (Í·È „È·) ÔÎÎ›Ú ‹ÎÎÂÚ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú. ‘· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ›˜ÔıÌ

ÍÂÌÙÒflÛÂÈ È‰È·flÙÂÒ· ÙÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ Ù˘Ì ÂÒÂıÌÁÙ˛Ì. ≈È‰ÈÍ‹ Ù· ÙÂÎÂıÙ·fl· ˜Ò¸ÌÈ· ÏÂ ÙÁÌ

ÙÂ˜ÌÔÎÔ„ÈÍfi ÂÓ›ÎÈÓÁ ÙÁÚ ÏÈÍÒÔÁÎÂÍÙÒÔÌÈÍfiÚ Í·È Ù˘Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ¸Ò·ÛÁÚ Í·ËflÛÙ·Ù·È

È· ÂˆÈÍÙfi Á ı¯ÁÎfi ·¸‰ÔÛÁ Ù˘Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ·ıÙ˛Ì, ÂÌ˛ ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ ÍÙfiÛÁÚ Í·È

ÎÂÈÙÔıÒ„fl·Ú ÙÔıÚ ·Ò·Ï›ÌÂÈ ÛÂ ˜·ÏÁÎ‹ ÂflÂ‰·. –ÔÎÎ›Ú Í·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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›˜ÔıÌ ÒÔÙ·ËÂfl, ·¸ ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ÙÈÚ ÛÔı‰·È¸ÙÂÒÂÚ Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ Í·È Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ

ÛÙÔ Â¸ÏÂÌÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì



 Âˆ‹Î·ÈÔ 2

”˜ÂÙÈÍ›Ú ≈Ò„·ÛflÂÚ

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ›˜ÂÈ „Ì˘ÒflÛÂÈ ÏÂ„‹ÎÁ ‹ÌËÈÛÁ Ù· ÙÂÎÂıÙ·fl· ˜Ò¸ÌÈ· ÛÙÔÌ

ÂÒÂıÌÁÙÈÍ¸ ÙÔÏ›·, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ›˜ÔıÌ ‰ÁÏÔÛÈÂıËÂfl Ïfl· ÎÁË˛Ò· ÏÂË¸‰˘Ì Í·È

ÒÔÙ‹ÛÂ˘Ì. ‘Ô ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ÙÈÚ Í·Î˝¯ÂÈ ¸ÎÂÚ, ·ÎÎ‹ „flÌÂÙ·È Ïfl·

ÒÔÛ‹ËÂÈ· Ì· „Ì˘ÒflÛÔıÏÂ ÛÙÔÌ ·Ì·„Ì˛ÛÙÁ ÙÈÚ ÈÔ ‚·ÛÈÍ›Ú Í·È ÔıÛÈ˛‰ÂÈÚ.

ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÓÂ˜˘ÒflÛÔıÏÂ ÙÈÚ ı‹Ò˜ÔıÛÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÔ ÙÈ ·ÍÒÈ‚˛Ú

·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È. ∏ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì Ïfl· ÔÏ‹‰· ·¸ ÂÈÍÔÌÔ-

ÛÙÔÈ˜Âfl· (pixels) ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÔ ˜Ò˛Ï· fi ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ. ≈flÛÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È ·ÍÏ›Ú, .˜.

ÙÔ ÂÒfl„Ò·ÏÏ· ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔ ˆ¸ÌÙÔ. –ÈÔ ÔÎ˝ÎÔÍÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ·Ò·ÍÔÎÔı-

ËÔ˝Ì Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÒÔÛ˛Ôı, Ù· ÔÔfl· ÏÔÒÂfl Í·È Ì· ÂÒÈÔÒflÊÔÌÙ·È

„Â˘ÏÂÙÒÈÍ‹ fi ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ˆ¸ÒÏÂÚ, ÛÙ·ËÂÒ›Ú fi ÂÎ·ÛÙÈÍ›Ú, ÙÈÚ ÔÔflÂÚ Í·È ÒÔÛ·ËÔ˝Ì

Ì· Ù·ÈÒÈ‹ÓÔıÌ ÛÙÔ Ò¸Û˘Ô. ¡Í¸Ï·, ›˜ÂÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Í·È Á ÔÙÈÍfi ÒÔfi „È· Ì·

·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È Ò¸Û˘·. ŒÂ˜˘ÒflÊÔıÏÂ ÂflÛÁÚ ÙÔıÚ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔıÚ ·Ò·ÍÔÎÔıËÁÙ›Ú

Í·È ÙÔıÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔıÚ. œÈ Ò˛ÙÔÈ, ¸˘Ú ˆ·ÌÂÒ˛ÌÂÈ Í·È ÙÔ ¸ÌÔÏ‹ ÙÔıÚ, ·Ò·ÍÔÎÔı-

ËÔ˝Ì ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÛÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ÂÔÏ›Ì˘Ú ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ‰˛ÛÔıÌ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ Ï¸Ìo

„È· ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÔıÚ ‰˝Ô ‹ÓÔÌÂÚ, x Í·È y, ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú. ¡ÌÙflËÂÙ·, ÔÈ

ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔÈ ·Ò·ÍÔÎÔıËÁÙ›Ú ›˜ÔıÌ ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· ‰˛ÛÔıÌ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ Û˜ÂÙÈÍ›Ú

Í·È ÏÂ ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ’ÔÎÔ„flÊÔıÌ ÏÂÒÈÍÔ˝Ú fi ¸ÎÔıÚ ·¸ ÙÔıÚ ›ÓÈ

‚·ËÏÔ˝Ú ÂÎÂıËÂÒfl·Ú (‚Î. Í·È Û˜fiÏ· 1.1). ≈flÌ·È ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÂÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·, ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ fi

ÏÈÍÒ‹ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù· ÍÔÏÏ‹ÙÈ·. ∏Ì·Ú ‹ÎÎÔÚ ÙÒ¸ÔÚ Ì· ·Ì·ÍÙÁËÂfl Á ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ‰ÔÏfi,

Á ÂÛÙÈ·Ífi ·¸ÛÙ·ÛÁ Í·È Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ·¸ ÙÁ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ·Ò·-

ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÂflÌ·È Á ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ˆflÎÙÒ˘Ì Kalman. √È· ÙÔ ÛÍÔ¸ ·ıÙ¸ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È

Í·È ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù· ÏÔÌÙ›Î· ÒÔÛ˛˘Ì ‚·ÛÈÛÏ›Ì· ÛÂ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÍ›Ú ÏÂÎ›ÙÂÚ. –·Ò·Í‹Ù˘ Ë·

Í·ÙÁ„ÔÒÈÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Í·È Ë· ÙÈÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ÈÔ ·Ì·ÎıÙÈÍ‹.

œÈ Rao Í·È Mersereau [65] ÒÔÙÂflÌÔıÌ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÂÌ¸Ú ÒÔÛ˛-

Ôı ‚·ÛÈÛÏ›ÌÔ ÛÙÁ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÍfi ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ˜Ò˛Ï·ÙÔÚ (statistical color modeling)

ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ‰›ÒÏ·ÙÔÚ Í·È ÛÙÈÚ ÂÎ·ÛÙÈÍ›Ú ˆ¸ÒÏÂÚ (deformable templates). ”ı„ÍÂ-

ÍÒÈÏ›Ì· ÒÔÙÂflÌÔıÌ Ïfl· ‰ÔÏfi ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔı ÏÔÌÙ›ÎÔı Hidden Markov (HM), Á ÔÔfl·

11
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·ÔÍÔÏflÊÂÙ·È ÂÏÂ‰˛ÌÔÌÙ·Ú Í·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÂÌÙ¸Ú ÂÒÈÔ˜˛Ì Ïfl·Ú ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ ˆ¸ÒÏ·Ú (state-

embedded deformable template, SEDT). ÃÂ ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô, Í‹ËÂ ÂÒÈÔ˜fi ÙÁÚ ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ

ˆ¸ÒÏ·Ú ÛıÌÂ‹„ÂÈ Ïfl· Í·Ù·ÌÔÏfi ÈË·Ì¸ÙÁÙ·Ú ÒÔÂÒ˜¸ÏÂÌÁ ·¸ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ. ¡ıÙfi Á

‰ÔÏfi ÂÈÙÒ›ÂÈ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÁÚ ÈË·Ì¸ÙÁÙ·Ú P �ÂÈÍ¸Ì·jˆ¸ÒÏ·�. « ˆ¸ÒÏ· Ôı ÏÂ„È-

ÛÙÔÔÈÂfl ÙÁÌ ÈË·Ì¸ÙÁÙ· ·ıÙfi ·Ò›˜ÂÈ ÙÁÌ Í·Ù·ÎÎÁÎ¸ÙÂÒÁ ÙÏÁÏ·ÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú.

œÈ Huang Í·È Chen [39] Í·Ù‹ˆÂÒ·Ì Ì· ÂÂÍÙÂflÌÔıÌ ÙÔÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ˛ÛÙÂ Ì·

·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl ÔÎÎ·Î‹ Ò¸Û˘·, Ï›ÒÔÚ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ÂÈÍ·Î˝ÙÂÙ·È ÍÈ¸Î·Ú.

¡ıÙ¸ ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ÛÙÁ ÏÂÙ·‚ÔÎfi ÙÁÚ Ù·˜˝ÙÁÙ·Ú Í·È ÙÁÚ

ÍÎflÏ·Í·Ú Ù˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì. ’ÔË›ÙÔıÌ ¸ÙÈ Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ ÂÈÍ‹Îı¯ÁÚ, Á Ù·˜˝-

ÙÁÙ· Í·È ÙÔ Ï›„ÂËÔÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Ôı ÂÈÍ·Î˝ÙÂÙ·È ‰ÂÌ ·ÎÎ‹ÊÔıÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹. ‘·

ÏÔÌÙ›Î· «Ã ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ›Ì· ‰ıÌ·Ù¸ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÍ¸ Î·flÛÈÔ ÂÒ„·Ûfl·Ú „È· ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ

ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì Ùı˜·fl˘Ì ‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì, ·ÎÎ‹ Á ˜ÒfiÛÁ ÙÔıÚ ÛÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È

Ù¸ÛÔ ‚ÔÎÈÍfi. ¡Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸ÙÈ ›˜ÔıÌ ÂÍËÂÙÈÍfi ÔÎıÎÔÍ¸ÙÁÙ· [47] Í·È „È'·ıÙ¸ ÙÔ Î¸„Ô

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ¯Âı‰Ô-2-ƒ ÏÔÌÙ›Î· «Ã, Ù· ÔÔfl· ÏÂ ÙÁ ÛÂÈÒ‹ ÙÔıÚ ‰ÂÌ ÂÌÛ˘Ï·Ù˛ÌÔıÌ

ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú Û˜fiÏ·ÙÔÚ, Í·Ë¸ÙÈ Í‹ËÂ „Ò·ÏÏfi ·Ì·Î˝ÂÙ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ·.

”ÙÁÌ fl‰È· Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÍÈÌÔ˝ÌÙ·È Í·È ÔÈ Yang Í·È Waibel [98], ‰ÁÏÔÛÈÂ˝ÔÌÙ·Ú Ïfl· Ï›-

ËÔ‰ÔÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÂ Í·ÌÔÌÈÍÔÔflÁÛÁ

˜Ò˛Ï·ÙÔÚ. –·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ ›Ì· ÛÙÔ˜·ÛÙÈÍ¸ ÏÔÌÙ›ÎÔ Ôı ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÂÈ ÙÁÌ Í·Ù·ÌÔÏfi

ÙÔı ˜Ò˛Ï·ÙÔÚ ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ‰›ÒÏ·ÙÔÚ. « ÎÁÒÔˆÔÒfl· Ôı ÂÓ‹„ÂÙ·È ·¸ ÙÔ ÏÔÌÙ›ÎÔ

·ıÙ¸ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ·ÒÍÂÙfi „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÂÌ¸Ú ÒÔÛ˛Ôı ÛÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú

¸ÊÂÚ Í·È ¸¯ÂÈÚ. ≈flÛÁÚ, ÙÔ ÏÔÌÙ›ÎÔ ÒÔÛ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ÛÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ‹ÙÔÏ· Í·È ‰È·ˆÔ-

ÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝ ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ. ¡Í¸Ï·, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ›Ì· ÏÔÌÙ›ÎÔ

ÍflÌÁÛÁÚ „È· ÙÔ ˜ÂÈÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. –Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ›Ì· ·Î¸ ÏÔÌÙ›ÎÔ,

ÙÔ ÔÔflÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı

ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Ù·˜˝ÙÁÙ·, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ÂÒÈÔÒflÊÂÙ·È Á ÂÒÈÔ˜fi

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Í·È Ì· ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙfi Á ÎÂÈÙÔıÒ„fl· ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ.

O Bradski [8] ÏÂÙ·ÙÒ›ÂÈ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ mean shift ([24]), Ô ÔÔflÔÚ ·ÔÙÂÎÂfl Ïfl· ÛËÂ-

Ì·Òfi ÏÁ ·Ò·ÏÂÙÒÈÍfi ÙÂ˜ÌÈÍfi „È· ÙÁÌ ·Ì‹‚·ÛÁ ÍÎflÛÂ˘Ì ıÍÌÔÙfiÙ˘Ì (density gradients)

Í·È ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÂÌÙÔflÊÂÈ ÙÈÚ ÂÈÍÒ·ÙÔ˝ÛÂÚ ÙÈÏ›Ú Í·Ù·ÌÔÏ˛Ì ÈË·ÌÔÙfiÙ˘Ì. œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ

·ıÙ¸Ú ÔÙ› ‰ÂÌ ÒÔÔÒflÊÔÌÙ·Ì Û·Ì ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ, ·ÎÎ‹ Ô Ûı„„Ò·ˆ›·Ú

·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÔ ·ÌÙflËÂÙÔ. « Í·Ù·ÌÔÏfi ÈË·Ì¸ÙÁÙ·Ú Â‰˛ ÂflÌ·È Ù· ˜Ò˛Ï·Ù· ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú,

Í‹ÙÈ Ôı ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÈÛÙÔ„Ò‹ÏÏ·Ù· ˜Ò˛Ï·ÙÔÚ. œÈ Í·Ù·ÌÔÏ›Ú ÙÔı

˜Ò˛Ï·ÙÔÚ Ôı ÒÔ›Ò˜ÔÌÙ·È ·¸ Ïfl· ·ÍÔÎÔıËfl· ‚flÌÙÂÔ ·ÎÎ‹ÊÔıÌ ÏÂ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ, Ô¸ÙÂ Ô

·Î„¸ÒÈËÏÔÚ mean shift Ò›ÂÈ Ì· ÒÔÛ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ‰ıÌ·ÏÈÍ‹ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÌÔÏfi ÈË·Ì¸ÙÁÙ·Ú

ÙÁÌ ÔÔfl· Í·È ·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl. ‘Ô ¸ÎÔ Û˜fiÏ· ÙÔ ÔÌ¸Ï·ÛÂ ÛıÌÂ˜˛Ú ÒÔÛ·ÒÏ¸ÛÈÏÔ ·Î„¸-

ÒÈËÏÔ mean shift (continuously adaptive mean shift algorithm, CAMSHIFT). ‘Ô Û˝ÛÙÁÏ·

·ıÙ¸ ·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÛÙÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ x Í·È y, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔ ÂÏ‚·‰¸Ì ÙÁÚ Â-

ÒÈÔ˜fiÚ Ôı ÂÒÈ›˜ÂÈ ˜Ò˛Ï· ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ÒÔÛ˛Ôı. ‘Ô ÂÏ‚·‰¸Ì ·ıÙ¸ ËÂ˘ÒÂflÙ·È ·Ì‹ÎÔ„Ô

ÙÁÚ ·¸ÛÙ·ÛÁÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ·¸ ÙÔ ˆ·Í¸ Í·È ıÔÛÙÁÒflÊÂÙ·È ¸ÙÈ ›ÙÛÈ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì

Í·È Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ÛÙÔÌ ‹ÓÔÌ· z. ≈flÛÁÚ, ·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È Í·È Á

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ˘Ú ÒÔÚ ÙÔÌ z ‹ÓÔÌ· (roll), Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ÍÎflÛÁ Ôı ›˜ÂÈ Á

ÒÔ·Ì·ˆÂÒË›ÌÙ· ÂÒÈÔ˜fi. ∏˜ÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ·Ì‹ÍÙÁÛÁ Ï¸ÌÔ Ù˘Ì ÙÂÛÛ‹Ò˘Ì ·¸ ÙÔıÚ ›ÓÈ

‚·ËÏÔ˝Ú ÂÎÂıËÂÒfl·Ú (‚Î. Í·È Û˜fiÏ· 1.1).

Ãfl· ÈÔ ÔÎ˝ÎÔÍÁ Ò¸Ù·ÛÁ ÛıÌ·ÌÙ‹ÏÂ ÛÙÈÚ ‰ÁÏÔÛÈÂ˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì Colmenarez, Lopez

Í·È Huang [52], [13]. ‘Ô Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛfiÚ ÙÔıÚ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÙÒÂÈÚ ÏÔÌ‹‰ÂÚ :

(·) 3-ƒ ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, (‚) 2ƒ-3ƒ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛-

Ôı Í·È („) ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÂ ˆ¸ÒÏ· ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÂ Û˝ÌËÂÛÁ. ƒÂ‰ÔÏ›ÌÁÚ ÏÈ·Ú ÂÍÙflÏÁÛÁÚ

ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ÙÔ 3-ƒ ÏÔÌÙ›ÎÔ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ Ïfl· ÛıÌËÂÙÈÍfi ¸¯Á ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı, ·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·È ˆ¸ÒÏÂÚ. ‘· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı

·ÌÈ˜ÌÂ˝ÔÌÙ·È ÏÂ ‚‹ÛÁ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ˆ¸ÒÏÂÚ ÏÂ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ. ‘ÂÎÈÍ‹, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È

ÔÈ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÛÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Í·Ë˛Ú Í·È ÔÈ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ Ë›ÛÂÈÚ

ÙÔıÚ ÛÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÙÔı ÏÔÌÙ›ÎÔı „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı Ì›Ôı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝.

√È· ÙÁÌ Ò¸‚ÎÂ¯Á ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ˆflÎÙÒ· Kalman ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ.

« ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·ıÙfi Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ÛÙÁÌ fl‰È· ÂÈÍ¸Ì· Í·È ›ÙÛÈ ÂÈÙı„˜‹-

ÌÂÙ·È ‚ÂÎÙfl˘ÛÁ ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝. ≈ÂÈ‰fi ·ÍÒÈ‚˛Ú Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ·Ì‹ÎıÛÁ ·¸ Û˝ÌËÂÛÁ, Ï›Û˘ ÙÔı 3-ƒ ÏÔÌÙ›ÎÔı, ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÂflÌ·È ÈÍ·Ì¸

Ì· ÓÂÂÒÌ‹ÂÈ ÔÎÎ‹ ÛıÌÁËÈÛÏ›Ì· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·, ¸˘Ú ÂflÌ·È Á ÛıÛÛ˛ÒÂıÛÁ Î‹ËÔıÚ ÛÂ

ÏÂ„‹ÎÂÚ ·ÍÔÎÔıËflÂÚ, ÔÈ ÂÌ·ÎÎ·ÛÛ¸ÏÂÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝ Í·È ÔÈ ÂÈÍ·Î˝¯ÂÈÚ. ºÏ˘Ú,

ÛÂ Ù›ÙÔÈÔı Âfl‰ÔıÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ, ¸˘Ú ÂflÌ·È Á ·Ì‹ÎıÛÁ ·¸ Û˝ÌËÂÛÁ, Á ·ÌÙflÎÁ¯Á ÙÁÚ

ÛÍÁÌfiÚ ÂÒÈÔÒflÊÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ÈÍ·Ì¸ÙÁÙ· ÙÔı ÏÔÌÙ›ÎÔı Ì· ·Ì··Ò·ÛÙfiÛÂÈ ÙÁ ÛÍÁÌfi.

”ÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· Ù˘Ì 3-ƒ ÏÔÌÙ›Î˘Ì „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ·ÌfiÍÂÈ Í·È Á Ò¸Ù·ÛÁ

Ù˘Ì DeCarlo, Metaxa [16]. ≈ÈÛÙÒ·ÙÂ˝ÂÙ·È Á ÔÙÈÍfi ÒÔfi, Á ÔÔfl· ·Ò›˜ÂÈ ›Ì·Ì ÂÒÈÔÒÈ-

ÛÏ¸ ÛÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ ÙÔı ÂÎ·ÛÙÈÍÔ˝ ÏÔÌÙ›ÎÔı. ≈flÛÁÚ, ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È Á ÈÍ·ÌÔÔflÁÛÁ ÙÔı

ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝ ¸Ù·Ì ÛıÌ‰ı‹ÊÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ÎÁÒÔˆÔÒfl· Ù˘Ì ·ÍÏ˛Ì, Á ÔÔfl· ‚ÔÁË‹ÂÈ ÛÙÁÌ

Í·Ù·ÔÎ›ÏÁÛÁ ÙÁÚ ÛıÛÛ˛ÒÂıÛÁÚ Î‹ËÔıÚ. « ÂÈ‚ÔÎfi ÙÔı ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝ ˜·Î·Ò˛ÌÂÙ·È

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ›Ì· ˆflÎÙÒÔ Kalman, ÙÔ ÔÔflÔ ÂÈÙÒ›ÂÈ ÙÁÌ ÂÎÂ„˜¸ÏÂÌÁ ·Ò‹‚·ÛÁ ÙÔı

ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝ Í·È Á ÔÔfl· „flÌÂÙ·È ·Ì·„Í·fl· Î¸„˘ ÙÔı ËÔÒ˝‚Ôı Ôı ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙÁÌ ÎÁÒÔ-

ˆÔÒfl· ÙÁÚ ÔÙÈÍfiÚ ÒÔfiÚ, ÂÌ˛ ÂÈÙÒ›ÂÈ Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ· ÙÔÌ ÈÔ ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ¸ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸

Ù˘Ì ÎÁÒÔˆÔÒÈ˛Ì ÔÙÈÍfiÚ ÒÔfiÚ Í·È ·ÍÏ˛Ì. ‘Ô 3-ƒ ÂÎ·ÛÙÈÍ¸ ÏÔÌÙ›ÎÔ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı

ÂÈÙÒ›ÂÈ ÙÁÌ ·Ì‹ÍÙÁÛÁ ÙÁÚ ¸Ê·Ú.

Ãfl· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÔı Ë›Ï·ÙÔÚ ÛıÌ·ÌÙ‹ÏÂ ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· Ù˘Ì Maurer Í·È

Malsburg [54]. ‘Ô Û˝ÛÙÁÏ· ·ıÙ¸ ·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·

ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı.  ‹ËÂ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ¸ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ·. « Í‹ËÂ ÛıÌÈÛÙ˛Û·

ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È Á ·¸ÍÒÈÛÁ ÂÌ¸Ú Í˝Ï·ÙÔÚ Gabor, Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁÚ Ûı˜Ì¸ÙÁÙ·Ú Í·È

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝, Ôı ÂÓ‹„ÂÙ·È ÛÂ Í‹ÔÈÔ ÛÁÏÂflÔ. ∏Ì· Û˝ÌÔÎÔ ·¸ Ù›ÙÔÈ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

·¸ ‰È‹ˆÔÒ· ÛÁÏÂfl· Û˜ÁÏ·ÙflÊÔıÌ ›Ì· „Ò‹ˆÔ, Ô ÔÔflÔÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÛÙÁÌ

ÂÈÍ¸Ì·. √È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È Á ÏÂÙ·Ù¸ÈÛÁ Í·ËÂÌ¸Ú ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈ-

ÍÔ˝ ÓÂ˜˘ÒÈÛÙ‹ ÛÂ ‰˝Ô ÛıÌÂ˜¸ÏÂÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ, ÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô Ôı ·Ì·Ù˝˜ËÁÍÂ „È· ÙÁÌ

ÂÍÙflÏÁÛÁ ·ÌÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÛÂ ÛÙÂÒÂÔÛÍÔÈÍ›Ú ÂÈÍ¸ÌÂÚ ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÙ· [23], [77]. ≈flÛÁÚ,

ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· ·ıÙfi „flÌÂÙ·È ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ¸Ê·Ú ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ ÔÈ Í¸Ï‚ÔÈ ÙÔı „Ò‹ˆÔı,

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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‰ÁÎ·‰fi Ù· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·, ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÂÒflÔı ‹Ì˘ ÛÂ Ïfl· ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ·

Í·È ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ ·ˆÈÌÈÍ¸ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ ÙÔı „Ò‹ˆÔı ·¸ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· 1 (·Ò˜ÈÍÔ-

ÔflÁÛÁ) ˘Ú ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· n (ÂÈÍ¸Ì· ÊÁÙÔ˝ÏÂÌÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ¸Ê·Ú). ”ÁÏÂÈ˛ÌÂÙ·È ¸ÙÈ Í·Ù‹

ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ ÙÔ Ò¸Û˘Ô Ò›ÂÈ ıÔ˜ÒÂ˘ÙÈÍ‹ Ì· ÍÔÈÙ‹ÂÈ ÙÔ ˆ·Í¸.

‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÙÁÚ ¸Ê·Ú ÏÂ ˜ÒfiÛÁ 3-ƒ ÏÔÌÙ›Î˘Ì ›˜ÂÈ ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

Ì· ı‹Ò˜ÔıÌ ÛıÌfiË˘Ú ·Ò·‹Ì˘ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ·' ¸,ÙÈ ˜ÒÂÈ‹ÊÔÌÙ·È. « Î˝ÛÁ ‰fl‰ÂÙ·È,

„ÂÌÈÍ‹, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ Í·È Í‹ÔÈÔı Âfl‰ÔıÚ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÂÎ·˜flÛÙ˘Ì

ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì „È· Ì· ‚ÒÂËÂfl Á Í·Î˝ÙÂÒÁ. T›ÙÔÈÔı Âfl‰ÔıÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ·Ò·Î·ÌÔ˝ÌÙ·È

¸Ï˘Ú Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ Î·ÌË·ÛÏ›ÌÂÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ. Ãfl· Î·ÌË·ÛÏ›ÌÁ ÂÈÎÔ„fi ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÛÂ

Ïfl· ÂÈÍ¸Ì· ÏÔÒÂfl ÔÎ˝ Â˝ÍÔÎ· Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÂ Î‹ËÔÚ, ÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È ÏÁ ·Ì·ÛÙÒ›¯ÈÏÔ,

ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ. ∏Ì·Ú ÂÌ·ÎÎ·ÍÙÈÍ¸Ú ÙÒ¸ÔÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÂflÌ·È Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ›Ì·

ıÔÛ˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì „È· Ì· ÂÍÙÈÏÁËÂfl Á ¸Ê·, ¸˘Ú Ï·Ú ÒÔÙÂflÌÔıÌ ÔÈ Gee Í·È

Cipolla [33]. ∏Ì· ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ ıÔÛ˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÂˆÔ‰È‹ÊÂÈ ÙÔÌ ÂÍÙÈÏÁÙfi ÙÁÚ ¸Ê·Ú

Í·È Ïfl· Ï›‰Ô‰Ô ÛËÂÌ·ÒfiÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ (robust regression) ‰È·Î›„ÂÈ ÙÁÌ Í·Î˝ÙÂÒÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ.

”ıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù· Ôı ÂÓ‹„ÔÌÙ·È ÏÂ ‚‹ÛÁ Ï·ÂÛÈ·Ì˛Ì Í·Ì¸Ì˘Ì (bayesian inference) ÛÙÔ

ÛÙ‹‰ÈÔ ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È „È· ÙÁÌ Â·ÌÂÓ›Ù·ÛÁ Ù˘Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì, Ôı

‹ÒËÁÍ·Ì ·¸ Ïfl· ÂÈÍ¸Ì·, ÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ·¸ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ, ÂÓ·ÎÂflˆÔÌÙ·Ú ÙÁÌ

·Ì‹„ÍÁ „È· Âfl Î›ÔÌ ˆÈÎÙÒ‹ÒÈÛÏ· Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì. ºÛÔ ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· Ù›ÙÔÈÔ Í·Î¸ Í·È

·ÍÒÈ‚›Ú ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì, ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ·„ÌÔÁËÔ˝Ì Ù· ı¸ÎÔÈ· ‰Â‰ÔÏ›Ì· Í·È ›ÙÛÈ

ÏÂ„‹Î· Î‹ËÁ ‰ÂÌ Ë· ›˜ÔıÌ Âfl‰Ò·ÛÁ ÛÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ. « ı¸ËÂÛÁ ÍÎÂÈ‰fl ÂflÌ·È Ì·

‚ÒÂËÂfl ·ıÙ¸ ÙÔ ıÔÛ˝ÌÔÎÔ. ”ıÌfiË˘Ú ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È „È· ÙÔ ÛÍÔ¸ ·ıÙ¸ ›Ì· ÍÒÈÙfiÒÈÔ

ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁÚ fi ÎÂÈÔ¯Áˆfl·Ú : ·Ì Á ÂÍÙflÏÁÛÁ Ôı ``ÒÔÙÂflÌÂÈ'' ›Ì· ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ÛıÏˆ˘ÌÂfl

ÏÂ ÏÈ· ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ·Ì·ÎÔ„fl· Ù˘Ì ‹ÎÎ˘Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì, Ù¸ÙÂ ·ıÙfi Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÂflÌ·È ÔÎ˝

ÈË·Ì˛Ì Ì· ÂflÌ·È Û˘ÛÙfi. ≈‰˛ ÂÈÛÙÒ·ÙÂ˝ÙÁÍÂ Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ RANSAC (RAndom SAmple

Consensus) [22]. ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂflÌ·È ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· Ôı ÂÈÙÂÎÂfl ·ÒÍÂÙ‹ Í·Î‹ ÙÔ ‰˝ÛÍÔÎÔ

›Ò„Ô ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ÒÔÛ˛Ôı, ·Í¸Ï· Í·È ¸Ù·Ì ÙÔ Ò¸Û˘Ô

ÂÓ·ˆ·ÌflÊÂÙ·È ÏÂÒÈÍ˛Ú.

œÈ Sobottka Í·È Pitas [71] ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ÂÎ·ÛÙÈÍ›Ú Í·Ï˝ÎÂÚ (snakes) „È· ÙÁÌ

·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÔı ÂÒÈ„Ò‹ÏÏ·ÙÔÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. « ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı „flÌÂÙ·È

ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÔ ˜Ò˛Ï· Í·È ÙÔ Û˜fiÏ·. ‘· ·ÌÈ˜ÌÂıË›ÌÙ· Ò¸Û˘· ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÔÌÙ·È ÏÂ ÙÁÌ

·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸. « ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÙÔı ÂÒÈ-

„Ò‹ÏÏ·ÙÔÚ „flÌÂÙ·È ÏÂ Ïfl· ÂÎ·ÛÙÈÍfi Í·Ï˝ÎÁ. œÈ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ›Ú ‰ıÌ‹ÏÂÈÚ, Ôı ÂÁÒÂ‹ÊÔıÌ

ÙÁÌ Í·Ï˝ÎÁ, Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÂ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔ ÂÒfl„Ò·ÏÏ·, ÂÌ˛ ÔÈ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ›Ú

ÒÔÛÂÎÍ˝ÔıÌ ÙÔ ÂÒfl„Ò·ÏÏ· ÛÂ ·ÍÏ›Ú. ‘Ô ÂÒfl„Ò·ÏÏ· ·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È ÙÔÔËÂÙ˛ÌÙ·Ú

ÙÁÌ ÂÎ·ÛÙÈÍfi Í·Ï˝ÎÁ ·¸ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· i ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· i � 1, Í·È Á Í·Î˝ÙÂÒÁ ÙÔÔË›-

ÙÁÛÁ ÙÁÚ Í·Ï˝ÎÁÚ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ÂÌ›Ò„ÂÈ·. ‘· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹

ÒÔÛ˛Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È ÏÂ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÎÔÍ (block matching).

”ÁÏ·ÌÙÈÍfi ÂflÌ·È Á ÛıÏ‚ÔÎfi ÙÔı Kentaro Toyama, ÛÙÔ Â‰flÔ ·ıÙ¸ ÙÁÚ ›ÒÂıÌ·Ú.

ŒÂÍflÌÁÛÂ Ï·Êfl ÏÂ ÙÔ Hager ·Ì·Ù˝ÛÛÔÌÙ·Ú Ïfl· ËÂ˘Òfl· Ôı ÔÌ¸Ï·ÛÂ Incremental Focus of

Attention (IFA) [80]. –Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ›Ì· Î·flÛÈÔ ÂÒ„·Ûfl·Ú ÙÔ ÔÔflÔ ÒÔÛË›ÙÂÈ ÛËÂÌ·Ò¸ÙÁÙ·

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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ÛÙÔıÚ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔıÚ ı‹Ò˜ÔÌÙÂÚ Ù¸ÙÂ ·Î„¸ÒÈËÏÔıÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì

ÒÔÛ˛Ôı, Ôı ÎÂÈÙÔıÒ„Ô˝Û·Ì ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ. « ÔıÛfl· ÙÔı IFA ÂflÌ·È Ïfl· ‰ÔÏfi, Á

ÔÔfl·, ‰Â‰ÔÏ›ÌÁÚ ÏÈ·Ú ÂÒÈÔ˜fiÚ Ïfl·Ú ÂÈÍ¸Ì·Ú ÒÔÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ, ÂÛÙÈ‹ÊÂÈ ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ‹

ÙÁÌ ÒÔÛÔ˜fi ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÛÂ ›Ì· ÏÈÍÒ¸ Û˝ÌÔÎÔ Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì,

ÙÔ ÔÔflÔ ÂÒÈ›˜ÂÈ Í·È ÙÔ Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì-ÛÙ¸˜˘Ì (Ôı Ë›ÎÔıÏÂ Ì·

·Ò·ÍÔÎÔıËfiÛÔıÏÂ). ºÙ·Ì ÔÙÈÍ›Ú ‰È·Ù·Ò·˜›Ú „flÌÔÌÙ·È ·ÈÙfl· „È· Ì· ˜‹ÛÂÈ ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ·

ÙÔ ÛÙ¸˜Ô, ÙÔ Î·flÛÈÔ ÂÒ„·Ûfl·Ú IFA ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ Í·È ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· ·Ò˜ÈÍÔÔÈÁËÂfl

Ó·Ì‹ Ô ·Ò·ÍÔÎÔıËÁÙfiÚ. ≈ˆ¸ÛÔÌ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ‚·ÛÈÛÏ›ÌÔ ÛÂ IFA ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸

ÔÎÎ·ÎÔ˝Ú ·Ò·ÍÔÎÔıËÁÙ›Ú, ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfiÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú, Á ·ÔÙı˜fl· ÂÌ¸Ú ·Ò·ÍÔÎÔı-

ËÁÙfi ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ›Ì·Ú ‹ÎÎÔÚ, ÎÈ„¸ÙÂÒÔ ·ÍÒÈ‚fiÚ, Ë· ·Ì·Î‹‚ÂÈ. ÃÂ ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô,

Á ÎÁÒÔˆÔÒfl· Ôı ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ·¸ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ‚·ÛÈÛÏ›Ì· ÛÂ IFA

ÂÍˆıÎflÊÂÙ·È Í·Ë˛Ú ‰È‹ˆÔÒÂÚ ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÔ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ ·Ò·‚È‹ÊÔÌÙ·È. ”ÙÁ ÛıÌ›-

˜ÂÈ· [81] ‰ÁÏÔÛflÂıÛ·Ì ›Ì· ‹ÒËÒÔ ÛÙÔ ÔÔflÔ ÂÓÁ„Ô˝Ì ÙÁ ÛËÂÌ·Ò¸ÙÁÙ· Ôı ·Ò›˜ÔıÌ

ÒÔ-·ÔÙı˜fl·Ú (ante-failure) Í·È ÏÂÙ‹-·ÔÙı˜fl·Ú ÛıÛÙfiÏ·Ù·1 (post-failure). ‘ÔÌflÊÔıÌ ÙÁ

‰˝Ì·ÏÁ ÙÁÚ ÛËÂÌ·Ò¸ÙÁÙ·Ú Ù˘Ì ÏÂÙ‹-·ÔÙı˜fl·Ú ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÛÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÂ˜ÌÁÙfiÚ

ÌÔÁÏÔÛ˝ÌÁÚ (‘Õ) ÂÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ÒÔÛÂÍÙÈÍ‹ ›Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ.

”ÙÔ [79] ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ıÎÔÔÈÂfl ÙÁ ËÂ˘ÒÂfl· IFA ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ›ÓÈ ÂflÂ‰·, ‰ÁÎ·‰fi

›ÓÈ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfiÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú, ·¸ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ÂÈÎÔ„fiÚ

ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÔ ˜Ò˛Ï· ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ‰›ÒÏ·ÙÔÚ (ÂflÂ‰Ô 1), Ï›˜ÒÈ ›Ì·

Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÒÔÛ˛Ôı (ÂflÂ‰Ô 6). ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

ÂflÌ·È ›Ì· Î·flÛÈÔ Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl Ò¸Û˘· Í·È ÂÍÙÈÏ‹ÂÈ ÙÁÌ ¸Ê· ·Ì·ÍÙ˛ÌÙ·Ú Í·È

ÙÔıÚ ›ÓÈ ‚·ËÏÔ˝Ú ÂÎÂıËÂÒfl·Ú (ÂflÂ‰Ô 6).  ·Ë˛Ú ÔÈ ÛıÌËfiÍÂÚ ˆËÂflÒÔÌÙ·È, Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝-

ËÁÛÁ ÛıÌÂ˜flÊÂÙ·È ·ÎÎ‹ ÏÂ ÏÂÒÈÍfi ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ¸Ê·Ú (ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô 3 ·Ì·ÍÙ‹Ù·È Á 2-ƒ

ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·, ˜˘ÒflÚ ¸Ï˘Ú Í·Ïfl· ÎÁÒÔˆÔÒfl· Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸).

‘›ÎÔÚ, ¸Ù·Ì Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ, ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò˜ÈÍÔÔÈÂflÙ·È Ó·Ì‹ (ÂflÂ‰Ô

1). ”ÙÔ [78] ‚ÒflÛÍÂÈ ˜ÒfiÛÁ ÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ Î·flÛÈÔ „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì,

··ÒÙflÊÔÌÙ·Ú Ï›ÒÔÚ Ïfl·Ú Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ Ôı ·ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ‹ ÙÔ ÔÌÙflÍÈ ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙfi Í·È Ô

Í›ÒÛÔÒ·Ú ÏÂÙ·ÍÈÌÂflÙ·È ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÔ Ô˝ ÍÔÈÙ‹ÂÈ Ô ˜ÒfiÛÙÁÚ ‹Ì˘ ÛÙÁÌ ÔË¸ÌÁ. ”Â ÏÈ·

ÈÔ Ò¸Ûˆ·ÙÁ ‰ÁÏÔÛflÂıÛfi ÙÔı Ï·Êfl ÏÂ ÙÔıÚ Gemmell, Zitnick, Kang Í·È Seitz [34] ÒÔÙÂfl-

ÌÂÈ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì Í·È Ï·ÙÈ˛Ì „È· ÙÁÎÂ-ÛıÌ‰È·ÛÍ›¯ÂÈÚ. ‘·

Ò¸Û˘· Í·È Ù· Ï‹ÙÈ· Ù˘Ì ÛıÌÔÏÈÎÁÙ˛Ì ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È „È· Ì· ·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙ·ËÔ˝Ì

ÛÙÁÌ Í‹ËÂ ÔË¸ÌÁ ÏÂ ÛıÌËÂÙÈÍ‹ 3-ƒ ÏÔÌÙ›Î·, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ÏÔÒÂfl Í·Ë›Ì·Ú Ì· Ó›ÒÂÈ ÒÔÚ

Ù· Ôı ÍÔÈÙ‹ÌÂ ÔÈ ÛıÌÔÏÈÎÁÙ›Ú ÙÔı, ÛÂ ÔÈÔÌ ·ÂıË˝ÌÔÌÙ·È Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ Í·È ·Ì ›˜ÔıÌ ÙÁÌ

ÒÔÛÔ˜fi ÙÔıÚ.

œÈ Valente Í·È Dugelay [89], [88] ÒÔÙÂflÌÔıÌ ›Ì·Ì ÔÙÈÍ¸ Í˝ÍÎÔ ·Ì‹‰Ò·ÛÁÚ (visual

feedback loop) „È· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì. ¡ÌÙfl Ì· „flÌÂÙ·È ÒÔÛ‹ËÂÈ· Ì· ÒÔÛ·Ò-

Ï¸ÊÂÙ·È ›Ì· ÂÒflÔı ÒÂ·ÎÈÛÙÈÍ¸ ÙÂ˜ÌÁÙ¸ 3-ƒ Ò¸Û˘Ô ÛÂ Í‹ÔÈÔ ‹ÙÔÏÔ, Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È

·¸ ·ÍÒÈ‚fi ‰Â‰ÔÏ›Ì· ·¸ÛÙ·ÛÁÚ Ïfl· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ıˆfi ÒÔÛ˛Ôı „È· Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁ-

1–ÒÔ-·ÔÙı˜fl·Ú ÛËÂÌ·Ò‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·ÌÙÈÛÙ›ÍÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ·ÔÙı˜fl·, ÂÌ˛ ÏÂÙ‹-·ÔÙı˜fl·Ú ÛıÛÙfiÏ·Ù·
ÂÌÛ˘Ï·Ù˛ÌÔıÌ ÙÁÌ ÈÍ·Ì¸ÙÁÙ· ·Ì‹ÍÙÁÛÁÚ ·ˆÔ˝ ·ÔÙ˝˜ÔıÌ.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ËÂfl ÛÙÁ ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ, Á ÒÂ·ÎÈÛÙÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ÂÈÙÒ›ÂÈ ÛÙÈÚ ÏÔÌ‹‰ÂÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ

Í·È Û˝ÌËÂÛÁÚ Ì· ÛıÌÂÒ„·ÛÙÔ˝Ì ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ‹ÏÂÛ· 2-ƒ

Ò¸Ùı·, Ù· ÔÔfl· ÛıÌÙ›ËÁÍ·Ì ·¸ ÙÔ ÏÔÌÙ›ÎÔ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ”Â ·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ ‹ÎÎÔıÚ

Í˝ÍÎÔıÚ ·Ì‹‰Ò·ÛÁÚ, Ôı ÛıÌ·ÌÙ˛ÌÙ·È ÛÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·, Â‰˛ ‰ÂÌ ˜ÂÈÒflÊÔÌÙ·È ·ÔÍÎÂÈ-

ÛÙÈÍ‹ Ù· ÔÎ˝ÎÔÍ· 3-ƒ „Â˘ÏÂÙÒÈÍ‹ ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÙÔı ÏÔÌÙ›ÎÔı ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ

Ì· ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ˜ÂÈÒÈÛÏ¸Ú ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ. « ÍıÒfl˘Ú ÒÔÛˆÔÒ‹ ÛıÌflÛÙ·Ù·È ÛÂ

›Ì· ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÔ Î·flÛÈÔ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì Í·È ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ¸Ê·Ú ÏÂ Îfl„ÂÚ

ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÁ ÛÙ·ËÂÒfi ÍflÌÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı (rigid face motion), ÂÈÙÒ›ÔÌÙ·Ú ÏÂ-

„‹ÎÂÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆ›Ú ÂÍÙ¸Ú ÙÔı Î·ÈÛflÔı ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú Í·È ˜˘ÒflÚ ÛÁÏ·ÙÔ‰ÔÙfiÛÂÈÚ fi ÂÈ‰ÈÍ¸

Ï·ÍÈ„È‹Ê ÛÙÔ Ò¸Û˘Ô ÙÔı ˜ÒfiÛÙÁ „È· Ì· Í·ËÈÛÙÔ˝Ì ÂıÍÔÎ¸ÙÂÒÁ ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ.

‘Ô Î·flÛÈÔ Ôı ÒÔÙÂflÌÂÙ·È ÙÒÔˆÔ‰ÔÙÂfl ÙÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁ-

ÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÒÔÛ˛Ôı ÏÂ Ù· ÛıÌËÂÙÈÍ‹ Ò¸Ùı· ÂÎÂ„˜¸ÏÂÌÔ ·¸ ›Ì· ÂÍÙÂÙ·Ï›ÌÔ ˆflÎÙÒÔ

Kalman (extended Kalman filter, EKF). ≈ÌÙ¸Ú ÙÔı Î·ÈÛflÔı ·ıÙÔ˝, ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ò˘-

Ù¸ÙıÂÚ Í·È ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ›Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍ›Ú Í·È ˆ˘ÙÔÏÂÙÒÈÍ›Ú ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁÚ

Í·È Ïfl· Â·Ì·‰È·Ù˝˘ÛÁ ÂÌ¸Ú ·Î„ÔÒflËÏÔı ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁÚ ÏÎÔÍ, ˛ÛÙÂ Ì· „flÌÂÙ·È ÂˆÈÍÙfi

Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ Ù˘Ì ÛıÌËÂÙÈÍ˛Ì ÒÔÙ˝˘Ì ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÂÈÍ¸ÌÂÚ Í·È Ì· ·ÔˆÂ˝„ÔÌÙ·È

ÂÒÈÔ˜›Ú ÙÔı ˆ¸ÌÙÔı. ‘Ô ¸ÎÔ Î·flÛÈÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ÂÈÙı˜˛Ú „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ

Í·È ·Ì‹ÍÙÁÛÁ ÙÁÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ Ë›ÛÁÚ Í·È ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Í·È

„È· ÙÁ ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ÂÌ¸Ú ÙÂ˜ÌÁÙÔ˝ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙÔÚ ÙÁÎÂ-ÛıÌ‰È·ÛÍ›¯Â˘Ì.

”ÙÁÌ fl‰È· Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÍÈÌfiËÁÍ·Ì Ì˘ÒflÙÂÒ· Í·È ÔÈ Jebara, Pentland [43]. Ãfl·

ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÍÎÂÈÛÙÔ˝ Í˝ÍÎÔı (closed loop) ÒÔÙÂflÌÂÙ·È, Á ÔÔfl· ·ÓÈÔÔÈÂfl ÙÁ ‰ÔÏfi ·¸

ÍflÌÁÛÁ (structure from motion) „È· Ì· ·Ò‹„ÂÈ ›Ì· 3-ƒ ÏÔÌÙ›ÎÔ ÂÌ¸Ú ÒÔÛ˛Ôı Í·È ÛÙÁ

ÛıÌ›˜ÂÈ· Â·Ì·ÙÒÔˆÔ‰ÔÙÂfl ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰ÔÏfiÚ „È· Ì· ÂÒÈÔÒflÛÂÈ ÙÁÌ

·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì·. ‘Ô Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò˜ÈÍÔÔÈÂflÙ·È

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù·ÓÈÌ¸ÏÁÛÁ ÙÔı ˜Ò˛Ï·ÙÔÚ ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ‰›ÒÏ·ÙÔÚ, ÂÍÏÂÙ‹ÎÎÂıÛÁ

ÛıÏÏÂÙÒÈ˛Ì, ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ·Ò·Ï¸Òˆ˘ÛÁ Í·È È‰ÈÔÒ¸Û˘· (eigenfaces) „È· Ì· ·ÌÈ˜ÌÂ˝-

ÛÂÈ Í‹ÔÈÔ Ò¸Û˘Ô. œÈ ÙÒÔ˜È›Ú Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·È Ï›Û˘ ·Ò·ÍÔ-

ÎÔ˝ËÁÛÁÚ ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÂ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ ·ËÒÔÈÛÏ‹Ù˘Ì ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì (sum squared

differences, SSD). ‘·ıÙ¸˜ÒÔÌ· ÔÈ ÙÒÔ˜È›Ú ÂÂÓÂÒ„‹ÊÔÌÙ·È ÏÂ ›Ì· ÂÂÍÙ·Ï›ÌÔ ˆflÎÙÒÔ

Kalman (extended Kalman filter, EKF) „È· ÙÁ ÛÙ·ËÂÒfi ·Ì‹ÍÙÁÛÁ ÙÁÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ‰Ô-

ÏfiÚ, ÙÁÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÙÁÚ Í‹ÏÂÒ·Ú Í·È ÙÁÚ ¸Ê·Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ≈flÛÁÚ, ÒÔÛ·ÒÏ¸ÛÙÁÍÂ

Ïfl· ÂÍÙflÏÁÛÁ ÏÂ ‚‹ÒÁ ÛÙÔ ˆflÎÙÒÔ (weighted estimation). ≈ÈÎ›ÔÌ, Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰ÔÏfiÚ

ÂÒÈÔÒflÊÂÙ·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ·Ò·ÏÂÙÒÈÍ‹ ÏÔÌÙ›Î· ‰ÔÏ˛Ì ÒÔÛ˛˘Ì (È‰ÈÔÒ¸Û˘·,

eigenheads). « ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁÚ Í·È ÍflÌÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ·¸

ÙÔ ˆflÎÙÒÔ Kalman ÒÔ‚Î›ÂÈ ÙÁÌ ÙÒÔ˜È‹ Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì, Á ÔÔfl· ÂÒÈÔÒflÊÂÈ ÙÁÌ

ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ „È· ÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì·.

”ÙÁÌ Ò¸Ù·ÛÁ Ù˘Ì Gong, Psarrou, Katsouli Í·È Palavouzi [35] ÙÔ Ò¸Û˘Ô ·Ì··-

ÒflÛÙ·Ù·È ˘Ú Ïfl· ›ÎÎÂÈ¯Á ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. « ˜ÒfiÛÁ ›ÎÎÂÈ¯ÁÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ Ù·

ÂÓfiÚ ÎÂÔÌÂÍÙfiÏ·Ù· : Ò˛ÙÔÌ, ÙÔ ·ÌËÒ˛ÈÌÔ Ò¸Û˘Ô ÏÔÒÂfl Ì· ÏÔÌÙÂÎÔÔÈÁËÂfl ÏÂ Ïfl·

›ÎÎÂÈ¯Á ÏÂ ·ÒÍÂÙfi ·ÍÒfl‚ÂÈ·. ƒÂ˝ÙÂÒÔÌ, Á ›ÎÎÂÈ¯Á, ¸˘Ú Í·È Ù· ÛÁÏÂfl· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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ÒÔÛ˛˘Ì, ‰È·ÙÁÒÂflÙ·È Í‹Ù˘ ·¸ ÒÔÔÙÈÍÔ˝Ú (perspective) fi ÒÔ‚ÔÎÈÍÔ˝Ú (projective)

ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú. ‘ÒflÙÔÌ, ÔÈ ÂÎÎÂfl¯ÂÈÚ ÂÏÂÒÈ›˜ÔıÌ ÛıÏ·„fi „ÂÌÈÍ›Ú ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı Í·È ËÂ˘ÒÔ˝ÌÙ·È ÈÔ ÛËÂÌ·Ò›Ú ÂÌ‹ÌÙÈ· ÛÙÔ Ë¸Òı‚Ô. ‘›Ù·ÒÙÔÌ, ÔÈ ·ÌÙÈÛÙÔÈ-

˜flÂÚ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰˝Ô Í·È ÙÒÈ˛Ì ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÈÙÂı˜ËÔ˝Ì ÈÔ Â˝ÍÔÎ·. «

·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ··ÈÙÂfl ÙÁÌ ÛıÌÂ˜fi ·Ì·Ì›˘ÛÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÙÁÚ ›ÎÎÂÈ¯ÁÚ, Í·Ë˛Ú

ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÍÈÌÂflÙ·È ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ. √È· ÙÔ ÛÍÔ¸ ·ıÙ¸ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ˆflÎÙÒ· Kalman,

Ù· ÔÔfl· ÏÔÌÙÂÎÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ ‰ıÌ·ÏÈÍfi Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ·ıÙ˛Ì Í·È ÒÔ‚Î›ÔıÌ ÙÁ ÏÂÎ-

ÎÔÌÙÈÍfi ÍflÌÁÛÁ ÙÁÚ ›ÎÎÂÈ¯ÁÚ, ˛ÛÙÂ Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ·ÍÒÈ‚fi ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ

Ë›ÛÁÚ ÙÁÚ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ.

‘ÁÌ fl‰È· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì Í·È ÔÈ Ji, Hu ÛÙÔ [45]. ’ÔË›ÙÔıÌ ¸ÙÈ ÙÔ Û˜fiÏ·

ÂÌ¸Ú ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÂfl ÏÂ Ïfl· ›ÎÎÂÈ¯Á, ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ÔÈ

Î¸„ÔÈ Ù˘Ì ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙÔfl. –Ò˛Ù· Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È Ïfl· ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ›ÎÎÂÈ¯ÁÚ „È·

Ì· ÂÌÙÔÈÛÙÂfl ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÍÙÈÏÔ˝ÌÙ·È Á Ë›ÛÁ Í·È Ô

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. « ·Ìfl˜ÌÂıÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı

‰ÈÂıÍÔÎ˝ÌÂÙ·È ·¸ ÙÈÚ ˆıÛÈÔÎÔ„ÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ôı ›˜ÔıÌ Ù· Ï‹ÙÈ· Í‹Ù˘ ·¸ ÂÈ‰ÈÍ¸

ı›ÒıËÒÔ ˆ˘ÙÈÛÏ¸ Í·È ·¸ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú. « ›ÎÎÂÈ¯Á ·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˆflÎÙÒ· Kalman.

« È‰›· ÙÁÚ ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÏÂ ıˆfi ÙÔÔËÂÙÁÏ›ÌÁ ‹Ì˘ ÛÂ ›Ì·Ì

Í˝ÎÈÌ‰ÒÔ ÒÔÙ‹ËÁÍÂ ·¸ ÙÔıÚ La Cascia, Sclaroff Í·È Athitso [11]. « ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ‰È·-

Ùı˛ÌÂÙ·È ˘Ú ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· Ù·ÈÒÈ‹ÛÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ıˆfiÚ, Ôı ÂflÌ·È ÙÔÔËÂÙÁÏ›ÌÁ ‹Ì˘ ÛÙÔÌ

Í˝ÎÈÌ‰ÒÔ, ÏÂ ÙÁÌ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÂÈÍ¸Ì·. √È· Ì· ÎıËÔ˝Ì ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ Î¸„˘

ÙÁÚ ·¸ÍÎÈÛÁÚ ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝ Í·È ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ÏÔÌÙÂÎÔÔÈÂflÙ·È Û·Ì „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú

ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÙÔ Î‹ËÔÚ, Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔ Ù·flÒÈ·ÛÏ· ÙÁÚ ıˆfiÚ ÏÂ ˆ¸ÒÏÂÚ Ôı

·Ò·ÏÔÒˆ˛ÌÔÌÙ·È (warping templates) Í·È ÔÒËÔ„˘ÌÈÍ›Ú ˆ¸ÒÏÂÚ ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝ (orthogonal

illumination templates), ÔÈ ÔÔflÂÚ Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·. √Òfi„ÔÒÁ Í·È ÛÙ·-

ËÂÒfi ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÍ˝ÙÂÈ Ï›Û˘ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı Î‹ËÔıÚ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú

Í·ÌÔÌÈÍÔÔÈÁÏ›Ì· ÂÎ‹˜ÈÛÙ· ÙÂÙÒ‹„˘Ì· ÏÂ ‚‹ÒÁ (regularized weighted least-squares). «

Í·ÌÔÌÈÍÔÔflÁÛÁ ÙÂflÌÂÈ Ì· ÂÒÈÔÒflÛÂÈ ÈË·Ì›Ú ·ÏˆÈ‚ÔÎflÂÚ ÛÙÈÚ ˆ¸ÒÏÂÚ ·Ò·Ï¸Òˆ˘ÛÁÚ Í·È

ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝ Í·È Í·ËÈÛÙ‹ ÈÍ·Ìfi ÙÁ ÛÙ·ËÂÒfi ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÂ ÂÍÙÂÙ·Ï›ÌÂÚ ·ÍÔÎÔıËflÂÚ.

‘Ô Û˝ÛÙÁÏ· ·ıÙ¸ ‰ÂÌ ··ÈÙÂfl Ïfl· ·ÍÒÈ‚fi ·Ò˜ÈÍfi ÙÔÔË›ÙÁÛÁ ÙÔı ÏÔÌÙ›ÎÔı. ¡Ò˜ÈÍÔ-

ÔÈÂflÙ·È ·ıÙ¸Ï·Ù· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ›Ì·Ì ·Î¸ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ·ÌÈ˜ÌÂıÙfi, ÏÂ ÏÔÌ·‰ÈÍfi

ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÍÔÈÙ‹ÂÈ ÙÔ ˆ·Í¸ ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÈÍ¸Ì·.

œÈ Wang Í·È Wang [91] ËÂ˘ÒÔ˝Ì ¸ÙÈ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÒÔÛ˛Ôı, ¸˘Ú Ù· Ï‹ÙÈ· Í·È

ÙÔ ÛÙ¸Ï·, ·Ì··ÒflÛÙ·ÌÙ·È ˘Ú ÍÔÈÎ‹‰ÂÚ ÛÂ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ˆ˘ÙÂÈÌ¸ÙÁÙ·Ú Í·È ÛıÌÂ˛Ú ÏÔÒÔ˝Ì

Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì ÂÈ‰ÈÍ‹ ˆflÎÙÒ· Ôı ·ÌÈ˜ÌÂ˝ÔıÌ ÍÔÈÎ‹‰ÂÚ „È· ÙÔÌ ÂÌÙÔÈÛÏ¸ ÙÔıÚ. ‘·

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ·ıÙ‹ ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È ÏÂ ‚‹ÛÁ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÒÔÙ˝˘Ì ·¸ ÂÈÍ¸Ì·

ÛÂ ÂÈÍ¸Ì·, ·ÎÎ‹ ¸Ù·Ì Á ·Îfi ·ıÙfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÓÂÂÒ‹ÛÂÈ ›Ì· ÒÔÍ·ËÔÒÈÛÏ›ÌÔ Í·Ù˛ˆÎÈ,

Í·È ÛıÌÂ˛Ú Ë· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÂ Î‹ËÔÚ Ôı Ë· ·ıÓ‹ÌÂÙ·È Í·È ‰ÂÌ Ë· ÂflÌ·È ·Ì·ÛÙÒ›¯ÈÏÔ,

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ·ÌÈ˜ÌÂıÙ›Ú ÍÔÈÎ‹‰˘Ì ˛ÛÙÂ Ì· Ó·Ì‹-·Ò˜ÈÍÔÔÈÁËÂfl ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ·. «

Ò˛ÙÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ÔÎ˝ „Òfi„ÔÒÁ, ·ÎÎ‹ Ô‰Á„ÂflÙ·È Â˝ÍÔÎ· ÛÂ Î‹ËÔÚ, ÂÌ˛ Á ‰Â˝ÙÂÒÁ

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÂflÌ·È ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ·ÍÒÈ‚fi, Ô¸ÙÂ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Ï¸ÌÔ ÛÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ Ôı Á Ò˛ÙÁ

·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ.

‘›ÎÔÚ, ı‹Ò˜ÔıÌ Í·È Û˜ÂÙÈÍ›Ú ÂÒ„·ÛflÂÚ, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂÈÛÙÒ·ÙÂ˝ÔıÌ „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ

ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ Ù· ÌÂıÒ˘ÌÈÍ‹ ‰flÍÙı·. ≈Ì‰ÂÈÍÙÈÍ‹ ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ

Ù· [40], [41], Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔflÁÛ·Ì „È' ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÍÔ¸ ›Ì· ÌÂıÒ˘ÌÈÍ¸ ‰flÍÙıÔ ÙÔı Ù˝Ôı

multilayer perceptron, ÂÍ·È‰ÂıÏ›ÌÔ ÏÂ backpropagation. ‘Ô ‰flÍÙıÔ ·ÌÈ˜ÌÂ˝ÂÈ Í·È ·-

Ò·ÍÔÎÔıËÂfl Ò¸Û˘· ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÔ ˜Ò˛Ï· Í·È ÙÔ Û˜fiÏ· ÙÔıÚ. ≈flÛÁÚ, Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍ·Ì

ÌÂıÒ˘ÌÈÍ‹ ‰flÍÙı· Í·È „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı [36], [63].

‘· ÌÂıÒ˘ÌÈÍ‹ ‰flÍÙı· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È Û' ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ „È· Ì· Í·Ù·ÛÍÂı·-

ÛÙÂfl Ïfl· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜fl· ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì Í·È ÙÔıÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔıÚ

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì ÒÔÛ˛˘Ì. œÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ·ıÙ›Ú ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÏ‹ËÁÛÁ

ÏÔÌÙ›Î˘Ì ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ·¸ ·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· ≈flÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú, ¸ÙÈ Á ÂÍ·fl‰ÂıÛÁ Ù˘Ì

‰ÈÍÙ˝˘Ì ·ÔÙÂÎÂfl Ïfl· ˜ÒÔÌÔ‚¸Ò· Í·È ÍÔıÒ·ÛÙÈÍfi ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·. ≈flÛÁÚ, ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÁ

Û˜›ÛÁ ·¸‰ÔÛÁÚ ÏÂ ÙÁÌ ÔÎıÎÔÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÎÂÈÙÔıÒ„fl·Ú ÙÔıÚ, ÔÈ ·¸¯ÂÈÚ ‰È·ÈÒÔ˝ÌÙ·È,

ÏÂ ÂÈÍÒ·Ù›ÛÙÂÒÁ ÂÍÂflÌÁ Ôı ıÔÛÙÁÒflÊÂÈ ¸ÙÈ ‰ÂÌ ÛıÏˆ›ÒÔıÌ ÒÔÚ ÙÔ ·Ò¸Ì.
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”ÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ ·ÒÔıÛÈ‹Û·ÏÂ Ïfl· ·Ì·ÛÍ¸ÁÛÁ ÂÒ„·ÛÈ˛Ì Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÔ

Ë›Ï· ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì. ¡ÒÍÂÙ›Ú ·¸ ÙÈÚ ÂÒ„·ÛflÂÚ ·ıÙ›Ú ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì

ÙÔ ˜Ò˛Ï· „È· ÙÁÌ ÂÍÎfiÒ˘ÛÁ ÙÔı ›Ò„Ôı. ¡¸ ÙÁ ÏÈ· ÏÂÒÈ‹, ı‹Ò˜ÂÈ ÏÂ„‹ÎÔ ÍflÌÁÙÒÔ Ì·

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÙÔ ˜Ò˛Ï· „È· Ì· „flÌÂÈ Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì, „È·Ùfl ÙÔ ·ÌËÒ˛ÈÌÔ

˜Ò˛Ï· ÓÂ˜˘ÒflÊÂÈ, ÛÙÈÚ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, ·¸ ÙÔ ˆ¸ÌÙÔ. ≈flÛÁÚ, Á ÂÂÓÂÒ„·Ûfl·

ÙÔı ˜Ò˛Ï·ÙÔÚ ÂflÌ·È ÛıÌfiË˘Ú ÈÔ „Òfi„ÔÒÁ ·' ¸,ÙÈ Á ÂÂÓÂÒ„·Ûfl· ÔÔÈÔı‰fiÔÙÂ ‹ÎÎÔı

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍÔ˝ ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ÒÔÛ˛Ôı. ‘›ÎÔÚ, Í‹Ù˘ ·¸ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ

ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝, ÙÔ ˜Ò˛Ï· ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ¸ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ∏ÙÛÈ

ÒÔÍ˝ÙÂÈ ›Ì·Ú ÙÒ¸ÔÚ Ì· ·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È ÙÔ ·ÌËÒ˛ÈÌÔ Ò¸Û˘Ô, ·Ò·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú

ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÙÔ ·ÌËÒ˛ÈÌÔ ˜Ò˛Ï· Ï›Û· ÛÙÁÌ ·ÍÔÎÔıËfl· ÂÈÍ¸Ì˘Ì. ¡¸ ÙÁÌ ‹ÎÎÁ ÏÂÒÈ‹,

¸Ï˘Ú, ÙÔ xÒ˛Ï· ‰ÂÌ ÂflÌ·È ˆıÛÈÍ¸ ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌÔ, ·ÎÎ‹ ·ÌÙÈÎÁÙÈÍ¸, ÙÔ ÔÔflÔ Û˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ

Ù· ˆ·ÛÏ·ÙÈÍ‹ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÙÁÚ ÁÎÂÍÙÒÔÏ·„ÌÁÙÈÍfiÚ ·ÍÙÈÌÔ‚ÔÎfl·Ú, ÛÙ· ÔÒ·Ù‹ ÏfiÍÁ

Í˝Ï·ÙÔÚ, Ôı ›ˆÙÂÈ ÛÙÔÌ ·ÏˆÈ‚ÎÁÛÙÒÔÂÈ‰fi ˜ÈÙ˛Ì· ÙÔı Ï·ÙÈÔ˝. ∏ÙÛÈ, Á ·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ

ÙÔı ˜Ò˛Ï·ÙÔÚ ÂÌ¸Ú ÒÔÛ˛Ôı, Ôı ÂÙı˜·flÌÔıÏÂ Ï›Û˘ Ïfl·Ú Í‹ÏÂÒ·Ú, ÂÁÒÂ‹ÊÂÙ·È ·¸

ÔÎÎÔ˝Ú ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ, ¸˘Ú ÙÔÌ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ˆ˘ÙÈÛÏ¸, ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı

ÍÙÎ. ¡Í¸Ï·, ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú Í‹ÏÂÒÂÚ ·Ò‹„ÔıÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÙÈÏ›Ú „È· Ù·

˜Ò˛Ï·Ù·, ·Í¸Ï· Í·È „È· ÙÔ fl‰ÈÔ ‹ÙÔÏÔ Í‹Ù˘ ·¸ ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝. ≈flÛÁÚ, ÙÔ

˜Ò˛Ï· ÙÔı ·ÌËÒ˛ÈÌÔı ‰›ÒÏ·ÙÔÚ ‰È·ˆ›ÒÂÈ ·¸ ‹ÙÔÏÔ ÛÂ ‹ÙÔÏÔ. ¬Î›ÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, Ïfl·

ÎÁË˛Ò· ÛÁÏ·ÌÙÈÍ˛Ì ·Ò·„¸ÌÙ˘Ì Ôı ‰ÂÌ ÛıÌÈÛÙÔ˝Ì ÙÁ ˜ÒÁÛÈÏÔÔflÁÛÁ ÙÔı ˜Ò˛Ï·ÙÔÚ

„È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì. ”ıÌfiË˘Ú Ï·Êfl ÏÂ ÙÔ ˜Ò˛Ï· Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·È Í·È

ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl Û˜fiÏ·ÙÔÚ, „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl Í·È „ÂÌÈÍ‹ ‰È‹ˆÔÒ· ÙÂ˜Ì‹ÛÏ·Ù· Ôı Ë·

·ÎÎÁÎÔÛıÏÎÁÒ˘ËÔ˝Ì ÒÔÍÂÈÏ›ÌÔı Ì· Ò·„Ï·ÙÔÔÈÁËÂfl Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ.

¡Í¸Ï·, ÔÎÎ›Ú ·¸ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ôı ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ÔÎ˝ÎÔÍ· ÙÒÈÛ-

‰È‹ÛÙ·Ù· ÏÔÌÙ›Î· ÒÔÛ˛˘Ì „È· Ì· ÂÙ˝˜ÔıÌ ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ. œÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ

·ıÙ›Ú ‰ÂÌ ÂflÌ·È ¸Ï˘Ú ·ÒÍÂÙ‹ ·ÍÒÈ‚ÂflÚ, Í·Ë˛Ú ÔÎÎ›Ú ·¸ ·ıÙ›Ú ··ÈÙÔ˝Ì ·ÒÂÏ‚ÔÎfi

(interpolation). ≈ÈÎ›ÔÌ ··ÈÙÔ˝Ì ›Ì· ÏÂ„‹ÎÔ ·ÒÈËÏ¸ ·¸ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ˛Ì ÒÔ-

Û˛˘Ì, ÏÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝Ú, ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ÍÎflÏ·Í· Í·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸

ˆ˘ÙÈÛÏ¸ „È· ÙÁÌ ÂÍ·fl‰ÂıÛÁ.  ·È ·ıÙ¸ „È·Ùfl ÙÔ Ò¸ÙıÔ (pattern) ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ·ÎÎ‹ÊÂÈ
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ÏÂ ‰È‹ˆÔÒÔıÚ ÙÒ¸ÔıÚ, Î¸„˘ ÙÁÚ ·ÙÔÏÈÍ¸ÙÁÙ·Ú, ÙÁÚ ÍÎflÏ·Í·Ú Í·È ÙÔı ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝. ’‹Ò-

˜ÂÈ ÂflÛÁÚ Í·È ›Ì· ÂÒ˘ÙÁÏ·ÙÈÍ¸ Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÁÌ Â„ÍıÒ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ‚·ÛÈÍfiÚ ı¸ËÂÛÁÚ ¸ÙÈ

ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÏÔÌ·‰ÈÍfi Û˜›ÛÁ ·ÈÙÈ·ÙÔ˝ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·ÙÔÚ (unique causal-effect relationship)

ÏÂÙ·Ó˝ ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Í·È ÙÔı ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔı ÒÔÛ·-

Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ¡ıÙfi Á ı¸ËÂÛÁ ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ÂÈ‚Â‚·È˘ËÂfl, Í·È ·Í¸Ï· Í·È Á

Û˜›ÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· ÏÁÌ ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi. ¡Í¸Ï· Í·È ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· Ù›ÙÔÈ·

Û˜›ÛÁ, ·ıÙfi ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È ÂÓ·ÈÒÂÙÈÍ‹ ÔÎ˝ÎÔÍÁ Í·È ›ÙÛÈ Ì· ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ›Ì·Ú ·ÒÍÂÙ‹

ÏÂ„‹ÎÔÚ ·ÒÈËÏ¸Ú ÂÈÍ¸Ì˘Ì ÒÔÚ ÂÍ·fl‰ÂıÛÁ „È· Ì· ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÙÂfl.

‘›ÎÔÚ, Í‹ÏÔÛÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú ÔÈ ÔÔflÂÚ ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔÌÙ·È ·¸

ı¯ÁÎfi ÔÎıÎÔÍ¸ÙÁÙ· Í·È ÂflÌ·È ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ·ÍÒÈ‚›Ú. ‘›ÙÔÈÂÚ ÂflÌ·È ÔÈ ÂÎ·ÛÙÈÍ›Ú

Í·Ï˝ÎÂÚ (snakes) „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÂÒÈ„Ò·ÏÏ‹Ù˘Ì, ÙÔ ˆflÎÙÒÔ  ‹ÎÏ·Ì Í·È Á

ÂÍÙÂÙ·Ï›ÌÁ ÙÔı ÏÔÒˆfi (extended Kalman filter, EKF) „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔ-

ÎÈÛÏÔ˝ Í·È „È· ÙÁÌ Ò¸‚ÎÂ¯Á ÙÁÚ Â¸ÏÂÌÁÚ Ë›ÛÁÚ, Í·È ÔÈ ·ÌÈ˜ÌÂıÙ›Ú ÍÔÈÎ‹‰˘Ì „È· ÙÁÌ

·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì. ‘›ÙÔÈÂÚ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú Ûfl„ÔıÒ· ›˜ÔıÌ Ï›ÎÎÔÌ, Í·Ë˛Ú Á

ÙÂ˜ÌÔÎÔ„fl· Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì ÛıÌÂ˜˛Ú Í·È ÂÓÂÎflÛÛÂÙ·È ÛÂ ÈÔ ı¯ÁÎ‹ ÂflÂ‰·, ÂÈÙÒ›Ô-

ÌÙ·Ú Ì· „flÌÔÌÙ·È ·ÒÍÂÙ‹ „Òfi„ÔÒ· ÔÎ˝ÎÔÍÔÈ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔfl, ÛÙÔ ÔÔflÔ Í·È ‚·ÛflÊÔÌÙ·È

ÍıÒfl˘Ú. –ÒÔÚ ÙÔ ·Ò¸Ì, ¸Ï˘Ú, ÏÂ ‚‹ÛÁ Ù· ‰È·Ë›ÛÈÏ· Ï›Û·, ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÔ˝Ì

·Û˝ÏˆÔÒÂÚ.

√È· Ì· Î‹‚ÔıÏÂ Ïfl· ÛËÂÌ·Òfi Í·È ÔÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍfi ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ·ÌÙÈÍÂÈÏ›Ì˘Ì Í·È

Ù˘Ì ÍÈÌfiÛÂ˛Ì ÙÔıÚ ··ÈÙÂflÙ·È ı¯ÁÎÔ˝ ÂÈ›‰Ôı ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ïfl·

Ù›ÙÔÈ· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· Û˜Â‰È·ÛÙÔ˝Ì ÛıÛÙfiÏ·Ù· Ôı Ì· Ù·ÈÒÈ‹ÊÔıÌ Í·È ÛÂ ÏÁ

ÛÙÂÒÂ‹ (non-rigid, articulated) ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ·. E‰˛ ·Û˜ÔÎÔ˝Ï·ÛÙÂ Ï¸ÌÔ ÏÂ ÛÙÂÒÂ‹ (rigid)

·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ·, Ù· ÔÔfl· Í·È ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔıÌ ÙÁÌ ÎÂÈÔ¯Áˆfl· Ù˘Ì Âˆ·ÒÏÔ„˛Ì Í·È ‰È›ÔÌÙ·È

·¸ ÙÈÚ ÂÓfiÚ ·Ò˜›Ú :

� Ã›ÙÒÁÛÁ : ∏Ì·Ú ·ÒÈËÏ¸Ú ·¸ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹-ÍÎÂÈ‰È‹, ÛıÌfiË˘Ú „˘ÌflÂÚ fi ·ÍÏ›Ú,

·ÌÈ˜ÌÂ˝ÔÌÙ·È ÛÂ Í‹ËÂ ÂÈÍ¸Ì· (frame) ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú. ≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ ·ıÙ‹ Ù·

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÂÌ¸Ú ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔı ÏÔÌÙ›ÎÔı

ÙÔı ÛÙ¸˜Ôı.

� ≈ÍÙflÏÁÛÁ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ : œÈ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈ-

Í˛Ì ·ıÙ˛Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È „È· Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl Á ¸Ê· ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı Û˜ÂÙÈÍ‹

ÏÂ ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, ‰ÁÎ·‰fi Á Û˜ÂÙÈÍfi Ë›ÛÁ ÙÔı ÛÙ¸˜Ôı Í·È Á Í·ÙÂ˝ËıÌÛfi ÙÔı.

� ÷ÈÎÙÒ‹ÒÈÛÏ· : ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ˆÈÎÙÒ‹ÒÂÙ·È ÛÙÈÚ ÂÒÈÛ-

Û¸ÙÂÒÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ÏÂÈ˘ËÂfl Á ÂÈÒÒÔfi ËÔÒ˝‚Ôı (‰ÁÎ·‰fi Ù˘Ì Î‹ËÔÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì) ÙÔı ·ÌÈ˜ÌÂıÙfi ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì. ¡ıÙ¸ „flÌÂÙ·È ÛıÌfiË˘Ú ˜‹ÒÁ ÛÂ ÏÈ·

ÔÏ·Îfi ı¸ËÂÛÁ ÍflÌÁÛÁÚ, ÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È ÎÔ„ÈÍ¸ ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ÛÙÂÒÂ˛Ì

·ÌÙÈÍÂÈÏ›Ì˘Ì ‰È›ÂÙ·È ·¸ ·‰Ò‹ÌÂÈ·.

� –Ò¸‚ÎÂ¯Á : « Ë›ÛÁ (ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ) ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÒÔ‚Î›ÂÙ·È „È· ÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ

ÂÈÍ¸Ì·, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ó·Ì‹ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÍflÌÁÛÁÚ, Í·È Ù· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹-

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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ÍÎÂÈ‰È‹ ·ÌÈ˜ÌÂ˝ÔÌÙ·È ÛÂ ÏÈÍÒ‹ ·Ò‹ËıÒ· „˝Ò˘ ·¸ ÙÈÚ ·Ì·ÏÂÌ¸ÏÂÌÂÚ ÛıÌÙÂÙ·„-

Ï›ÌÂÚ ÙÔıÚ. ¡ıÙ¸ ÙÔ ÙÔÈÍ¸ ¯‹ÓÈÏÔ ÂÈÙÒ›ÂÈ ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ Ì·

ÂflÌ·È „Òfi„ÔÒÔ Í·È Ì· ÓÂÂÒÌ‹ÂÈ Ù· ¸ÔÈ· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁÚ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔı

ÏÔÌÙ›ÎÔı Í·È Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·.

–ÒÔÙÂflÌÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, Ïfl· Ù›ÙÔÈÔı Âfl‰ÔıÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ

ÒÔÛ˛˘Ì. « ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ „flÌÂÙ·È ·Ò·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÛÁÏÂfl· ˜·Ò·ÍÙÁ-

ÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ¸˘Ú ÂflÌ·È Ù· Ï‹ÙÈ·, Á Ï˝ÙÁ Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï·. ‘· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹

·ıÙ‹ ÂflÌ·È Ù· ÈÔ ÒÔˆ·Ìfi Í·È ·ıÙ‹ ˜‹ÒÁ ÛÙ· ÔÔfl· ÓÂ˜˘ÒflÊÔıÌ ÍıÒfl˘Ú Ù· Ò¸Û˘·.

≈flÛÁÚ, Á ÂÈÎÔ„fi Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì (‚Î. Í·È Û˜. 3.1) ›„ÈÌÂ ÏÂ Ù›ÙÔÈÔ ÙÒ¸Ô, ˛ÛÙÂ Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ

Í·È Ïfl· ‹ÎÎÁ, ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·. ÃÔÒÔ˝ÏÂ, ˜˘ÒflÚ ÏÂ„‹ÎÔ Ûˆ‹ÎÏ·, Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ

Ù· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÂ ›Ì· ÂflÂ‰Ô. ∏ÙÛÈ Í·ËflÛÙ·Ù·È Í·È ÙÔ ÏÔÌÙ›ÎÔ Ï·Ú

„È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÈÔ ·Î¸, ·ˆÔ˝ Ò¸ÍÂÈÙ·È ÂÒfl ÂÌ¸Ú ÂÈ›‰Ôı

ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. œ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÂflÌ·È ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô

‰È‹ÌıÛÏ·. ’‹Ò˜ÂÈ Û˜ÂÙÈÍfi ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ

ÂÌ¸Ú ÛÙÂÒÂÔ˝ ÂflÂ‰Ôı ÍÔÏÏ·ÙÈÔ˝ (rigid planar patch) : [82], [85], [84], [51], [50], [74],

ÛÙÁÌ ÔÔfl· Í·È ‚·ÛÈÛÙfiÍ·ÏÂ. « Ò¸‚ÎÂ¯Á „flÌÂÙ·È ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ

Ôı ·Ì·ÍÙfiËÁÍ·Ì Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ÂflÛÁÚ Í·È Ïfl· ÙÂ˜ÌÈÍfi ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁÚ ÏÎÔÍ

(block matching) „È· ÙÁ ‰È¸ÒË˘ÛÁ Î‹ËÔıÚ. ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ¸ÒÔÚ ÏÔÌÙ›ÎÔ ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È

ÏÂÌ ÛÂ Ïfl· ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ·, ¸˘Ú ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘, ·ÎÎ‹ ‰ÂÌ Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ÙÔ-

ÔË›ÙÁÛÁ ıˆfiÚ ‹Ì˘ ÛÂ ÂflÂ‰Ô fi „È· Í·Ù·ÛÍÂıfi ÂÌ¸Ú ÙÂ˜ÌÁÙÔ˝ ``ÂflÂ‰Ôı''-ÒÔÛ˛Ôı.

‘Ô ÂflÂ‰Ô ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È „È· ÙÔ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ ÛÍÔ¸ ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È ÙÔı

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ÙÔÔËÂÙ˛ÌÙ·Ú ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ‹Ì˘ Û'·ıÙ¸ Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı

·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È Í·È ÙflÔÙÂ ‹ÎÎÔ. « ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÎÔÍ „flÌÂÙ·È ÍıÒfl˘Ú ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô

ÂÈÍ¸Ì˘Ì, ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÒÔÚ ÂÂÓÂÒ„·Ûfl· Í·È ÙÁÚ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ,

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ˆ˘ÙÂÈÌ¸ÙÁÙ·Ú Ï¸ÌÔ. ”ÙÁÌ ÙÂÎÈÍfi ÂÈÎÔ„fi ÛıÏ‚‹ÎÎÔıÌ

ÂÎ‹˜ÈÛÙÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl, ÔÈ ÔÔflÔÈ ÂflÌ·È „ÂÌÈÍÔfl Í·È ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·ÔÍÎÂÈ-

ÛÙÈÍ‹ ·¸ ÙÔ Í‹ËÂ Ò¸Û˘Ô. ≈‰˛ ˆ·flÌÂÙ·È Ò·„Ï·ÙÈÍ‹ Á ·Î¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı.

« ÛÙÒ·ÙÁ„ÈÍfi Ôı ·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È ÂflÌ·È Á ÂÓfiÚ : ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· Ii „Ì˘ÒflÊÔıÏÂ fi‰Á ÙÔÌ

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô (Ni). ≈flÛÁÚ

Ï·Ú ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ›Ú ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÙÁÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ Ôı ·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÂ ÙÔ ÂflÂ‰Ô

·¸ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· I�i�1� ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· Ii, ‰ÁÎ·‰fi Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ÏÂÙ·-

ˆÔÒ‹Ú T�i�1��i Í·È ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ Ÿ�i�1��i. Œ›ÒÔıÏÂ Í·È ÙÈÚ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÂÚ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ

Pi Ôı ›˜ÔıÌ Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· Ii. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ

ÒÔ·Ì·ˆÂÒËÂflÛÂÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ „flÌÂÙ·È Ïfl· Ò¸‚ÎÂ¯Á Ù˘Ì Ë›ÛÂ˘Ì Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì

ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì· I�i�1�. ’ÔË›ÙÔıÏÂ ‰ÁÎ·‰fi ¸ÙÈ Âˆ¸ÛÔÌ Ù· ÛÁÏÂfl· ÍÈÌfiËÁÍ·Ì ›ÙÛÈ

ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ú, Ë· ÛıÌÂ˜flÛÔıÌ Ì· ÍÈÌÔ˝ÌÙ·È Í·Ù‹ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÙÒ¸Ô Í·È ‚ÒflÛÍÔıÏÂ Ïfl·

ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì· P est
�i�1�. √È· Ì· ÂÈ‚Â‚·È-

˛ÛÔıÏÂ ·Ì ¸ÌÙ˘Ú ÛıÌ›˜ÈÛ·Ì Ì· ÍÈÌÔ˝ÌÙ·È ›ÙÛÈ fi ·Ì ›˜ÂÈ ·ÎÎ‹ÓÂÈ Í‹ÙÈ ÛÙÁÌ ÍflÌÁÛfi ÙÔıÚ

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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”˜fiÏ· 3.1: ‘· ÛÁÏÂfl· Ôı ÂÈÎ›˜ÙÁÍ·Ì „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ÏÂ ÙÁÌ
ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰Ô. ‘›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl· „È· Ù· Ï‹ÙÈ·, ‰˝Ô „È· ÙÁ Ï˝ÙÁ Í·È ‰˝Ô „È· ÙÔ
ÛÙ¸Ï·, ÙÔÔËÂÙÁÏ›Ì· ÛÙ· ‹ÍÒ· Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì.

ÓÂÍÈÌ‹ÏÂ Ïfl· ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁÚ ÏÎÔÍ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Í·È „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú Â-

ÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú, ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ù˘Ì ÂÈÍ¸Ì˘Ì Ii Í·È I�i�1�. ∏ÙÛÈ ÂÈ‰ÈÔÒË˛ÌÔÌÙ·È ÈË·Ì‹

Î‹ËÁ Í·È ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÔÈ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· I�i�1�,

P�i�1�. ¡ˆÔ˝ ÎÔÈ¸Ì ›˜ÔıÏÂ ‚ÒÂÈ Í·È ÙÈÚ Û˘ÛÙ›Ú Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì·,

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÈÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ·ıÙ˛Ì P�i�1� Ï·Êfl ÏÂ ÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌ›Ú ÙÔıÚ

Ë›ÛÂÈÚ Pi „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ÙÈÚ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ, Ôı ›Í·ÌÂ ÙÔ

ÂflÂ‰Ô ·¸ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· Ii ÛÙÁÌ I�i�1�, ‰ÁÎ·‰fi Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Ti��i�1� Í·È

ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ Ÿi��i�1�, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô N�i�1�, Ôı Ï·Ú ‰flÌÂÈ

ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· I�i�1�. Ãfl· Û˜ÁÏ·ÙÈÍfi ÂÒÈ„Ò·ˆfi ÙÁÚ

ÏÂ‰¸‰Ôı ˆ·flÌÂÙ·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 3.2.

÷ıÛÈÍ‹ ÙÔ ¸ÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Í‹ÔÈ· ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ. ¡ıÙfi ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ

ÙÔÌ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì 2-ƒ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ôı ›˜ÔıÌ Ù· ÛÁÏÂfl· ÛÙÈÚ ‰˝Ô Ò˛ÙÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ

ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú, P0, P1 Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÈÍ¸Ì·, N0. « ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì „flÌÂÙ·È ·¸ ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ, ·ÎÎ‹

Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ ÔÎ˝ Â˝ÍÔÎ· Ì· ÒÔÛ·ÒÏÔÛÙÔ˝Ì ÂÎ·ˆÒ‹ Í·È Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì ÔÈ

·ÌÈ˜ÌÂıÙ›Ú ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÒÔÛ˛˘Ì Ôı ·Ì·Ù˝Ó·ÏÂ ÛÙ· [1], [27]. ºÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÔÌ

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ÂflÌ·È Îfl„Ô ‰˝ÛÍÔÎÔ Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl ·ıÙ¸Ï·Ù· Í·Ë˛Ú Á

Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ›Ì· ÏÈÍÒ¸ ÏÂÈÔÌ›ÍÙÁÏ·, ÛÙÔ ÔÔflÔ Ë· ·Ì·ˆÂÒËÔ˝ÏÂ ÛÙÔ Â¸ÏÂÌÔ

 Âˆ‹Î·ÈÔ. ≈ˆ¸ÛÔÌ ¸Ï˘Ú ÙÔ ¸ÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÒÔÔÒflÊÂÙ·È ÍıÒfl˘Ú „È· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ÙÁÎÂ-

ÛıÌ‰È·ÛÍ›¯Â˘Ì fi „È· ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ¸Ôı Í‹ÔÈÔÚ(·) ``ÏÈÎ‹ÂÈ'' ÍıÒfl˘Ú ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ· (.˜.

·ÒÔıÛÈ·ÛÙ›Ú ‰ÂÎÙfl˘Ì ÂÈ‰fiÛÂ˘Ì, ÂÍˆ˘ÌÁÙ›Ú ÍÙÎ.) ÏÔÒÂfl ÂÍ Ù˘Ì ÒÔÙ›Ò˘Ì Ì· Í·ËÔÒÈÛÙÂfl

›Ì· ÛÁÏÂflÔ, ÙÔ ÔÔflÔ Í·Ë˛Ú ÙÔ ÍÔÈÙ‹ÊÂÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô Ó›ÒÔıÏÂ ÙÈ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ›˜ÂÈ. ‘Ô

ÈÔ ‹ÏÂÛÔ Í·È Â˝ÍÔÎÔ ‚›‚·È· ÂflÌ·È Á ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ Ì· „flÌÂÈ ¸Ù·Ì ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÍÔÈÙ‹ÂÈ flÛÈ·

ÛÙÔ ˆ·Í¸, ¸Ôı ‚›‚·È· Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ‰fl‰ÂÙ·È ·¸ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· N � �0� 0��1�

(‚Î. Í·È Û˜fiÏ· 3.3).

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÓÁ„fiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ÏÂ ÙÔÌ ÔÔflÔ ·Ì·ÍÙ˛ÌÙ·È ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ

ÍflÌÁÛÁÚ Í·È ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô ‰È‹ÌıÛÏ· Ôı Ï·Ú ‰flÌÂÈ ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 4. ∏ÂÈÙ· Ë· ÂÏ‚·Ë˝ÌÔıÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì

Í·È ÛÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 5. ”ÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 6 Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ Í·È

Ë· ÂÓÁ„fiÛÔıÏÂ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÔıÌ ÙÁÌ ÔÒË¸ÙÁÙ· Í·È ÙÁÌ

·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÒÔÛ›„„ÈÛfiÚ Ï·Ú, Í·È Ë· ÍÎÂflÛÔıÏÂ ÏÂ ‚·ÛÈÍ‹ ÛıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù·

Í·È ÏÂÎÎÔÌÙÈÍ›Ú ÂÂÍÙ‹ÛÂÈÚ ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 7.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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”˜fiÏ· 3.2: ”˜ÁÏ·ÙÈÍfi ·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁÚ ÏÂË¸‰Ôı. ƒÈ·ÍÒflÌÔıÏÂ Ù· ‚fiÏ·Ù·
ÙÁÚ Ò¸‚ÎÂ¯ÁÚ (prediction), ÙÁÚ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁÚ (matching) Í·È ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È
ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ (motion & pose estimation).

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”˜fiÏ· 3.3: ‘Ô ‰È‹ÌıÛÏ· ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÒÔÛ˛Ôı N . ºÙ·Ì ÙÔ Ò¸Û˘Ô, Ôı
‚ÒflÛÍÂÙ·È ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ (3D object space) Í·È ÏÔÌÙÂÎÔÔÈÂflÙ·È ÏÂ ›Ì· ÂflÂ‰Ô,
ÍÔÈÙ‹ÂÈ flÛÈ· ÙÔ ˆ·Í¸, Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÛÙÔ ÛÁÏÂflÔ œ ÙÔı camera frame, ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı
ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô, ÂflÌ·È ÙÔ Õ � �0� 0��1�.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì



 Âˆ‹Î·ÈÔ 4

∏ıÒÂÛÁ ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È

3-ƒ ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ

”ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ Ïfl· ‹ÏÂÛÁ Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ÙÒÈÛ‰È‹-

ÛÙ·Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ ÂÌ¸Ú ÛÙÂÒÂÔ˝ ÂflÂ‰Ôı ÍÔÏÏ·ÙÈÔ˝ (rigid planar patch) ·¸

‰˝Ô ÛıÌÂ˜¸ÏÂÌÂÚ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÂÈÍ¸ÌÂÚ. ƒÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍÂ ·Ò˜ÈÍ‹ Á ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÔı Longuet-

Higgins [50], ˜˘ÒflÚ ¸Ï˘Ú Ì· ›˜ÂÈ ÏÂ„‹ÎÁ ÂÈÙı˜fl·. ∏ÙÛÈ, ÒÔÙÈÏfiËÁÍÂ Í·È ıÎÔÔÈfiËÁÍÂ

Á Ò¸Ù·ÛÁ Ù˘Ì Tsai Í·È Huang [82], [85], ÙÁÌ ÔÔfl· ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸.  ·-

Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· 4.5 ÏÂ ‚·ÛÈÍ‹ ÛıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù·, Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ

ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Í·È ÂÓÁ„Ô˝ÏÂ ÙÁ ˜ÒÁÛÈÏ¸ÙÁÙ‹ ÙÁÚ „È· ÙÁÌ ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl· Ï·Ú.

–Ò˛Ù· ÔÒflÊÂÙ·È ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ·¸ ÔÍÙ˛ (8) Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ. ¡ıÙ›Ú ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ

ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÙÔ˝Ì ÏÔÌ·‰ÈÍ‹ ·¸ ÙÈÚ ‰˝Ô ‰Â‰ÔÏ›ÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ, Î˝ÌÔÌÙ·Ú ›Ì·

Û˝ÌÔÎÔ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì. ÃÂÙ‹ ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÔÌÙ·È ÔÈ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÙÁÚ

ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ Singular Value Decomposition

(SVD) ÂÌ¸Ú 3� 3 flÌ·Í· Ôı ÂÒÈ›˜ÂÈ ÙÈÚ ·ÔÍ·ÎÔ˝ÏÂÌÂÚ ``Í·Ë·Ò›Ú'' ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ. ≈ÍÙ¸Ú

ÂÌ¸Ú ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú, ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì

ÂflÌ·È fi Ïfl· fi ‰˝Ô Í·È ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÁÌ ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular values ÙÔı flÌ·Í·.

4.1 ¬·ÛÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÍflÌÁÛÁÚ

√È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ ÂÌ¸Ú ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı, ¸˘Ú ÙÁÌ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ

Â‰˛, Ë· ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ‰ÔıÎÂ˝ÔıÏÂ ÏÂ ‰˝Ô ÛıÌÂ˜¸ÏÂÌÂÚ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÂÈÍ¸ÌÂÚ, Ûı„ÍÂÍÒÈ-

Ï›Ì· ÙÈÚ ˜ÒÔÌÈÍ›Ú ÛÙÈ„Ï›Ú t1 Í·È t2 (t1 � t2). « ‚·ÛÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒfl· ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 4.1. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ ÛÁÏÂflÔ P ÛÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ

ÙÔı ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌÙ¸Ú Ï·Ú, ‰ÁÎ·‰fi, ÛÙÁÌ ÒÔÍÂÈÏ›ÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ, ‹Ì˘ ÛÙÔ Ò¸Û˘Ô Ôı

·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ. ∏ÛÙ˘,

�x� y� z� � 3� ƒ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÂÌ¸Ú ÛÁÏÂflÔı P ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1

27
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�x�� y�� z�� � 3� ƒ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÔı ÛÁÏÂflÔı P ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2

�X� Y � � 2� ƒ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÔı ÛÁÏÂflÔı P �ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·� ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1

�X �� Y �� � 2� ƒ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÔı ÛÁÏÂflÔı P �ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·� ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2

≈flÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ·¸ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· 4.1 ¸ÙÈ ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÔÈ ÂÓfiÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÒÔÔÙÈÍfiÚ

ÒÔ‚ÔÎfiÚ :

X � f
x

z
� Y � f

y

z
�

X � � f
x�

z�
� Y � � f

y�

z�

(4.1)

”˜fiÏ· 4.1: ¬·ÛÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒfl· ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÙÁÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ.

’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ, ·¸ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1 ÛÙÁ t2, ÙÔ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ¸ Ï·Ú

ıÔ‚ÎfiËÁÍÂ ÛÂ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ (translation), ÂÒÈÛÙÒÔˆfi (rotation) Í·È „Ò·ÏÏÈÍfi ·Ò·Ï¸Òˆ˘ÛÁ

(linear deformation), ›˜ÔıÏÂ :

�
���
x�

y�

z�

�
��� � S

�
���
x

y

z

�
����R

�
���
x

y

z

�
����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� (4.2)

¸Ôı,

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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S �

�
���
S11 S12 S13

S12 S22 S23

S13 S23 S33

�
��� (4.3)

R �

�
���

0 �ˆ3 ˆ2

ˆ3 0 �ˆ1

�ˆ2 ˆ1 0

�
��� (4.4)

ˆ1 � n1Ë � ˆ2 � n2Ë � ˆ3 � n3Ë (4.5)

n2
1 � n2

2 � n2
3 � 1 �ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ÏÈÍÒfi ÂÒÈÛÙÒÔˆfi� (4.6)

”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· �ƒx�ƒy�ƒz� ÂflÌ·È Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹, Ô flÌ·Í·Ú S ÂflÌ·È Á

„Ò·ÏÏÈÍfi ·Ò·Ï¸Òˆ˘ÛÁ Í·È Ô R ÂflÌ·È Ô flÌ·Í·Ú ÙÁÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ. « ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „flÌÂÙ·È

„˝Ò˘ ·¸ ›Ì·Ì ‹ÓÔÌ· Ôı ÂÒÌ‹ÂÈ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì (œ) Í·È ›˜ÂÈ ‰ÈÂıË˝ÌÔÌÙ·

ÛıÌÁÏflÙÔÌ· Ù· �n1� n2� n3�. YÔË›ÙÔıÏÂ ÏÈÍÒfi „˘Ìfl· ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ Ë. ‘· ˆ1, ˆ2, ˆ3, Ôı

ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ (4.5), ÂflÌ·È ÔÈ x, y Í·È z ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ÏÂ

ÏfiÍÔÚ Ë Í·È ‰ÈÂıË˝ÌÔÌÙ· ÛıÌÁÏflÙÔÌ· �n1� n2� n3�.

« ÂÓflÛ˘ÛÁ (4.2) ·Ì··ÒÈÛÙ‹ ›Ì·Ì ·ˆÈÌÈÍ¸ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ :

�
���
x�

y�

z�

�
��� � �S � R�

�
���
x

y

z

�
����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
����

�
���
x�

y�

z�

�
��� �

�
���
b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

�
���
�
���
x

y

z

�
����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� (4.7)

Í·È ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆ˘Ú, ÔÔÈÔÛ‰fiÔÙÂ ·ˆÈÌÈÍ¸Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÏÔÒÂfl Ì· ·Ì·ÎıËÂfl ÛÙÁÌ

(4.2).

4.2  flÌÁÛÁ ÂflÂ‰˘Ì ÍÔÏÏ·ÙÈ˛Ì (planar patches)

”' ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· Ë· ÂÒÈÔÒÈÛÙÔ˝ÏÂ ÛÂ ÛÁÏÂfl· Ôı ·ÌfiÍÔıÌ ÛÂ ›Ì· ÂflÂ‰Ô ÍÔÏÏ‹ÙÈ

ÏÂ ÂÓflÛ˘ÛÁ :

ax� by � cz � 1 (4.8)

ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1. √flÌÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ˆ·ÌÂÒ¸ ·¸ ÙÁÌ (4.1) Í·È ÙÁÌ (4.8) ¸ÙÈ :

z �
f

aX � bY � cf
(4.9)

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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Í·È ·¸ ÙÈÚ (4.1) ,(4.9) , (4.7) ¸ÙÈ :

X � �
a1X � a2Y � a3

a7X � a8Y � 1
�
� T1�X� Y �

Y � �
a4X � a5Y � a6

a7X � a8Y � 1
�
� T2�X� Y �

(4.10)

¸Ôı :

a1 �
b11 � aƒx

b33 � cƒz
a2 �

b12 � bƒx

b33 � cƒz

a3 �
�b13 � cƒx�f

b33 � cƒz
a4 �

b21 � aƒy

b33 � cƒz

a5 �
b22 � bƒy

b33 � cƒz
a6 �

�b23 � cƒy�f

b33 � cƒz

a7 �
b31 � aƒz

�b33 � cƒz�f
a8 �

b32 � bƒz

�b33 � cƒz�f

(4.11)

≈ˆ¸ÛÔÌ Ò¸ÍÂÈÙ·È ¸Ï˘Ú „È· ÛÙÂÒÂ¸ ÂflÂ‰Ô ÍÔÏÏ‹ÙÈ (rigid planar patch), Á (4.11)

„flÌÂÙ·È :

a1 �
1 � aƒx

1 � cƒz
a2 �

�n3Ë � bƒx

1 � cƒz

a3 �
�n2Ë � cƒx�f

1 � cƒz
a4 �

n3Ë � aƒy

1 � cƒz

a5 �
1 � bƒy

1 � cƒz
a6 �

��n1Ë � cƒy�f

1 � cƒz

a7 �
�n2Ë � aƒz

�1 � cƒz�f
a8 �

n1Ë � bƒz

�1 � cƒz�f

(4.12)

Í·È ·ıÙ¸ „È·Ùfl Á ·Ò·Ï¸Òˆ˘ÛÁ S ‰ÂÌ ıˆflÛÙ·Ù·È, ‰ÁÎ·‰fi Á (4.3) ÏÂÙ·ÙÒ›ÂÙ·È ÛÂ :

S �

�
���

1 0 0

0 1 0

0 0 1

�
��� (4.13)

Í·È ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ (4.13) Á (4.7) „flÌÂÙ·È :

�
���
x�

y�

z�

�
��� � R

�
���
x

y

z

�
����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� (4.14)

Ôı ÂflÌ·È Á „ÂÌÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÍflÌÁÛÁÚ „È· ›Ì· 3-ƒ ÛÙÂÒÂ¸ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ.
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œ R ÂflÌ·È Ô 3� 3 ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú :

R �

�
���

1 �ˆ3 ˆ2

ˆ3 1 �ˆ1

�ˆ2 ˆ1 1

�
����

R �

�
���

n2
1 � �1� n2

1� cos Ë n1n2�1� cos Ë�� n3 sin Ë n1n3�1� cos Ë� � n2 sin Ë

n1n2�1� cos Ë� � n3 sin Ë n2
2 � �1� n2

2� cos Ë n2n3�1� cos Ë�� n1 sin Ë

n1n3�1� cos Ë�� n2 sin Ë n2n3�1� cos Ë� � n1 sin Ë n2
3 � �1� n2

3� cos Ë

�
���

(4.15)

« ·Ò·‹Ì˘ ÈÛÔ‰ıÌ·Ïfl· ÈÛ˜˝ÂÈ, ·ˆÔ˝ ıÔË›ÙÔıÏÂ ÏÈÍÒfi ÂÒÈÛÙÒÔˆfi, ‰ÁÎ·‰fi

„˘Ìfl· Ë ÔÎ˝ ÏÈÍÒfi, Ô¸ÙÂ cos Ë � 1. ÃÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ·ıÙfi Í·È Í‹ÌÔÌÙ·Ú ÙÈÚ

Ò‹ÓÂÈÚ, ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ÂflÛÁÚ ¸ÙÈ Á (4.12) ÏÔÒÂfl Ì· ·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙ·ËÂfl ·¸ ÙÁÌ :

a1 �
n2

1 � �1� n2
1� cos Ë � aƒx

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

a2 �
n1n2�1� cos Ë�� n3 sin Ë � bƒx

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

a3 �
n1n3�1� cos Ë� � n2 sin Ë � cƒx

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

a4 �
n1n2�1� cos Ë� � n3 sin Ë � aƒy

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

a5 �
n2

2 � �1� n2
2� cos Ë � bƒy

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

a6 �
n2n3�1� cos Ë� � n1 sin Ë � cƒy

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

a7 �
n1n3�1� cos Ë�� n2 sin Ë � aƒz

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

a8 �
n2n3�1� cos Ë� � n1 sin Ë � bƒz

n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz

(4.16)

¸Ôı „È· Î¸„ÔıÚ ·Î¸ÙÁÙ·Ú Ë›Û·ÏÂ f � 1.

« ÂÓflÛ˘ÛÁ (4.10) ÔÒflÊÂÈ Ïfl· ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ·¸ ÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ �◊� Y � ÛÙÔ

‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ �X �� Y ��. »· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ· (4.3) ¸ÙÈ, „È· Í‹ËÂ

Í·ËÔÒÈÛÏ›ÌÁ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜fl· ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ‰˝Ô ·ıÙ˛Ì ˜˛Ò˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ı‹Ò˜ÂÈ Ï¸ÌÔ ›Ì·

Û˝ÌÔÎÔ ÙÈÏ˛Ì „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ a1� � � � � a8, Ôı ÙÈÚ ·ÔÍ·ÎÔ˝ÏÂ Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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4.3 –ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ÔÍÙ˛ Í·Ë·Ò˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì

”ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi Ë· ÂÓÂÙ‹ÛÔıÏÂ ÒÔÛÂÍÙÈÍ¸ÙÂÒ· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ (4.10) Í·È Ë· Í·Ù·-

ÎfiÓÔıÏÂ ÏÂ Ô‰Á„¸ ÙÁ ËÂ˘Òfl· Lie ÛÂ ÔÒÈÛÏ›Ì· ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÛıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù·. √È· ›Ì·

Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ Û˝ÌÔÎÔ ÙÈÏ˛Ì „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ �a1� � � � � a8�, Á ÂÓflÛ˘ÛÁ ·Ì··ÒÈÛÙ‹

›Ì·Ì ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸, Ô ÔÔflÔÚ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ �◊� Y � (ÙÈÚ 2-ƒ Ûı-

ÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1) ÛÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ �X �� Y �� (ÙÈÚ 2-ƒ

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2). ¡Ú ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁ ÛıÎÎÔ„fi (collection)

G Ù˘Ì ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ ¸Î· Ù· �a1� � � � � a8� � R8. »· ‰ÂflÓÔıÏÂ

¸ÙÈ ÂflÌ·È Ïfl· ÛıÌÂ˜fi (Lie) ÔÏ‹‰· ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÔÍÙ˛ Í·È ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ‰Â‰ÔÏ›ÌÁ

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜fl· ·¸ ÙÔ �◊� Y �-˜˛ÒÔ ÛÙÔÌ �X �� Y ��-˜˛ÒÔ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl Ï¸ÌÔ ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ÙÈÏ˛Ì

„È· Ù· �a1� � � � � a8�. –ÂÒ·ÈÙ›Ò˘, Ë· ÂÒÈ„Ò‹¯ÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÔÌ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì

Í·Ë·Ò˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì �a1� � � � � a8�·¸ ›Ì· ‰Â‰ÔÏ›ÌÔ ÊÂ˝„ÔÚ ÂÈÍ¸Ì˘Ì ÛÙÈÚ ˜ÒÔÌÈÍ›Ú ÛÙÈ„Ï›Ú

t1 Í·È t2.

”ÙÁÌ ÍÎ·ÛÈÍfi ËÂ˘Òfl· ÛıÌÂ˜˛Ì ÔÏ‹‰˘Ì (continuous group theory) ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ [18]

¸ÙÈ Á ÛıÎÎÔ„fi G ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Ù· Ù›ÛÛÂÒ· ·ÓÈ˛Ï·Ù· ÔÏ‹‰·Ú, ‰ÁÎ·‰fi, ÍÎÂÈÛÙ¸ÙÁÙ· (ÙÔ

·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ Ò‹ÓÁÚ ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÁÚ ÛıÎÎÔ„fiÚ ÂflÌ·È ÍÈ ·ıÙ¸ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÁÚ

ÛıÎÎÔ„fiÚ), ˝·ÒÓÁ Ôı‰›ÙÂÒÔı ÛÙÔÈ˜ÂflÔı (ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÁÚ ÛıÎÎÔ„fiÚ ÙÔ ÔÔflÔ

·ˆfiÌÂÈ ¸Î· Ù· ı¸ÎÔÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl· ·ÏÂÙ‹‚ÎÁÙ· ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ Ò‹ÓÁ), ˝·ÒÓÁ ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı

ÛÙÔÈ˜ÂflÔı („È· Í‹ËÂ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÁÚ ÛıÎÎÔ„fiÚ ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· ‹ÎÎÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÁÚ ÛıÎÎÔ„fiÚ, Á

Ò‹ÓÁ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ›˜ÂÈ Û·Ì ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÔ Ôı‰›ÙÂÒÔ), Í·È ÒÔÛÂÙ·ÈÒÈÛÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú�
�· � ‚� � „ � · � �‚ � „�

�
1. ≈ÈÎ›ÔÌ, ÔÈ ÛıÌË›ÛÂÈÚ „È· ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ‘1�◊� Y � Í·È

‘2�◊� Y � „È· ÙÁÌ ÔÏ‹‰· ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ai ÛÙÁÌ (4.10) ÂflÌ·È ÛıÌÂ˜fiÚ. ≈flÌ·È ÂflÛÁÚ „Ì˘ÛÙ¸

[18] ¸ÙÈ Ù· ai ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙÁÛÈ·Í‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ·. ºÏ˘Ú, ‰ÂÌ ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ Â‹Ì Ù· ai ÛÙÁÌ

(4.10) ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ‹, ‰ÁÎ·‰fi, ·Ì ÏÔÒÂfl Ì· ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ Û˝ÌÔÎ· ÙÈÏ˛Ì

ai, a�i, Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ Á (4.10) Ì· ‰flÌÂÈ ÙÁÌ fl‰È· ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ �◊� Y � � �◊�� Y ��. √È' ·ıÙ¸Ì

ÙÔ Î¸„Ô ‰ÂÌ ÂflÌ·È Â˝ÍÔÎÔ Ì· Â·ÎÁËÂıÙÂfl Â‹Ì Á G ÂflÌ·È Ïfl· ÔÏ‹‰· Lie Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ

Û˝„˜ÒÔÌÔ ÔÒÈÛÏ¸, ·ˆÔ˝, ÛÙÔ Û˝„˜ÒÔÌÔ ÔÒÈÛÏ¸, ÛıÌ Ù˘Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È

·¸ ÙÁÌ ÍÎ·ÛÈÍfi ÛıÌÂ˜fiÚ ÔÏ‹‰·, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ÍÎ·ÛÈÍ¸ ÔÒÈÛÏ¸ [10], [18], Ò›ÂÈ Ì·

ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È Í·È ÏÂÒÈÍ›Ú ÙÔÔÎÔ„ÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ. œÈ ÙÂÎÂıÙ·flÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝Ì

Ì· Â·ÎÁËÂıÙÔ˝Ì Â˝ÍÔÎ· ÂÍÙ¸Ú ·Ì ÂflÏ·ÛÙÂ Ûfl„ÔıÒÔÈ ¸ÙÈ ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÔÏ‹‰·Ú ai ÂflÌ·È

ÏÔÌ·‰ÈÍ›Ú. –·Ò·Í‹Ù˘ Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Á G ÂflÌ·È ·ıÛÙÁÒ‹ Ïfl· ÔÏ‹‰· Lie Í·È ¸ÙÈ Ù·

ai ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ‹.

’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á G ÂflÌ·È ¸ÌÙ˘Ú Ïfl· ÔÏ‹‰· Lie Í·È ¸ÙÈ �a1� � � � � a8� ÂflÌ·È Ïfl·

·Ì··Ò‹ÛÙ·ÛÁ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì ÙÁÚ ÔÏ‹‰·Ú G. ‘Ô Ôı‰›ÙÂÒÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÁÚ ÔÏ‹‰·Ú ÂflÌ·È

ÒÔˆ·Ì˛Ú ÙÔ e � �1� 0� 0� 0� 1� 0� 0� 0�. ‘¸ÙÂ ÔÈ ÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÁÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú Lie Û˜ÂÙÈÍÔfl ÏÂ ÙÁÌ

ÔÏ‹‰· G ‰fl‰ÔÌÙ·È ·¸ :

1ºÔı ÙÔ ``�'' ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÈ ÙÁÌ Ò‹ÓÁ.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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Xj �
�T1

�aj

					
g�e

�

�X
�

�T2

�aj

					
g�e

�

�Y
(4.17)

¸Ôı g ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Ì· ·Ì··Ò·ÛÙfiÛÂÈ ›Ì· Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ G. ¡¸ ÙÁ (4.10) ·flÒÌÔıÏÂ

‹ÏÂÛ· :

X1 � X
�

�X

X2 � Y
�

�X

X3 �
�

�X

X4 � X
�

�Y

X5 � Y
�

�Y

X6 �
�

�Y

X7 � �X2 �

�X
�XY

�

�Y

X8 � �XY
�

�X
� Y 2 �

�Y

(4.18)

¡Ú ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍ˛Ì Â‰fl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ˆÔÒfiÛÈÏÔ Û˝ÌÔÎÔ

�◊� Y � ¸˘Ú ‰fl‰ÂÙ·È ·¸ ÙÁ (4.18). ÃÔÒÂfl Â˝ÍÔÎ· Ì· Â·ÎÁËÂıÙÂfl ¸ÙÈ Í·Ì›Ì· ·¸ Ù·

Xj ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÍˆÒ·ÛÙÂfl Û·Ì ›Ì·Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸Ú Ù˘Ì ‹ÎÎ˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi Ù·

Xj : j � 1� � � � � 8 ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍ‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ·. ≈ÈÎ›ÔÌ, „È· ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ i, j



Xi� Xj

� �
� XiXj �XjXi �

X
k

ckijXk (4.19)

¸Ôı Ù· ckij ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ›Ú. ¡¸ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ‰˝Ô È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı fXig ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ, Î¸„˘

ÙÔı ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı ÙÔı ‰ÂıÙ›ÒÔı ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ÙÔı Lie ([49], [62], [10], [18]),

¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÏÔÌ·‰ÈÍfi ÔÏ‹‰· Lie ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ Ù‹ÓÂ˘Ú ÔÍÙ˛, ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ÙÔ fXig
·ÔÙÂÎÂfl ÙÁÌ ‹Î„Â‚Ò· Lie. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Á G ÂflÌ·È ÔÏ‹‰·.

¡¸ Ù· [53], [49], [62] ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰ÁÏÈÔıÒ„fiÛÔıÏÂ ÙÈÚ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÂÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ

ÏÈ·Ú ÔÏ‹‰·Ú Lie ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÏÂ Ù· Îi Ì· ÂflÌ·È ÔÈ Í·ÌÔÌÈÍ›Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ‰ÂıÙ›Ò·Ú

ˆ˝ÛÂ˘Ú ˘Ú ÂÓfiÚ :

X � � exp�Î8◊8� exp�Î7◊7� 	 	 	exp�Î1◊1�X

Y � � exp�Î8◊8� exp�Î7◊7� 	 	 	exp�Î1◊1�Y
(4.20)

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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¡Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ÛÙÔ [83], ¸ÙÈ Á (4.20) ÈÛÔ‰ıÌ·ÏÂfl ÏÂ :

X � �
a1X � a2Y � a3

a7X � a8Y � 1

Y � �
a4X � a5Y � a6

a7X � a8Y � 1

(4.21)

¸Ôı,

a1 � eÎ1Î

a2 � Î2Î

a3 � �Î3e
Î1 � Î6Î2�Î

a4 � eÎ1Î4e
Î5Î

a5 � eÎ5�1 � Î2Î4�Î

a6 �
h
Î6e

Î5 � Î4e
Î5�Î3e

Î1 � Î6Î2�
i

Î

a7 � ��Î7e
Î1 � Î8e

Î1Î4e
Î5�Î

a8 � �
h
Î7Î2 � eÎ5Î8�1 � Î2Î4�

i
Î

Î �
h
1� Î7�Î3e

Î1 � Î6Î2�� Î6e
Î5Î8 � Î4e

Î5Î8�Î3e
Î1 � Î6Î2�

i�1

(4.22)

”ı„ÍÒflÌÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ (4.10) Í·È (4.21) ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ÛıÎÎÔ„fi G ÂflÌ·È ¸ÌÙ˘Ú Ïfl·

ÔÏ‹‰· ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ Lie, Í·È Âˆ¸ÛÔÌ Ù· Îi ÂflÌ·È Í·ÌÔÌÈÍ›Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ, ·ıÙ‹

ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ‹, Ô¸ÙÂ, ·¸ ÙÁÌ (4.22) ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ Ù· a1� � � � � a8 ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ ÏÔÌ·‰ÈÍ‹.

∏ÛÙ˘ f Ïfl· ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ ÛÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ �X� Y � (ÛÙÁÌ

ÂÒflÙ˘Ûfi Ï·Ú, Á f ÂflÌ·È ÔÈ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ˆ˘ÙÂÈÌ¸ÙÁÙ·Ú Ù˘Ì ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì), Ù¸ÙÂ ·¸ ÙÁ

ËÂ˘Òfl· Lie [49], [62], [10], [18], [56], [53] ›˜ÔıÏÂ :

ƒf �
8X

i�1

‚iXif (4.23)

¸Ôı,

‚i � ai � ei

ei � Á i� ÛıÌÈÛÙ˛Û· ÙÁÚ ÔÏ‹‰·Ú ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÙÔı Ôı‰›ÙÂÒÔı ÛÙÔÈ˜ÂflÔı

ƒf � f�X �� Y ��� f�X� Y � � Á ‰È·ˆÔÒ‹ Ù˘Ì ÂÈÍ¸Ì˘Ì

(« ÂÓı·ÍÔı¸ÏÂÌÁ ı¸ËÂÛÁ Â‰˛ ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÔÈ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ˆ˘ÙÂÈÌ¸ÙÁÙ·Ú Ù˘Ì ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì,

ÛÙÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÔ fl‰ÈÔ ˆıÛÈÍ¸ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ, ÂflÌ·È fl‰ÈÂÚ.) –ÒÔˆ·Ì˛Ú :

a1 � ‚1 � 1

a5 � ‚5 � 1

ai � ‚i � i � 2� 3� 4� 6� 7� 8�

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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« ÂÓflÛ˘ÛÁ (4.23) ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È „È· ÙÔÌ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì ‚i, Ô¸ÙÂ Í·È „È· Ù˘Ì

ai. ƒÈ·Î›„ÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÔÍÙ˛ fi ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ÛÁÏÂfl· �X� Y �, ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ

ÛÁÏÂflÔ Ù· ƒf Í·È Xi, i � 1� � � � � 8 Í·È ·ÌÙÈÍ·ËÈÛÙÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ (4.23) „È· Ì· ‹ÒÔıÏÂ

ÔÍÙ˛ fi ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛÙ· ÔÍÙ˛ ‹„Ì˘ÛÙ· ‚i. ÃÂÙ‹

ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ ÏÂ ÂÎ‹˜ÈÛÙ· ÙÂÙÒ‹„˘Ì·.

”ÙÁ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ ·' ÂıËÂfl·Ú ·¸ ÙÁ (4.21) Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ

Ù· ai.  ‹ÌÔÌÙ·Ú ÙÈÚ Ò‹ÓÂÈÚ, ·¸ ÙÁ (4.21) ÒÔÍ˝ÙÂÈ :

a1X � a2Y � a3 � a7XX �� a8Y X
� � X �

a4X � a5Y � a6 � a7XY � � a8Y Y
� � Y �

�
(4.24)

‘· �X� Y � Í·È �X �� Y �� Ï·Ú ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ‹. ‘Ô (4.24) ÂflÌ·È ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ

ÔÍÙ˛ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ. ◊ÒÂÈ‹ÊÔÌÙ·È ÎÔÈ¸Ì ÔÍÙ˛ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ „È· Ì· ‚ÒÂËÂfl Á ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ

ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, ‰ÁÎ·‰fi Ù›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl·. ≈ÏÂflÚ ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ ÔÍÙ˛ ÛÁÏÂfl· Pi, Ù˘Ì

ÔÔfl˘Ì Ó›ÒÔıÏÂ ÙÈÚ 2-ƒ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ Í·È ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· t1 : Pi�Xi� Yi� Í·È ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· t2 :

P �i �X
�

i� Y
�

i �, Ô¸ÙÂ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ‰ÂÍ·›ÓÈ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì „È· ÔÍÙ˛ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ, ÙÔı

ÔÔflÔı ÙÁ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ �a1� � � � � a8� ÙÁÌ ·flÒÌÔıÏÂ Ï›Û˘ Singular Value Decomposition

(SVD).

4.4 ’ÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ

”ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ· (4.3) ‰ÂflÓ·ÏÂ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ ËÂ˘Òfl· Lie (Lie group

theory), ˘Ú, ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ‰˝Ô ÒÔÔÙÈÍ˛Ì ¸¯Â˘Ì ÛÙÈÚ ˜ÒÔÌÈÍ›Ú ÛÙÈ„Ï›Ú t1 Í·È t2, ÔÈ ÔÍÙ˛

Í·Ë·Ò›Ú ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ a1� � � � � a8 ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ›Ú Í·È ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÍÙÈÏÁËÔ˝Ì Î˝ÌÔÌÙ·Ú ›Ì·

Û˝ÛÙÁÏ· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì. ¡ˆÔ˝, ÎÔÈ¸Ì, ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛ·ÏÂ ÙÈÚ Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ

Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÛÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi ˛Ú ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·È ÔÈ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÍflÌÁÛÁÚ.

≈ˆ¸ÛÔÌ ÏÈÎ‹ÏÂ „È· ›Ì· ÛÙÂÒÂ¸ ÂflÂ‰Ô ÍÔÏÏ‹ÙÈ (rigid planar patch) ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹-

ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ, Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ Ù· „Â„ÔÌ¸Ù· ¸ÙÈ ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ·ÏÂÙ‹‚ÎÁÙÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ

Û˜fiÏ· Í·È ÙÁ Ï‹Ê· ÙÔı Í·È ¸ÙÈ ·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÙÂfl ÛÂ ‰˝Ô ÈË·Ì›Ú Í·ÙÂı-

Ë˝ÌÛÂÈÚ, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· Í¸¯ÂÈ ›Ì·Ì Í˝ÍÎÔ ÛÂ ›Ì· ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú, „È· Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ

ÎfiËÔÚ Ù˘Ì ÈË·Ì˛Ì Î˝ÛÂ˘Ì „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ ÔÙ› ‰ÂÌ ÓÂÂÒÌ‹ ÙÈÚ ‰˝Ô. »·

‚ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ ÂÍÙ¸Ú ÂÌ¸Ú ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ

ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú. ‘Ô ÎfiËÔÚ Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÁÌ ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular values

ÙÔı ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í· (4.25), Ô ÔÔflÔÚ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÙÈÚ ÔÍÙ˛ Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ

ai :

A �

�
���
a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 1

�
��� (4.25)

« SVD (Singular Value Decomposition) ÙÔı ¡ ‰fl‰ÂÙ·È ·¸ :
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A � U

�
���

Î1

Î2

Î3

�
���V T � UÀV T (4.26)

¸Ôı Ù· Îi ÂflÌ·È Ù· singular values ÙÔı ¡, Í·È ÔÈ U , V ÂflÌ·È 3� 3 ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍÔfl flÌ·ÍÂÚ.

∏ÛÙ˘

k � n2
3 � �1� n2

3� cos Ë � cƒz (4.27)

Ù¸ÙÂ Á (4.25), ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÈÚ (4.16), (4.15) Í·È (4.27), „flÌÂÙ·È :

A � k�1


���
���R�

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���
h
a b c

i
����
��� � (4.28)

kA � R�

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���
h
a b c

i
(4.29)

¡¸ ÙÈÚ (4.8) Í·È (4.14) ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ :

�
���
x�

y�

z�

�
��� � R

�
���
x

y

z

�
����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���h a b c

i����
x

y

z

�
����

�
���
x�

y�

z�

�
��� �


���
���R�

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���h a b c

i
����
���

�
���
x

y

z

�
��� �4�29�
�

�
���
x�

y�

z�

�
��� � kA

�
���
x

y

z

�
��� (4.30)

ÃÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÊÔÌÙ·Ú ÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì ÏÂ ÙÔÌ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸ flÌ·Í· V

ÙÁÚ (4.26), ¸˘Ú ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 4.2, ¸Ôı ÙÔ �xn� yn� zn�, ÂflÌ·È ÙÔ Ì›Ô Û˝ÛÙÁÏ·

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì ÏÂÙ‹ ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸, ›˜ÔıÏÂ :

�
���
x

y

z

�
��� � V

�
���
xn

yn

zn

�
��� (4.31)

Í·È

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì



4.4. ’ÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ 37

�
���
x�

y�

z�

�
��� � V

�
���
x�n

y�n

z�n

�
��� (4.32)

¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ (4.31) Í·È (4.32) ÛÙÁÌ (4.30), ›˜ÔıÏÂ :

V

�
���
x�n

y�n

z�n

�
��� � kAV

�
���
xn

yn

zn

�
��� (4.33)

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ≈ıÍÎÂfl‰ÂÈÂÚ Ì¸ÒÏÂÚ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Í·È Ù˘Ì ‰˝Ô ÏÂÎ˛Ì ÙÁÚ (4.33),

Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ :

h
x�n y�n z�n

i
V TV

�
���
x�n

y�n

z�n

�
��� � k2

h
xn yn zn

i
V TATAV

�
���
xn

yn

zn

�
��� (4.34)

≈ˆ¸ÛÔÌ Ô flÌ·Í·Ú V ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙfiÛÔıÏÂ ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ

V V ‘ ÛÙÔ Ò˛ÙÔ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ (4.34) ÏÂ ÙÔÌ ÏÔÌ·‰È·flÔ flÌ·Í· …. ¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙÔ˝ÏÂ ÂflÛÁÚ ÙÁÌ

(4.26) ÛÙÁÌ (4.34) Í·È ›˜ÔıÏÂ :

x
�2
n � y

�2
n � z

�2
n � k2

h
xn yn zn

i
V TV ÀUTUÀV TV

�
���
xn

yn

zn

�
��� (4.35)

œ flÌ·Í·Ú U ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú, Ô¸ÙÂ UTU � …, Í·È Á (4.35) „flÌÂÙ·È :

x
�2
n � y

�2
n � z

�2
n � k2

�
Î2

1x
2
n � Î2

2y
2
n � Î2

3z
2
n

�
(4.36)

Á ÔÔfl· ·ÔÙÂÎÂfl ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ-ÍÎÂÈ‰fl Ôı Ë· Ï·Ú Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ·Ú, ¸˘Ú Ë· ‰Ô˝ÏÂ ·Ò·Í‹Ù˘.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍË›ÛÔıÏÂ ÙÒfl· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÁ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· Í·È

ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ, ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì Ù˘Ì Í·Ë·Ò˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì, Í·È

Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÏ˛Ì ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ·ÌÙÈÍÂÈÏ›Ì˘Ì (3-D object space)

„È· ÙÈÚ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì singular values ÙÔı flÌ·Í· ¡. « ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ ÙÔıÚ

ÂflÌ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ›Ú „È· ÙÁÌ Í·Ù·Ì¸ÁÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ Í·È ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÁ ‚·ÛÈÍfi

‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· ([85]). –·Ò·Ë›ÙÔÌÙ·È ÛÙÔ –·Ò‹ÒÙÁÏ· (‚Î.  Âˆ‹Î·ÈÔ B).
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”˜fiÏ· 4.2: ‘Ô Ì›Ô Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì �xn� yn� zn�, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÊÔ-
ÌÙ·Ú ÙÔ ·ÎÈ¸ �x� y� z� ÏÂ ÙÔÌ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸ flÌ·Í· V .

»Â˛ÒÁÏ· 1

¡Ì Á ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular values ÙÔı flÌ·Í· ¡ ÂflÌ·È ‰˝Ô, .˜. Î1 � Î2 �� Î3,

Ù¸ÙÂ Á Î˝ÛÁ „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú (ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú) ÂflÌ·È

ÏÔÌ·‰ÈÍfi, ÂÍÙ¸Ú ÂÌ¸Ú ÍÔÈÌÔ˝ ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È

„Â˘ÏÂÙÒfl·Ú, Í·È

R � Î�1
1 A�

�
Î3

Î1
� s

�
U3V

T
3 �

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1

�
Î3

Î1
� s

�
U3 Í·È

�
���
a

b

c

�
��� � wV3

¸Ôı

s � det�U�det�V ��

w ›Ì·Ú ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ÍÎflÏ·Í·Ú�

a� b Í·È c ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÙÁÚ �4�8� �ÂÓflÛ˘ÛÁ ÂÈ›‰Ôı ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1��

U3 Í·È V3 ÔÈ ÙÒflÙÂÚ ÛÙfiÎÂÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì U Í·È V ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

(4.37)

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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≈ÈÎ›ÔÌ, Ïfl· ·Ì·„Í·fl· Í·È Â·ÒÍfiÚ ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Á ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular

values ÙÔı flÌ·Í· ¡ Ì· ÂflÌ·È ‰˝Ô, ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· Ò·„Ï·ÙÔÔÈÁËÂfl

ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ „˝Ò˘ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì Í·È ÏÂÙ‹ ÏÂÙ·ˆ›ÒÔÌÙ‹Ú

ÙÔ ‰È·ÏfiÍ˘Ú ÙÔı Í‹ËÂÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÂflÂ‰ÁÚ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú (Õ).

»Â˛ÒÁÏ· 2

¡Ì Ù· singular values ÙÔıA ÂflÌ·È ¸Î· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹, .˜. Î1 � Î2 � Î3, Ù¸ÙÂ ı‹Ò˜ÔıÌ

·ÍÒÈ‚˛Ú ‰˝Ô Î˝ÛÂÈÚ „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Í·È ÍflÌÁÛÁÚ, ÂÍÙ¸Ú ÂÌ¸Ú ·Ò‹„ÔÌÙ·

ÍÎflÏ·Í·Ú „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú, Í·È

R � U

�
���

· 0 ‚

0 1 0

�s‚ 0 s·

�
���V T

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1

�
�‚U1 �

�
Î3

Î2
� s·

�
U3

�

�
���
a

b

c

�
��� � w



‰V1 � V3

�

¸Ôı

‰ � 

�

Î2
1 � Î2

2

Î2
2 � Î2

3

� 1
2

· �
Î1 � sÎ3‰2

Î2�1 � ‰2�

‚ � 

p

1� ·2

s � det�U�det�V �

”Â Í‹ËÂ Ïfl· ·¸ ÙÈÚ ‰˝Ô Î˝ÛÂÈÚ, sgn�‚� � �sgn�‰�.
≈ÈÎ›ÔÌ, Ïfl· ·Ì·„Í·fl· Í·È Â·ÒÍfiÚ ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Ô flÌ·Í·Ú ¡ Ì· ›˜ÂÈ ‰È·ˆÔÒÂ-

ÙÈÍ‹ singular values, ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· Ò·„Ï·ÙÔÔÈÁËÂfl ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ÙÔ

·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ „˝Ò˘ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì Í·È ÏÂÙ‹ ÏÂÙ·ˆ›ÒÔÌÙ‹Ú ÙÔ ‰È·ÏfiÍ˘Ú Ïfl·Ú

Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfiÚ ÙÔı Í‹ËÂÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÂflÂ‰ÁÚ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú (Õ) ÙÁ

˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2.

»Â˛ÒÁÏ· 3

« ÈÍ·Ìfi Í·È ·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Á ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular values ÙÔı

flÌ·Í· ¡ Ì· ÂflÌ·È ÙÒfl·, ‰ÁÎ·‰fi Î1 � Î2 � Î3, ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È Ï¸ÌÔ ·¸
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Ïfl· ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ›Ì·Ì ‹ÓÔÌ·, Ôı ÂÒÌ‹ÂÈ ·' ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì. ƒÁÎ·‰fi ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú �ƒx�ƒy�ƒz� ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì. ¡Í¸Ï·, Ô flÌ·Í·Ú ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ÂflÌ·È

ÏÔÌ·‰ÈÍ¸Ú Í·È R � Î�1
1 A. « ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÔÔı‰fiÔÙÂ.

4.5 ¬·ÛÈÍ‹ ÛıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù·

”ÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ ·Ì·ˆÂÒËfiÍ·ÏÂ „ÂÌÈÍ‹ ÛÙÈÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÍflÌÁÛÁÚ Ôı ‰È›ÔıÌ ›Ì· ·ÌÙÈ-

ÍÂflÏÂÌÔ ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ. –ÂÒÈÔÒÈÛÙfiÍ·ÏÂ ÛÂ ÛÙÂÒÂ‹ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ· Ôı ÂflÌ·È ÂflÂ‰· Í·È

ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛ·ÏÂ ÙÈÚ ÔÍÙ˛ Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ Ôı ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔıÌ ÙÁÌ ÍflÌÁÛfi ÙÔıÚ.

¡¸ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ıÔÎÔ„flÛ·ÏÂ ÙÂÎÈÍ‹ ÙÈÚ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ

ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô, Ôı ˆ·ÌÂÒ˛ÌÂÈ ÙÔÌ ÒÔÛ·-

Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÒfl· ‚·ÛÈÍ‹ ËÂ˘ÒfiÏ·Ù·, ÔÈ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì

ÔÔfl˘Ì ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ‚ÒÂËÔ˝Ì ÛÙÔ –·Ò‹ÒÙÁÏ·,  Âˆ‹Î·ÈÔ B. ”ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi Ë·

Í·Ù·ÎfiÓÔıÏÂ ÛÂ Í‹ÔÈ· ÛıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù· Í·È Ë· ÂÒÈ„Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ÏÂ ÙÔÌ ÔÔflÔ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ÛÙÁÌ Ò‹ÓÁ.

–Ò˛Ù· ·' ¸Î· Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˛ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Õ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô,

‰ÁÎ·‰fi Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Ôı

·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ, ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÏÂÌ, ·ÎÎ‹ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ›Ì·Ì ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú ‰Â, Ôı

‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÏÂ. ‘Ô fl‰ÈÔ ÛıÏ‚·flÌÂÈ Í·È ÏÂ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ‘.

”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı Õ ·ıÙ¸ ‰ÂÌ Ï·Ú ÂÈÒ‹ÊÂÈ, Í·Ë¸ÙÈ Ô ‹„Ì˘ÛÙÔÚ ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ÍÎflÏ·Í·Ú

ÂÁÒÂ‹ÊÂÈ Ï¸ÌÔ ÙÔ Ï›ÙÒÔ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Í·È ¸˜È ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛfi ÙÔı. ºÙ·Ì ÏÈÎ‹ÏÂ „È·

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ ·ÔÍÎÂÈÛÙÈÍ‹ Ï¸ÌÔ Á Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ.

√È· Î¸„ÔıÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú ÏÂÙ·ÙÒ›ÔıÏÂ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Õ ÛÂ ÏÔÌ·‰È·flÔ (jjÕjj � 1) Í·È ›ÙÛÈ ‰ÂÌ

ÂÓ·ÒÙ¸Ï·ÛÙÂ Î›ÔÌ ·¸ ÙÔÌ ‹„Ì˘ÛÙÔ ·Ò‹„ÔÌÙ·, ÂÌ˛ Á Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ

·Ò·Ï›ÌÂÈ ·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÁ. ƒÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ô˝ÏÂ ¸Ï˘Ú ÙÔ fl‰ÈÔ Í·È „È· ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ

ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ‘. ÃÁ ›˜ÔÌÙ·Ú, ÎÔÈ¸Ì, ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ fi Ì· ··ÎÂfl¯ÔıÏÂ ÏÂ

Í‹ÔÈÔÌ ÙÒ¸Ô ÙÔÌ ‹„Ì˘ÛÙÔ ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú, ÂflÏ·ÛÙÂ ·Ì·„Í·ÛÏ›ÌÔÈ Ì· ÂÒÈÔÒÈ-

ÛÙÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÙÔı ‘ Í·Ë˛Ú Í·È ÛÙÈÚ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ ÙÔı, Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÈÚ

ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ë›ÙÔÌÙ·Úw � 1 (¸Ôıw Ô ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ÍÎflÏ·Í·Ú). ¡ıÙ¸ ‰ÂÌ ÂÁÒÂ‹ÊÂÈ ÛÂ Í·Ïfl·

ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÛÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Í·È ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ò¸‚ÎÂ¯ÁÚ

Ôı Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÛÙÔ Â¸ÏÂÌÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ, ‰È¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì

Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· ÒÔÍ˝ÙÔıÌ Í·ÙÂıËÂfl·Ì ·¸ ÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÏÂ

‚‹ÛÁ ÙÈÚ ÔÍÙ˛ Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ, ¸˘Ú ˆ·flÌÂÙ·È Í·È ÛÙÁÌ (4.10), Ò‹„Ï·Ù· Ôı Ï·Ú

ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ‹. ‘›ÎÔÚ, ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Õ, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ·ˆÔÒ‹ ÙÔÌ

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1. ≈ÏÂflÚ Ì·È ÏÂÌ Ë›ÎÔıÏÂ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·

·ıÙ¸, ·ÎÎ‹ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2, Í‹ÙÈ Ôı Î˝ÌÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ·Î‹ ÙÔ Õ

ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ R Ôı ‚ÒfiÍ·ÏÂ.

”ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· 1 (‚Î. Í·È B.1) Âfl‰·ÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÂflÌ·È

ÏÔÌ·‰ÈÍ›Ú (›Ò·Ì ÙÔı ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú) ·Ì Ù· singular values ÙÔı flÌ·Í· ¡, Ôı

ÂÒÈ›˜ÂÈ ÙÈÚ ÔÍÙ˛ Í·Ë·Ò›Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ, ›˜ÔıÌ ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· ‰˝Ô. ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ‰˝Ô

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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·¸ ·ıÙ‹ ÂflÌ·È flÛ· Í·È ÙÔ ÙÒflÙÔ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸. ≈flÌ·È Á Ï¸ÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÏÂ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ‘ (ÏÂÙ·ˆÔÒ‹), Õ (ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú) Í·È ÙÔÌ flÌ·Í·

R (ÂÒÈÛÙÒÔˆfi) ˜˘ÒflÚ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·. ƒÂÌ ÛıÏ‚·flÌÂÈ ¸Ï˘Ú ÙÔ fl‰ÈÔ Í·È ÏÂ Ù· ‰˝Ô ‹ÎÎ·

ËÂ˘ÒfiÏ·Ù·.

”ÙÔ ÙÒflÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· (‚Î. Í·È B.3), ¸Ôı Ù· singular values ÙÔı flÌ·Í· ¡ ÂflÌ·È ¸Î·

flÛ·, ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ›„ÍÂÈÙ·È ÛÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Õ. œ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ·Ò·Ï›ÌÂÈ

ËÂ˘ÒÁÙÈÍ‹ ‹„Ì˘ÛÙÔÚ, Í·Ë˛Ú, ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ, ÙÔ ÂflÂ‰Ô ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒflÛÍÂÙ·È

ÔÔı‰fiÔÙÂ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ. « ‰ıÛÍÔÎfl· ·ıÙfi Î˝ÌÂÙ·È ÂÌ Ï›ÒÂÈ Ò·ÍÙÈÍ‹. ≈ˆ¸ÛÔÌ ÂflÏ·ÛÙÂ

ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ R, Á ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÔı ÔÔflÔı ›˜ÂÈ

·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl, Í·È ·ˆÔ˝ Ó›ÒÔıÏÂ ÙÔÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ÒÔÁ„Ô˝-

ÏÂÌÔ Õ, ·ÒÍÂfl Ì· ÂÒÈÛÙÒ›¯ÔıÏÂ ÙÔ Õ ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· R. ‘Ô ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ Õ ÙÔ Ó›ÒÔıÏÂ

‹ÌÙÔÙÂ ·¸ ÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ·Ì·Î˝ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ ÛÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ. ºÙ·Ì

¸Ï˘Ú ÙÔ Ò¸Û˘Ô Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ ÓÂÍÈÌfiÛÂÈ Ï¸ÌÔ ÏÂ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi, ‰ÁÎ·‰fi ‰ÂÌ

ı‹Ò˜ÂÈ Í·Ë¸ÎÔı ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÛÙÈÚ ‰˝Ô Ò˛ÙÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú, Ù¸ÙÂ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ÛÔ‚·Ò¸.

√È· ÙÔ Î¸„Ô ·ıÙ¸, Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ, Ò›ÂÈ ·Ì·„Í·ÛÙÈÍ‹ Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÂÙ·È Í·È

Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÈÍ¸Ì· ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú.

–Ò¸‚ÎÁÏ·, ¸Ï˘Ú, ÛıÌ·ÌÙ‹ÏÂ Í·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ù· singular values ÙÔı flÌ·Í·

¡ ÂflÌ·È ¸Î· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ (ËÂ˛ÒÁÏ· 2, ‚Î. Í·È B.2). ≈ÍÂfl ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ „È· ÙÈÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÂflÌ·È ‰˝Ô Í·È Ë· Ò›ÂÈ Ì· ·Ôˆ·ÌËÔ˝ÏÂ ÔÈ· ·¸

ÙÈÚ ‰˝Ô ÂflÌ·È Á Û˘ÛÙfi. √È· Ì· ‹ÒÔıÏÂ ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ·¸ˆ·ÛÁ ÛÙÁÒÈÊ¸Ï·ÛÙÂ ÛÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ

¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ Ôı Í‹ÌÂÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ·¸ ÂÈÍ¸Ì· ÛÂ ÂÈÍ¸Ì· „ÂÌÈÍ‹ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÏÂ„‹ÎÁ Í‹ÙÈ

Ôı ›˜ÂÈ È‰È·flÙÂÒÁ ÛÁÏ·Ûfl· „È· ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi. œ flÌ·Í·Ú R, ¸˘Ú ÔÒflÛÙÁÍÂ ÛÙÁÌ

(4.15), ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÏÈÍÒfi ÂÒÈÛÙÒÔˆfi, ‰ÁÎ·‰fi Á „˘Ìfl· ÙÁÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ Ë ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹

ÏÈÍÒfi. ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Á ‰È·„˛ÌÈ¸Ú ÙÔı Ë· ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÂÒflÔı flÛ·

ÏÂ 1. À¸„˘ Ù˘Ì ‰˝Ô ÈË·Ì˛Ì Î˝ÛÂ˘Ì, ›˜ÔıÏÂ Í·È ‰˝Ô flÌ·ÍÂÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ. œ Í‹ËÂ

flÌ·Í·Ú ÔÒflÊÂÈ ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi Ôı ›˜ÂÈ ÂÍÙÂÎ›ÛÂÈ ÙÔ ÂflÂ‰Ô ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ

Ò¸Û˘Ô, ¸˘Ú ˆ·flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁ Ïfl· ÂÈÍ¸Ì· ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ. º˘Ú ÙÔÌflÊÔıÏÂ Í·È ÛÙÁÌ

·¸‰ÂÈÓÁ (‚Î. –·Ò‹ÒÙÁÏ· B.2) ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ÙÒ¸ÔÈ Ì· ÙÔÔËÂÙfiÛÔıÏÂ ÙÔ ÂflÂ‰Ô, ›ÙÛÈ

˛ÛÙÂ Á ÙÔÏfi ÙÔı ÏÂ ÙÔ ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú Ì· ·ÔÙÂÎÂfl ›Ì·Ì Í˝ÍÎÔ. ”ÙÔıÚ ‰˝Ô ·ıÙÔ˝Ú ÙÒ¸ÔıÚ

ÙÔÔË›ÙÁÛÁÚ ˆÙ‹ÌÔıÏÂ, ›Ò·Ì ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú, Í·È Ï›Û˘ Ù˘Ì ‰˝Ô ÈÌ‹Í˘Ì ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ

Ôı ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ. œ ›Ì·Ú Ï¸ÌÔ Ë· ÔÒflÊÂÈ ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi Ôı Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ, Á ÔÔfl·

Âfl·ÏÂ ¸ÙÈ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒfi. ≈ÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú, ÎÔÈ¸Ì, ÙÁ ‰È·„˛ÌÈÔ ÙÔı Í·ËÂÌ¸Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ·Ôˆ·ÌËÔ˝ÏÂ Í·È „È· ÙÁ Û˘ÛÙfi Î˝ÛÁ. « ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ¸Ï˘Ú ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È ÙÔ fl‰ÈÔ

ÏÈÍÒfi Í·È ÛÙÈÚ ‰˝Ô Î˝ÛÂÈÚ, Ë· ›˜ÂÈ ¸Ï˘Ú Ûfl„ÔıÒ· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfiÍ·ÙÂ˝ËıÌÛÁ. ”ı„ÍÒflÌÔÌÙ·Ú,

ÎÔÈ¸Ì, ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ R ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Í·Ù·ÎfiÓÔıÏÂ ÛÂ ·¸ˆ·ÛÁ. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

·ıÙfi ·Ôˆ·ÈÌ¸Ï·ÛÙÂ ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ÙÒflÙÁ ÛıÌÈÛÙ˛Û· ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Õ, Ôı ‚ÒflÛÍÔıÏÂ

ÛÂ Í‹ËÂ Î˝ÛÁ. « ÛıÌÈÛÙ˛Û· c ÙÔı N � �a� b� c� Ë· Ò›ÂÈ Ì· ›˜ÂÈ ·ÒÌÁÙÈÍ¸ Ò¸ÛÁÏÔ ÏÂ

‚‹ÛÁ ÙÁ „Â˘ÏÂÙÒfl· ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ 4.1, ‹Ò· ‰È·Î›„ÔıÏÂ ÂÍÂflÌÁ ÙÁ Î˝ÛÁ, „È· ÙÁÌ ÔÔfl·

c � 0. ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ‰˝Ô ·Ò·‹Ì˘ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ ÂflÏ·ÛÙÂ ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÙÂÎÈÍ‹ ÙÁ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ, Ôı Ë· Ï·Ú ‰˛ÛÂÈ ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì



 Âˆ‹Î·ÈÔ 5

–·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÁÏÂfl˘Ì

”ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ Ë· ·Ì·ˆÂÒËÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ·¸ ÂÈÍ¸Ì·

ÛÂ ÂÈÍ¸Ì·. ≈fl‰·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘ ( Âˆ. 3) ¸ÙÈ ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È ÔÍÙ˛ (8) ÛÁÏÂfl· Ôı

‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÙÈÚ ‹ÍÒÂÚ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı (Ï‹ÙÈ·, Ï˝ÙÁ Í·È ÛÙ¸Ï·). ‘·

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ·ıÙ‹ ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÔÒflÊÔıÌ ÙÔ Ò¸Û˘Ô, Ô¸ÙÂ ·Ò·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú Ù·

ÛÁÏÂfl· ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ Í·È Ù· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÔ Ò¸Û˘Ô. ∏Ì·

ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ ÎÂÔÌ›ÍÙÁÏ· ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔ˜˘ÒfiÛÔıÏÂ ‹ÏÂÛ· ÛÂ ‹ÎÎÂÚ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú Ôı

·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÔ Ò¸Û˘Ô, ¸˘Ú ÂflÌ·È Á ·Ì‹ÎıÛÁ-·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÙÁÚ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ, Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝-

ËÁÛÁ ÙÔı ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ Í·È Á ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÙÁÚ ÔÏÈÎfl·Ú. ≈flÛÁÚ Âfl·ÏÂ ¸ÙÈ Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ

„flÌÂÙ·È ÏÂ ‚‹ÛÁ Ïfl· Ò¸‚ÎÂ¯Á Í·È Ïfl· ‰È¸ÒË˘ÛÁ, Ôı Ë· ÂÓÁ„fiÛÔıÏÂ ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸.

5.1 ”ÁÏ·Ûfl· Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì

”ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· 3.1 ÙÔı  Âˆ·Î·flÔı 3 ·Ì·ˆÂÒËfiÍ·ÏÂ Û˝ÌÙÔÏ· ÛÙ· ÛÁÏÂfl· Ôı ÂÈÎ›˜ÙÁÍ·Ì

„È· ÙÔ ÛÍÔ¸ ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ. ≈ÈÛÁÏ‹Ì·ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú, ¸ÙÈ, ›ÙÛÈ ¸˘Ú ÙÔÔËÂÙfiËÁ-

Í·Ì Ù· ÛÁÏÂfl·, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÂ ›Ì· ÂflÂ‰Ô ÛÙÔÌ 3-ƒ

˜˛ÒÔ ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ÏÔÒ›ÛÔıÏÂ ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 4 Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÔıÏÂ ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ

ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú.

œ ıÔÎÔ„ÈÛÙfiÚ, Û·Ì ÏÁ˜‹ÌÁÏ· Ôı ÂflÌ·È, ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· ·ÌÙflÎÁ¯ÁÚ,

¸˘Ú ÙÁÌ ›˜ÔıÏÂ ÂÏÂflÚ ÔÈ ‹ÌËÒ˘ÔÈ. ≈flÌ·È Â˝ÍÔÎÔ „È· Í‹ÔÈÔÌ ‹ÌËÒ˘Ô, ‚Î›ÔÌÙ·Ú

›Ì· Ò¸Û˘Ô, Ì· ÓÂ˜˘ÒflÛÂÈ Ù· Ï‹ÙÈ·, ÙÁ Ï˝ÙÁ Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï· Í·È Ì· ·Ò·ÍÔÎÔıËfiÛÂÈ

‹Ì˘ ÛÙ· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ·ıÙ‹ Í‹ÔÈ· ÛÁÏÂfl·, È‰È·flÙÂÒ· Û·Ì ÍÈ ·ıÙ‹ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú

3.1, Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÙ· ‹ÍÒ· Ù˘Ì ÒÔ·Ì·ˆÂÒË›ÌÙ˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì Í·È ‰˝ÛÍÔÎ· Ù·

ÏÂÒ‰Â˝ÂÈ ÏÂ ‹ÎÎ·. √È· Ì· ·Ò·ÍÔÎÔıËfiÛÂÈ ¸Ï˘Ú Ô ıÔÎÔ„ÈÛÙfiÚ Ù· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹, Ò›ÂÈ

Ì· ÂflÌ·È ÈÍ·Ì¸Ú Ì· ÂÓ‹„ÂÈ Í‹ÔÈÂÚ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ ·¸ ÙÁ Ë›ÛÁ Í·È ÙÔ „˝Ò˘ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ ÙÔı

Í‹ËÂ ÛÁÏÂflÔı. « ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ù˘Ì ÎÁÒÔˆÔÒÈ˛Ì ·ıÙ˛Ì ·¸ ÂÈÍ¸Ì· ÛÂ ÂÈÍ¸Ì· ÙÔı ÂÈÙÒ›ÂÈ

Ì· ·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl Ù· ÛÁÏÂfl·. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÛÁÏÂfl· Ô ıÔÎÔ„ÈÛÙfiÚ

›˜ÂÈ ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· ·ıÙfi, ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÎÔÍ (block matching), ¸˘Ú Ë·

43
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ÂÒÈ„Ò‹¯ÔıÏÂ ·Ò·Í‹Ù˘. ¡ıÙ¸ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸ ‰È¸ÙÈ Ù· ÛÁÏÂfl· ıÔ‰ÁÎ˛ÌÔıÌ Í‹ÔÈ·

Ò¸Ùı· (patterns).

ÃÂ„‹ÎÔ Ò¸ÎÔ ¸Ï˘Ú ÛÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ·flÊÔıÌ Í·È Í‹ÔÈÔÈ ÛıÌ‰ı·ÛÏÔfl Ù˘Ì

ÛÁÏÂfl˘Ì. –·flÒÌÔÌÙ·Ú Ù· Ù›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl· Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙ· Ï‹ÙÈ· Í·È ÂÌ˛ÌÔÌÙ‹Ú Ù·

Û˜ÁÏ·ÙflÊÔıÏÂ ›Ì· ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ·. ºÏÔÈ·, ›Ì· ‹ÎÎÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· ÒÔÍ˝ÙÂÈ

·¸ ÙÁÌ ›Ì˘ÛÁ Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ, Í·È ›Ì· ÙÒflÙÔ ÂÌ˛ÌÔÌÙ·Ú Ù· ‰˝Ô ÛÁÏÂfl·

ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ. ¡Ì ÒÔÛ›ÓÔıÏÂ „ÂÌÈÍ‹ Ù· Ò¸Û˘· Ë· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ ‰È›ÔÌÙ·È ·¸ Í‹ÔÈ·

„Â˘ÏÂÙÒfl·. ”ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· 5.1 ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ù· ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù· Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ

ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ú ÂflÌ·È ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ, ‹Û˜ÂÙ· ÏÂ ÙÁ Ë›ÛÁ Í·È ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·-

ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ¬›‚·È·, Âˆ¸ÛÔÌ ÏÈÎ‹ÏÂ „È· ¯ÁˆÈ·Í›Ú ÂÈÍ¸ÌÂÚ Í·È ‹Ò· „È· ÙÔ

‰È·ÍÒÈÙ¸ ˜˛ÒÔ, Á ·Ò·ÎÎÁÎ¸ÙÁÙ· ÔÒflÊÂÙ·È ÏÂ ·ÍÒfl‚ÂÈ· ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì. ‘· ÂıË˝„Ò·ÏÏ·

ÙÏfiÏ·Ù· Û˜Â‰È‹ÊÔÌÙ·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ Midpoint Í·È Á ·Ò·ÎÎÁÎ¸ÙÁÙ‹

ÙÔıÚ ÏÔÒÂfl Ì· ``‰È·Ù·ÒÒ‹ÛÂÙ·È'' ÂÎ‹˜ÈÛÙ· ‹Ì˘ ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·. ∂ÎÎÔ ›Ì· ÍflÌÁÙÒÔ, ÎÔÈ¸Ì,

Ì· ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ Ù· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÛÁÏÂfl· ÂflÌ·È ¸ÙÈ Î¸„˘ ÙÁÚ ÒÔÔÙÈÍfiÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ, ÙÁÚ

ÏÔÒˆÔÎÔ„fl·Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÚ Ë›ÛÁÚ ÙÔı Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ· ‰È·ÙÁÒÂflÙ·È

Á ·Ò·ÎÎÁÎ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ÂıËÂÈ˛Ì Í·È ·ÎÎ‹ÊÔıÌ ·Î˛Ú Ù· ÏfiÍÁ Ù˘Ì ÂıËı„Ò‹ÏÏ˘Ì ÙÏÁÏ‹-

Ù˘Ì. »· ‰Ô˝ÏÂ ·Ò·Í‹Ù˘ ˘Ú ·ıÙ¸, ·ÎÎ‹ Í·È ÔÈ Î¸„ÔÈ Ù˘Ì ÂıËı„Ò‹ÏÏ˘Ì ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì, Ï·Ú

‚ÔÁË‹ÌÂ Ì· ÔÒflÛÔıÏÂ ·ÒÍÂÙ‹ ·ÎÔ˝Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú „È· Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ

ÙÁÌ ÂÈÙı˜fl· ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ. ¡ıÙ¸ ÒÔ˚ÔË›ÙÂÈ, ‚›‚·È·, ¸ÙÈ Í·È Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ò˜È-

ÍÔÔflÁÛÁ Ù· ÛÁÏÂfl· Ë· ÙÔÔËÂÙÔ˝ÌÙ·È Í·Ù‹ÎÎÁÎ·, ˛ÛÙÂ Ì· Û˜ÁÏ·ÙflÊÔıÌ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ

ÂıËÂflÂÚ, ÏÂ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ÙÁÚ ·Ò·ÎÎÁÎ¸ÙÁÙ·Ú Ôı ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”˜fiÏ· 5.1: ”ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ‚Î›ÔıÏÂ ˘Ú ‰È·ÙÁÒÂflÙ·È Á ·Ò·ÎÎÁÎ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì
ÂıËı„Ò‹ÏÏ˘Ì ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì Ôı ÔÒflÛÙÁÍ·Ì Í·Ù‹ ÙÁÌ ÒÔÔÙÈÍfi ÒÔ‚ÔÎfi, ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ· ·¸
ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ Í·È ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ



46  Âˆ‹Î·ÈÔ 5. –·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÁÏÂfl˘Ì

5.2 ¡ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÎÔÍ (block matching)

‘Ô ÏÎÔÍ (block) ÔÒflÊÂÙ·È ÏÂ Í›ÌÙÒÔ ›Ì· ÛÁÏÂflÔ, ·¸ ·ıÙ‹ Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ, Í·È

›Ì· ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ ·Ò‹ËıÒÔ, Á Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ ÙÔı ÔÔflÔı ·›˜ÂÈ ·¸ÛÙ·ÛÁ Ò ·¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ

·ıÙ¸. « ÎÂıÒ‹ ÙÔı ÏÎÔÍ ÂflÌ·È ‰ÁÎ·‰fi 2Ò � 1, ¸˘Ú ˆ·flÌÂÙ·È Í·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 5.2. ‘Ô

ÏÎÔÍ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ¸Î· Ù· ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl· ÂÌÙ¸Ú ÙÔı ·Ò·Ë˝ÒÔı. –ÂÈÒ·Ï·ÙÈÛÏÔfl ÏÂ

‰È‹ˆÔÒ· ÏÂ„›ËÁ ÏÎÔÍ ›‰ÂÈÓ·Ì ¸ÙÈ Í·Ù·ÎÎÁÎ¸ÙÂÒÔ ÏÎÔÍ ÂflÌ·È ·ıÙ¸ ÏÂ Ò � 4, ‰ÁÎ·‰fi

ÎÂıÒ‹ 9. ∏˜ÔÌÙ·Ú, ÎÔÈ¸Ì, ÔÒflÛÂÈ ÙÔ ÏÎÔÍ 9� 9 Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ, Ë· ÂÓÁ„fiÛÔıÏÂ

ÙÈ ÛÁÏ·flÌÂÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘Ûfi Ï·Ú ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÎÔÍ.

”˜fiÏ· 5.2: œ ÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÏÎÔÍ „È· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ ÛÁÏÂflÔ. ¡ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ¸Î· Ù·
ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl· Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÂÌÙ¸Ú ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍÔ˝ ·Ò·Ë˝ÒÔı ÎÂıÒ‹Ú 2Ò�1 ÏÂ Í›ÌÙÒÔ
ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÏÎÔÍ ‘ Í·È Ã. ‘Ô Ò˛ÙÔ ·ÔÙÂÎÂfl ÙÔ Ò¸ÙıÔ (Template) ÂÌ˛

ÙÔ ‰Â˝ÙÂÒÔ ÂflÌ·È ·ıÙ¸ Ôı ÒÔÛ·ËÔ˝ÏÂ Ì· Ù·ÈÒÈ‹ÓÔıÏÂ (Match). « ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ Ù˘Ì

‰˝Ô ·ıÙ˛Ì ÏÎÔÍ „flÌÂÙ·È ÏÂ ‚‹ÛÁ Ïfl· ÏÔÒˆfi ÛıÛ˜›ÙÈÛÁÚ (correlation). œ Ù˝ÔÚ ÙÁÚ

ÛıÛ˜›ÙÈÛÁÚ ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ :

cor �
covTMp

covTT 	 covMM
(5.1)

‘· covTM , covTT Í·È covMM ÔÒflÊÔıÌ ÛıÌ‰È·ÛÔÒ›Ú (covariances) Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ·ÌÙfl-

ÛÙÔÈ˜· Í·È Ù· ‰˝Ô ÏÎÔÍ, ÙÔ ÏÎÔÍ Ò¸ÙıÔ Í·È ÙÔ ÏÎÔÍ ÙÔı Ù·ÈÒÈ‹ÛÏ·ÙÔÚ :

covTM �
1

N � 1

N�1X
i�0

�
�T �i�� T ��M�i��M�

�
(5.2)

covTT �
1

N � 1

N�1X
i�0

��
T �i�� T

�2
�

(5.3)

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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covMM �
1

N � 1

N�1X
i�0

��
M�i��M

�2
�

(5.4)

¸Ôı T Í·È M ÔÈ Ï›ÛÂÚ ÙÈÏ›Ú Ù˘Ì ‰˝Ô ÏÎÔÍ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· :

T �
1

N

N�1X
i�0

T �i� (5.5)

M �
1

N

N�1X
i�0

M�i� (5.6)

Í·È Õ ÂflÌ·È ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÔı Í‹ËÂ ÏÎÔÍ. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘Ûfi Ï·Ú, „È·

ÏÎÔÍ 9�9, Õ � 81. « ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ·ıÙfi (5.1), ¸˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·ÈÛÙ˛ÛÔıÏÂ ÍÈ ·¸ ÙÔıÚ

Ù˝ÔıÚ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ôı ÙÁÌ ·ÔÙÂÎÔ˝Ì (5.2), (5.3), (5.4), ÂflÌ·È Í·ÌÔÌÈÍÔÔÈÁÏ›ÌÁ

Í·È ‰flÌÂÈ ÙÈÏ›Ú ·¸ �1 Ï›˜ÒÈ �1. « ˆıÛÈÍfi ÛÁÏ·Ûfl· Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ·ıÙ˛Ì ÂflÌ·È ¸ÙÈ Ù· ‰˝Ô

ÏÎÔÍ ÂflÌ·È ÂÌÙÂÎ˛Ú ·ÌÙflËÂÙ· (�1), ‰ÂÌ ›˜ÔıÌ Í·Ïfl· ·ÔÎ˝Ù˘Ú Û˜›ÛÁ (0), Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È

(�1).

ºÎ· Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÛÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ›˜ÔıÏÂ ›Ì· ÏÎÔÍ ˘Ú Ò¸ÙıÔ Í·È

›Ì· „È· Ì· Ù·ÈÒÈ‹ÓÔıÏÂ. –ÂÈÒ‹Ï·Ù· ›‰ÂÈÓ·Ì ¸ÙÈ Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ›Ì·

›Ì· Ù· ÏÎÔÍ ‰ÂÌ ›˜ÂÈ Í·Î‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·. √flÌÂÙ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ ›Ì· ÏÎÔÍ ·¸ Ï¸ÌÔ ÙÔı

ÂflÌ·È ÔÎ˝ ·‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ÛıÏ‚·flÌÔıÌ Î‹ËÁ, Ôı ‰˝ÛÍÔÎ· ‰ÈÔÒË˛ÌÔÌÙ·È.

≈ÈÎ›Ó·ÏÂ Ì· ÛıÌ‰ı‹ÛÔıÏÂ Ù· ÏÎÔÍ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÔ fl‰ÈÔ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ¸

„È· Ì· ·ÔÍÙfiÛÔıÌ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÁ ÈÛ˜˝, Ò‹„Ï· Ôı ÂÈ‚Â‚·È˛ËÁÍÂ ÛÙÁÌ Ò‹ÓÁ. « ›Ì˘ÛÁ,

ÎÔÈ¸Ì, Ù˘Ì ÏÎÔÍ Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ Ù· Ù›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl· Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì ‰flÌÂÈ ›Ì·Ì Ù›ÙÔÈÔ

ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸. ºÏÔÈ·, ›Ì·Ú ‰Â˝ÙÂÒÔÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÂÌ˛ÌÔÌÙ·Ú Ù· ÏÎÔÍ Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì

ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ Í·È ›Ì·Ú ÙÒflÙÔÚ ÂÌ˛ÌÔÌÙ·Ú Ù· ÏÎÔÍ Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ. «

ˆıÛÈÍfi ÛÁÏ·Ûfl· Ù˘Ì ÛıÌ‰ı·ÛÏ˛Ì ·ıÙ˛Ì ˆ·flÌÂÙ·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 5.3, ¸Ôı ‚Î›ÔıÏÂ ÛÂ

›Ì· ÛıÌËÂÙÈÍ¸ ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Ï·ÙÈ˛Ì ÙÈ „flÌÂÙ·È Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÏÎÔÍ. ‘·

ÏÎÔÍ-Ò¸Ùı· Ôı Û˜ÁÏ·ÙflÊÔÌÙ·È „È· Ù· Ï‹ÙÈ· ·¸ Ï¸Ì· ÙÔıÚ ÂflÌ·È ·‰˝Ì·Ï·, ·ÎÎ‹ Á

ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ ›˜ÂÈ Û·Ì ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ›Ì· ÈÔ ‰ıÌ·Ù¸ Ò¸ÙıÔ. ‘Ô fl‰ÈÔ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ

Í·È „È· Ù· ÏÎÔÍ ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ Í·È ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ.

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÛıÌ‰ı·ÛÏÔ˝Ú ·¸ ÏÎÔÍ, ÂflÌ·È ˆıÛÈÍ¸ Ì· ÏÂÙ·‚ÎÁËÔ˝Ì Í·È ÔÈ

Ù˝ÔÈ Ôı ÔÒflÊÔıÌ ÙÁ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ. ºÙ·Ì Ù· ÏÎÔÍ Ôı Ë›ÎÔıÏÂ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ

ÂflÌ·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ·, ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Û·Ì ÙÔ Ò¸ÙıÔ ÙÁÌ ›Ì˘ÛÁ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÏÎÔÍ.

¡ıÙ¸ ÏÂÙ·ˆÒ‹ÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ÒÔÛ‹ËÂÈ· Ì· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜flÛÔıÏÂ ÙÔ Ò¸ÙıÔ, Ôı Û˜ÁÏ·ÙflÊÂÙ·È

ÂÌ˛ÌÔÌÙ·Ú Ù· ÏÎÔÍ, ÏÂ ›Ì· ·Ì‹ÎÔ„Ô Ù·flÒÈ·ÛÏ· ˆıÛÈÍ‹. « Û˜›ÛÁ (5.1) Ï›ÌÂÈ ˘Ú ›˜ÂÈ,

·ÎÎ‹ ÔÈ ı¸ÎÔÈÂÚ ÏÂÙ·ÙÒ›ÔÌÙ·È ÛÂ :

covTM �
1

k�N � 1�

k�N�1�X
i�0

�
�T ��i�� T

�
��M ��i��M

�
�
�

(5.7)
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”˜fiÏ· 5.3: ƒÈ·ÍÒflÌÔıÏÂ ˛Ú ·¸ Ù· Ï‹ÙÈ· (‹Ì˘) ÒÔÍ˝ÙÔıÌ Ù· 4 ÏÎÔÍ Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ-
˜Ô˝Ì ÛÙ· 4 ÛÁÏÂfl· Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È (Í›ÌÙÒÔ) Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Á ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ
·ıÙ˛Ì „È· Ì· Û˜ÁÏ·ÙflÛÔıÌ ÙÔ Ì›Ô Ò¸ÙıÔ (Í‹Ù˘) Ôı ÂflÌ·È ÈÔ ÈÛ˜ıÒ¸.

covTT �
1

k�N � 1�

k�N�1�X
i�0

��
T ��i�� T

�
�2
�

(5.8)

covMM �
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k�N�1�X
i�0
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(5.9)

¸Ôı

T
�

�
1

kN

k�N�1�X
i�0

T ��i� (5.10)

M
�

�
1

kN

k�N�1�X
i�0

M ��i� (5.11)

ÏÂ T � Í·È M � Ì· ÂflÌ·È Ù· Ì›· Ò¸Ùı· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÁÌ ›Ì˘ÛÁ Ù˘Ì ÏÎÔÍ-

ÒÔÙ˝˘Ì Í·È ÙÁÌ ›Ì˘ÛÁ Ù˘Ì ÏÎÔÍ-Ù·ÈÒÈ·ÛÏ‹Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, T
�
Í·È M

�
ÔÈ Ì›ÂÚ Ï›ÛÂÚ

ÙÈÏ›Ú, Í·È k ÂflÌ·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ÏÎÔÍ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ.

5.3 –Ò¸‚ÎÂ¯Á

« ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÒÔÛ·ËÂfl Ì· ÂÌÙÔflÛÂÈ Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È ·¸ ÙÁ Ïfl·

ÂÈÍ¸Ì· ÛÙÁÌ ‹ÎÎÁ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ Í·È ÙÔ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÎÔÍ, ¸˘Ú

ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ·Ò·‹Ì˘. √flÌÂÙ·È Í·Ù·ÌÔÁÙ¸ ¸ÙÈ ÙÔ ¯‹ÓÈÏÔ ÛÂ ¸ÎÁ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· ÂflÌ·È

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ·ÍÒÈ‚¸ Í·È Í·ËıÛÙÂÒÂfl ÔÎ˝ ÙÁÌ ÂÍÙ›ÎÂÛÁ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı. √È· ÙÔ

Î¸„Ô ·ıÙ¸ ÒÔÛ·ËÔ˝ÏÂ Ì· ÂÒÈÔÒflÛÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì·, ˛ÛÙÂ

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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Ì· ÍÂÒ‰flÛÔıÏÂ Í·È ÛÂ Í¸ÛÙÔÚ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝, ·ÎÎ‹ Í·È ÛÂ ˜Ò¸ÌÔ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ. ¡ıÙ¸ ÙÔ

ÂÙı˜·flÌÔıÏÂ ÏÂ ÙÁÌ Ò¸‚ÎÂ¯Á. √Ì˘ÒflÊÔÌÙ·Ú, ÎÔÈ¸Ì, ÙÈÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÁÌ

ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì· Iprev � Ii�1 Í·È Ó›ÒÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ Ôı ·ıÙ‹ ÂÍÙÂÎ›Û·ÌÂ ·¸ ÙÁÌ

Ii�2 ÛÙÁÌ Ii�1 (¸˘Ú ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 4) ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙ‹ ÛıÌÂ˜flÊÔıÌ Ì·

ÍÈÌÔ˝ÌÙ·È ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÙÒ¸Ô, Ô¸ÙÂ Ïfl· ·Îfi Âˆ·ÒÏÔ„fi Ù˘Ì Ù˝˘Ì (4.10) Ë· Ï·Ú ‰˛ÛÂÈ

Ïfl· ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì Ë›ÛÂ˘Ì Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· ÒÔÚ ÂÂÓÂÒ„·Ûfl· Ii. ÷ıÛÈÍ‹, ·ıÙ¸

‰ÂÌ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Ù· ÛÁÏÂfl· ¸ÌÙ˘Ú ÍÈÌfiËÁÍ·Ì ›ÙÛÈ, ·ÎÎ‹ Ï·Ú ‰flÌÂÈ ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì·

ÔÒflÛÔıÏÂ Ïfl· ÂÒÈÔ˜fi ¸Ôı Ë· ·Ì·ÊÁÙfiÛÔıÏÂ Ù· ÛÁÏÂfl· ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì·, ˛ÛÙÂ

Ì· ÂÈÙ·˜˝ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ. « ÍflÌÁÛÁ Ôı ÂÍÙÂÎÂfl ›Ì· Ò¸Û˘Ô ÂflÌ·È ÔÏ·Îfi,

Ô¸ÙÂ ‰ÂÌ ·Ì·Ï›ÌÂÙ·È Ì· ÒÔÍ˝¯ÔıÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ. ºÙ·Ì

·ÎÎ‹ÊÂÈ ¸Ï˘Ú Á ÍflÌÁÛÁ Ë· ›ˆÙÔıÏÂ ÛÂ Î‹ËÔÚ Ë›ÛÂÈÚ. √È· ÙÔ Î¸„Ô ·ıÙ¸ ÂflÏ·ÛÙÂ

·Ì·„Í·ÛÏ›ÌÔÈ Ì· ÍÒ·Ù‹ÏÂ Ïfl· ÈÍ·Ìfi ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ, ·Ò¸ÎÔ Ôı ÏÂ ÙÁÌ Ò¸‚ÎÂ¯Á

›ˆÙÔıÏÂ ÛıÌfiË˘Ú ÔÎ˝ ÍÔÌÙ‹ ÛÙÈÚ Ì›ÂÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì. ≈ÌÙ¸Ú ÙÁÚ ÂÒÈÔ˜fiÚ

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ë· ÒÔÛ·ËfiÛÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ì· ‰ÈÔÒË˛ÛÔıÏÂ Ùı˜¸Ì Î‹ËÁ, ‰ÁÎ·‰fi Ì·

‚ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ Û˘ÛÙ›Ú Ì›ÂÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ Í·È ÙÔıÚ

„Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú.

5.4 ƒÈ¸ÒË˘ÛÁ

”ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi Ë· ‰Ô˝ÏÂ ˘Ú ‰È·ÏÔÒˆ˛ÌÂÙ·È Á ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Í·È Ò·„-

Ï·ÙÔÔÈÂflÙ·È Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ. ¬·ÛÈÍ¸ Ò¸ÎÔ ·flÊÔıÌ Ù· ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù· Ôı

ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘. ∏Ì· ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· ·¸ ÙÁ Ïfl· ÂÈÍ¸Ì· ÛÙÁÌ ‹ÎÎÁ ÏÔÒÂfl

Ì· ıÔÛÙÂfl ÛÂ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ t�x� y� (ÛÙÔıÚ ‰˝Ô ‹ÓÔÌÂÚ x Í·È y) Í·È ÂÒÈÛÙÒÔˆfi r „˝Ò˘ ·¸

ÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÔı. ‘· ÛÁÏÂfl· Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· ÏÔÒÂfl Ì·

›˜ÔıÌ ÏÂÙ·ˆÂÒËÂfl ÛÂ ‹ÎÎÂÚ Ë›ÛÂÈÚ, ‹Ì˘ ÛÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· ‹ÌÙ·, ÒÔÍ·Î˛ÌÙ·Ú

ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ Ïfl· ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁ s. –Ò˛Ù· Ë· ‚ÒÂËÔ˝Ì Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì Ù· Ï‹ÙÈ·.

¡ıÙ‹ Ë· Ï·Ú ‚ÔÁËfiÛÔıÌ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ Ù· ÛÁÏÂfl· ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ Í·È, Ù›ÎÔÚ, ÙÔı

ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ.

5.4.1 ¡Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ï·ÙÈ˛Ì

∏˜ÔÌÙ·Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈ ÙÈÚ Ì›ÂÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÙÂÛÛ‹Ò˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì Ù· Ï‹ÙÈ· Í·È,

Âˆ¸ÛÔÌ ÏÈÎ‹ÏÂ „È· ÍflÌÁÛÁ ÛÙÂÒÂ˛Ì ·ÌÙÈÍÂÈÏ›Ì˘Ì, Ë· Û˜ÁÏ·ÙÈÛÙÂfl Í·È ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ

ÂÈÍ¸Ì· ›Ì· ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· Â�. « ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÏÂ ‚‹ÛÁ Ù›ÛÛÂÒÈÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ, ¸˘Ú ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ Í·È ·Ò·‹Ì˘. ‘Ô ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· ÏÂÙ·ˆ›ÒÂÙ·È ·¸

�tx ˘Ú �tx ÛÙÔÌ ÔÒÈÊ¸ÌÙÈÔ ‹ÓÔÌ· ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú Í·È ·¸�ty ˘Ú �ty ÛÙÔÌ Í‹ËÂÙÔ ‹ÓÔÌ·. ”Â

Í‹ËÂ Ì›· Ë›ÛÁ ÂÒÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È ·¸ �r ˘Ú �r „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÔı. ‘· ÛÁÏÂfl· ÏÔÒÂfl

Ì· ›˜ÔıÌ ÏÂÙ·ÍÈÌÁËÂfl ‹Ì˘ ÛÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· Î¸„˘ ÙÁÚ 3-ƒ ÍflÌÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı

Í·È ÙÁÚ ÒÔÔÙÈÍfiÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ Ôı Ï·Ú ‰flÌÂÈ ÙÁ 2-ƒ ÂÈÍ¸Ì·. ¡ıÙ¸ ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÌÂÙ·È ÏÂ

›Ì·Ì ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú s ÛÙÔÌ ÔÔflÔ ı¸ÍÂÈÌÙ·È ¸Î· Ù· ÛÁÏÂfl· ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÙÏfiÏ·ÙÔÚ, Í·È ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· Ïfl· ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ·¸ �s Ï›˜ÒÈ �s Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì

‹Ì˘ ÛÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ·. ”ÙÔ Û˜fiÏ· 5.4 ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È ˛Ú ·¸ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ

ˆÙ‹ÌÔıÏÂ ÛÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ.

”˜fiÏ· 5.4: ‘Ô ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· Ôı ‰ÁÏÈÔıÒ„ÂflÙ·È ·¸ ÙÈÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ù˘Ì Ë›ÛÂ˘Ì P est
i

·ÔÙÂÎÂfl ÙÁ ‚‹ÛÁ „È· Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ Á ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ. œÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú (tx,
ty), ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ (r) Í·Ë˛Ú Í·È Ô ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ÍÎflÏ·Í·Ú (s), Ôı ·ˆÔÒ‹ ÙÁ ÏÂÙ·ÍflÌÁÛÁ Ù˘Ì
ÛÁÏÂfl˘Ì ‹Ì˘ ÛÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ·, ÛıÌÂÈÛˆ›ÒÔıÌ ÛÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ, ÂÌÙ¸Ú ÙÁÚ ÂÒÈÔ˜fiÚ
·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ, Ù˘Ì Û˘ÛÙ˛Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ Pi.

œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ „È· ÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È ÛÙÔÌ flÌ·Í· 5.1. «

·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È „È· k � 4 ÏÎÔÍ, Âˆ¸ÛÔÌ Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· Ù›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl·,

Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ (5.1), (5.7), (5.8), (5.9). –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÙÂÎÈÍ‹ Á ÂÒÈÔ˜fi

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ¸Î· Ù· ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù· Â�j , Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹

Í·È ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ Â�, ·ÎÎ‹ Ù· ÛÁÏÂfl· SPi, Ù· ÔÔfl·

ÒÔ›Ò˜ÔÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁÚ s ÛÙ· ÛÁÏÂfl· RPi Í·È ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È

ˆıÛÈÍ‹ ‹Ì˘ ÛÙ· ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù· Â�j . ¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ Û·Ì ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ïfl· ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒfi

·ÎÎ‹ Í·È ÈÍ·Ìfi ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ (‚Î. Í·È Û˜fiÏ· 5.6).

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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1 ≈ÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ÙÂÛÛ‹Ò˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì
Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì P est

i � i � 1� � � � � 4
2 ≈˝ÒÂÛÁ Í›ÌÙÒÔı C ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ P est

1 P est
4

(„È· Ì· „flÌÂÈ Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ)
3 Ã›„ÈÛÙÁ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ maxCor � �2
4 � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ tx ÛÙÔÌ x ‹ÓÔÌ· f
5

... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ty ÛÙÔÌ y ‹ÓÔÌ· f
6

...
... ‘· Ì›· ÛÁÏÂfl· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÂflÌ·È TPi� i � 1� � � � � 4

7
...

... ≈˝ÒÂÛÁ Í›ÌÙÒÔı TC ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ TP1TP4

8
...

... � ÂÒÈÛÙÒÔˆfi r „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ TC f
9

...
...

... ‘· Ì›· ÛÁÏÂfl· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÂflÌ·È RPi� i � 1� � � � � 4

10
...

...
... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ s ÙÔı ÛÁÏÂflÔı RP1 ÛÙÁÌ ÂıËÂfl· RP1RP4 f

11
...

...
...

... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ s ÙÔı ÛÁÏÂflÔı RP2 ÛÙÁÌ ÂıËÂfl· RP1RP4 f
12

...
...

...
...

... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ s ÙÔı ÛÁÏÂflÔı RP3 ÛÙÁÌ ÂıËÂfl· RP1RP4 f
13

...
...

...
...

...
... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ s ÙÔı ÛÁÏÂflÔı RP4 ÛÙÁÌ ÂıËÂfl· RP1RP4 f

14
...

...
...

...
...

...
... ‘· Ì›· ÛÁÏÂfl· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÂflÌ·È SPi� i � 1� � � � � 4

15
...

...
...

...
...

...
... ’ÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÛıÛ˜›ÙÈÛÁÚ cor ÔÎÎ·Î˛Ì ÏÎÔÍ ÏÂ Í›ÌÙÒ·

...
...

...
...

...
...

... Ù· ÛÁÏÂfl· SPi� i � 1� � � � � 4

16
...

...
...

...
...

...
... ¡Ì cor � maxCor f

17
...

...
...

...
...

...
...

... ¡Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl f
18

...
...

...
...

...
...

...
...

... maxCor � cor

19
...

...
...

...
...

...
...

...
...  Ò‹Ù· Ù· ÛÁÏÂfl· SPi� i � 1� � � � � 4 ˘Ú Û˘ÛÙ‹

...
...

...
...

...
...

...
... g

...
...

...
...

...
...

... g
...

...
...

...
...

... g
...

...
...

...
... g

...
...

...
... g

...
...

... g
...

... g
... g
g

–flÌ·Í·Ú 5.1: œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ï·ÙÈ˛Ì. ”Ù· ‚fiÏ·Ù· 4 Í·È 5 „flÌÂÙ·È Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹
ÙÔı ÂıË. ÙÏfiÏ·ÙÔÚ. ”ÙÔ ‚fiÏ· 8 ÙÔ Ì›Ô ÂıË. ÙÏfiÏ· ÂÒÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ
ÙÔı. ‘· ‚fiÏ·Ù· 10 � 13 ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÌÔıÌ ÙÁÌ ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁ. ”ÙÔ ‚fiÏ· 15 ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È Á
ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ „È· k � 4 ÏÎÔÍ. ‘›ÎÔÚ, ÛÙÔ ‚fiÏ· 17 ÂÎ›„˜ÔÌÙ·È ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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Ã›ÌÂÈ Ì· ‰ÈÂıÍÒÈÌflÛÔıÏÂ ÙÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú, ÔÈ ÔÔflÔÈ ÒÔ›Íı¯·Ì

·¸ ·ÌËÒ˘ÔÏÔÒˆÈÍÔ˝Ú ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ Í·È ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÂÈ‚Â‚·È˛ÛÂÈÚ. ”ÙÔ Û˜fiÏ· 5.5

·ÂÈÍÔÌflÊÔÌÙ·È Ù· Ù›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl· Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙ· Ï‹ÙÈ·. œÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÂÓfiÚ

·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÛÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ :

� d1 � d�P1� P2� : « ÂıÍÎÂfl‰ÂÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı ·ÒÈÛÙÂÒÔ˝ Ï·ÙÈÔ˝

(¸˘Ú ‚Î›ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·) P1 Í·È P2.

� d2 � d�P3� P4� : « ÂıÍÎÂfl‰ÂÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ Ï·ÙÈÔ˝ (¸˘Ú

‚Î›ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·) P3 Í·È P4.

� d3 � d�P1� P4� : « ÂıÍÎÂfl‰ÂÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ‰˝Ô ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì

P1 Í·È P4.

� d4 � d�P2� P3� : « ÂıÍÎÂfl‰ÂÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ‰˝Ô ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì

P2 Í·È P3.

≈flÛÁÚ ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ÍÎflÛÁ · ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ, Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ Ù· ÛÁÏÂfl·

Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì, ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ ÔÒÈÊ¸ÌÙÈÔ ‹ÓÔÌ·. ’ÔÎÔ„flÊÔıÏÂ Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÏÂ„›ËÁ

„È· Ù· ÛÁÏÂfl· SPi, Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ı¸ ÂÓ›Ù·ÛÁ, Í·Ë˛Ú Í·È „È· Ù· ÛÁÏÂfl· P
prev
i , Ù·

ÔÔfl· ÂflÌ·È Ù· Û˘ÛÙ‹ ÛÁÏÂfl· Ôı ‚Ò›ËÁÍ·Ì ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì· Iprev. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ

¸ÙÈ Á ÍÎflÛÁ · ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì ‰ÂÌ Ò›ÂÈ Ì· ÏÂÙ·‚‹ÎÎÂÙ·È

ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ·¸ 7�7Ô�� tan� 1�0�135��·¸ ÂÈÍ¸Ì· ÛÂ ÂÈÍ¸Ì· Í·È ‰ÂÌ Ò›ÂÈ Ì· ÓÂÂÒÌ‹ÂÈ

ÙÈÚ 24�2Ô�� tan� 1�0�45�� ÛıÌÔÎÈÍ‹ ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·. ”ÙÁÒÈÊ¸Ï·ÛÙÂ ÛÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ ÙÔ

Ò¸Û˘Ô ÂÍÙÂÎÂfl Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÈÍÒ›Ú ÂÒÈÛÙÒÔˆ›Ú Í·È ÛıÌfiË˘Ú ÍÔÈÙ‹ÂÈ ÙÔ ˆ·Í¸. ¡Ì ÙÔ

Ò¸Û˘Ô ÍÈÌÁËÂfl ÒÔÚ ÙÔ ˆ·Í¸ fi ·ÔÏ·ÍÒıÌËÂfl ·¸ ·ıÙ¸Ì Ë· ·ÎÎ‹ÓÔıÌ ÏÔÌ‹˜· Ù·

ÏfiÍÁ Ù˘Ì ÂıËı„Ò‹ÏÏ˘Ì ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì, ·ÎÎ‹ ÔÈ Î¸„ÔÈ Ë· ·Ò·ÏÂflÌÔıÌ ÂÒflÔı ÛÙ·ËÂÒÔfl,

Ô¸ÙÂ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Î¸„ÔÚ
d3

d4
‰ÂÌ Ò›ÂÈ Ì· ÏÂÙ·‚‹ÎÎÂÙ·È ·Ò·‹Ì˘ ·¸ 0�5 ·¸ ÂÈÍ¸Ì·

ÛÂ ÂÈÍ¸Ì·. À¸„˘ ÙÈÚ ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁÚ Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ıÔÛÙÂfl ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ Ë·

ÏÂ„·Î˛ÛÔıÌ fi Ë· ÏÈÍÒ˝ÌÔıÌ, ·ÎÎ‹ Í·È ‹ÎÈ Á ÍflÌÁÛÁ ÂflÌ·È ÏÈÍÒfi Í·È ÔÏ·Îfi, Ô¸ÙÂ

‰ÂÌ ·Ì·Ï›ÌÂÙ·È ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ d1 Í·È d2 Ì· ÏÂÙ·‚ÎÁËÔ˝Ì ·Ò·‹Ì˘ ·¸ 1�0 ·¸ ÂÈÍ¸Ì·

ÛÂ ÂÈÍ¸Ì·.  ·Ù‹ Í·Ì¸Ì·, Ù· ‰˝Ô Ï‹ÙÈ· ÂflÌ·È ÂÒflÔı flÛ· ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ·ÎÎ‹ Í·È flÛ· ÏÂ

ÙÔ ÙÏfiÏ· ·Ì‹ÏÂÛ‹ ÙÔıÚ. ≈flÛÁÚ, Ù· ÙÏfiÏ·Ù· ·ıÙ‹ ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÂÒflÔı ÙÔ

40% ÙÁÚ ÔÎÈÍfiÚ ·¸ÛÙ·ÛÁÚ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì. Ãfl· ÛıÌÔÙÈÍfi ÂÒÈ„Ò·ˆfi Ù˘Ì Í·Ì¸Ì˘Ì

·ıÙ˛Ì ˆ·flÌÂÙ·È ÛÙÔÌ flÌ·Í· 5.2. ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ Í·È ÙÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú

ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ˆÙ‹ÌÔıÏÂ ÛÙÔ ÙÂÎÈÍ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·, ¸˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ÛÙÔ Û˜fiÏ· 5.6.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”˜fiÏ· 5.5: ‘· Ù›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl· Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì (Pi) Í·È Ù· „Â˘ÏÂÙÒÈÍ‹ ÏÂ„›ËÁ Ôı ÔÒflÊÔÌÙ·È
ÏÂ ‚‹ÛÁ ·ıÙ‹ : ÔÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ di Í·È Á ÍÎflÛÁ ·.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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j·� ·prevj � 0�135

j·j � 0�45

					d3

d4
� d

prev
3

d
prev
4

					 � 0�5

jd1 � d
prev
1 j � 1�0

jd2 � d
prev
2 j � 1�0

d1

d2
� 1�1 Í·È

d2

d1
� 1�1

d1

d4
� 1�1 Í·È

d4

d1
� 1�1

d2

d4
� 1�1 Í·È

d4

d2
� 1�1

d1 � 0�4d3

d2 � 0�4d3

d4 � 0�4d3

–flÌ·Í·Ú 5.2: œÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl „È· Ù· Ï‹ÙÈ·, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ·ÌËÒ˘Ô-
ÏÔÒˆÈÍÔ˝Ú ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ, ıÔË›ÛÂÈÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È ÂÈÒ‹Ï·Ù·.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”˜fiÏ· 5.6: ≈ÈÍ¸Ì· ‹Ì˘ ·ÒÈÛÙÂÒ‹ : « ÂÍÙflÏÁÛÁ (Ò‹ÛÈÌÁ „Ò·ÏÏfi) Í·È Á ÙÂÎÈÍfi Ë›ÛÁ
(Í¸ÍÍÈÌÁ„Ò·ÏÏfi) ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ, Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ. ≈ÈÍ¸Ì·
‹Ì˘ Í›ÌÙÒÔ : « ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ (ÏÂ Í¸ÍÍÈÌÔ Ù· ÙÂÎÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·).
≈ÈÍ¸Ì· ‹Ì˘ ‰ÂÓÈ‹ : ‘· ÙÂÎÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·, ¸˘Ú ÒÔ›Íı¯·Ì ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô. œÈ Í‹Ù˘
ÂÈÍ¸ÌÂÚ ·ÔÙÂÎÔ˝Ì Ïfl· ÏÂ„›ËıÌÛÁ Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì Â‹Ì˘ ÂÈÍ¸Ì˘Ì „È· Í·Î˝ÙÂÒÁ ÔÙÈÍfi
·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ.

5.4.2 ¡Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ï˝ÙÁÚ Í·È ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ

« ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ Í·È ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ „flÌÂÙ·È ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ fl‰È·

‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Ôı ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ „È· Ù· Ï‹ÙÈ· (5.4.1). « Ï¸ÌÁ ‰È·ˆÔÒ‹ ÂflÌ·È ¸ÙÈ Ò¸ÍÂÈÙ·È

Î›ÔÌ „È· ‰˝Ô (2) ÛÁÏÂfl·, Ô¸ÙÂ Á ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ „flÌÂÙ·È „È· k � 2 ÏÎÔÍ. À·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

¸Ï˘Ú ı¸¯Á Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ÙÁÚ ·Ò·ÎÎÁÎfl·Ú Ù˘Ì ÂıËı„Ò‹ÏÏ˘Ì ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì, ÛÙÔ ÔÔflÔ

·Ì·ˆÂÒËfiÍ·ÏÂ ÛÙÔ Û˜fiÏ· 5.1, „È· Ì· ÂÒÈÔÒflÛÔıÏÂ ·Í¸Ï· ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ. ≈ˆ¸ÛÔÌ Ù· ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù· Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ·Ò‹ÎÎÁÎ· Í·È ›˜ÔÌÙ·Ú

‚ÒÂÈ Ù· Û˘ÛÙ‹ ÛÁÏÂfl· Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì ÍÒ·Ù‹ÏÂ ÙÁÌ ÍÎflÛÁ · ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì

Ï·ÙÈ˛Ì, Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ Ù· Û˘ÛÙ‹ ÛÁÏÂfl·, Í·È ··ÈÙÔ˝ÏÂ Ù· ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù·

ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ Í·È ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ Ì· ›˜ÔıÌ ÙÁÌ fl‰È· ÍÎflÛÁ ·. ¡ˆ·ÈÒÂflÙ·È, ÎÔÈ¸Ì, ·¸ ÙÔÌ

·Î„¸ÒÈËÏÔ Ô ‚Ò¸˜ÔÚ ÙÁÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ. œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ Ôı ·ˆÔÒ‹ ÙÁ Ï˝ÙÁ Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï·

ÂflÌ·È fl‰ÈÔÚ, ·ˆÔ˝ ·ˆÔÒ‹ ‰˝Ô ÛÁÏÂfl· Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ Í·È ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È ÛÙÔÌ flÌ·Í· 5.3.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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1 ≈ÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì
ÂflÙÂ ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ, ÂflÙÂ ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ P est

i � i � 1� 2
2 ≈˝ÒÂÛÁ Í›ÌÙÒÔı C ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ P est

1 P est
2

(„È· Ì· „flÌÂÈ Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ)
3 ≈˝ÒÂÛÁ ÙÁÚ ÍÎflÛÁÚ · ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì
4 Ã›„ÈÛÙÁ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ maxCor � �2
5 � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ tx ÛÙÔÌ x ‹ÓÔÌ· f
6

... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ty ÛÙÔÌ y ‹ÓÔÌ· f
7

...
... ‘· Ì›· ÛÁÏÂfl· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÂflÌ·È TPi� i � 1� 2

8
...

... ≈˝ÒÂÛÁ Í›ÌÙÒÔı TC ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ TP1TP4

9
...

... –ÂÒÈÛÙÒÔˆfi r � tan� 1�·� „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ TC
...

... ˛ÛÙÂ Á ÍÎflÛÁ ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ Ì· ÂflÌ·È flÛÁ
...

... ÏÂ ÙÁÌ ÍÎflÛÁ ÙÔı ÂıË. ÙÏfiÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì

10
...

... ‘· Ì›· ÛÁÏÂfl· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÂflÌ·È RPi� i � 1� 2

11
...

... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ s ÙÔı ÛÁÏÂflÔı RP1 ÛÙÁÌ ÂıËÂfl· RP1RP2 f
12

...
...

... � ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ s ÙÔı ÛÁÏÂflÔı RP2 ÛÙÁÌ ÂıËÂfl· RP1RP2 f
13

...
...

...
... ‘· Ì›· ÛÁÏÂfl· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÂflÌ·È SPi� i � 1� 2

14
...

...
...

... ’ÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÛıÛ˜›ÙÈÛÁÚ cor ÔÎÎ·Î˛Ì ÏÎÔÍ ÏÂ Í›ÌÙÒ·
...

...
...

... Ù· ÛÁÏÂfl· SPi� i � 1� 2

15
...

...
...

... ¡Ì cor � maxCor f
16

...
...

...
...

... ¡Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl f
17

...
...

...
...

...
... maxCor � cor

18
...

...
...

...
...

...  Ò‹Ù· Ù· ÛÁÏÂfl· SPi� i � 1� 2 ˘Ú Û˘ÛÙ‹
...

...
...

...
... g

...
...

...
... g

...
...

... g
...

... g
... g
g

–flÌ·Í·Ú 5.3: œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ï˝ÙÁÚ, ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ. ”ÙÔ ‚fiÏ· 3 ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È Á
ÍÎflÛÁ ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì, ˛ÛÙÂ Ì· ÈÛ˜˝ÛÂÈ Á ·Ò·ÎÎÁÎfl·. ”Ù·
‚fiÏ·Ù· 5 Í·È 6 „flÌÂÙ·È Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ. ”ÙÔ ‚fiÏ· 9 ÙÔ Ì›Ô
ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· ÂÒÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÔı Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ÍÎflÛÁ · ÙÔı
‚fiÏ·ÙÔÚ 3. ‘· ‚fiÏ·Ù· 11�12 ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÌÔıÌ ÙÁÌ ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁ. ”ÙÔ ‚fiÏ· 14 ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È
Á ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ „È· k � 2 ÏÎÔÍ. ‘›ÎÔÚ, ÛÙÔ ‚fiÏ· 16 ÂÎ›„˜ÔÌÙ·È ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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« Ï¸ÌÁ ‰È·ˆÔÒ‹ ÛÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÂflÌ·È ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl Ôı ÈÛ˜˝ÔıÌ „È·

ÙÁ Ï˝ÙÁ Í·È „È· ÙÔ ÛÙ¸Ï·. œÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ·¸ÛÙ·ÛÁ dn ˘Ú ÙÁÌ ÂıÍÎÂfl‰ÂÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì

‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ, ÙÁÌ ·¸ÛÙ·ÛÁ dm ˘Ú ÙÁÌ ÂıÍÎÂfl‰ÂÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl˘Ì

ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ, ÂÌ˛ ÍÒ·Ù‹ÏÂ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ d3 Í·È d4, ¸˘Ú ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ú

„È· Ù· Ï‹ÙÈ·. « ·¸ÛÙ·ÛÁ ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ ÂflÌ·È Îfl„Ô ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ·¸ ÙÔ ÙÏfiÏ· ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì

‰˝Ô Ï·ÙÈ˛Ì (d4). « ·¸ÛÙ·ÛÁ dm ÂflÌ·È ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ÙÁÚ d3 Í·È Í·Ù‹ ÔÎ˝ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ

ÙÁÚ d4. ‘Ô ÛÙ¸Ï· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ Ïfl· È‰ÈÔÏÔÒˆfl·, ·ˆÔ˝ ÍÈÌÂflÙ·È Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÏÈÎfl· Í·È

Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÂÍˆÒ‹ÛÂÈÚ (.˜. ˜·Ï¸„ÂÎÔ). ”Â Û˜›ÛÁ, ÎÔÈ¸Ì, ÏÂ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ı¸ÎÔÈÂÚ

·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ, Á ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ ÏÂÙ·‚‹ÎÎÂÙ·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ. œÈ

„Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ ˆ·flÌÔÌÙ·È ÛÙÔÌ flÌ·Í· 5.4, ÂÌ˛ ·ıÙÔfl ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ

·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ flÌ·Í· 5.5. ”Ù· Û˜fiÏ·Ù· 5.7 Í·È 5.8 ˆ·flÌÂÙ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· „È· ÙÁ

Ï˝ÙÁ Í·È „È· ÙÔ ÛÙ¸Ï·, ˛Ú ·¸ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ˆÙ‹ÌÔıÏÂ ÛÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Í·È

ÛÙÔ ÙÂÎÈÍ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·.

					d3

dn
� d

prev
3

d
prev
n

					 � 0�5

jdn � dprevn j � 1�0

dn

d4
� 1�3 Í·È

d4

dn
� 1�3

dn � 0�4d3

–flÌ·Í·Ú 5.4: œÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl „È· ÙÁ Ï˝ÙÁ, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ·ÌËÒ˘-
ÔÏÔÒˆÈÍÔ˝Ú ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ, ıÔË›ÛÂÈÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È ÂÈÒ‹Ï·Ù·. œÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ d3 Í·È d4

ÔÒflÛÙÁÍ·Ì „È· Ù· Ï‹ÙÈ·.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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					 d3

dm
� d

prev
3

d
prev
m

					 � 0�5

jdm � dprevm j � 1�5

d4 � 0�6dm Í·È dm � 0�8d3

dm � 0�75d3

–flÌ·Í·Ú 5.5: œÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl „È· ÙÔ ÛÙ¸Ï·, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ·ÌËÒ˘-
ÔÏÔÒˆÈÍÔ˝Ú ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ, ıÔË›ÛÂÈÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È ÂÈÒ‹Ï·Ù·. œÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ d3 Í·È d4

ÔÒflÛÙÁÍ·Ì „È· Ù· Ï‹ÙÈ·.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”˜fiÏ· 5.7: ≈ÈÍ¸Ì· ‹Ì˘ ·ÒÈÛÙÂÒ‹ : « ÂÍÙflÏÁÛÁ (Ò‹ÛÈÌÁ „Ò·ÏÏfi) Í·È Á ÙÂÎÈÍfi Ë›ÛÁ
(Í¸ÍÍÈÌÁ„Ò·ÏÏfi) ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ, Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ. ≈ÈÍ¸Ì·
‹Ì˘ Í›ÌÙÒÔ : « ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ (ÏÂ Í¸ÍÍÈÌÔ Ù· ÙÂÎÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·).
≈ÈÍ¸Ì· ‹Ì˘ ‰ÂÓÈ‹ : ‘· ÙÂÎÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·, ¸˘Ú ÒÔ›Íı¯·Ì ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô. œÈ Í‹Ù˘
ÂÈÍ¸ÌÂÚ ·ÔÙÂÎÔ˝Ì Ïfl· ÏÂ„›ËıÌÛÁ Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì Â‹Ì˘ ÂÈÍ¸Ì˘Ì „È· Í·Î˝ÙÂÒÁ ÔÙÈÍfi
·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ.

”˜fiÏ· 5.8: ≈ÈÍ¸Ì· ‹Ì˘ ·ÒÈÛÙÂÒ‹ : « ÂÍÙflÏÁÛÁ (Ò‹ÛÈÌÁ „Ò·ÏÏfi) Í·È Á ÙÂÎÈÍfi Ë›ÛÁ
(Í¸ÍÍÈÌÁ„Ò·ÏÏfi) ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ, Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ. ≈ÈÍ¸Ì·
‹Ì˘ Í›ÌÙÒÔ : « ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ (ÏÂ Í¸ÍÍÈÌÔ Ù· ÙÂÎÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·).
≈ÈÍ¸Ì· ‹Ì˘ ‰ÂÓÈ‹ : ‘· ÙÂÎÈÍ‹ ÛÁÏÂfl·, ¸˘Ú ÒÔ›Íı¯·Ì ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô. œÈ Í‹Ù˘
ÂÈÍ¸ÌÂÚ ·ÔÙÂÎÔ˝Ì Ïfl· ÏÂ„›ËıÌÛÁ Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì Â‹Ì˘ ÂÈÍ¸Ì˘Ì „È· Í·Î˝ÙÂÒÁ ÔÙÈÍfi
·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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5.5 –·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ

”ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi ÂÓÁ„fiÛ·ÏÂ ÙÁ ÛÁÏ·Ûfl· Ù˘Ì ÔÍÙ˛ ÛÁÏÂfl˘Ì Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ „È·

ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ. √flÌÂÙ·È Í·Ù·ÌÔÁÙ¸ „È·Ùfl ÂÂÎ›„ÁÛ·Ì Ù· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ Í·È ·ÒÔı-

ÛÈ‹Û·ÏÂ ˘Ú ÏÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ· ÙÁÚ Ò¸‚ÎÂ¯ÁÚ Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù›ÛÛÂÒÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ

ÂÒÈÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ. ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ·ıÙÔfl ÔÒflÊÔÌÙ·È

ÒÔÚ ÙÔ ·Ò¸Ì Û·Ì ÛÙ·ËÂÒ›Ú Í·È ÂÌ‰›˜ÂÙ·È Ì· ·ÎÎ‹ÊÔıÌ ·¸ ·ÍÔÎÔıËfl· ÛÂ ·ÍÔÎÔıËfl·,

·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ. ºÏ˘Ú Ë· ÏÔÒÔ˝Û·Ì Ì· ÒÔÛ·ÒÏÔÛÙÔ˝Ì ÏÂ ·ıÙ¸Ï·ÙÔ ÙÒ¸Ô

ÛÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ Í·È Ì· ÏÂÙ·‚‹ÎÎÔÌÙ·È Ï›Û· ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô. –·ÒÔıÛÈ‹Û·ÏÂ ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ·ıÙ˛Ì Í·È Í·Ù' Â›ÍÙ·ÛÁ Ù˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì (Ï‹ÙÈ·, Ï˝ÙÁ,

ÛÙ¸Ï·) ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ·ˆÔ˝ ÔÒflÛ·ÏÂ ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÔÎÎ·Î˛Ì ÏÎÔÍ. ≈fl‰·ÏÂ ¸ÙÈ Ù·

ÛÁÏÂfl· ÓÂ˜˘ÒÈÛÙ‹ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ·‰˝Ì·Ï·, ·ÎÎ‹ ÏÂ ÙÁÌ ÔÏ·‰ÔÔflÁÛfi ÙÔıÚ ·Ì·Ù˝Ó·ÏÂ

Ïfl· Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÂÙ·È ·¸ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·. « Ï›ËÔ‰ÔÚ ıÔ‚ÔÁË‹Ù·È ·¸

„Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú, ÔÈ ÔÔflÔÈ ¸Ï˘Ú ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ·ÎÔfl Í·È ‰ÂÌ ›˜ÔıÌ ÏÂ„‹ÎÔ

Í¸ÛÙÔÚ. »· ÛÙ·ËÔ˝ÏÂ ÛÂ ‰˝Ô ÛÁÏÂfl· : (·) ÛÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı

Ï·ÙÈÔ˝, Í·È (‚) ÛÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ··Ò·flÙÁÙÔ Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì Ù· Ï‹ÙÈ· Ì· ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÂ

›Ì· ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ·. ‘Ô ÙÏfiÏ· ·ıÙ¸ ·flÊÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ Ò¸ÎÔ Í·Ë' ¸ÎÁ ÙÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·

ÙÁÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì. ¡Ì Ù· ÛÁÏÂfl· ÛÂ Í‹ÔÈ· ÛÙÈ„Ïfi-ÂÈÍ¸Ì· ‰ÂÌ

ÂflÌ·È ‹Ì˘ ÛÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ·, Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰È·Î›„ÂÈ Ù· ÛÁÏÂfl· ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı

ÙÏfiÏ·ÙÔÚ ÎÁÛÈ›ÛÙÂÒ· Û'·ıÙ‹. À¸„˘ ÙÁÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ Í·È Ù˘Ì ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì

ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú, ·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ÛıÏ‚Âfl, ·ÎÎ‹ ‰ÂÌ Ë· ÂÈˆ›ÒÂÈ Î·ÌË·ÛÏ›ÌÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·. ƒÂÌ

Ë· ˆÙ‹ÛÔıÏÂ ‰ÁÎ·‰fi ÔÙ› ÛÙÔ ÛÁÏÂflÔ Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒflÛÔıÏÂ Ù· ÂıÒÂË›ÌÙ· ÛÁÏÂfl· ˘Ú ÏÁ

·ÌfiÍÔÌÙ· ÛÙÈÚ ‹ÍÒÂÚ Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì.

œÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÔÈ „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Í·Ë¸ÙÈ ÛıÏ‚‹ÎÎÔıÌ

ÛÙÁÌ ·Ôˆı„fi Î·Ë˛Ì, Ôı ›˜ÔıÌ ÙÁÌ Ù‹ÛÁ Ì· ÛıÛÛ˘ÒÂ˝ÔÌÙ·È Í·È Ì· ÏÂ„·Î˛ÌÔıÌ ÙÔ

ÙÂÎÈÍ¸ Î‹ËÔÚ. ‘· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÔıÌ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ÂÒÈÔÒÈ-

ÛÏ˛Ì ·ıÙ˛Ì, È‰È·flÙÂÒ· ¸Ù·Ì ·ÌÙÈÏÂÙ˘flÊÔıÏÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÁÌ ·ÍÔÎÔıËfl·

ÂÈÍ¸Ì˘Ì. ≈ÈÛÁÏ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ, ·Í¸Ï· Í·È ÛÂ ÂÎÂ„˜¸ÏÂÌ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·, Á Í‹ÏÂÒ· ‰ÂÌ

‰flÌÂÈ ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ·¸ ÂÈÍ¸Ì· ÛÂ ÂÈÍ¸Ì·. ”Â ÔÎÎ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ¸Ï˘Ú Á ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ

Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ·¸ ÈÍ·Ì‹ ›˘Ú ÔÎ˝ Í·Î‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Í·È

˜˘ÒflÚ ÙÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÔ ÛÙ¸Ï·. ¡ıÙ¸ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÈÚ È‰È·flÙÂÒ· ÈÛ˜ıÒ›Ú ·ÍÏ›Ú Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÈÚ ‹ÍÒÂÚ ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ, ÏÂ

·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ù· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ Ì· ÂÏÂÒÈ›˜ÔıÌ fi‰Á ·ÒÍÂÙfi ÎÁÒÔˆÔÒfl· „È· Ì· ‰ÔıÎ›¯ÂÈ Á

·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ. « ·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ·ıÙfi ÂflÌ·È È‰È·flÙÂÒ· ËÂÙÈÍfi Í·Ë˛Ú ··ÎÎ‹ÛÛÂÈ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô

·¸ Ïfl· ÛÂÈÒ‹ ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì Í·È ÂÎ›„˜˘Ì.

»· Ò›ÂÈ Ì· ÂÈÛÁÏ‹ÌÔıÏÂ ¸Ï˘Ú Í·È Ù· ·ÒÌÁÙÈÍ‹ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·Ú.

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ, ·¸ ÙÁÌ ÂÂÓfi„ÁÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ¸ÙÈ ÙÔ Î‹ËÔÚ ÂflÌ·È ÛıÛÛ˘ÒÂıÙÈÍ¸, ÏÂ

·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· Ô‰Á„Ô˝Ï·ÛÙÂ ÛÂ Ûˆ‹ÎÏ·Ù· Ôı ‰ÂÌ Ë· ÂÈÙÒ›¯ÔıÌ ·Ì‹ÒÒ˘ÛÁ. ¡ıÙ¸ „È·Ùfl

Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ „flÌÂÙ·È ‹ÌÙ· ÏÂÙ·Ó˝ ‰˝Ô ÂÈÍ¸Ì˘Ì, ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú ÒÔÚ ÂÂÓÂÒ„·Ûfl· Í·È

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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ÙÁÚ ·Ï›Û˘Ú ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ. ∏ÙÛÈ, ·Ì ·ÒÔıÛÈ·ÛÙÂfl Í‹ÔÈ· ÛÙÈ„Ïfi ›Ì· Î‹ËÔÚ, Ò‹„Ï·

Ôı ÛıÏ‚·flÌÂÈ Ûı˜Ì‹, ·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ÏÁÌ ·flÊÂÈ ÛÔ‚·Ò¸ Ò¸ÎÔ „È· ÙÈÚ ·Ï›Û˘Ú Â¸ÏÂÌÂÚ

ÂÈÍ¸ÌÂÚ, ·ÎÎ‹ Âˆ¸ÛÔÌ Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ ÂÍÂfl Ë· „flÌÂÙ·È Î›ÔÌ ÏÂ Î·ÌË·ÛÏ›ÌÔ Ò¸ÙıÔ,

ÂflÌ·È ÔÎ˝ ÈË·Ì¸Ì Ì· Ï·Ú ‰˛ÛÂÈ Í·È Î·ÌË·ÛÏ›ÌÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·, ÙÔ Î‹ËÔÚ ÙÔı ÔÔflÔı Ë·

ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸, ÍÔÍ. œÈ ÂÈÙ˛ÛÂÈÚ ·ıÙÔ˝ ÙÔı Î‹ËÔıÚ Ë· ˆ·ÌÔ˝Ì

˝ÛÙÂÒ· ·¸ ·ÒÍÂÙ›Ú ÂÈÍ¸ÌÂÚ, ¸Ôı Ù· ÂıÒÂË›ÌÙ· ÛÁÏÂfl· Ë· ›˜ÔıÌ ÓÂˆ˝„ÂÈ Í·Ù‹ ÔÎ˝ ·¸

Ù· Û˘ÛÙ‹. ≈flÏ·ÛÙÂ, ÎÔÈ¸Ì, ·Ì·„Í·ÛÏ›ÌÔÈ Ì· ·ÌÙÈÏÂÙ˘flÛÔıÏÂ Ù›ÙÔÈÂÚ Í·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ,

ÒÈÌ Ì· ÂflÌ·È ÔÎ˝ ·Ò„‹. œ ÂıÍÔÎ¸ÙÂÒÔÚ ÙÒ¸ÔÚ Ì· ˜ÂÈÒÈÛÙÔ˝ÏÂ Ù›ÙÔÈ· Î‹ËÁ, ÂflÌ·È, ¸Ù·Ì

‰È·ÈÛÙ˘ËÔ˝Ì, Ì· Ó·Ì··Ò˜ÈÍÔÔÈÁËÂfl Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÏÂ Û˘ÛÙ‹ ÛÁÏÂfl·. √È· Ì· ‰È·ÈÛÙ˛ÛÔıÏÂ

¸ÙÂ ÙÔ Î‹ËÔÚ Ë· ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÂ„‹ÎÔ, ˛ÛÙÂ ÔÈ ÛıÌ›ÂÈ›Ú ÙÔı Ì· ÂflÌ·È Í·Ù·ÛÙÒÔˆÈÍ›Ú,

ÍÒ·Ù‹ÏÂ ›Ì· ÏÈÍÒ¸ ÈÛÙÔÒÈÍ¸ Ù˘Ì ÛıÛ˜ÂÙflÛÂ˘Ì „È· Í‹ËÂ Ïfl· ·¸ ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ÔÏ‹‰ÂÚ Ù˘Ì

ÛÁÏÂfl˘Ì. « ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ ÏÔÒÂfl Í‹ÔÈ· ÛÙÈ„Ïfi Ì· ·ÔÍÎflÌÂÈ ÒÔÛ˘ÒÈÌ‹ ·¸ ÙÔ ÈÛÙÔÒÈÍ¸

·ıÙ¸, ·ÎÎ‹ ·ıÙ¸ Ì· ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÂ Í‹ÔÈÂÚ ÛıÏÙ˛ÛÂÈÚ (‰È·Ù·Ò·˜fi Ù˘Ì ˆ˘ÙÂÈÌÔÙfiÙ˘Ì

Î¸„˘ ˆ˘ÙÈÛÏÔ˝, ÔÈ¸ÙÁÙ·Ú Îfi¯ÁÚ fi Í·È ÒÔÛ˘ÒÈÌfi ÏÁ ÈÍ·ÌÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì

ÂÒÈÔÒÈÛÏ˛Ì, Î¸„˘ ÙÁÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ fi Í·È ÙÁÚ fl‰È·Ú ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ). ºÙ·Ì ¸Ï˘Ú ÛıÌÂ˜flÊÂÈ Ì·

·ÔÍÎflÌÂÈ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Ô‰Á„Ô˝Ï·ÛÙÂ ÛÂ ÏÂ„‹ÎÔ Î‹ËÔÚ Í·È Ò›ÂÈ Ì· Â›Ï‚ÔıÏÂ. ∏Ì·

ÈÛÙÔÒÈÍ¸ Ù˘Ì 5 ÏÂ 9 ÙÂÎÂıÙ·fl˘Ì ÛıÛ˜ÂÙflÛÂ˘Ì Í·È Ïfl· Û˝„ÍÒÈÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ÂÌ‰È‹ÏÂÛÁ ÙÈÏfi

ÂflÌ·È ÈÍ·Ìfi Ì· Ï·Ú ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÂÈ ÙÁ ÛÙÈ„Ïfi ÙÁÚ Â›Ï‚·ÛÁÚ. …‰È·flÙÂÒ· ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ ÂflÌ·È

ÙÔ Î‹ËÔÚ ¸Ù·Ì ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì, „È·Ùfl ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÔ

ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ·, Ôı Û˜ÁÏ·ÙflÊÂÙ·È ·¸ ·ıÙ‹, ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÔÌÙ·È Í·È Ù· ı¸ÎÔÈ·.

∏ÙÛÈ, ¸Ù·Ì Ù· Ï‹ÙÈ· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÔÌÙ·È Û˘ÛÙ‹, ›˜ÔıÏÂ ÎÈ„¸ÙÂÒÂÚ ÈË·Ì¸ÙÁÙÂÚ Ì· Í‹ÌÔıÏÂ

Î‹ËÔÚ ÛÙ· ı¸ÎÔÈ· ÛÁÏÂfl· (ÂÍÙ¸Ú ‚›‚·È· ·Ì ÏÂÛÔÎ·‚Ô˝Ì ‹ÎÎÔÈ ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ, ¸˘Ú ÂflÌ·È

Í‹ÔÈ· ÍflÌÁÛÁ ÙÔı ÛÙ¸Ï·ÙÔÚ Ôı ‰ÂÌ Í·Î˝ÙÂÙ·È ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô fi ·Ì Á ÎÁÒÔˆÔÒfl· Ù˘Ì

ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ ÂflÌ·È È‰È·flÙÂÒ· ˜·ÏÁÎfi). ”ÙÈÚ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

‚·ÛÈÛÙÔ˝ÏÂ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹ ÛÙ· Ï‹ÙÈ·, Í·È ‹Ò· Ì· ·Ò·ÎÂfl¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈÒ¸ÛËÂÙÁ ·ıÙfi

‰È·‰ÈÍ·Ûfl· „È· Ù· ‰˝Ô ‹ÎÎ· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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 Âˆ‹Î·ÈÔ 6

–ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·

”ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ Ë· ÂÍË›ÛÔıÏÂ Ù· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸

ÙÁÌ ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·. œÈ ‰ÔÍÈÏ›Ú ›„ÈÌ·Ì ÛÂ ÙÒfl· ÛÙ‹‰È·. ‘Ô Ò˛ÙÔ ·ˆÔÒ‹

ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ, ÂÌ˛ ÙÔ

‰Â˝ÙÂÒÔ ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì, Í·È Í·Ù' Â›ÍÙ·ÛÁ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÂ ¯ÁˆÈ·Í›Ú

·ÍÔÎÔıËflÂÚ ÂÈÍ¸Ì˘Ì ÛÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. ‘›ÎÔÚ, ÂÈ˜ÂÈÒÔ˝ÏÂ Ì· ÛıÌ‰ı‹ÛÔıÏÂ Ù· ‰˝Ô

·ıÙ‹ ÛÙ‹‰È·.

6.1 ≈ÍÙflÏÁÛÁ ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ

« ÂÍÙflÏÁÛÁ ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ ÂÒÈ„Ò‹ˆÁÍÂ ÛÙÔ

 Âˆ‹Î·ÈÔ 4. √È· Ì· Â·ÎÁËÂ˝ÛÔıÏÂ ÙÁ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl· ·ıÙfi ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi

ÙÁÚ ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁÚ. œÒflÊÔıÏÂ Ïfl· ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ Í·È ÔÍÙ˛ ÛÁÏÂfl·

‹Ì˘ Û'·ıÙfiÌ. ‘· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ ıÔÙÈË›ÏÂÌ· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÒÔÛ˛Ôı.

√Ì˘ÒflÊÔÌÙ·Ú ÙÁ Ë›ÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ Pi�x� y� z�� i � 1� � � � � 8, ÏÂ ÙÔ œ�0� 0� 0�

Ì· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÁ Ë›ÛÁ Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È Ô ˆ·Í¸Ú, ÂflÏ·ÛÙÂ ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ÒÔ‚‹ÎÎÔıÏÂ Ù·

ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ ÛÙÔ 2-ƒ ˜˛ÒÔ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔıÚ Ù˝ÔıÚ ÙÁÚ ÒÔÔÙÈÍfiÚ

ÒÔ‚ÔÎfiÚ (4.1). √È· Î¸„ÔıÚ ·Î¸ÙÁÙ·Ú ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ f � 1. ¡¸ ÙÈÚ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÔı 3-ƒ

˜˛ÒÔı ÂflÏ·ÛÙÂ ÂflÛÁÚ ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô ‰È‹ÌıÛÏ· Õ, Ôı

·ÔÙÂÎÂfl ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ıÔÙÈË›ÏÂÌÔı ÒÔÛ˛Ôı. œÒflÊÔıÏÂ ‰˝Ô ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

‹Ì˘ ÛÙÁÌ ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· V1 � � 	P5P6� Í·È V1 � � 	P5P7�, Ù· ÔÔfl· ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·Ò‹ÎÎÁÎ·

ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ, ¸˘Ú ˆ·flÌÂÙ·È Í·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 6.1.

œÈ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ·ıÙ˛Ì ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÈÚ :

V1 �

�
���
V1�x�

V1�y�

V1�z�

�
��� �

�
���
P6�x�� P5�x�

P6�y�� P5�y�

P6�z�� P5�z�

�
���
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”˜fiÏ· 6.1: ‘· ÔÍÙ˛ ÛÁÏÂfl· Pi�x� y� z�� i � 1� � � � � 8 Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÂ Ïfl· ÂflÂ‰Á
ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ.

V2 �

�
���
V2�x�

V2�y�

V2�z�

�
��� �

�
���
P7�x�� P5�x�

P7�y�� P5�y�

P7�z�� P5�z�

�
���

¡¸ ÙÁÌ ·Ì·ÎıÙÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒfl· ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Õ, Ôı ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙ· ‰˝Ô

·ıÙ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·, Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· Í‹ËÂÙÔ Í·È ÛÙÁÌ ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ·, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ :

N �

								
V1�x� V1�y� V1�z�

V2�x� V2�y� V2�z�

i j k

								
�

�
���
V1�y�V2�z�� V2�y�V1�z�

V2�x�V1�z�� V1�x�V2�z�

V1�x�V2�y�� V2�x�V1�y�

�
��� �

�
���
Nx

Ny

Nz

�
���

¸Ôı i, j, k Ù· ÏÔÌ·‰È·fl· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ‹Ì˘ ÛÙÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ x, y, z ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. –ÒÔÛ·ÒÏ¸-

ÊÔıÏÂ ÙÔ Õ ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰È·flÔ Í·È Ì· ‰Âfl˜ÌÂÈ ÒÔÚ ÙÔ ˆ·Í¸.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÙÒÔˆÔ‰ÔÙÔ˝ÏÂ ÙÔ Ò¸„Ò·ÏÏ· ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁÚ ÏÂ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ôı

·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ, ›Ì· „È· ÙÁÏÂÙ·ˆÔÒÈÍfi‘ � �Tx� Ty� Tz�Í·È ›Ì· „È· ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆÈÍfi

Ÿ � �Ÿx�Ÿy�Ÿz�. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ·ıÙ‹ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ V ,

Ôı ÔÒflÊÔıÌ, ÛÙ· ·Ò˜ÈÍ‹ ÛÁÏÂfl· Í·È ‚ÒflÛÍÔıÏÂ ÙÈÚ Ì›ÂÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì P �i �x� y� z�� i�

1� � � � � 8 ˘Ú ÂÓfiÚ :

P �i � Pi � V �
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�
���
P �i �x�

P �i �y�

P �i �z�

�
��� �

�
���
Pi�x�

Pi�y�

Pi�z�

�
����

�
���
V �x�

V �y�

V �z�

�
���

¸Ôı :

V �x� � � ��Tx� ŸyPi�z� � ŸzPi�y�
�

V �y� � � ��Ty � ŸzPi�x� � ŸxPi�z�
�

V �z� � � ��Tz �ŸxPi�y� � ŸyPi�x�
�

¡¸ ÙÈÚ Ì›ÂÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì P �i �x� y� z�� i� 1� � � � � 8 ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ

Í·È ‹ÎÈ ÙÔ Û˘ÛÙ¸ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· Õ�, ¸˘Ú ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ

·Ò·‹Ì˘. ≈flÛÁÚ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ÒÔÔÙÈÍfi ÒÔ‚ÔÎfi ÒÔ‚‹ÎÔıÏÂ Ù· Ì›·

ÛÁÏÂfl· ÛÙÔÌ 2-ƒ ˜˛ÒÔ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú.

œÈ ‰˝Ô ÂÈÍ¸ÌÂÚ, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ Ù· ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌ·, Í·È Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÔÈ 2-ƒ

ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÂ Í‹ËÂ ÂÈÍ¸Ì· ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÁÌ ÂflÛÔ‰Ô ÙÁÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú,

Á ÔÔfl· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÂÈ ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú. ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ

ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ·ıÙfiÚ Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È Ù· ‰˝Ô ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ‘ Í·È Ÿ, Ù· ÔÔfl· ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÁÌ

Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÍflÌÁÛÁ Ôı ÂÍÙÂÎ›ÛÙÁÍÂ „È· Ì· ‹ÏÂ ·¸ ÙÁ Ïfl· ÂÈÍ¸Ì· ÛÙÁÌ ‹ÎÎÁ, Í·Ë˛Ú

Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Õ�, Ôı ·ÔÙÂÎÂfl ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ıÔÙÈË›ÏÂÌÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÁ

‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÈÍ¸Ì·.

∏˜ÔÌÙ·Ú ›ÓÈ ÙÈÏ›Ú, Ôı ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ fi ¸˜È, ÒÔÍ˝ÙÔıÌ 26 � 64

ÛıÌ‰ı·ÛÏÔfl ÍflÌÁÛÁÚ. ƒÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍ·Ì, ÎÔÈ¸Ì, ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁ ¸ÎÔÈ ·ıÙÔfl ÔÈ

ÛıÌ‰ı·ÛÏÔfl „È· Tx � 8, Ty � 5, Tz � 0�5, ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Í·È Ÿx � 0�052,

Ÿy � 0�044 Í·È Ÿz � 0�026, ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi (ÔÈ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ

ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ·Ì·„Ò‹ˆÔÌÙ·È ÛÂ ·ÍÙflÌÈ· (radiants) Í·È ÂflÌ·È ÂÒflÔı 3, 2�5, 1�5 ÏÔflÒÂÚ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜·). ∏ÙÛÈ, ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ¸ÎÂÚ ÔÈ ‰ıÌ·Ù›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÍflÌÁÛÁÚ, ·Î›Ú Í·È Û˝ÌËÂÙÂÚ,

¸˘Ú ÂflÌ·È : ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÛÂ ›Ì· Í·È Ï¸ÌÔ ‹ÓÔÌ·, ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÛÂ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ,

ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ›Ì·Ì Í·È Ï¸ÌÔ ‹ÓÔÌ·, ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ,

ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÛÂ ›Ì·Ì ‹ÓÔÌ· Í·È ÛıÌ‰ı·ÛÏÔfl ÂÒÈÛÙÒÔˆ˛Ì, ÍÔÍ. ≈flÛÁÚ ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ Í·È

ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ÙÁÚ ÏÁ ˝·ÒÓÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ, ‰ÁÎ·‰fi Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· T Í·È Ÿ ÂflÌ·È ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹.

Œ›ÒÔÌÙ·Ú ¸Î· Ù· Û˘ÛÙ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· T , Ÿ Í·È N Í·È ‚ÒflÛÍÔÌÙ·Ú Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ôı ‰flÌÂÈ Ô ÂÍÙÈÏÁÙfiÚ T �, Ÿ� Í·È N �, Ù· ÛıÍÒflÌÔıÏÂ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ›Ì·

Âfl‰ÔÚ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁÚ ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì. « ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ ·ıÙfi ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ :

VÛ 	 VÂ

jjVÛjjjjVÂjj

¸Ôı VÛ ÙÔ Û˘ÛÙ¸ Í·È VÂ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ôı ‚Ò›ËÁÍÂ, VÛ 	 VÂ ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ Ù˘Ì

‰˝Ô ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Í·È ``jj � jj'' ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÈ ÙÔ Ï›ÙÒÔ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ. « ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ ·ıÙfi

ˆ·ÌÂÒ˛ÌÂÈ Í·Ù‹ ¸ÛÔ Ù· ‰˝Ô ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È, ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, Í·È

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÂflÌ·È Í·ÌÔÌÈÍÔÔÈÁÏ›ÌÁ, ‰flÌÔÌÙ·Ú ÙÈÏ›Ú ·¸ �1 Ï›˜ÒÈ �1, ¸Ôı Á ÙÈÏfi �1 ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ

Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÂflÌ·È ÂÌÙÂÎ˛Ú ·ÌÙflËÂÙ·, Á 0 ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ÂflÌ·È ÂÌÙÂÎ˛Ú ‹Û˜ÂÙ·, ‰ÁÎ·‰fi

Í‹ËÂÙ· ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ, Í·È Á �1 ¸ÙÈ Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È.

≈ÈÛÁÏ‹Ì·ÏÂ ÛÙÔ Û˜ÂÙÈÍ¸  Âˆ‹Î·ÈÔ (4) ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂÈ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· Õ� ¸Ù·Ì Á ÍflÌÁÛÁ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È Ï¸ÌÔ ·¸ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi. ”ÁÏÂÈ˛Û·ÏÂ ¸Ï˘Ú ¸ÙÈ ·Ì

Ó›ÒÔıÏÂ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì· (Õ) ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ‚ÒÂËÂfl ÙÔ

Õ� ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ·Î‹ ÙÔ Õ ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· R, ‰ÁÎ·‰fi Õ� � RN . ¡ÒÍÂfl, ÎÔÈ¸Ì, ÛÙÈÚ

ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ·ıÙ›Ú ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ Ÿ�, Ôı ‚Ò›ËÁÍÂ, Ì· ÂflÌ·È Û˘ÛÙ¸. ¡¸

ÙÔ Ÿ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Î‹ Ô flÌ·Í·Ú R Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô (4.4), ¸Ôı ˆ1, ˆ2, ˆ3 ÂflÌ·È ÔÈ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ Ÿx, Ÿy , Ÿz ÙÔı Ÿ (ÛÂ ·ÍÙflÌÈ·, radiants).

‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁÚ ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚Âfl·Ú. ‘· ÂıÒÂË›ÌÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

Õ�, Í·È Ÿ� ÂflÌ·È, ·Ì ¸˜È ·ÍÒÈ‚˛Ú, ÔÎ˝ ÍÔÌÙ‹ ÛÙ· Û˘ÛÙ‹ Í·È È‰È·flÙÂÒ· ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹

ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ Õ� Ôı Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ. ”ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, ¸Ôı ‰ÂÌ

ÏÔÒÂfl Ì· ÂÍÙÈÏÁËÂfl ÙÔ Õ�, ·ÒÍÂfl ·Î˛Ú Ì· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ Õ� � RN , ¸˘Ú ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ

ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ú. ≈ˆ¸ÛÔÌ ¸Ï˘Ú ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ÿ� ÂflÌ·È Û˘ÛÙ¸ Ù¸ÙÂ Í·È

Á ÂÒÈÛÙÒÔˆfi RN Ë· ‰˛ÛÂÈ ›Ì· ÂıÒÂË›Ì ‰È‹ÌıÛÏ· Ôı Ë· ÂflÌ·È ÍÈ ·ıÙ¸ Û˘ÛÙ¸. ºÛÔÌ

·ˆÔÒ‹ ÙÔ ÂıÒÂË›Ì ‰È‹ÌıÛÏ· ‘�, ›˜ÔıÏÂ ÂÈÛÁÏ‹ÌÂÈ Í·È ÛÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô  Âˆ‹Î·ÈÔ ¸ÙÈ

‰ÂÌ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ·Ì·ÍÙÁËÔ˝Ì Í·ÌÔÌÈÍ‹ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Í·È ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ

ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú, ‰È¸ÙÈ ÏÂÛÔÎ·‚Âfl ›Ì·Ú ‹„Ì˘ÛÙÔÚ ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ÍÎflÏ·Í·Ú Ôı ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl

Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl. ‘Ô Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ‰ÂÌ ·ÔÙÂÎÂfl Ò¸‚ÎÁÏ·, ‰È¸ÙÈ Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ

ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ Ï¸ÌÔ Á Í·ÙÂ˝ËıÌÛfi ÙÔı. ≈flÛÁÚ, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‹ÌÙÔÙÂ ÙÔ Õ ÏÔÌ·‰È·flÔ ÙÔ ÔÔflÔ

Ï·Ú ·ÒÍÂfl „È· Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. œÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ

ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ¸Ï˘Ú ·Ò·Ï›ÌÔıÌ ‹„Ì˘ÛÙÔÈ ÏÂ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ¸ÙÈ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ ÙÔ

Û˘ÛÙ¸ Ï›ÙÒÔ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ‘�, Î¸„˘ ÙÔı ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú. ¬›‚·È·, ·Ì ÍÔÈÙ‹ÓÔıÏÂ

ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔıÚ Î¸„ÔıÚ Ù˘Ì ÛıÌÈÛÙ˘Û˛Ì ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ‘� ÛÂ Û˜›ÛÁ

ÏÂ ÙÔ Û˘ÛÙ¸ ‘ Ë· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ ‰ÂÌ ·ÔÍÎflÌÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ·¸ ÙÔ Û˘ÛÙ¸ Í·È ‹Ò· ÏÔÒÂfl Ì·

ËÂ˘ÒÁËÂfl Û˘ÛÙ¸, Ò‹„Ï· Ôı „flÌÂÙ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ÏÂ ÙÁ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ. «

ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Ôı Ûı„ÍÒflÌÔÌÙ·È fiÙ·Ì Âfl ÙÔ ÎÂflÛÙÔÌ 1, Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ

ÙÔ ÂıÒÂË›Ì ‰È‹ÌıÛÏ· Ù·ıÙflÊÂÙ·È ÏÂ ÙÔ Û˘ÛÙ¸.

¬›‚·È· ›˜ÔıÏÂ Í·È Ûˆ‹ÎÏ·Ù·. ‘· Ûˆ‹ÎÏ·Ù· ÂflÌ·È Í·Ù‹ Í˝ÒÈÔ Î¸„Ô ÂÎ‹˜ÈÛÙ· ÛÙÔ

ÎfiËÔÚ ·ÎÎ‹ Í·È ‹Ò· ÔÎ˝ ÏÈÍÒ‹ ÛÙÁÌ ÙÈÏfi. ≈flÌ·È ˆıÛÈÔÎÔ„ÈÍ¸ Ì· ı‹Ò˜ÔıÌ Ûˆ‹ÎÏ·Ù·,

Âˆ¸ÛÔÌ ÏÈÎ‹ÏÂ „È· ·Ì‹ÍÙÁÛÁ Ù˘Ì ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ·¸ ÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ

‰È·ÍÒÈÙ¸ ˜˛ÒÔ ˜˘ÒflÚ Í·Ïfl· ‹ÎÎÁ ‚ÔfiËÂÈ·. ºÏ˘Ú, ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ÔÎ˝ ÏÈÍÒ¸

Ôı Ï¸ÌÔ ÛÂ ÏÂ„‹ÎÂÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÔÒÂfl Ì· ·flÓÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ Ò¸ÎÔ. ≈ˆ¸ÛÔÌ ¸Ï˘Ú ÙÔ

Ò¸Û˘Ô ‰ÂÌ ·›˜ÂÈ ÔÎ˝ ·¸ ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, Ù· ÂıÒÂË›ÌÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Í·Î˝ÙÔıÌ ‹ÒÈÛÙ·

ÙÈÚ ·Ì‹„ÍÂÚ Ï·Ú, ‹ÌÙ· ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁ. ≈Ì‰ÂÈÍÙÈÍ‹ ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ

Ï›„ÈÛÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· ‰ÂÌ ÓÂÂÒÌ‹ÂÈ ÙÔ 0�002. ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ, ÂflÛÁÚ, ¸ÙÈ Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ·

ÙÁÚ ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁÚ, ·ÎÎ‹ Í·È ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÛÂ˘Ì Ôı ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì, ‰ÂÌ ıfiÒ˜Â

Ë¸Òı‚ÔÚ.

Ãfl· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁ, Ôı ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍÂ, ÂflÌ·È Ì· ÂÈ‚ÎÁËÂfl ÛÙ· ÛÁÏÂfl·

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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Ïfl· ÛıÌÂ˜¸ÏÂÌÁ ÍflÌÁÛÁ Í·È Ì· ·Ì·ÍÙÁËÔ˝Ì ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú.

–·Ò·Ë›ÙÔıÏÂ ‰˝Ô ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ, Á ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÂÒÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È ·¸

·ÒÈÛÙÂÒ‹ ÒÔÚ Ù· ‰ÂÓÈ‹, ¸˘Ú Ë· ÙÁ ‚Î›·ÏÂ Û·Ì ·Ò·ÙÁÒÁÙ›Ú ·¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ÙÔı ˆ·ÍÔ˝.

≈ˆ¸ÛÔÌ Á ÍflÌÁÛÁ ÂflÌ·È ÂÒÈÛÙÒÔˆÈÍfi, Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·‰ıÌ·ÙÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÂÈ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·

ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ Õ�. ƒ˛Û·ÏÂ ¸Ï˘Ú Û·Ì ÂflÛÔ‰Ô ÛÙÁÌ ÒÔÛÔÏÔflÔÛÁ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·

Õ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ÒÈÌ ÓÂÍÈÌfiÛÂÈ ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi Í·È Âˆ·ÒÏ¸Û·ÏÂ ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸

RN „È· Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸, ˛ÛÙÂ Ì· ÙÔÌ Ûı„ÍÒflÌÔıÏÂ ÏÂ ÙÔ Û˘ÛÙ¸. «

ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „flÌÂÙ·È „˝Ò˘ ·¸ ÙÔÌ ‹ÓÔÌ· y Í·È ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÌÂÈ ›Ì· Ò¸Û˘Ô Ôı ÍÔÈÙ‹ÊÂÈ

Îfl„Ô ·ÒÈÛÙÂÒ‹ Í·È „ıÒflÊÂÈ ÛÈ„‹ ÛÈ„‹ (‚fiÏ· � 2Ô) ÒÔÚ Ù· ‰ÂÓÈ‹, ¸˘Ú Ë· ÙÔ ‚Î›·ÏÂ ÂÏÂflÚ

Û·Ì ·Ò·ÙÁÒÁÙ›Ú. « ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ ›‰ÂÈÓÂ Í·È ‹ÎÈ ¸ÙÈ Ù· ÂıÒÂË›ÌÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È

ÏÂ Ù· Û˘ÛÙ‹, ‰ÁÎ·‰fi ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ � 1 fi� 1. ”ÙÔ Û˜fiÏ· 6.2 ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÏÎÂ Í˝ÍÎÔıÚ

Ù· Û˘ÛÙ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Õ Í·È ÏÂ Í¸ÍÍÈÌÔıÚ ÛÙ·ıÒÔ˝Ú ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Õ�. ≈ÂÈ‰fi Á ÍflÌÁÛÁ

ÂflÌ·È ÛıÌÂ˜fiÚ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Û˜ÁÏ·ÙflÛÔıÏÂ ÙÁÌ Í·Ï˝ÎÁ ÙÁÚ ÏÂÙ·‚ÔÎfiÚ ÙÔı Û˘ÛÙÔ˝

‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Õ (ÏÎÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi) Í·È ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á Í·Ï˝ÎÁ ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ

Õ� (Í¸ÍÍÈÌÁ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi) ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ‰˝Ô

Í·Ï˝ÎÂÚ Û˜Â‰¸Ì Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È, Ò‹„Ï· Ôı ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÂÈ ÙÁÌ ÔÒË¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì.
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”˜fiÏ· 6.2: œÈ Í·Ï˝ÎÂÚ ÙÔı Û˘ÛÙÔ˝ (ÏÎÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi) Í·È ÙÔı ÂıÒÂË›ÌÙÔÚ
(Í¸ÍÍÈÌÁ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi) ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Õ. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Û˜Â‰¸Ì Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È,
Ò‹„Ï· Ôı ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÂÈ ÙÁÌ ÔÒË¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì. ÃÂ ÏÎÂ Í˝ÍÎÔıÚ ˆ·flÌÔÌÙ·È Ù·
Û˘ÛÙ‹ Í·È ÏÂ Í¸ÍÍÈÌÔıÚ ÛÙ·ıÒÔ˝Ú Ù· ÂıÒÂË›ÌÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝. «
ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁ ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ÙÔÌ ‹ÓÔÌ· y.

”ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ, Á ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁ ÂflÌ·È ÈÔ ÔÎ˝ÎÔÍÁ. –ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÌÂÙ·È

›Ì· Ò¸Û˘Ô Ôı ÍÔÈÙ‹ÊÂÈ Í‹Ù˘ ·ÒÈÛÙÂÒ‹ Í·È ÛÈ„‹ ÛÈ„‹ „ıÒflÊÂÈ Ì· ÍÔÈÙ‹ÓÂÈ ‹Ì˘ ‰ÂÓÈ‹.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ



68  Âˆ‹Î·ÈÔ 6. –ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·

”ıÏÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔÌÙ·È Í·È ÏÂÙ·ˆÔÒ›Ú. ”ÙÔÌ x ‹ÓÔÌ· ›˜ÔıÏÂ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ·¸ �25Ô ˘Ú

�25Ô Í·È ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ·¸ �25 ˘Ú �25 ÂÍ·ÙÔÛÙ‹, ÛÙÔÌ y ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ·¸ �10Ô ˘Ú �10Ô

Í·È ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ·¸ �10 ˘Ú �10 ÂÍ·ÙÔÛÙ‹ Í·È ÛÙÔÌ z ‹ÓÔÌ· Ï¸ÌÔ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ·¸ 0�5 ˘Ú

�0�5 ÂÍ·ÙÔÛÙ‹. « Û˝ÍÒÈÛÁ Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì ÏÂ Ù· Û˘ÛÙ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ›‰˘ÛÂ Í·È ‹ÎÈ

Âfl ÙÔ ÎÂflÛÙÔÌ ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ � 1 fi � 1, ÏÂ ÂÎ‹˜ÈÛÙ· Ûˆ‹ÎÏ·Ù·. ¡ıÙ¸ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÙÔ

‰È·ÈÛÙ˛ÛÔıÏÂ ÍÈ ·¸ ÙÔ Û˜fiÏ· 6.3, Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ Í·Ï˝ÎÂÚ ÏÂÙ·‚ÔÎfiÚ Ù˘Ì

Û˘ÛÙ˛Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Õ (ÏÎÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi) Í·È Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì Õ� (Í¸ÍÍÈÌÁ

‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi).
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”˜fiÏ· 6.3: œÈ Í·Ï˝ÎÂÚ ÙÔı Û˘ÛÙÔ˝ (ÏÎÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi) Í·È ÙÔı ÂıÒÂË›ÌÙÔÚ
(Í¸ÍÍÈÌÁ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÁ „Ò·ÏÏfi) ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Õ. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Û˜Â‰¸Ì Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È,
Ò‹„Ï· Ôı ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÂÈ ÙÁÌ ÔÒË¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì. ÃÂ ÏÎÂ Í˝ÍÎÔıÚ ˆ·flÌÔÌÙ·È Ù·
Û˘ÛÙ‹ Í·È ÏÂ Í¸ÍÍÈÌÔıÚ ÛÙ·ıÒÔ˝Ú Ù· ÂıÒÂË›ÌÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝. «
ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁ ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÛÙÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ x, y, z Í·È ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÛÙÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ
x, y.

 ·È ÛÙÈÚ ‰˝Ô ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂflÌ·È ·Ò·‹Ì˘ ·¸ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹. ƒÂÌ

·Ò·ÎÂflÔıÏÂ Ì· ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ ¸ÙÈ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ûˆ‹ÎÏ·Ù·, ·ÎÎ‹ Í·È ‹ÎÈ ÂflÌ·È ‹Ò·

ÔÎ˝ ÏÈÍÒ‹ „È· Ì· ›˜ÔıÌ ÛÔ‚·Ò›Ú ÛıÌ›ÂÈÂÚ. ”Â Ò˛ÙÁ ˆ‹ÛÁ ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ¸ÙÈ

Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ Ù˘Ì ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ‰ÔıÎÂ˝ÂÈ

·ÒÍÂÙ‹ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹, ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ‹ÌÙ· ÛÙ· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÛÂ˘Ì.

ÃÁÌ ÓÂ˜Ì‹ÏÂ ¸Ï˘Ú ¸ÙÈ Á ÒÔÛÔÏÔfl˘ÛÁ „flÌÂÙ·È ÏÂ ‰Â‰ÔÏ›Ì· ·ÍÒÈ‚Âfl·Ú, ˜˘ÒflÚ ·ÒÂÏ‚ÔÎfi

ËÔÒ˝‚Ôı.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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6.2 –·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ÏÂ ‚‹ÛÁ Ù· ÛÁÏÂfl·

« Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÁÚ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁÚ ÔÎÎ·Î˛Ì ÏÎÔÍ ıÔ‚ÔÁËÔ˝ÏÂÌÁ ·¸ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú

ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍÂ ÛÂ ¯ÁˆÈ·Í›Ú ·ÍÔÎÔıËflÂÚ ÂÈÍ¸Ì˘Ì Ôı ÂÒÈ›˜ÔıÌ ›Ì· Ò¸Û˘Ô.

¡Ò˜ÈÍÔÔÈfiËÁÍ·Ì Ù· ÛÁÏÂfl· ÛÙÈÚ ‰˝Ô Ò˛ÙÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú Í·È Á ÂÍÙflÏÁÛÁ

Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Ï¸ÌÔ „È· ÙÁÌ Ò¸‚ÎÂ¯Á,

¸˘Ú ÂÒÈ„Ò‹ˆÁÍÂ ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 5. œÈ „Ì˘ÛÙ›Ú „È· ÙÈÚ ‰ÔÍÈÏ›Ú ·ÍÔÎÔıËflÂÚ ``erik'' Í·È

``foreman'' ÂÈÛÙÒ·ÙÂ˝ÙÁÍ·Ì „È· ÙÔ ÛÍÔ¸ ·ıÙ¸.

« Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍÂ ÏÂ ÙÁÌ ·ÍÔÎÔıËfl· ``erik'', ¸Ôı Á ÍflÌÁÛÁ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹

ÏÈÍÒfi, ·ÎÎ‹ ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ‰˝ÛÍÔÎÂÚ Í·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ¸˘Ú ÂflÌ·È Ïfl· ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı ˘Ú ÒÔÚ ÙÔÌ y ‹ÓÔÌ·, Ôı ÍÔÒıˆ˛ÌÂÙ·È ÛÙÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ 25, 26, Í·È ¸Ôı ÙÔ

·ÒÈÛÙÂÒ¸ ‹ÍÒÔ ÙÔı ·ÒÈÛÙÂÒÔ˝ Ï·ÙÈÔ˝ (¸˘Ú ‚Î›ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·) ˆÙ‹ÌÂÈ ÛÂ ÛÁÏÂflÔ

Ì· Ù·ıÙflÊÂÙ·È Û˜Â‰¸Ì ÏÂ ÙÔ ÂÒfl„Ò·ÏÏ· ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı. ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı ¸ÙÈ ÛÙÔ ‹ÍÒÔ ·ıÙ¸

‚ÒflÛÍÂÙ·È ›Ì· ·¸ Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ (ÙÔ P1) Ë· ÂÒflÏÂÌÂ Í·ÌÂflÚ Ì·

·ÔÙ˝˜ÂÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ, ·ÎÎ‹ Í‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ ‰ÂÌ ÛıÏ‚·flÌÂÈ. « Ï›ËÔ‰ÔÚ ÎÂÈÙÔıÒ„Âfl ÏÂ ÂÈÙı˜fl·

ÛÙÁ‰˝ÛÍÔÎÁ·ıÙfiÂÒflÙ˘ÛÁ Í·È Í·Ù·ˆ›ÒÌÂÈ ÛÙÈÚ Â¸ÏÂÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ Ì· Â·Ì·ˆ›ÒÂÈ Û˘ÛÙ‹

ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ÍÔÌÙ‹ ÛÙÁ Ë›ÛÁ Ôı Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È. ≈flÛÁÚ, ÂÈÛÁÏ·flÌÔıÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ ÙÔ

Ò¸Û˘Ô ‚ÒflÛÍÂÙ·È ·ÒÍÂÙ‹ Ï·ÍÒÈ‹ ·¸ ÙÔ ˆ·Í¸ Í·È ‰˝ÛÍÔÎ· ÓÂ˜˘ÒflÊÔıÌ Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı

·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È, ·Í¸Ï· Í·È ÏÂ ÙÔ ·ÌËÒ˛ÈÌÔ Ï‹ÙÈ. ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Á ÎÁÒÔˆÔÒfl·

Ôı ÂÏÂÒÈ›˜ÔıÌ Ù· ÛÁÏÂfl· ÂflÌ·È Îfl„Á, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı Ï‹ÎÈÛÙ· ¸ÙÈ Á ·ÍÔÎÔıËfl· ÂÓfi„˜ËÁÍÂ

·¸ ›Ì· MPEG ‚flÌÙÂÔ, Ò‹„Ï· Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ÏÂÛÔÎ·‚Âfl Í·È Í‹ÔÈ· ÛıÏflÂÛÁ. œÈ

·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì „È· ÙÁÌ ·ÍÔÎÔıËfl· ·ıÙfi, Í·È Ôı ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÏÂ

ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ‹ ÙÔıÚ ÔÒflÊÂÙ·È Á ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì, ÂflÌ·È jtxj � jtyj � 2

ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl· (pixels) „È· ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹, Ù¸ÛÔ ÛÙÔÌ x ¸ÛÔ Í·È ÛÙÔÌ y ‹ÓÔÌ·, jrj � 4o

„È· ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi Í·È jsj � 2 ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl· „È· ÙÁÌ ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁ. ¡ÔÛ‹ÛÏ·Ù· Ù˘Ì

·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 6.4.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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”˜fiÏ· 6.4: ”ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ‚Î›ÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ·Ò·ÍÔÎÔ˝-
ËÁÛÁÚ „È· ·ÔÛ‹ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÁÌ ·ÍÔÎıËfl· ``erik''. ¡¸ ‰ÂÓÈ‹ ÒÔÚ Ù· ·ÒÈÛÙÂÒ‹ Í·È ·¸
‹Ì˘ ÒÔÚ Ù· Í‹Ù˘ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ 2, 7, 12, 17, 22, 26, 31, 36,
41.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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« ·ÍÔÎÔıËfl· ``foreman'' ÂflÌ·È È‰È·flÙÂÒ· ‰˝ÛÍÔÎÁ, ‰È¸ÙÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÙÔı ``ÂÈÛÙ‹ÙÁ''

ÂÍÙÂÎÂfl ÏÂ„‹ÎÁ ÍflÌÁÛÁ, Ôı ÙÈÚ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ˆÔÒ›Ú ÏÔÒÂfl Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÂfl ·ÌÂÓ›ÎÂ-

„ÍÙÁ Í·È ·Ò¸‚ÎÂÙÁ. ”ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì· 62 Ô ``ÂÈÛÙ‹ÙÁÚ'' Í‹ÌÂÈ Ïfl· ÂÌÙÂÎ˛Ú ·Ò¸‚ÎÂÙÁ

›ÍˆÒ·ÛÁ ·ÌÔfl„ÔÌÙ·Ú ‰È‹Î·Ù· Ù· Ï‹ÙÈ· Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï· ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ‰ıÛÍÔÎÂ˝ÂÈ

ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô È‰È·flÙÂÒ·, Í·È Ôı ÙÂÎÈÍ‹ Ë· ÔËÁ„ÁËÂfl ÛÙÁÌ ·ÔÙı˜fl·, ·ˆÔ˝ ‰ÂÌ Ë· ÏÔÒ›ÛÂÈ

Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÂÈ Î›ÔÌ Ù· Û˘ÛÙ‹ ÛÁÏÂfl·. ¡ÔÙı˜fl· ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Á ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ Ù˘Ì ÏÎÔÍ

ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒfi Í·È ‹Ò· Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ‚Ò›ËÁÍ·Ì ËÂ˘ÒÔ˝ÌÙ·È Î‹ËÔÚ, Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ

¸ÙÈ Ò›ÂÈ Ì· Ó·Ì·-·Ò˜ÈÍÔÔÈÁËÔ˝Ì. Ã›˜ÒÈ ÂÍÂflÌÁ ÙÁ ÛÙÈ„Ïfi ¸Ï˘Ú, Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·

ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹, ¸˘Ú ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Í·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 6.5. œÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ

ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi ‰È·ÏÔÒˆ˛ÌÔÌÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ : ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ jtxj � jty j � 3 , ÂÒÈÛÙÒÔˆfi

jrj � 4o, ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁ jsj � 4. ≈ÈÛÁÏ‹ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Î¸„˘ ÙÁÚ ÏÂ„‹ÎÁÚ ÂÒÈÔ˜fiÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ

Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÏÂ ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ·ıÙ›Ú, Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Ò·„Ï·ÙÔÔÈfiËÁÍÂ ÏÂ ‚fiÏ· 2 ÛÂ

Í‹ËÂ ‹ÓÔÌ·. ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Í·È Á ·ÍÔÎÔıËfl· ·ıÙfi ÂÓfi„˜ËÁÍÂ ·¸ MPEG ‚flÌÙÂo.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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”˜fiÏ· 6.5: ”ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ‚Î›ÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ·Ò·ÍÔÎÔ˝-
ËÁÛÁÚ „È· ·ÔÛ‹ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÁÌ ·ÍÔÎıËfl· ``foreman''. ¡¸ ‰ÂÓÈ‹ ÒÔÚ Ù· ·ÒÈÛÙÂÒ‹ Í·È
·¸ ‹Ì˘ ÒÔÚ Ù· Í‹Ù˘ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ 2, 10, 18, 26, 32, 40,
48, 56, 62.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”Ù· ‰˝Ô ·ıÙ‹ ·Ò·‰Âfl„Ï·Ù··Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ¸Ôı Ù· ÛÁÏÂfl·, Ù˘Ì Ï·ÙÈ˛Ì

·ÎÎ‹ Í·È È‰È·flÙÂÒ· ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ, ‰ÂÌ ›˜ÔıÌ ÙÁÌ ·Ì·ÏÂÌ¸ÏÂÌÁ·ÍÒfl‚ÂÈ·. « ÂflÙÂıÓÁ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú

„È· Ù· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ ÂflÌ·È È‰È·flÙÂÒ· ‰˝ÛÍÔÎÁ ı¸ËÂÛÁ. ≈È‰ÈÍ‹ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ Ï˝ÙÁÚ,

Ù· ÛÁÏÂfl· ‰ÂÌ ÂÏÂÒÈ›˜ÔıÌ ·ÒÍÂÙfi ÎÁÒÔˆÔÒfl· ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ Ì· ÏÁÌ

ÏÔÒÂfl Ì· ·Ô‰˛ÛÂÈ ÙÔ Ï›„ÈÛÙÔ. √È· Ù· Ï‹ÙÈ·, Ô ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸Ú ¸ÙÈ Ù· ÛÁÏÂfl· Ò›ÂÈ Ì·

‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÂ ›Ì· ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· ›˜ÂÈ ˘Ú ÛıÌ›ÂÈ· ÔÎÎ›Ú ˆÔÒ›Ú Ù· ÛÁÏÂfl·

ÙÔı ÂÌ¸Ú Ï·ÙÈÔ˝ Ì· ÏÁÌ ›ˆÙÔıÌ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÛÙÈÚ Û˘ÛÙ›Ú Ë›ÛÂÈÚ, Î¸„˘ ÙÁÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú

ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ôı ‰È·Ë›ÙÔıÏÂ ÛÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ ˜˛ÒÔ. »ıÏflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ

ÙÏfiÏ· ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚˛Ú ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÛÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ ˜˛ÒÔ Í·È ·Ì··ÒflÛÙ·Ù·È Ï›Û˘

ÙÔı ·Î„¸ÒÈËÏÔı Midpoint. ≈flÛÁÚ, ¸Ù·Ì ‰˝Ô ÛÁÏÂfl· ÂÌ¸Ú Ï·ÙÈÔ˝ ÂÏÂÒÈ›˜ÔıÌ ı¯ÁÎfi

ÎÁÒÔˆÔÒfl·, ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ Ù· ‰˝Ô ÛÁÏÂfl· ÙÔı ‹ÎÎÔı Ï·ÙÈÔ˝, ÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· Ë·

ÒÔÛ·ÒÏÔÛÙÂfl Û' ·ıÙ‹, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ``ıÔˆ›ÒÔıÌ'' Ù· ‹ÎÎ· ‰˝Ô. ’ÂÌËıÏflÊÔıÏÂ

Í·È ‹ÎÈ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú ``foreman'' Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÙÔı ÂıË˝„Ò·ÏÏÔı

ÙÏfiÏ·ÙÔÚ „È· ÙÁÌ Â˝ÒÂÛÁ ÙÁÚ ÂÒÈÔ˜fiÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ò·„Ï·ÙÔÔÈfiËÁÍÂ ÏÂ ‚fiÏ· 2 ÛÙÔÌ

Í‹ËÂ ‹ÓÔÌ·, Ô¸ÙÂ ›Ì· Ï›ÒÔÚ ÙÁÚ ÂıË˝ÌÁÚ „È· ÙÁÌ ›ÎÎÂÈ¯Á ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú ÔˆÂflÎÂÙ·È Í·È ÂÍÂfl.

ºÏ˘Ú, ·Ò¸Î· Ù· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·, Á ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ Í·Ù·ˆ›ÒÌÂÈ Í·È ÛÙÈÚ ‰˝Ô

·ÍÔÎÔıËflÂÚ Ì· ‰˛ÛÂÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·. ‘Ô Ò¸Û˘Ô, Û·Ì Û˝ÌÔÎÔ, ·Ò·-

ÍÔÎÔıËÂflÙ·È ‹Ù·ÈÛÙ·. ‘· ÛÁÏÂfl· ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È ÏÂ Â·ÒÍfi ·ÍÒfl‚ÂÈ· Í·È ‹ÌÙÔÙÂ

ÔÒflÊÔıÌ Ù· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÛÙ· ÔÔfl· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì. …‰È·flÙÂÒ· ÛÙ· ‰˝Ô ÛÁÏÂfl· ÙÔı ÛÙ¸-

Ï·ÙÔÚ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÍÎfiÛÛÂÈ ÏÂ ÙÁÌ ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ¸ÙÁÙ‹ ÙÁÚ, ÂÈ‰ÈÍ‹ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı

``erik'' Ôı ÏÈÎ‹ÂÈ Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú ÙÔ ÛÙ¸Ï· ÍÈÌÂflÙ·È. »ıÏflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔfl ÂÒÈÔ-

ÒÈÛÏÔfl „È· ÙÔ ÛÙ¸Ï· ÏÔÒÔ˝Ì Í·È Ì· ··ÎÂÈˆËÔ˝Ì, Ò‹„Ï· Ôı ›„ÈÌÂ ÛÙÈÚ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ

‰ÔÍÈÏ›Ú.

6.3 ”ıÌ‰ı·ÛÏ¸Ú Ù˘Ì ‰˝Ô ÛÙ·‰fl˘Ì - « ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÁ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·

√È· Ì· ÛıÌ‰ı‹ÛÔıÏÂ Ù· ‰˝Ô ÛÙ‹‰È· Í·È Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÁ ÏÂËÔ-

‰ÔÎÔ„fl·, ÂÈÛÙÒ·ÙÂ˝ÙÁÍ·Ì ·ÍÔÎÔıËflÂÚ Ôı ÂÎfiˆËÁÛ·Ì ÛÂ ÂÎÂ„˜¸ÏÂÌÔ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ, „È·

Ì· ÂflÏ·ÛÙÂ ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· „Ì˘ÒflÊÔıÏÂ Í·È ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ

ÂÈÍ¸Ì· Í·È ›ÙÛÈ Ì· ·Ò˜ÈÍÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÎfiÒ˘Ú ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô. ‘Ô Ò¸Û˘Ô ÛÙÈÚ ·ÍÔÎÔıËflÂÚ

·ıÙ›Ú ÍÔÈÙ‹ÊÂÈ ‹ÌÙ· ÙÔ ˆ·Í¸ ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÈÍ¸Ì· ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú, Ô¸ÙÂ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· ÂflÌ·È Õ � �0� 0��1�. ≈flÛÁÚ, ÛÙÈÚ ·ÍÔÎÔıËflÂÚ ·ıÙ›Ú ÂflÌ·È „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸-

Û˘Ô ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÍÔÌÙ‹ ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ· Í·È Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ ÂflÌ·È È‰È·flÙÂÒ·

Âı‰È‹ÍÒÈÙ·. ≈flÏ·ÛÙÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÎfiÒ˘Ú ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙÂÚ

ÙÁÚ ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁÚ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·Ú.

« ·ÍÔÎÔıËfl· ``kutsurak'' ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÛıÌÔÎÈÍ‹ 586 ÂÈÍ¸ÌÂÚ. –ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ

›Ì· Ò¸Û˘Ô, Ôı ·Ò˜ÈÍ‹ ÍÔÈÙ‹ÂÈ ÙÔ ˆ·Í¸. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÂÒÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È

·ÒÈÛÙÂÒ‹-‰ÂÓÈ‹ Í·È ‹Ì˘-Í‹Ù˘, ‘›ÎÔÚ, „flÌÔÌÙ·È Í·È Í‹ÔÈÂÚ ‰È·„˛ÌÈÂÚ ÍÈÌfiÛÂÈÚ. ≈È-

ÛÁÏ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ÂflÌ·È ÔÏ·Îfi, ˜˘ÒflÚ Ì· ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ Í‹ÙÈ ÙÔ ·¸ÙÔÏÔ, Í·È

·Îfi, ÂÈ‰ÈÍ‹ ÛÙÈÚ Ò˛ÙÂÚ 213 ÂÈÍ¸ÌÂÚ. œÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì „È· ÙÁÌ

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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·ÍÔÎÔıËfl· ·ıÙfi, ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÔÌ ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ ÂÒÈÔ˜fiÚ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì,

ÂflÌ·È jtxj � jty j � 2 ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl· (pixels) „È· ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹, Ù¸ÛÔ ÛÙÔÌ x ¸ÛÔ Í·È ÛÙÔÌ

y ‹ÓÔÌ·, jrj � 4o „È· ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi Í·È jsj � 2 ÂÈÍÔÌÔÛÙÔÈ˜Âfl· „È· ÙÁÌ ÍÎÈÏ‹Í˘ÛÁ.

–·Ò·Ë›ÙÔıÏÂ ·ÔÛ·ÛÏ·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·, ¸Ôı ‰È·ÍÒflÌÔÌÙ·È ÙÔ Ò¸Û˘Ô Ôı ·Ò·-

ÍÔÎÔıËÂflÙ·È, Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÛÁÏÂfl·, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ¸Ê·Ú Ôı ÂÍÙÈÏfiËÁÍÂ.

‘Ô Û˜fiÏ· 6.6 ·ˆÔÒ‹ ÙÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ 1 � 158, ¸Ôı Á ÍflÌÁÛÁ ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ÙÔı

ÒÔÛ˛Ôı ‰ÂÓÈ‹-·ÒÈÛÙÂÒ‹ Í·È ‹Ì˘-Í‹Ù˘, ÂÌ˛ ÙÔ Û˜fiÏ· 6.7 ÙÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ 215� 297, ¸Ôı

Á ÍflÌÁÛÁ ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈ·, ÛıÏÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ‰ÁÎ·‰fi ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Í·È ÂÒÈÛÙÒÔˆfi, Í·È ‹Ò·

ÈÔ ÔÎ˝ÎÔÍÁ.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”˜fiÏ· 6.6: ”ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ‚Î›ÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÁÚ
ÏÂË¸‰Ôı, ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÁÏÂfl˘Ì Í·È ÂÍÙflÏÁÛÁ ¸Ê·Ú, „È· ·ÔÛ‹ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÁÌ
·ÍÔÎÔıËfl· ``kutsurak''. ¡¸ ‹Ì˘ ÒÔÚ Ù· Í‹Ù˘ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÈÚ
ÂÈÍ¸ÌÂÚ 1, 15, 25, 35, 50, 70, 85, 100, 115, 135, 155.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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”˜fiÏ· 6.7: ”ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ‚Î›ÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÁÚ
ÏÂË¸‰Ôı, ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÁÏÂfl˘Ì Í·È ÂÍÙflÏÁÛÁ ¸Ê·Ú, „È· ·ÔÛ‹ÛÏ·Ù· ·¸ ÙÁÌ
·ÍÔÎÔıËfl· ``kutsurak''. ¡¸ ‹Ì˘ ÒÔÚ Ù· Í‹Ù˘ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÈÚ
ÂÈÍ¸ÌÂÚ 220, 230, 240, 255, 270, 280, 295.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÁÚ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·Ú ÍÒflÌÔÌÙ·È ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹.

¡¸ ÙÁ Ïfl· ÏÂÒÈ‹, Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ˆ·flÌÂÙ·È Í·Îfi, Ò‹„Ï· Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ

¸ÙÈ ·Ò·ÍÔÎÔıËÂflÙ·È ÙÔ Ò¸Û˘Ô Í·È Ù· ÂÈÎÂ„Ï›Ì· ÛÁÏÂfl· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÔıÌ ÙÁ Ë›ÛÁ

Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì. ¡¸ ÙÁÌ ‹ÎÎÁ ÏÂÒÈ‹, ¸Ï˘Ú, Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ¸Ê·Ú

·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Í·È ‰ÂÌ ÂÈ‚Â‚·È˛ÌÂÈ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÛÂ˘Ì.

ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·ÍÒflÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ

ÂÒflÔı, ·ÎÎ‹ ¸˜È Â·ÍÒÈ‚˛Ú. œ ÂÍÙÈÏÁÙfiÚ ¸Ê·Ú, Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· Ù˘Ì ÂÈÒ·Ï‹Ù˘Ì,

›‰ÈÌÂ Û˜ÂÙÈÍ‹ ·ÎÎ‹ ¸˜È Â·ÒÍ˛Ú ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·, ·Ò¸ÎÔ Ôı Á ÍflÌÁÛÁ

ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ·Îfi. –Ò‹„Ï·, ¸Ï˘Ú, ·Ì·ÏÂÌ¸ÏÂÌÔ, Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ÂÓÁ„ÁËÂfl. ‘Ô ÎfiËÔÚ

Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì, ÔÈ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ÙÒÔˆÔ‰ÔÙÔ˝Ì ÙÔÌ ÂÍÙÈÏÁÙfi ¸Ê·Ú, ÂflÌ·È ÔÍÙ˛.

ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı ¸ÙÈ ‰ÂÌ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ ¸Î· Í‹ÔÈ· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÍflÌÁÛÁ, Ôı ÔˆÂflÎÂÙ·È

Ò˛ÙÔÌ ÛÙÁÌ ÒÔ‚ÔÎfi Í·È ‰Â˝ÙÂÒÔÌ ÛÙÔ ‰È·˜˘ÒÈÛÏ¸ ÙÔıÚ ÛÂ ÔÏ‹‰ÂÚ, ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÔÎ˝

Ûı˜Ì‹ Ì· ÏÂÙ·ÍÈÌÔ˝ÌÙ·È ÔÒÈÛÏ›Ì· ÒÔÚ Ïfl· Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, ÂÌ˛ Í‹ÔÈ· ‹ÎÎ· ÒÔÚ Ïfl·

‹ÎÎÁ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ. ¡ıÙ¸ ·ÔÙÂÎÂfl ·Ò‹„ÔÌÙ· Û˝„˜ıÛÁÚ „È· ÙÔÌ ÂÍÙÈÏÁÙfi, Ô ÔÔflÔÚ

ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ÏÂÒ‰Â˝ÂÙ·È ·¸ Ù›ÙÔÈ· ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌ· ‰È‹˜ıÛÁÚ. ∏ÛÙ˘ Í·È Ì· ÛÁÏÂflÔ Ì·

ÓÂˆÂ˝„ÂÈ „È· ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ Î¸„˘ ·¸ ÙÁÌ ÔÒÂfl· Ôı Ë· ›ÒÂÂ Ì· ·ÍÔÎÔıËfiÛÂÈ ÂflÌ·È

ÈÍ·Ì¸ Ì· ÒÔÍ·Î›ÛÂÈ Û˝„˜ıÛÁ ÛÙÔÌ ÂÍÙÈÏÁÙfi. ≈flÛÁÚ, Á ›ÎÎÂÈ¯Á ÙÁÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú, ¸ÛÔÌ

·ˆÔÒ‹ ÙÈÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì, ÛıÏ‚‹ÎÎÂÈ Û'·ıÙfiÌ ÙÁ Û˝„˜ıÛÁ. ‘›ÎÔÚ, ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÎÎÔfl

ÙÒ¸ÔÈ ÍflÌÁÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÓÁ„ÁËÂfl Á Ì›· Ë›ÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì

ÛÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·. –.˜. Ïfl· ÂÎ·ˆÒ‹ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi ˘Ú ÒÔÚ ÙÔÌ y ‹ÓÔÌ· ÏÔÒÂfl Ì· ÂÓÁ„ÁËÂfl Í·È

˘Ú ·Îfi ÏÂÙ·ˆÔÒ‹, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ¸ÙÈ „Ì˘ÒflÊÔıÏÂ ÏÔÌ‹˜· ÙÈÚ 2-ƒ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Í·È

‰ÂÌ ›˜ÔıÏÂ Í·Ïfl· ‹ÎÎÁ ÎÁÒÔˆÔÒfl· ÛÙÁ ‰È‹ËÂÛfi Ï·Ú. ¡¸ ÙÈÚ ÔÎÎ›Ú ÈË·Ì›Ú Î˝ÛÂÈÚ,

Ô ÂÍÙÈÏÁÙfiÚ Ë· ‰˛ÛÂÈ Ïfl·, Á ÔÔfl· ÏÔÒÂfl Ì· ÏÁÌ ÂflÌ·È Á Û˘ÛÙfi, ·ÎÎ‹ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

ÎfiÒ˘Ú ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ, ‚‹ÛÂÈ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì „flÌÂÙ·È Á ÂÍÙflÏÁÛÁ.

–·Ò·ÙÁÒfiÛ·ÏÂ Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· Ù˘Ì ÂÈÒ·Ï‹Ù˘Ì, ¸ÙÈ, ¸ÌÙ˘Ú, Ô ÂÍÙÈÏÁÙfiÚ ‰Âfl˜ÌÂÈ

ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ``ÒÔÙflÏÁÛÁ'' ÛÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ·Ò‹ ÛÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi. ¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ ·Ì·¸ˆÂı-

ÍÙÂÚ ÛıÌ›ÂÈÂÚ ÛÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝, ·ˆÔ˝ Ù· ‰˝Ô

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÛıÌ‰›ÔÌÙ·È ‹ÒÒÁÍÙ· ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ. ∏ÙÛÈ Ô‰Á„Ô˝Ï·ÛÙÂ ÛÂ Î‹ËÁ ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹

ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝. √È· Ì· ·Ôˆ˝„ÔıÏÂ Ù›ÙÔÈÔı

Âfl‰ÔıÚ Î‹ËÁ ·Ì·„Í·ÛÙfiÍ·ÏÂ Ì· ÂÈ‚‹ÎÎÔıÏÂ ÂÈÒ¸ÛËÂÙÔıÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú. »Â˘ÒfiÛ·ÏÂ,

Í·È ÂÈ‚Â‚·È˘ËfiÍ·ÏÂ ·¸ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·, ¸ÙÈ Âˆ¸ÛÔÌ ‰È·Ë›ÙÔıÏÂ ÙÔ ·ÍÒÈ‚›Ú ‰È‹Ìı-

ÛÏ· ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ, ÂflÌ·È Í·Î˝ÙÂÒ· Ì· ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ

ÙÔ Ì›Ô ‰È‹ÌıÛÏ· ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ·ÂıËÂfl·Ú ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ RN .

‘Ô ‰È‹ÌıÛÏ· ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ Ôı ÂÍÙÈÏ‹Ù·È, ÍÈ ·¸ ÙÔ ÔÔflÔ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È Ô flÌ·Í·Ú

ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ R, Ì·È ÏÂÌ ›˜ÂÈ ÂÒflÔı ÙÁ Û˘ÛÙfi Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, ·ÎÎ‹ ıÛÙÂÒÂfl ÛÂ Ï›ÙÒÔ. ÃÂ

·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ‰ÂÌ ÂflÏ·ÛÙÂ ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· Í·Ù·ÎÔ„flÛÔıÏÂ ·ÍÒfl‚ÂÈ· ÛÙÔ ÂıÒÂË›Ì ‰È‹ÌıÛÏ·

Õ, ·ÎÎ‹ ›˜ÔıÏÂ ›Ì· Û˘ÛÙ¸ÙÂÒÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·¸ ·ıÙ¸ ÙÔı fl‰ÈÔı ÙÔı ÂÍÙÈÏÁÙfi. ¡Í¸Ï·, „È·

Ì· ·Ôˆ˝„ÔıÏÂ ÏÂÒÈÍ˛Ú ÙÁ Û˝„˜ıÛÁ, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ·Ì Í‹ÔÈ· Îfl„· ÛÁÏÂfl· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ

ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌ· ‰È‹˜ıÛÁÚ, ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ Ù· ı¸ÎÔÈ·, ÂÂÈ‰fi ÏÔÒÂfl Ù· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ Ì· ‰ÈÔÒ-

Ë˛ÌÔÌÙ·È ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô, „È·Ùfl Á ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌfi ÙÔıÚ ÂÍÙflÏÁÛÁ flÛ˘Ú Ì· fiÙ·Ì Î·ÌË·ÛÏ›ÌÁ,

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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Ù¸ÙÂ ÍÒ·Ù‹ÏÂ ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝, ÏÈ·Ú

Í·È Á ÒÔÛ‹ËÂÈ· ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Ë· ÂÁÒÂ·ÛÙÂfl Í·È Ë· ÂflÌ·È ÈË·Ì¸Ù·Ù·

Î·ÌË·ÛÏ›ÌÁ.

‘›ÎÔÚ, ÂÈÛÁÏ‹ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Ò˛ÙÁ ıÔ·ÍÔÎÔıËfl· (ÂÈÍ¸ÌÂÚ 1 � 58) ˜ÒÂÈ‹ÛÙÁÍÂ Ì·

Ó·Ì·Ò˜ÈÍÔÔÈÁËÂfl 3 ˆÔÒ›Ú, ÂÌ˛ Á ‰Â˝ÙÂÁ (ÂÈÍ¸ÌÂÚ 215 � 297) ‰˝Ô. ¡ıÙ¸ „È·Ùfl, ¸˘Ú

ÛÁÏÂÈ˛Û·ÏÂ Í·È ÛÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô  Âˆ‹Î·ÈÔ, ÙÔ Î‹ËÔÚ Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì

ÂflÌ·È ÛıÛÛ˘ÒÂıÙÈÍ¸, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Í‹ÔÈ· ÛÙÈ„Ïfi Ì· „flÌÂÙ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÂ„‹ÎÔ Í·È Á

ÛıÛ˜›ÙÈÛÁ Ôı Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ÛÙ· ÏÎÔÍ Ì· ‰flÌÂÈ È‰È·flÙÂÒ· ˜·ÏÁÎ›Ú ÙÈÏ›Ú (ÛÂ Û˜›ÛÁ

‹ÌÙ· ÏÂ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÈÛÙÔÒÈÍ¸). ºÙ·Ì ˆÙ‹ÛÔıÏÂ ÛÂ Ù›ÙÔÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ÂflÌ·È Í·Ù·ÌÔÁÙ¸

¸ÙÈ Á ÛıÌ›˜ÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Ï¸ÌÔ Î‹ËÁ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÈˆ›ÒÂÈ, Ô¸ÙÂ ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏÁÙ›Ô Ì·

ÛÙ·Ï·ÙfiÛÂÈ „È· Ì· Ó·Ì··Ò˜ÈÍÔÔÈÁËÂfl.

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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7.1 ¡Ì·ÛÍ¸ÁÛÁ

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì ·ÔÙÂÎÂfl ›Ì· ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ ‚fiÏ· „È· ÔÎÎ›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú, ¸˘Ú

ÂflÌ·È ÛıÛÙfiÏ·Ù· ·Ûˆ·ÎÂfl·Ú Í·È ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ÙÁÎÂ-ÛıÌ‰È·ÛÍ›¯Â˘Ì. ”ıÏ‚‹ÎÎÂÈ ‰Â È‰È·fl-

ÙÂÒ· ÛÙÁÌ ·Ò·›Ò· ÂÂÓÂÒ„·Ûfl·, Ôı ·ˆÔÒ‹ Ù· Ò¸Û˘·, ¸˘Ú ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÒÔÛ˛˘Ì,

·Ì‹ÎıÛÁ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ, ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ Í·È ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÔÏÈÎfl·Ú. Ãfl· ÛÂÈÒ‹

·¸ Û˜ÂÙÈÍ›Ú ÂÒ„·ÛflÂÚ ›˜ÔıÌ ‰ÁÏÔÛÈÂıËÂfl, Ôı ¸Ï˘Ú ÂÒÈÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ

˜˛ÒÔ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú fi ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ·ÒÍÂÙ‹ ÔÎ˝ÎÔÍÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ „È· ÙÁÌ ·Ì‹ÍÙÁÛÁ

Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. –·ÒÔıÛÈ‹Û·ÏÂ Ïfl·

Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÒÍÂÙ‹ ·Îfi, Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÒÔÛ˛Ôı, ¸˘Ú ÂflÌ·È Ù·

Ï‹ÙÈ·, Á Ï˝ÙÁ Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï·, Í·È Í·Ù' Â›ÍÙ·ÛÁ ·Ò·ÍÔÎÔıËÂfl Ò¸Û˘· ÛÂ ¯ÁˆÈ·Í›Ú

·ÍÔÎÔıËflÂÚ ÂÈÍ¸Ì˘Ì. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ÔÍÙ˛ ÛÁÏÂfl·, ÛÙÒ·ÙÁ„ÈÍ‹ ÙÔÔËÂÙÁÏ›Ì· ‹Ì˘ ÛÙ·

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ·ıÙ‹, Í·È ÏÔÌÙÂÎÔÔÈÂfl ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÏÂ Ïfl· ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÛÙÔÌ

ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ. « ÏÔÌÙÂÎÔÔflÁÛÁ ·ıÙfi ÂflÌ·È ·¸ ÙÈÚ ·ÎÔ˝ÛÙÂÒÂÚ ÛÙÔ Âfl‰ÔÚ. ÃÂ ÙÁ

‚ÔfiËÂÈ· Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÈ˜ÂÈÒÂfl Ì· ·Ì·ÍÙfiÛÂÈ ÙÈÚ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÂÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ

ÍflÌÁÛÁÚ, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ·¸ ‰˝Ô ÛıÌÂ˜¸ÏÂÌÂÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ

ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú. œÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ Ôı ·Ì·ÍÙfiËÁÍ·Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È „È· Ì· ÒÔ‚Î›¯ÔıÌ

ÙÈÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì·, ¸Ôı ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ Ò¸‚ÎÂ¯Á ·ıÙfi ÂÒÈÔÒfl-

ÊÂÙ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ Á ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì. « ÂÒÈÔ˜fi ·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ ÔÒflÊÂÙ·È

·¸ Ù›ÛÛÂÒÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ, Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹, ÙÁÌ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi Í·È ÙÁÌ ÍÎflÏ·Í·,

Í·È ÂÌÙ¸Ú ÙÁÚ ÂÒÈÔ˜fiÚ ·ıÙfiÚ „flÌÂÙ·È Á ‰È¸ÒË˘ÛÁ Ù˘Ì Ë›ÛÂ˘Ì Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÏÂ ‚‹ÛÁ

ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÔÎÎ·Î˛Ì ÏÎÔÍ Í·È „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú. –·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍ·Ì

·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı Â·ÎÁËÂ˝ÔıÌ ÙÁÌ ÂÈÙı˜fl· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÌ Ï›ÒÂÈ „È· ÙÁÌ ·Ì‹ÍÙÁÛÁ

ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Í·È Ù˘Ì 3-ƒ ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ, ¸Ù·Ì Á ÍflÌÁÛÁ

ÂflÌ·È ·Îfi Í·È ÔÏ·Îfi, Í·È ÍıÒfl˘Ú „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì.
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7.2 ”ıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù·

« ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl· Ôı ·Ì·Ù˝˜ËÁÍÂ ·ÔÙÂÎÂfl Ïfl· ÂÒÂıÌÁÙÈÍfi ÒÔÛ‹ËÂÈ· ÛÙÔ Û˜ÂÙÈÍ¸

ÙÔÏ›· ÙÁÚ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì. ‘· ÂÈÏ›ÒÔıÚ ÙÏfiÏ·Ù‹ ÙÁÚ, ‰ÁÎ·‰fi Á ·Ì‹ÍÙÁÛÁ

·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Í·È Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÁÏÂfl˘Ì, ›˜ÔıÌ Í·Ù‹

Í·ÈÒÔ˝Ú Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl ÏÂ ÙÔÌ ›Ì· fi ÙÔÌ ‹ÎÎÔ ÙÒ¸Ô. « ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· Ôı ÛıÌ‰ı‹ÛÙÁÍÂ

ÏÂ ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÛÙÔÈ˜Âfl· ¸ÙÈ ÏÔÒÂfl Ì· ÏÔÌÙÂÎÔÔÈfiÛÂÈ Û˘ÛÙ‹ ÙÔ Ò¸Û˘Ô

Í·È ‰flÌÂÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ı¸ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ, ·ÎÎ‹ Í·È ·ÎÔÔÈÂfl

ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÙÁ Ï›ËÔ‰ÔÎÔ„fl· ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ‹ÎÎ· ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù· ÏÔÌÙ›Î· Ôı Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍ·Ì

ÛÂ Û˜ÂÙÈÍ›Ú ÂÒ„·ÛflÂÚ. ‘· ÛÁÏÂfl· Ôı ÂÈÎ›˜ÙÁÍ·Ì „È· ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ

Ïfl· ÛÂÈÒ‹ ·¸ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ôı ÂÈÙÒ›ÔıÌ ÛÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ì· ÍıÏ·flÌÂÙ·È ÛÂ Û˜ÂÙÈÍ‹ ÔÎ˝ ·Î¸

ÂflÂ‰Ô. ≈ÍÙ¸Ú ·ıÙÔ˝, Ô ·ÒÈËÏ¸Ú ÙÔıÚ ÂflÌ·È ÏÈÍÒ¸Ú ·ÎÎ‹ ·ÒÍÂÙ¸Ú „È· Ì· ÔÒflÛÔıÌ ÙÔ

Ò¸Û˘Ô.

« ·Ì‹ÍÙÁÛÁ Ù˘Ì ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÂÈÙı„˜‹-

ÌÂÙ·È Ï¸ÌÔ ·¸ ÙÈÚ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÂÚ Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÔÍÙ˛ ÛÁÏÂfl˘Ì ‹Ì˘ ÛÂ ‰˝Ô ÛıÌÂ˜¸ÏÂÌÂÚ

ÂÈÍ¸ÌÂÚ. ¡ÔˆÂ˝„ÔÌÙ·È ›ÙÛÈ ˜ÒÔÌÔ‚¸Ò· Í·È ‰··ÌÁÒ‹ Ù·ÈÒÈ‹ÛÏ·Ù· ÏÂ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·Ù·

ÏÔÌÙ›Î· ÒÔÛ˛˘Ì Í·Ë˛Ú ‚›‚·È· Í·È Á Í·Ù·ÛÍÂıfi Ù›ÙÔÈ˘Ì ÏÔÌÙ›Î˘Ì, Ôı ·ÔÙÂÎÂfl

·¸ Ï¸ÌÁ ÙÁÚ Ïfl· ˜ÒÔÌÔ‚¸Ò· Í·È ·ÍÒÈ‚fi ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·. ≈ÈÎ›ÔÌ ‰ÂÌ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ¸ÙÈ

ÙÔ Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÏ›ÌÔ ÏÔÌÙ›ÎÔ Ë· Ù·ÈÒÈ‹ÊÂÈ ÛÂ ¸Î· Ù· Ò¸Û˘·. « ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ÂflÂ‰ÁÚ

ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú ·ÎÔÔÈÂfl ÙÁÌ ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÂÂÓÂÒ„·Ûfl·. ¡Ì·ÍÙ˛ÌÙ·È Í·È ÔÈ ›ÓÈ ‚·ËÏÔfl

ÂÎÂıËÂÒfl·Ú Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÂÈ ›Ì· Ò¸Û˘Ô Í·Ë˛Ú Í·È Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı

ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ Î˝ÌÔÌÙ·Ú ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ‰ÂÍ·›ÓÈ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Í·È ÔÍÙ˛ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì.

« Î˝ÛÁ ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È „Òfi„ÔÒ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Singular Value

Decomposition „È· ÙÁ Î˝ÛÁ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, Á Singular Value

Decomposition ÂÌ¸Ú 3�3 flÌ·Í· Ë· Ï·Ú ‰˛ÛÂÈ ÙÒÂÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú. œÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Ë· Í·ËÔÒflÛÔıÌ

ÈÔ ·¸ Ù· ÙÒfl· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù·, Ôı ·ÒÔıÛÈ‹Û·ÏÂ, Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl „È· Ì· ·Ì·ÍÙÁËÔ˝Ì

ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È Ô ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ·Î‹ ÙÈÚ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ Û˜›ÛÂÈÚ.

« ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì „flÌÂÙ·È Í·Ë·Ò‹ ÛÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú.

‘›ÛÛÂÒÈÚ Ï¸ÌÔ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÂflÌ·È ÈÍ·ÌÔfl Ì· ‰˛ÛÔıÌ Ïfl· ÂÒÈÔ˜fi ÛÙÁÌ ÔÔfl· Ë· ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È

Ûfl„ÔıÒ· ÔÈ Û˘ÛÙ›Ú Ë›ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Ôı ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È. œÏ·‰ÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù· ÛÁ-

ÏÂfl· Í·Ù‹ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹, ÂÍÏÂÙ·ÎÎÂı¸ÏÂÌÔÈ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ ÒÔÔÙÈÍfiÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ, ÙÁÚ

ÏÔÒˆ˘ÎÔ„fl·Ú ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÚ Ë›ÛÁÚ ÙÔı ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ· Í·È ˜ÒÁÛÈ-

ÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ·ÎÔ˝Ú „Â˘ÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú, Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ·ÌËÒ˘ÔÏÔÒˆÈÍ›Ú

ÏÂÎ›ÙÂÚ Í·È ÂÈÒ‹Ï·Ù·, ÂÙı˜·flÌÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ˜˘ÒflÚ ÏÂ„‹ÎÔ Í¸ÛÙÔÚ. œÈ

Ï¸ÌÔÈ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔfl ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÏÎÔÍ, Ïfl· ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Ôı ·¸ Û˜ÂÙÈÍ‹

·‰˝Ì·ÏÁ ÏÂÙ·ÙÒ‹ÁÍÂ ÛÂ ·ÒÍÂÙ‹ ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍfi ÏÂ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÔÎÎ·Î˛Ì ÏÎÔÍ. «

·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÍÔÛÙflÊÂÈ, ·ÎÎ‹ Ô ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÁÚ ÛÂ Ïfl· ÏÈÍÒfi, ·ÎÎ‹ ÈÍ·Ìfi, ÂÒÈÔ˜fi

·Ì·ÊfiÙÁÛÁÚ, ÍÒ·Ù‹ÂÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÛÂ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹ ÂflÂ‰·,

ÂÈÙÒ›ÔÌÙ·Ú ÏÂÎÎÔÌÙÈÍfi ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ (‚Î. Í·È ÂÌ¸ÙÁÙ· 7.3).

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì



7.3. ÃÂÎÎÔÌÙÈÍ›Ú ÂÂÍÙ‹ÛÂÈÚ 85

‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁÚ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·Ú ÂÌË·ÒÒ˝ÌÔıÌ ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·-

ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÁÚ ›ÒÂıÌ·Ú ÒÔÚ ·ıÙfiÌ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ. « ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÙÁÚ

ÙÒÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È Á ·Ì‹ÍÙÁÛÁ ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÔÌ ÙÒÈÛ-

‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ·ÍÒÈ‚ÂflÚ ¸ÛÔÌ ·ˆÔÒ‹ ÙÈÚ ÒÔÛÔÏÔÈ˛ÛÂÈÚ, ·ÎÎ‹ ··ÈÙÂflÙ·È

ÂÈÎ›ÔÌ ›ÒÂıÌ· „È· Ì· ‰˛ÛÔıÌ ÙÔ fl‰ÈÔ Í·Î‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Í·È ÛÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ·ÍÔÎÔı-

ËflÂÚ. « ‰Â ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÂflÌ·È ·Ò·‹Ì˘ ·¸ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ‰Â‰ÔÏ›ÌÁÚ

ÙÁÚ ·Î¸ÙÁÙ·Ú ÙÁÚ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl·Ú.

7.3 ÃÂÎÎÔÌÙÈÍ›Ú ÂÂÍÙ‹ÛÂÈÚ

« ÎÔ„ÈÍfi ‹Ì˘ ÛÙÁÌ ÔÔfl· ÍÙflÛÙÁÍÂ Á ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁ ÏÂËÔ‰ÔÎÔ„fl· ‰È›ÂÙ·È ·¸ ·Î¸ÙÁÙ·.

”fl„ÔıÒ· ÂÈ‰›˜ÂÙ·È ‚ÂÎÙfl˘ÛÁ, ·ÎÎ‹ Ë· Ò›ÂÈ ·ıÙfiÌ· „flÌÂÈ ·Ì·ÎÔ„flÊÔÌÙ·Ú Í·È ÙÔ Û˜ÂÙÈÍ¸

Í¸ÛÙÔÚ. ŸÛÙ¸ÛÔ, ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÒÈÛÏ›Ì· ÛÁÏÂfl· Ôı ›˜ÔıÌ ‹ÏÂÛÁ ÒÔÙÂÒ·È¸ÙÁÙ· „È· ÙÁÌ

ÂflÙÂıÓÁ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÁÚ ·ıÙ‹ÒÍÂÈ·Ú, Ù·˜˝ÙÁÙ·Ú Í·È ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú.

–Ò˛Ù· ·' ¸Î· Âfl‰·ÏÂ ¸ÙÈ Á ·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·ÔÍÎÂÈÛÙÈÍ‹

·¸ ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ. œ ˜ÒfiÛÙÁÚ Í·ÎÂflÙ·È Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÂÈ ÙÈÚ Ë›ÛÂÈÚ ÛıÌÔÎÈÍ‹ ‰ÂÍ·›ÓÈ

ÛÁÏÂfl˘Ì (ÔÍÙ˛ „È· ÙÁÌ Ò˛ÙÁ Í·È ‹ÎÎ· ÔÍÙ˛ „È· ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÈÍ¸Ì· ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú)

Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔÌ 3-ƒ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÈÍ¸Ì· ÙÁÚ ·ÍÔÎÔıËfl·Ú.

¡ıÙ¸ ·ÔÙÂÎÂfl ›Ì· ÍÔıÒ·ÛÙÈÍ¸ „Â„ÔÌ¸Ú „È· ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ „È·Ùfl ··ÈÙÂflÙ·È ·ÍÒfl‚ÂÈ·. «

·Ò˜ÈÍÔÔflÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· „flÌÂÈ ÈÔ Âı˜‹ÒÈÛÙÁ Í·È ÈÔ ˆÈÎÈÍfi ÒÔÚ ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ ÏÂ ÙÁ

˜ÒfiÛÁ ‰È·ˆ¸Ò˘Ì ÒÔ„Ò·ÏÏ‹Ù˘Ì ‰ÈÂ·ˆfiÚ, ·ÎÎ‹ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ¸ Ë· fiÙ·Ì Ì·

·ÔˆÂı˜ËÂfl Á ·Ì‹ÏÈÓfi ÙÔı ˜ÒfiÛÙÁ. ¡ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· „flÌÂÈ, ¸˘Ú ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ Í·È ÛÙÔ

 Âˆ‹Î·ÈÔ 3, ÒÔÛ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú fi‰Á ı‹Ò˜ÔÌÙ· ÒÔ„Ò‹ÏÏ·Ù· ·Ìfl˜ÌÂıÛÁÚ ÒÔÛ˛˘Ì Í·È

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÒÔÛ˛˘Ì. ”Ù¸˜ÔÚ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ Â›ÍÙ·ÛÁÚ Ë· ÂflÌ·È Á ·ÌÂÓ·ÒÙÁÙÔÔflÁÛÁ

ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ·¸ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍfi ·Ò›Ï‚·ÛÁ-Â›Ï‚·ÛÁ.

« ÒÔÙÂÈÌ¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÏÁ ·ÍÒÈ‚fi ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ

ÙÁÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝, ¸ÛÔ Á ÍflÌÁÛÁ „flÌÂÙ·È ÈÔ Û˝ÌËÂÙÁ, ¸˘Ú Âfl‰·ÏÂ

ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ 6. Ãfl· ÈÔ ÂÍÙÂÙ·Ï›ÌÁ ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ Ù˘Ì 3-ƒ ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì

ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú ÏÈ·Ú ÂflÂ‰ÁÚ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙÂÚ Ôı

·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÛ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ ÙÁÚ ÂÈÍ¸Ì·Ú, Í·Ë˛Ú Í·È Á ·Ì·ÎıÙÈÍfi ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì

ÂÈÙ˛ÛÂ˘Ì ÙÔı ËÔÒ˝‚Ôı ÛÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ÛıÏ‚‹ÎÎÂÈ ÛÙÁ ‚ÂÎÙfl˘ÛÁ ·ıÙ˛Ì

Ù˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì.

« ›ÒÂıÌ· Í·È Á ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ·ıÙfiÚ ÒÔ˚ÔË›ÙÂÈ Ù· ÛÁÏÂfl· Ôı ·Ò·-

ÍÔÎÔıËÔ˝ÌÙ·È Ì· ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹ÌÙ· ÂÌÙ¸Ú Î·ÈÛflÔı-ÂÈÍ¸Ì·Ú Í·È Ì· ÂflÌ·È ÔÒ·Ù‹. –ÔÎÎ›Ú

ˆÔÒ›Ú ¸Ï˘Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÙÔ Ò¸Û˘Ô Ì· ‚„·flÌÂÈ ÂÍÙ¸Ú Î·ÈÛflÔı fi Ì· ÂÈÍ·Î˝ÙÂÙ·È ÏÂ-

ÒÈÍ˛Ú fi ÔÎ¸ÍÎÁÒÔ ·¸ Í‹ÔÈÔ ‹ÎÎÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ. ∏Ì·Ú ·Í¸Ï· ÛÙ¸˜ÔÚ ÂflÌ·È, ÎÔÈ¸Ì,

Ì· ÛıÌıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·È Ù›ÙÔÈÔı Âfl‰ÔıÚ ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ ÂÓ·ˆ‹ÌÈÛÁÚ Í·È ÂÈÍ‹Îı¯ÁÚ ˛ÛÙÂ Á

Ï›ËÔ‰ÔÚ Ì· ÏÁÌ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ Í·È Ì· Ò›ÂÈ Ì· Ó·Ì·-·Ò˜ÈÍÔÔÈÂflÙ·È ÂflÙÂ ÏÂ ·Ò›Ï‚·ÛÁ

ÙÔı ˜ÒfiÛÙÁ, ÂflÙÂ ·ıÙ¸Ï·Ù·. ¡Í¸Ï·, Á ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ·ˆÔÒ‹ ›Ì· Í·È Ï¸ÌÔ Ò¸Û˘Ô.

ÃÔÒÂfl, ÎÔÈ¸Ì, Ì· ÂÂÍÙ·ËÂfl ˛ÛÙÂ Ì· ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· Ò¸Û˘· ÍÒ·Ù˛ÌÙ·Ú

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ „È· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ·ÒÈËÏ¸ ÂÈ›‰˘Ì Í·È ÛÁÏÂfl˘Ì.

ÃÂ„‹ÎÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ÙÁÎÂ-ÛıÌ‰È·ÛÍ›¯Â˘Ì Í·È ‚flÌÙÂÔ-

ÙÁÎÂˆ˛Ì˘Ì, Ôı fi‰Á Ï·flÌÔıÌ ÛÙÁÌ Í·ËÁÏÂÒÈÌ¸ÙÁÙ‹ Ï·Ú. œÈ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ·ıÙ›Ú, ÒÔÚ ÙÔ

·Ò¸Ì, Í·Ù·ˆ›ÒÌÔıÌ ÈÔ ÔÎ˝ Ì· Ûı„˜˝ÊÔıÌ ÙÔıÚ ˜ÒfiÛÙÂÚ-ÛıÌÔÏÈÎÁÙ›Ú Í·Ë˛Ú ı‹Ò˜ÂÈ

Á ‰ıÛÍÔÎfl· Ì· ·ÌÙÈÎ·Ï‚·Ì¸Ï·ÛÙÂ ÔÈÔÚ ÏÈÎ‹ÂÈ ÛÂ ÔÈÔÌ Í·È Ô˝ ›˜ÂÈ Í‹ÔÈÔÚ ÛÙÒ·ÏÏ›ÌÁ

ÛÙÁÌ ÒÔÛÔ˜fi ÙÔı. « Î˝ÛÁ Ôı ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ·Ô‰ÂÍÙfi Ï›˜ÒÈ ÛÙÈ„ÏfiÚ ÂflÌ·È Ì· ·ÌÙÈÍ·ËÈ-

ÛÙ˛ÌÙ·È Ù· Ò·„Ï·ÙÈÍ‹ Ò¸Û˘· ÏÂ ÛıÌËÂÙÈÍ‹ Í·È Ì· Â·Ì·ÙÔÔËÂÙÔ˝ÌÙ·È ÛÙÈÚ ÔË¸ÌÂÚ

Ù˘Ì ÛıÌÔÏÈÎÁÙ˛Ì. ≈ˆ¸ÛÔÌ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ıÈÔËÂÙÂfl ÙÁÌ ·Ì‹ÍÙÁÛÁ ÙÁÚ 3-ƒ ÍflÌÁÛÁÚ

Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÛÂ Ù›ÙÔÈÔı Âfl‰ÔıÚ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·. «

Ï›ËÔ‰ÔÚ ÏÂ ÙÁÌ fi‰Á ı‹Ò˜ÔıÛ· ıÔ‰ÔÏfi ÏÔÒÂfl Ì· ÂÂÍÙ·ËÂfl „È· Ì· ·Ò‹„ÂÈ ÛıÌËÂÙÈÍ‹

Ò¸Û˘·, .˜. ÙÔÔËÂÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁ 2-ƒ ıˆfi ÙÁÚ ÂÒÈÔ˜fiÚ ÙÔı ÒÔÛ˛Ôı, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ

·¸ ÙÁÌ ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì, ‹Ì˘ ÛÙÁÌ ÂflÂ‰Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ·.

Ãfl· ÈÔ ÒÔ˜˘ÒÁÏ›ÌÁ Â›ÍÙ·ÛÁ Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ÂflÌ·È Á ÍÈÌÁÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ Í‹ÏÂÒ·Ú

·¸ ÙÁÌ fl‰È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô, ˛ÛÙÂ Ì· ›˜ÂÈ ‹ÌÙ· ÛÙÔ ÂflÍÂÌÙÒÔ ÙÔ Ò¸Û˘Ô, Ôı ·Ò·ÍÔ-

ÎÔıËÂflÙ·È. ’ÔÛÙÁÒflÊÔÌÙ·Ú ›Ì· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ ‰ÈÂ·ˆfiÚ ÏÂ ÏÈÍÒ‹ ÏÔÙ›Ò, ÙÔÔËÂÙÁÏ›Ì·

ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ‰flÌÂÈ Ô‰Á„flÂÚ ÒÔÚ ÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ ¸˜È Ï¸ÌÔ Ì· ÏÁ

˜‹ÌÂÙ·È ÙÔ Ò¸Û˘Ô ÔÙ› ·¸ ÙÁÌ ÂÈÍ¸Ì·, ·ÎÎ‹ Ì· ‚ÒflÛÍÂÙ·È ‹ÌÙ· ÛÙÔ ``Í›ÌÙÒÔ'' ÙÁÚ.

‘›ÎÔÚ, Á ÂÒ„·Ûfl· ·ıÙfi ·ÔÙÂÎÂfl ›Ì· ÂÓ·ÈÒÂÙÈÍ¸ ËÂÏ›ÎÈÔ „È· Ì· ÒÔ˜˘ÒfiÛÔıÏÂ

ÛÂ ·Ì‹ÎıÛÁ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ, ·Ò·ÍÔÎÔ˝ËÁÛÁ ‚Î›ÏÏ·ÙÔÚ Í·È ·Ì·„Ì˛ÒÈÛÁ ÔÏÈÎfl·Ú. –·Ò·ÍÔ-

ÎÔıË˛ÌÙ·Ú Ù· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÛÁÏÂfl· ÂflÏ·ÛÙÂ ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· „Ì˘ÒflÊÔıÏÂ ·Ì‹ ‹Û· ÛÙÈ„Ïfi

Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È Ù· Ï‹ÙÈ·, Á Ï˝ÙÁ Í·È ÙÔ ÛÙ¸Ï·, Ô¸ÙÂ Ïfl· ·Ò·›Ò· ÂÂÓÂÒ„·Ûfl· ÙÁÚ

ÎÁÒÔˆÔÒfl·Ú ·ıÙfiÚ ÏÔÒÂfl Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÂ Ïfl· ÔÎÔÍÎÁÒ˘Ï›ÌÁ Âˆ·ÒÏÔ„fi Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ

ÙÔ Ò¸Û˘Ô. Ãfl· Âˆ·ÒÏÔ„fi Ôı Ë· ‚ÒÂÈ Ò¸ÛˆÔÒÔ ›‰·ˆÔÚ ÍıÒfl˘Ú ÛÙÔıÚ fl‰ÈÔıÚ ÙÔıÚ

ıÔÎÔ„ÈÛÙ›Ú ÂˆÔ‰È‹ÊÔÌÙ‹Ú ÙÔıÚ ÏÂ Í‹ÔÈÔ Âfl‰ÔÚ ·flÛËÁÛÁÚ Í·È ·ÌÙflÎÁ¯ÁÚ.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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Singular Value Docomposition

H Singular Value Decomposition ÂÌ¸ÚM�N flÌ·Í· ¡, ÏÂ Ã � N , ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú Á ·Ì‹ÎıÛÁ :

A � UWV T

¸Ôı Ô flÌ·Í·Ú U ÂflÌ·È ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì M �N Í·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÚ ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ÛÙfiÎÂÚ (UTU �

I), Ô flÌ·Í·Ú W ÂflÌ·È ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸Ú N � N Í·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ, Í·È Ô flÌ·Í·Ú V ÂflÌ·È

ÙÂÒ·„˘ÌÈÍ¸Ú N � N Í·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÚ (V V T � V TV � I). ‘· ÛÙÔÈ˜Âfl· wj� j � 1� � � � � N

Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÙÁÌ Í˝ÒÈ· ‰È·„˛ÌÈÔ ÙÔı W ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È singular values Í·È ÈÛ˜˝ÂÈ

w1 � w2 � � � � � wN � 0. ¡Ì M � N Ù· singular values wj � j � M � 1� � � � � N ÂflÌ·È ¸Î·

ÏÁ‰›Ì Í·È ÔÈ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı U ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ ÏÁ‰ÂÌÈÍ›Ú.

ºÙ·Ì Ô ¡ ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸Ú N �N flÌ·Í·Ú, ÔÈ flÌ·ÍÂÚ U , W Í·È V ÂflÌ·È

¸ÎÔÈ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍÔfl N � N Í·È Ï‹ÎÈÛÙ· ÈÛ˜˝ÂÈ U�1 � UT Í·È V �1 � V T . œ flÌ·Í·Ú

W ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ Í·È Ô ·ÌÙflÛÙÒÔˆ¸Ú ÙÔı W�1 ÂÒÈ›˜ÂÈ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÛÙÁ ‰È·„˛ÌÈ¸ ÙÔı Ôı

ÂflÌ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ·ÌÙflÛÙÔˆ· Ù˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÔı W . ƒÁÎ·‰fi :

A�1 �
�
UWV T

�
�1 �

A�1 �
�
V T

��1
W�1U�1 �

A�1 �
�
V �1

��1
W�1UT �

A�1 � V

�
diag

�
1

wj

��
UT

∏ÛÙ˘ ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ax � b. « Singular Value Decomposition Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÈ

ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ›Ú ‚‹ÛÂÈÚ „È· ÙÔ ÏÁ‰ÂÌ¸˜˘ÒÔ (nullspace) Í·È ÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ ÙÔı b ÛÙÔÌ

ÔÔflÔ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÍÙ·ËÂfl Ô ¡ (range(A)), ‰ÁÎ·‰fi ı‹Ò˜ÔıÌ Í‹ÔÈ· x Ôı ÏÔÒÂfl Ì·

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÔ˝Ì ÛÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ ·ıÙ¸. ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı U , Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì

Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· wj ÂflÌ·È ÏÁ-ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹, ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ›Ì· ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸ Û˝ÌÔÎÔ ‚·ÛÈÍ˛Ì

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Ôı Í·Î˝ÙÔıÌ ÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ ·ıÙ¸. ≈flÛÁÚ, ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı V , Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì
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Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· wj ÂflÌ·È ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹, ·ÔÙÂÎÔ˝Ì Ïfl· ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍfi ‚‹ÛÁ ÙÔı ÏÁ‰ÂÌ¸˜˘ÒÔı

ÙÔı flÌ·Í· ¡.

« Singular Value Decomposition ÒÔÛˆ›ÒÂÙ·È „È· Ì· ÎıËÂfl ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

Ax � b. ¡Ì b � 0, Á Î˝ÛÁ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ÛÙfiÎÁ ÙÔı V ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ÙÔ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô wj � 0. ¡Ì b �� 0 ÓÂ˜˘ÒflÊÔıÏÂ ‰˝Ô ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ. (·) ¡Ì ÙÔ b ·ÔÙÂÎÂfl ı¸˜˘ÒÔ

ÙÔı ¡, Ù¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Î˝ÛÁ x : ·ÌÙÈÍ·ËÈÛÙÔ˝ÏÂ
1

wj

ÏÂ 0, ·Ì wj � 0, Í·È ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ·¸

‰ÂÓÈ‹ ÒÔÚ ·ÒÈÛÙÂÒ‹

x � V

�
diag

�
1

wj

���
UT b

�
(A.1)

¡ıÙ¸ ·ÔÙÂÎÂfl ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Î˝ÛÁÚ ÏÂ ÙÔ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔ jxj2. (‚) ¡Ì ÙÔ b ‰ÂÌ ·ÔÙÂÎÂfl ı¸˜˘ÒÔ

ÙÔı ¡, Ù¸ÙÂ ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ Î˝ÛÁ, ·ÎÎ‹ Á ÂÓflÛ˘ÛÁ (A.1) ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl „È· Ì·

Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÂfl Ïfl· Î˝ÛÁ Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· jAx� bj Ì· ÂflÌ·È ÙÔ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ ‰ıÌ·Ù¸.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì



–·Ò‹ÒÙÁÏ· B

¡Ô‰ÂflÓÂÈÚ ËÂ˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì

–·Ò·Í‹Ù˘ ·Ò·Ë›ÙÔÌÙ·È ÔÈ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì ËÂ˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì ÙÔı  Âˆ·Î·flÔı 4. –ÒÔÍ˝ÙÔıÌ

·¸ ÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· [85] Í·È ‚ÔÁË‹ÌÂ ÙÔÌ ·Ì·„Ì˛ÛÙÁ Ì· ÛıÌÂÈ‰ÁÙÔÔÈfiÛÂÈ ÙÁ ÎÔ„ÈÍfi

ÙÔı ¸ÎÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ.

B.1 »Â˛ÒÁÏ· 1

¡Ì Á ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular values ÙÔı flÌ·Í· ¡ ÂflÌ·È ‰˝Ô, .˜. Î1 � Î2 �� Î3, Ù¸ÙÂ Á

Î˝ÛÁ „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÍflÌÁÛÁÚ Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú (ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú) ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi,

ÂÍÙ¸Ú ÂÌ¸Ú ÍÔÈÌÔ˝ ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú,

Í·È

R � Î�1
1 A�

�
Î3

Î1
� s

�
U3V

T
3 �

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1

�
Î3

Î1
� s

�
U3 Í·È

�
���
a

b

c

�
��� � wV3

¸Ôı

s � det�U�det�V ��

w ›Ì·Ú ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ÍÎflÏ·Í·Ú�

a� b Í·È c ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÙÁÚ �4�8� �ÂÓflÛ˘ÛÁ ÂÈ›‰Ôı ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1��

U3 Í·È V3 ÔÈ ÙÒflÙÂÚ ÛÙfiÎÂÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì U Í·È V ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

(B.1)
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≈ÈÎ›ÔÌ, Ïfl· ·Ì·„Í·fl· Í·È Â·ÒÍfiÚ ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Á ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular

values ÙÔı flÌ·Í· ¡ Ì· ÂflÌ·È ‰˝Ô, ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· Ò·„Ï·ÙÔÔÈÁËÂfl

ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ „˝Ò˘ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì Í·È ÏÂÙ‹ ÏÂÙ·ˆ›ÒÔÌÙ‹Ú

ÙÔ ‰È·ÏfiÍ˘Ú ÙÔı Í‹ËÂÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÂflÂ‰ÁÚ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú (Õ).

¡¸‰ÂÈÓÁ : ‘· ‰˝Ô Ï›ÎÁ ÙÁÚ (4.36) ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÓÈÛ˘ËÔ˝Ì ÏÂ Ïfl· ÛıÎÎÔ„fi ËÂÙÈÍ˛Ì

ÙÈÏ˛Ì Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙ· Â‰fl· ÙÈÏ˛Ì Ù˘Ì x� y� z Í·È x�� y�� z�. ∏ÛÙ˘ d Ïfl· Ù›ÙÔÈ· ÙÈÏfi.

‘¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ :

d � x
�2
n � y

�2
n � z

�2
n (B.2)

Í·È

d � k2
�
Î2

1x
2
n � Î2

2y
2
n � Î2

3z
2
n

�
(B.3)

« (B.2) ÔÒflÊÂÈ Ïfl· Ûˆ·flÒ· ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ �x�n� y
�
n� z

�
n�, ÂÌ˛ Á (B.3) ÔÒflÊÂÈ ›Ì·

ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ �xn� yn� zn�. ≈ˆ¸ÛÔÌ Î1 � Î2, ‰˝Ô ·¸ ÙÔıÚ ÙÒÂÈÚ Í˝ÒÈÔıÚ

‹ÓÔÌÂÚ ÙÔı ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰Ô˝Ú ÂflÌ·È flÛÔÈ. ¡ˆÔ˝ Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÂflÌ·È ÂflÂ‰Á,

Á ÛıÎÎÔ„fi Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÁÚ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı, Á ÔÔfl· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ (B.2),

Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È Ô Í˝ÍÎÔÚ Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁÌ ÙÔÏfi ÙÁÚ Ûˆ·flÒ·Ú ÏÂ ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ

(‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ÂflÂ‰Ô) ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2 (‚Î. Í·È Û˜fiÏ· B.1). À¸„˘ Ù˘Ì (4.36), (B.2)

Í·È (B.3), ¸Î· Ù· ÛÁÏÂfl· ‹Ì˘ Û' ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ Í˝ÍÎÔ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2 Ò›ÂÈ Ì·

ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì Í·È ÙÁÌ (B.3) ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1, ‰ÁÎ·‰fi ·ıÙ‹ Ò›ÂÈ Ì· ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÙÁÌ

ÙÔÏfi ÙÁÚ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı (ÂflÂ‰Ô) Í·È ÙÔı ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰Ô˝Ú. À¸„˘ ÙÔı ¸ÙÈ

ÂÒÈÔÒÈÛÙfiÍ·ÏÂ ÛÂ ÛÙÂÒÂ‹ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌ·, ·ıÙfi Á ÙÔÏfi Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ÍÈ ·ıÙfi ›Ì·Ú Í˝ÍÎÔÚ.

ºÏ˘Ú, Á ÏÔÌ·‰ÈÍfi ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· Í¸¯ÔıÏÂ ›Ì·Ì Í˝ÍÎÔ ·¸ ›Ì· ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú, Ôı ›˜ÂÈ

‰˝Ô ·¸ ÙÔıÚ ÙÒÂÈÚ Í˝ÒÈÔıÚ ‹ÓÔÌÂÚ flÛÔıÚ, ÂflÌ·È ÙÔ ÂflÂ‰Ô Ì· ‚ÒflÛÍÂÙ·È Í‹ËÂÙ· ÛÙÔÌ

ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ‹ÓÔÌ· ÙÔı ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰Ô˝Ú, ¸˘Ú ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È Í·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· B.2. ¡ıÙ¸,

¸Ï˘Ú, ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ Ï¸ÌÔ ›Ì·Ú ‰ıÌ·Ù¸Ú ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸Ú „È· ÙÁÌ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·

ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÒÈÌ ÂÍÙÂÎ›ÛÂÈ ÙÁÌ ÍflÌÁÛÁ. ¡ıÙ¸ Ë· Ï·Ú Ô‰Á„fiÛÂÈ ·Ò·Í‹Ù˘ ÛÙÔ

ÛıÏ›Ò·ÛÏ· ¸ÙÈ ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÍflÌÁÛÁÚ ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍÔfl.

”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Î1 (Í·È ÙÔ Î2 ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·) ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl ÔÙ› Ì· ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì, „È·Ùfl,

·Ì flÛ˜ıÂ Í‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ, ÙÔ ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ (B.3) Ë· ÂÍˆıÎÈÊ¸Ù·Ì ÛÂ ‰˝Ô

·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂflÂ‰·, Í·È ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ ÙÒ¸ÔÚ Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı Ï·Ú Ì· Ù›ÏÌÂÈ

‰˝Ô ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂflÂ‰· ˛ÛÙÂ Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ Í˝ÍÎÔÚ.

º˘Ú ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ Í·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· B.2, Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı Ò›ÂÈ Ì·

ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÁ ÛÙÔÌ ‹ÓÔÌ· zn. ≈ˆ¸ÛÔÌ, ¸Ï˘Ú, Ô ‹ÓÔÌ·Ú zn ÒÔ›Ò˜ÂÙ·È ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ÙÔÌ

‹ÓÔÌ· z ÏÂ ÙÔÌ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸ flÌ·Í· V (¸˘Ú ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ Û˜fiÏ· 4.2), ›˜ÔıÏÂ :

�
���
a

b

c

�
��� � V

�
���

0

0

w

�
��� � wV3 (B.4)
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”˜fiÏ· B.1: ≈flÂ‰Ô Ôı Ù›ÏÌÂÈ ÙÁ Ûˆ·flÒ· ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ �x�n� y
�
n� z

�
n� ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2

(·ÒÈÛÙÂÒ‹) Í·È ÙÔ ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ �xn� yn� zn� ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1 (‰ÂÓÈ‹).

¸Ôı a, b Í·È c ÂflÌ·È ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÙÁÚ (4.8), V3 ÂflÌ·È Á ÙÒflÙÁ ÛÙfiÎÁ ÙÔı flÌ·Í· V ÛÙÁÌ

(4.26), Í·È w ÂflÌ·È Ïfl· ·ıË·flÒÂÙÁ ÛÙ·ËÂÒ‹.

¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ (B.4) Í·È (4.26) ÛÙÁÌ (4.28) ·flÒÌÔıÏÂ :

R�

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���h 0 0 w

i
V T � kUÀV T (B.5)

–ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ (B.5) ·¸ ÏÒÔÛÙ‹ ÏÂ U‘ Í·È ·¸ flÛ˘ ÏÂ V , ›˜ÔıÏÂ :

UTRV � UT

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���h 0 0 w

i
V TV � kÀ � (B.6)

R� �

�
���

ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
��� h 0 0 w

i
� k

�
���

Î1

Î2

Î3

�
��� (B.7)

¸Ôı :

R� � UTRV (B.8)�
���

ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
��� � UT

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� (B.9)
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”˜fiÏ· B.2: ≈flÂ‰Ô Ôı Ù›ÏÌÂÈ ÙÔ ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ �xn� yn� zn� ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi
ÛÙÈ„Ïfi t1 Í·È Á Û˜›ÛÁ ÙÔı ˜˛ÒÔı �xn� yn� zn� ÏÂ ÙÔ ˜˛ÒÔ �x� y� z�.

« ÂÓflÛ˘ÛÁ (B.7) ‰flÌÂÈ :

R� �

�
���
kÎ1 0 �wƒx�

0 kÎ1 �wƒy�

0 0 kÎ3 � wƒz�

�
��� (B.10)

»· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ¸ÙÈ Ù· ƒx� Í·È ƒy� ÛÙÁÌ (B.10) ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì, Ô¸ÙÂ Ô R�

ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ. ≈ˆ¸ÛÔÌ ÔÈ U , V Í·È R ÛÙÁÌ (B.8) ÂflÌ·È ¸ÎÔÈ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍÔfl flÌ·ÍÂÚ,

Ù¸ÙÂ Í·È Ô R� ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú. –·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Í·È

ÙÒflÙÁÚ ÛÙfiÎÁÚ ÙÔı R� Í·È ÂÓÈÛ˛ÌÔÌÙ‹Ú ÙÔ ÏÂ ÏÁ‰›Ì ›˜ÔıÏÂ :

kÎ1wƒy� � 0 (B.11)

‘· Î1 Í·È k ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì, „È·Ùfl, ·Ì ÛıÌ›‚·ÈÌÂ Í‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ, Á Ò˛ÙÁ Í·È Á

‰Â˝ÙÂÒÁ ÛÙfiÎÁ ÙÔı R� (‚Î. (B.10)) Ë· fiÙ·Ì ÏÁ‰ÂÌÈÍ›Ú, Ôı ‰È·¯Â˝‰ÂÈ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Ô R�

ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú. –ÒÔˆ·Ì˛Ú, Ô ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú w ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È ÍÈ ·ıÙ¸Ú ÏÁ‰›Ì,

„È·Ùfl ›ÙÛÈ Ë· ›ÒÂÂ Í·È Ù· a, b Í·È c Ì· ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì, Ò‹„Ï· Ôı ·ÌÙÈÙflËÂÙ·È ÛÙÁÌ (4.8).

œ¸ÙÂ, ·¸ ÙÁÌ (B.11) „flÌÂÙ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ :

ƒy� � 0 (B.12)

ÃÂ ·Ò¸ÏÔÈÔ ÙÒ¸Ô ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸ÙÈ
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ƒx� � 0 (B.13)

œ¸ÙÂ, Ô R� ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ Í·È ÂÂÈ‰fi ÂflÌ·È Í·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú Á (B.10), ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸

ÏÂ ÙÈÚ (B.12) Í·È (B.13), ‰flÌÂÈ :

kÎ1 � �1 fi � 1 (B.14)

kÎ3 � wƒz� � �1 fi � 1 (B.15)

»· ‰ÂflÓÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ ÙÔ k ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ¸. ¡¸ ÙÁÌ (4.30) ›˜ÔıÏÂ :

z� � k (a7x� a8y � z) (B.16)

≈ÂÈ‰fi x � 0 Í·È y � 0 ›˜ÔıÏÂ z� � kz. ≈flÛÁÚ, ÂÂÈ‰fi ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÏÒÔÛÙ‹

ÛÙÁÌ Í‹ÏÂÒ·, Ù· z Í·È z� ÂflÌ·È Í·È ÙÔ ‰˝Ô ËÂÙÈÍ‹, Ô¸ÙÂ Í·È ÙÔ k ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ¸.

¡ˆÔ˝ ÙÔ Î1 ÂflÌ·È ÂÓ' ÔÒÈÛÏÔ˝ ËÂÙÈÍ¸1, ÙÔ ‰ÂÓfl Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ (B.14) ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È

�1. œ¸ÙÂ,

k �
1

Î1
(B.17)

Í·È

R� �

�
���

1

1

s

�
��� (B.18)

¸Ôı s ÂflÌ·È ÂflÙÂ �1 ÂflÙÂ �1.

¡¸ ÙÁÌ (B.8) Ó›ÒÔıÏÂ ¸ÙÈ R� � UTRV , ‹Ò· det�R�� � det�U�det�R�det�V � Í·È

ÂÂÈ‰fi Ô R ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú Í·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ det�R� � 1 ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ÙÔ s :

s � det�U�det�V � (B.19)

« (B.15) ‰flÌÂÈ

ƒz� � w�1
�

Î3

Î1
� s

�
(B.20)

¡¸ ÙÈÚ (B.9), (B.20) Í·È Î¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ ƒx� � ƒy� � 0, ›˜ÔıÏÂ :

1√È· Í‹ËÂ singular value Îi ÈÛ˜˝ÂÈ Îi � 0.
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�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � U

�
���

ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � U

�
����

0

0

w�1
�

Î3

Î1
� s

�
U3

�
�����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1

�
Î3

Î1
� s

�
U3 (B.21)

œÈ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ (B.4), (B.5) Í·È (B.21) ‰flÌÔıÌ :

R � Î�1
1 A �

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���
h
a b c

i
�

R � Î�1
1 A �

�
Î3

Î1
� s

�
U3V

T
3 (B.22)

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ „È· ÙÔÌ flÌ·Í· ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ R (‚Î. Í·È

(B.22)) ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi Í·È ÂflÛÁÚ ¸ÙÈ ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ, ›Ò·Ì ÂÌ¸Ú ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú, Ù˘Ì

·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ƒx, ƒy Í·È ƒz (‚Î. Í·È (B.21)) Í·È Ù˘Ì „Â˘ÏÂÙÒÈÍ˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì

a, b Í·È c (‚Î. Í·È (B.4)), Ôı ··ÒÙflÊÔıÌ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı

Õ � �a� b� c�, ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ›Ú.

‘Ô Ò˛ÙÔ Ôı Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÂflÌ·È ¸ÙÈ, Âˆ¸ÛÔÌ ‰fl‰ÂÙ·È Ô ¡, Á ÛÙfiÎÁ U3 ÂflÌ·È

·ÏÂÙ‹‚ÎÁÙÁ, ÂÍÙ¸Ú ÙÔı ÒÔÛfiÏÔı. ¡¸ ÙÁÌ (4.26) ›˜ÔıÏÂ :

AATU3 � Î2
3U3 (B.23)

∏ÛÙ˘ Q Í‹ÔÈÔÚ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú È‰ÈÔ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÙÔı ¡¡‘. ‘¸ÙÂ :

AAT � QT

�
���

Î2
1

Î2
2

Î2
3

�
���Q (B.24)

¡¸ ÙÈÚ (B.23) Í·È (B.24) ›˜ÔıÏÂ :


���
���Q

T

�
���

Î2
1

Î2
2

Î2
3

�
���Q� Î2

3I

����
���U3 � 0
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fi

PU3 � 0

¸Ôı

P
�
� AAT � Î2

3I � QT

�
���

Î2
1 � Î2

3

Î2
1 � Î2

3

0

�
���Q (B.25)

œ flÌ·Í·Ú P ÂflÌ·È Ù‹ÓÂ˘Ú 2, ·ˆÔ˝ ÙÔ Î2
1 � Î2

3 ÛÙÁ ‰È·„˛ÌÈÔ ÙÔı ‰È·„˛ÌÈÔı flÌ·Í· ÙÁÚ

(B.25) ÂflÌ·È ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸. ¡Í¸Ï·, Ô flÌ·Í·Ú P ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ¸Ú, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÔı ¡, ·ˆÔ˝

P � AAT � Î2
3I . ”ıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ¸ÙÈ Í·È Á ÛÙfiÎÁ U3 ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒfi, ›Ò·Ì ÙÔı

ÒÔÛfiÏÔı ‚›‚·È·.

»· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ Á (B.22) ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi, ‰ÁÎ·‰fi Á

�
Î3

Î1
� s

�
U3V

T
3 �

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� h a b c

i
(B.26)

ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÔı ¡. ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·ÍÒflÌÔıÏÂ ‰˝Ô ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ. « Ò˛ÙÁ

ÂflÌ·È ¸Ù·Ì Î3 �� 0. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi, s � sgn�det�A��, Âˆ¸ÛÔÌ A � UÀV T Ô¸ÙÂ

s � det�U�det�V � � (Î1Î2Î3)�1 det�A� � sgn�det�A��. ƒÂ‰ÔÏ›ÌÔı, ÎÔÈ¸Ì, ÙÔı ¡, ÙÔ s ÂflÌ·È

ÛÙ·ËÂÒ¸. Ã›ÌÂÈ Ì· ‰ÂÈ˜ËÂfl ¸ÙÈ ÙÔ U3V
T

3 ÛÙÁÌ (B.22) ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸.

≈ˆ¸ÛÔÌ, ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ U3 Í·È V3 ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ›Ú, ›Ò·Ì ÙÔı ÒÔÛfiÏÔı, ¸˘Ú ·Ô‰ÂflÓ·ÏÂ

·Ò·‹Ì˘, ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ·Ì Á V3 ·ÎÎ‹ÓÂÈ Ò¸ÛÁÏÔ, Ë· ·ÎÎ‹ÓÂÈ ÍÈ Á U3. ¡¸ ÙÁÌ

(4.26) ›˜ÔıÏÂ :

AV � UÀ �
h

Î1U1 Î2U2 Î3U3

i

ÛıÌÂ˛Ú

AV3 � Î3U3

≈ÂÈ‰fi Ù· ¡ Í·È Î3 ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ‹, ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ‰˝Ô ÒÔÔÙÈÍ˛Ì ¸¯Â˘Ì, ÂflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸

¸ÙÈ Â‹Ì Á ÛÙfiÎÁ V3 ·ÎÎ‹ÓÂÈ Ò¸ÛÁÏÔ, ·ÎÎ‹ÊÂÈ ÍÈ Á U3. ≈ÔÏ›Ì˘Ú, ÙÔ U3V
T

3 ›˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ¸

Ò¸ÛÁÏÔ. ¡Ô‰ÂflÓ·ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ¸ÙÈ ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� h a b c

i
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ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸, ÂÔÏ›Ì˘Ú Í·È Ô R ÛÙÁÌ (B.22) ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸Ú.

”ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ, ¸Ôı Î3 � 0, ›˜ÔıÏÂ ·¸ ÙÁÌ (B.22) ¸ÙÈ

R � Î�1
1 A� sU3V

T
3 �

R � Î�1
1 A� det�U�U3det�V �V T

3 (B.27)

ºÙ·Ì Á U3 ·ÎÎ‹ÓÂÈ Ò¸ÛÁÏÔ, ·ÎÎ‹ÊÂÈ ÍÈ Á det�U�. ≈ÔÏ›Ì˘Ú ÙÔ Ò¸ÛÁÏÔ ÙÁÚ det�U�U3

ÛÙÁÌ (B.27) ·Ò·Ï›ÌÂÈ ÛÙ·ËÂÒ¸. –·ÒÔÏÔfl˘Ú, ÙÔ Ò¸ÛÁÏÔ ÙÁÚ det�V �V T
3 ·Ò·Ï›ÌÂÈ

ÛÙ·ËÂÒ¸, ¸Ù·Ì Á V3 ·ÎÎ‹ÓÂÈ Ò¸ÛÁÏÔ. « ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ·, ÎÔÈ¸Ì, ÙÁÚ (B.27) ‰ÂÌ ÍÎÔÌflÊÂÙ·È

·¸ ÙÁÌ ·ÏˆÈ‚ÔÎfl· „È· Ù· Ò¸ÛÁÏ· Ù˘Ì U3 Í·È V3.

‘Ô ¡‘¡ ›˜ÂÈ ‰ÈÎ›Ú È‰ÈÔÙÈÏ›Ú, Ô¸ÙÂ Ù· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· V1 Í·È V2, Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì

ÛÙÈÚ ÔÎÎ·Î›Ú È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Î1 �� Î2�, ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ‹ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ, ·ÎÎ‹ ÏÔÒÂfl Ì·

‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÔÔı‰fiÔÙÂ ÛÂ Í‹ÔÈÔ ÛÙ·ËÂÒ¸ ÂflÂ‰Ô Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ V3 (ÛÁÏÂÈ˛ÌÂÙ·È ¸ÙÈ

Â‰˛ ÂÒÏÁÌÂ˝ÔıÏÂ Ù· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· „Â˘ÏÂÙÒÈÍ‹, Û·Ì Í‹ÔÈ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÛÙÔÌ 3-ƒ

˜˛ÒÔ). ¡Ì ·ÌÙ·ÎÎ·„Ô˝Ì ÔÈ Ù‹ÓÂÈÚ (order) Ù˘Ì V1 Í·È V2, Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÙÔ

ÂflÂ‰Ô, ÍÒ·Ù˛ÌÙ·Ú ¸Ï˘Ú ÙÁ V3 ÛÙ·ËÂÒfi, Ë· ·ÎÎ‹ÓÂÈ ÙÔ Ò¸ÛÁÏÔ ÙÁÚ det�V �. –Ò›ÂÈ Ì·

·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ¸ÙÈ ·Ì ÛıÏ‚Âfl ·ıÙ¸, Ë· ·ÎÎ‹ÓÂÈ Í·È ÙÔ Ò¸ÛÁÏÔ ÙÁÚ det�U�, Ôı

ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸Ï˘Ú ¸ÙÈ Á (B.27) ·Ò·Ï›ÌÂÈ ÛÙ·ËÂÒfi. ¡¸ ÙÁÌ (4.26) ÂflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ

�
Î�1

1 A
�
V1 � U1�

Î�1
1 A

�
V2 � U2

≈ÂÈ‰fi Ù· Î1 Í·È ¡ ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ‹, ¸Ù·Ì ·ÌÙ·ÎÎ·„Ô˝Ì Ù· V1 Í·È V2, Ë· ·ÌÙ·ÎÎ·„Ô˝Ì

Í·È Ù· U1 Í·È U2. ∂Ò·, ¸Ù·Ì Á det�V � ·ÎÎ‹ÓÂÈ Ò¸ÛÁÏÔ, Ë· ·ÎÎ‹ÓÂÈ Í·È Á det�U�.  ·È „È'

·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ, ¸Ù·Ì ‰ÁÎ·‰fi Î3 � 0, ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���
h
a b c

i

ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ¸, ¸˘Ú ÂflÛÁÚ Í·È Ô R ÛÙÁÌ (B.22).

Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Ïfl· ·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ „È· Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ Î1 � Î2 �� Î3 ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���

ÂflÌ·È ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ÛÙÔ Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô ‰È‹ÌıÛÏ· Õ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2, ‰ÁÎ·‰fi

·Ò‹ÎÎÁÎÔ ÛÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2.

–ÒÈÌ ÂÍÙÂÎÂÛÙÂfl Á ÍflÌÁÛÁ, ‰ÁÎ·‰fi ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1, ÙÔ Õ :

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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�
���
a

b

c

�
���

ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô. √È· Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ Õ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2 ·ÒÍÂfl Ì· ÂÒÈÛÙÒ›-

¯ÔıÏÂ ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ (ÙÔ Õ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1) ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· R :

R

�
���
a

b

c

�
���

¡ÒÍÂfl ·Î‹ Ì· ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ q, Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � qR

�
���
a

b

c

�
��� (B.28)

¡¸ ÙÈÚ (B.4), (B.21), (B.22), (B.28) ›˜ÔıÏÂ

w�1
�

Î3

Î1
� s

�
U3 � q

�
Î�1

1 A�
�

Î3

Î1
� s

�
U3V

T
3

�
wV3 �

w�1
�

Î3

Î1
� s

�
U3 � qwÎ�1

1 AV3 � qw

�
Î3

Î1
� s

�
U3V

T
3 V3 (B.29)

ºÏ˘Ú,

A � Î1U1V
T

1 � Î2U2V
T

2 � Î3U3V
T

3 �
AV3 � Î1U1V

T
1 V3 � Î2U2V

T
2 V3 � Î3U3V

T
3 V3 �

AV3 � 0 � 0 � Î3U3 �
AV3 � Î3U3 (B.30)

¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ (B.30) ÛÙÁÌ (B.29) ·flÒÌÔıÏÂ

w�1
�

Î3

Î1
� s

�
U3 � qw

�
Î3

Î1
� Î3

Î1
� s

�
U3 � qwsU3 (B.31)

»›ÙÔÌÙ·Ú, ÎÔÈ¸Ì,

q � w�2s�1
�

Î3

Î1
� s

�
(B.32)

Á (B.28) ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È.

¡Ô‰ÂflÓ·ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ¸ÙÈ Á ·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ „È· Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ Î1 � Î2 �� Î3 ÂflÌ·È ¸ÙÈ

Á ÍflÌÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· Ò·„Ï·ÙÔÔÈÁËÂfl ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú Ò˛Ù· ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ „˝Ò˘ ·¸

›Ì·Ì ‹ÓÔÌ·, Ôı ÂÒÌ‹ÂÈ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì, Í·È ÏÂÙ‹ ÏÂÙ·ˆ›ÒÔÌÙ‹Ú ÙÔ ‰È·ÏfiÍ˘Ú

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Õ, Ôı ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô Í·È ˆ·ÌÂÒ˛ÌÂÈ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı, ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2.

”ÙÔ Â¸ÏÂÌÔ ËÂ˛ÒÁÏ· (‚Î. B.2) Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ·Ì Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ „flÌÂÈ ‰È·ÏfiÍ˘Ú

ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Õ (Ôı ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô Í·È ˆ·ÌÂÒ˛ÌÂÈ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ

ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÂÈ›‰Ôı ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2), Ù¸ÙÂ Ù· singular values ÙÔı A ‰ÂÌ

ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂflÌ·È ¸Î· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹.

B.2 »Â˛ÒÁÏ· 2

¡Ì Ù· singular values ÙÔı A ÂflÌ·È ¸Î· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹, .˜. Î1 � Î2 � Î3, Ù¸ÙÂ ı‹Ò˜ÔıÌ

·ÍÒÈ‚˛Ú ‰˝Ô Î˝ÛÂÈÚ „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú Í·È ÍflÌÁÛÁÚ, ÂÍÙ¸Ú ÂÌ¸Ú ·Ò‹„ÔÌÙ·

ÍÎflÏ·Í·Ú „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú, Í·È

R � U

�
���

· 0 ‚

0 1 0

�s‚ 0 s·

�
���V T

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1

�
�‚U1 �

�
Î3

Î2
� s·

�
U3

�

�
���
a

b

c

�
��� � w



‰V1 � V3

�

¸Ôı

‰ � 

�

Î2
1 � Î2

2

Î2
2 � Î2

3

� 1
2

· �
Î1 � sÎ3‰2

Î2�1 � ‰2�

‚ � 

p

1� ·2

s � det�U�det�V �

”Â Í‹ËÂ Ïfl· ·¸ ÙÈÚ ‰˝Ô Î˝ÛÂÈÚ, sgn�‚� � �sgn�‰�.
≈ÈÎ›ÔÌ, Ïfl· ·Ì·„Í·fl· Í·È Â·ÒÍfiÚ ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Ô flÌ·Í·Ú ¡ Ì· ›˜ÂÈ ‰È·ˆÔÒÂ-

ÙÈÍ‹ singular values, ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ÏÔÒÂfl Ì· Ò·„Ï·ÙÔÔÈÁËÂfl ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ÙÔ

·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ „˝Ò˘ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì Í·È ÏÂÙ‹ ÏÂÙ·ˆ›ÒÔÌÙ‹Ú ÙÔ ‰È·ÏfiÍ˘Ú Ïfl·Ú

Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfiÚ ÙÔı Í‹ËÂÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÂflÂ‰ÁÚ ÂÈˆ‹ÌÂÈ·Ú (Õ) ÙÁ

˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t2.

‘ÏfiÏ· ≈ÈÛÙfiÏÁÚ ’ÔÎÔ„ÈÛÙ˛Ì
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¡¸‰ÂÈÓÁ : ≈ˆ¸ÛÔÌ Ù· ÙÒfl· singular values ÂflÌ·È ¸Î· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹, ÔÈ ÙÒÂÈÚ Í˝ÒÈÔÈ

‹ÓÔÌÂÚ ÙÔı ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰Ô˝Ú, Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ (B.3) ›˜ÔıÌ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ÏfiÍÁ. ◊ÒÁÛÈÏÔ-

ÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ fl‰ÈÔ ÂÈ˜ÂflÒÁÏ· ¸˘Ú ÛÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· 1 (‚Î. B.1), Á ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı

Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ›ÌÁ ÏÂ Ù›ÙÔÈÔÌ ÙÒ¸Ô, ˛ÛÙÂ Á ÙÔÏfi ÙÁÚ ÏÂ ÙÔ ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú

Ì· ‰flÌÂÈ Í˝ÍÎÔ. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ‚·ÛÈÍfi ·Ì·ÎıÙÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒfl·, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì·

‰È·ÈÛÙ˛ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô Ù›ÙÔÈÔÈ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔfl (‚Î. Í·È Û˜fiÏ· B.3).

”˜fiÏ· B.3: ≈flÂ‰Ô Ôı Ù›ÏÌÂÈ ÙÔ ÂÎÎÂÈ¯ÔÂÈ‰›Ú ÛÙÔÌ 3-ƒ ˜˛ÒÔ �xn� yn� zn� ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi
ÛÙÈ„Ïfi t1 ÏÂ ‰˝Ô ÙÒ¸ÔıÚ, ˛ÛÙÂ Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ Í˝ÍÎÔÚ.

≈ÂÈ‰fi Î1 � Î2 � Î3, Ô ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔÚ Í˝ÒÈÔÚ ‹ÓÔÌ·Ú ÛıÏflÙÂÈ ÏÂ ÙÔÌ ‹ÓÔÌ· zn, Í·È

ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Í‹ËÂÙÔ ÛÙÁÌ ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÂflÌ·È

w

�
���

‰

0

1

�
��� � ¸Ôı ‰ � 


�
Î2

1 � Î2
2

Î2
2 � Î2

3

� 1
2

ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì �xn� yn� zn� Í·È w ÂflÌ·È Í‹ÔÈ· ÛÙ·ËÂÒ‹. º˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ‰Ô˝ÏÂ ÛÙÔ Û˜fiÏ· 4.2, ÔÈ �xn� yn� zn� ‹ÓÔÌÂÚ ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÔıÚ �x� y� z� ‹ÓÔÌÂÚ

ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·Ú ÙÔıÚ ÏÂ ÙÔÌ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸ flÌ·Í· V , Ô¸ÙÂ

�
���
a

b

c

�
��� � wV

�
���

‰

0

1

�
��� (B.33)

¸Ôı w Í‹ÔÈ· ÛÙ·ËÂÒ‹. ¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ (B.33) ÛÙÁÌ (4.28) ›˜ÔıÏÂ :

kA � kUÀV T � R� w

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� h ‰ 0 1

i
V T (B.34)

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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–ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ (B.34) ·¸ ÏÒÔÛÙ‹ ÏÂ UT Í·È ·¸ flÛ˘ ÏÂ V T ›˜ÔıÏÂ :

kÀ � UTRV � wUT

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���h ‰ 0 1

i
V TV

œ¸ÙÂ

R� � kÀ�

�
���

ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
���
h

‰ 0 1
i

(B.35)

¸Ôı

R�
�
� UTRV (B.36)�

���
ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
��� �

� wUT

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� (B.37)

¡¸ ÙÁÌ (B.35) „flÌÂÙ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ

R� �

�
���
kÎ1 � ‰ƒx� 0 �ƒx�

�‰ƒy� kÎ2 �ƒy�

�‰ƒz� 0 kÎ3 � ƒz�

�
��� (B.38)

¡ˆÔ˝ ÔÈ U , R Í·È V ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍÔfl flÌ·ÍÂÚ, ·¸ ÙÁÌ (B.38) ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô R�

ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú. –·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ Ù˘Ì ÛÙÁÎ˛Ì 2 Í·È 3 Í·È

ÂÓÈÛ˛ÌÔÌÙ‹Ú ÙÔ ÏÂ ÏÁ‰›Ì ›˜ÔıÏÂ

kÎ2ƒy� � 0 (B.39)

≈ˆ¸ÛÔÌ Î1 � Î2 � Î3 � 0 � Î2 � 0. ∂Ò· Á (B.39) ıÔ‰ÁÎ˛ÌÂÈ ¸ÙÈ ƒy� � 0 Í·È Á (B.38)

„flÌÂÙ·È :

R� �

�
���
kÎ1 � ‰ƒx� 0 �ƒx�

0 kÎ2 0

�‰ƒz� 0 kÎ3 � ƒz�

�
��� (B.40)

À¸„˘ ÙÁÚ Í·ÌÔÌÈÍ¸ÙÁÙ·Ú ÙÁÚ ÛÙfiÎÁÚ 2 ›˜ÔıÏÂ kÎ2 � 
1. ¡ÎÎ‹, ÂÂÈ‰fi k � 0 Í·È Î2 � 0

ÛıÌÂ‹„ÔıÏÂ kÎ2 � 1 � k �
1

Î2
. ≈ÈÎ›ÔÌ, Î¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ 1 Í·È 3,

¸˘Ú Í·È ÔÈ „Ò·ÏÏ›Ú 1 Í·È 3, ÙÔıR� ÂflÌ·È ·ÏÔÈ‚·fl· ÔÒËÔ„˛ÌÈÂÚ Í·È Ù· Ï›ÙÒ· Ù˘Ì „Ò·ÏÏ˛Ì

Í·È ÛÙÁÎ˛Ì ÙÔı R� ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰È·fl·, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ

R� �

�
���

· 0 ‚

0 1 0

�s‚ 0 s·

�
��� (B.41)
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¸Ôı

· �
Î1

Î2
� ‰ƒx� � s

�
kÎ3 � ƒz�

�
(B.42)

‚ � �ƒx� � s‰ƒz� � 

p

1� ·2 (B.43)

s � det�U�det�V � (B.44)

¡ˆÔ˝ ÔÈ U Í·È V ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍÔfl, ·¸ ÙÁÌ (B.44) ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ s ÂflÌ·È fi �1

fi �1. »· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ·Ì Í·È Ù· det�U�, det�V � ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È �1 fi �1 „È· Í‹ÔÈÔÌ

flÌ·Í· ¡, ÙÔ s ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÔı flÌ·Í· ¡.

»ıÏflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù·U1, U2 Í·ÈU3 ÂflÌ·È Ù· È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔıAAT , Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì

ÛÙÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú Î2
1, Î2

2 Í·È Î2
3. ≈ÂÈ‰fi Ù· Î1� Î2� Î3 ÂflÌ·È ¸Î· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹, Ù· U1, U2, U3, V1,

V2 Í·È V3 ÂflÌ·È ¸Î· ÛÙ·ËÂÒ‹, ›Ò·Ì Ù˘Ì ÒÔÛfiÏ˘Ì. ºÏ˘Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı

ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ 1 (‚Î. B.1), ›˜ÔıÏÂ :

AV1 � Î1U1

AV2 � Î2U2

AV3 � Î3U3

÷·flÌÂÙ·È, ÎÔÈ¸Ì, Í·Ë·Ò‹, ¸ÙÈ ·Ì ÙÔ Ui ·ÎÎ‹ÊÂÈ Ò¸ÛÁÏÔ, Ù¸ÙÂ Í·È ÙÔ Vi Ë· ·ÎÎ‹ÓÂÈ

�i � 1� 2� 3�. ∂Ò· ÙÔ Ò¸ÛÁÏÔ det�U�det�V � ·Ò·Ï›ÌÂÈ ÛÙ·ËÂÒ¸, Ô¸ÙÂ ÙÔ s ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸.

¡¸ ÙÈÚ (B.42) Í·È (B.43) ›˜ÔıÏÂ :

·� Î1

Î2
� ‚‰ (B.45)

‰

�
· � s

Î3

Î2

�
� ‚ (B.46)

¡·ÎÂflˆÔÌÙ·Ú ÙÔ ‚ ÛÙÈÚ (B.45) Í·È (B.46) ÒÔÍ˝ÙÂÈ

· �
Î1 � sÎ3‰2

Î2�1 � ‰2�

¸Ôı

‰ � 

�

Î2
1 � Î2

2

Î2
2 � Î2

3

� 1
2

¡¸ ÙÈÚ (B.42) Í·È (B.43) ÛıÌ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ ƒy� � 0 ›˜ÔıÏÂ

√Â˛Ò„ÈÔÚ ”ÁÏ·ÌÙfiÒÁÚ
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�
���

ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
��� �

�
����

�‚

0
Î3

Î2
� s·

�
���� (B.47)

≈Ì˛ ·¸ ÙÈÚ (B.37), (B.39) Í·È (B.47) ›˜ÔıÏÂ :

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1U

�
���

ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1U

�
����

�‚

0
Î3

Î2
� s·

�
�����

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � w�1

�
�‚U1 �

�
Î3

Î2
� s·

�
U3

�
(B.48)

¡¸ ÙÈÚ (B.36) Í·È (B.41) ›˜ÔıÏÂ :

R � U

�
���

· 0 ‚

0 1 0

�s‚ 0 s·

�
���V T (B.49)

‘›ÎÔÚ, ·¸ ÙÈÚ (B.33), (B.48), (B.49) Í·È Î¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ ÙÔ s ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ¸,

‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÔıÌ ·ÍÒÈ‚˛Ú ‰˝Ô Î˝ÛÂÈÚ, ›Ò·Ì ÂÌ¸Ú ·Ò‹„ÔÌÙ· ÍÎflÏ·Í·Ú „È· ÙÈÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È „Â˘ÏÂÙÒfl·Ú (ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝).

Ã›ÌÂÈ Ì· ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl ¸ÙÈ Ïfl· ·Ì·„Í·fl· Í·È ÈÍ·Ìfi ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Ù· singular

values Ì· ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹, ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ‰ÂÌ ÛıÏflÙÂÈ ÏÂ ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏÔ˝ (ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô) ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi

t2. « ÈÍ·Ì¸ÙÁÙ· ·Ô‰Âfl˜ËÁÍÂ ÛÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· 1 (B.1). « ·Ì·„Í·È¸ÙÁÙ· Ë· ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl ÏÂ

·ÌÙflˆ·ÛÁ.

”ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· 1 (B.1) ˆ‹ÌÁÍÂ ¸ÙÈ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ ÂflÂ‰Ô ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi

t2 ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔ Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· �a� b� c� ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi t1 ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ‹Ú ÙÔ

Í·Ù‹ R :

R

�
���
a

b

c

�
���

¡Ú ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú
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�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
���

ÂflÌ·È ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ÛÙÔ

R

�
���
a

b

c

�
���

‘¸ÙÂ :

�
���

ƒx

ƒy

ƒz

�
��� � hR

�
���
a

b

c

�
��� (B.50)

„È· Í‹ÔÈ· ÛÙ·ËÂÒ‹ h. ÃÂ ‚‹ÛÁ ÙÈÚ (B.33), (B.48), (B.49), Í·È (B.50) ›˜ÔıÏÂ :

w�1U

�
����

�‚

0
Î3

Î2
� s·

�
���� � hU

�
���

· 0 ‚

0 1 0

�s‚ 0 s·

�
���V TV

�
���

‰

0

1

�
����

�
����

�‚

0
Î3

Î2
� s·

�
���� � wh

�
���

· 0 ‚

0 1 0

�s‚ 0 s·

�
���
�
���

‰

0

1

�
���

ÙÔ ÔÔflÔ ÛıÌÂ‹„ÂÈ :

�‚ � wh
�
·‰ � ‚

�
(B.51)

Í·È

Î3

Î2
� s· � wh

��s‚‰ � s·
�

(B.52)

¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ (B.42) Í·È (B.43) ÛÙÈÚ (B.51) Í·È (B.52) ›˜ÔıÏÂ

ƒx� �
wh‰

1 � wh
�
1 � ‰2

� Î1

Î2
(B.53)
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ƒz� �
wh

1 � wh
�
1 � ‰2

� Î3

Î2
(B.54)

¡ÎÎ‹, Î¸„˘ ÙÁÚ (B.43), ÒÔÍ˝ÙÂÈ :

�ƒx� � s‰ƒz� (B.55)

¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙÔ˝ÏÂ ÙÈÚ (B.53) Í·È (B.54) ÛÙÁÌ (B.55), Ô¸ÙÂ :

wh‰

1 � wh
�
1 � ‰2

� Î1

Î2
�

wh‰

1 � wh
�
1 � ‰2

��sÎ3

Î2

Á ÔÔfl· ÛıÌÂ‹„ÂÈ Î1 � �sÎ3. ‘· Î1 Í·È Î3 ÂflÌ·È ÂÓ' ÔÒÈÛÏÔ˝ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ‹, ‹Ò· Ë· Ò›ÂÈ

Î1 � Î3. ¡ıÙ¸ ¸Ï˘Ú ·ÌÙÈˆ‹ÛÍÂÈ ÛÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Î1 �� Î3, Ô¸ÙÂ ÂflÌ·È ‹ÙÔÔ.

≈ÔÏ›Ì˘Ú ·Ô‰Âfl˜ÙÁÍÂ Í·È Á ÈÍ·Ì¸ÙÁÙ·.

B.3 »Â˛ÒÁÏ· 3

« ÈÍ·Ìfi Í·È ·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ, ˛ÛÙÂ Á ÔÎÎ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì singular values ÙÔı flÌ·Í·

¡ Ì· ÂflÌ·È ÙÒfl·, ‰ÁÎ·‰fi Î1 � Î2 � Î3, ÂflÌ·È ¸ÙÈ Á ÍflÌÁÛÁ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È Ï¸ÌÔ ·¸ Ïfl·

ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ›Ì·Ì ‹ÓÔÌ·, Ôı ÂÒÌ‹ÂÈ ·' ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì. ƒÁÎ·‰fi ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú �ƒx�ƒy�ƒz� ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì. ¡Í¸Ï·, Ô flÌ·Í·Ú ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ÂflÌ·È

ÏÔÌ·‰ÈÍ¸Ú Í·È R � Î�1
1 A. « ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÔÔı‰fiÔÙÂ.

¡¸‰ÂÈÓÁ : ≈‹Ì Î1 � Î2 � Î3, Ù¸ÙÂ Á (4.36) ‰flÌÂÈ

x
�2
n � y

�2
n � z

�2
n � k2Î2

1

�
x2
n � y2

n � z2
n

�
(B.56)

≈ˆ¸ÛÔÌ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ÍflÌÁÛÁ ÛÙÂÒÂÔ˝ ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÏÔÒÂfl Ì· ·Ì·ÎıËÂfl ÛÂ ÂÒÈÛÙÒÔˆfi

·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂÌÁ ·¸ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹, Ò˛Ù· ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔıÏÂ ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ ÙÔ

�xn� yn� zn� Ì· „flÌÂÈ �x
��

n� y
��

n� z
��

n� Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÍÙÂÎÔ˝ÏÂ ÙÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹, Á ÔÔfl·

·ÎÎ‹ÊÂÈ ÙÔ �x
��

n� y
��

n� z
��

n� ÛÂ �x
�

n� y
�

n� z
�

n�, ‰ÁÎ·‰fi :

�
���
x

��

n

y
��

n

z
��

n

�
��� � R�

�
���
xn

yn

zn

�
��� (B.57)

Í·È

�
���
x

�

n

y
�

n

z
�

n

�
��� �

�
���
x

��

n

y
��

n

z
��

n

�
����

�
���

ƒx�

ƒy�

ƒz�

�
��� (B.58)
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¸Ôı R�, ƒx�, ƒy� Í·È ƒz� ÂflÌ·È ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÍflÌÁÛÁÚ ÛÙÔ �xn� yn� zn� ˜˛ÒÔ, ¸˘Ú

ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÈÚ (B.8) Í·È (B.9). ¡¸ ÙÁÌ (B.57) ›˜ÔıÏÂ :

x
��2
n � y

��2
n � z

��2
n �

h
xn yn zn

i
R

�TR�

�
���
xn

yn

zn

�
����

x
��2
n � y

��2
n � z

��2
n � x2

n � y2
n � z2

n

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ıÙ¸ ÏÂ ÙÁÌ (B.58) ÒÔÍ˝ÙÂÈ :

x2
n � y2

n � z2
n �

�
x�n � ƒx�

�2
�
�
y�n � ƒy�

�2
�
�
z�n � ƒz�

�2
(B.59)

‘›ÎÔÚ, ·¸ ÙÈÚ (B.56) Í·È (B.59), ›˜ÔıÏÂ :

�k2Î2
1 � 1�x

�2
n � �k2Î2

1 � 1�y
�2
n � �k2Î2

1 � 1�z
�2
n �

�
h
2ƒx�x�n � 2ƒy�y�n � 2ƒz�z�n � ƒx

�2 � ƒy
�2 � ƒz

�2
i
k2Î2

1 � 0 (B.60)

≈ˆ¸ÛÔÌ Á (B.60) ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ¸Î· Ù· x�n, y�n Í·È z�n, Ë· Ò›ÂÈ

ƒx� � ƒy� � ƒz� � 0

Í·È

kÎ1 � 1 � k �
1

Î1

”ıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ·¸ ÙÁÌ (B.9)

ƒx � ƒy � ƒz � 0

∏ÙÛÈ ¸Ï˘Ú, Á (4.28) ‰flÌÂÈ :

R� 0 � kA� R � Î�1
1 A

¡Ô‰ÂflÓ·ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ¸ÙÈ ·Ì Î1 � Î2 � Î3, Ù¸ÙÂ Á ÍflÌÁÛÁ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È Ï¸ÌÔ ·¸ Ïfl·

ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ›Ì·Ì ‹ÓÔÌ·, Ôı ÂÒÌ‹ÂÈ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì, Í·È Á Î˝ÛÁ

„È· ÙÔÌ flÌ·Í· ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi. « ÂÈˆ‹ÌÂÈ· ÙÔı ·ÌÙÈÍÂÈÏ›ÌÔı ÏÔÒÂfl Ì·

‚ÒflÛÍÂÙ·È ÔÔı‰fiÔÙÂ. ¡ıÙ¸ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÁÌ ·Ì·„Í·È¸ÙÁÙ·.

»· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ù˛Ò· Í·È ÙÁÌ ÈÍ·Ì¸ÙÁÙ·. ¡Ì Á ÍflÌÁÛÁ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È Ï¸ÌÔ ·¸

Ïfl· ÂÒÈÛÙÒÔˆfi „˝Ò˘ ·¸ ›Ì·Ì ‹ÓÔÌ·, Ôı ÂÒÌ‹ÂÈ ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi

ƒx � ƒy � ƒz � 0, Ù¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ (4.28) ›˜ÔıÏÂ :

A � k�1R (B.61)
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∏ÛÙ˘, UA � R, VA � I Í·È ÀA � k�1I . ‘¸ÙÂ Á (B.61) „flÌÂÙ·È :

A � UAÀAV
T
A �

A � UA

�
���
k�1

k�1

k�1

�
���V T

A (B.62)

≈ˆ¸ÛÔÌ ÔÈ UA Í·È VA ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍÔfl, Á (B.62) ‰flÌÂÈ ÙÁ Singular Value Decomposition

(SVD) ÙÔı ¡, ÏÂ singular values k�1, k�1 Í·È k�1. ∏ÙÛÈ, ·¸ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Ù· singular

values ÔÔÈÔı‰fiÔÙÂ flÌ·Í· ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ‹, ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ¡ ›˜ÂÈ ÙÒfl· fl‰È· singular

values. ¡ıÙ¸ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÁÌ ÈÍ·Ì¸ÙÁÙ·.
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