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ΜΟΝΤΕΛΑ ΒΑΣΗΣ ΤΗΣ BAYESIENNE ΑΝΑΛΥΣΗΣ 
και 

ΣΥΜΦΥΤΕΣ ΑΠΩΛΕΙΕΣ 
 
 

Εισαγωγή 
 
 

Στηριζόµενοι στις παρατηρήσεις ενός τυχαίου φαινόµενου, αντικείµενο της 
Στατιστικής Ανάλυσης είναι η εξαγωγή ενός συµπεράσµατος στην αιτία του νόµου που 
γεννά τις παρατηρήσεις ώστε, είτε να αναλύσουµε ένα περασµένο φαινόµενο, είτε να 
προβλέψουµε ένα µελλοντικό γεγονός το οποίο συνδέεται εξ ολοκλήρου µε τις 
αποφασιστικές όψεις αυτού του συµπεράσµατος. 

Η bayesienne µέθοδος χορηγεί ένα φυσικό πλαίσιο για την επίλυση των 
προβληµάτων της Στατιστικής Συµπερασµατολογίας.  Μέσα σ’αυτό το πλαίσιο η 
bayesienne λογική είναι συλληπτικά πολύ απλή µε τον τύπο του Bayes να συνδυάζει την 
εκ των προτέρων πληροφορία (καθορισµένη, ακαθόριστη ή ακόµα και ανύπαρκτη) µε 
την πληροφορία η οποία προέρχεται από το δείγµα. 

Το Κεφάλαιο Ι, βασιζόµενο στον J-P. Florens (1998) σκοπό έχει να περιγράψει δύο 
τρόπους bayesienne σκέψης. Ο πρώτος είναι υποκειµενικός και αφορά τον καθορισµό 
των εκ των προτέρων πληροφορικών νόµων ενώ ο δεύτερος είναι αντικειµενικός και 
αφορά τον καθορισµό των µη-πληροφορικών εκ των προτέρων νόµων. 

Το Κεφάλαιο ΙΙ, βασιζόµενο στον L.Simar (1998) περιγράφει το πώς οι γενικές αρχές 
της bayesienne συµπερασµατολογίας εφαρµόζονται σε κάποια µοντέλα βάσης χρήσιµα 
στη στατιστική ανάλυση.  Στα παραµετρικά µοντέλα που εκτίθενται, οι µέθοδοι του 
Κεφαλαίου Ι χαρακτηρίζουν τους εκ των προτέρων νόµους και για όλα τα µοντέλα βάσης 
δίδονται αναλυτικές εκφράσεις των περιθωριακών (predictives) και των εκ των υστέρων 
νόµων. 

Στη Στατιστική Θεωρία Αποφάσεων πέρα από τη δειγµατική κατανοµή σηµαντικό 
ρόλο παίζει και η συνάρτηση απώλειας.  Επειδή η επιλογή µιας συγκεκριµένης 
συνάρτησης απώλειας επηρεάζει ισχυρά τη συµπερασµατολογία το Κεφάλαιο ΙΙΙ, 
βασιζόµενο στον C.Robert (1996), σκοπό έχει να παρουσιάσει ως απαραίτητες τις 
σύµφυτες απώλειες όταν καµία πληροφορία δεν είναι διαθέσιµη σχετικά µε τη συνάρτηση 
ωφέλειας του αποφασιστή, από το να επικαλεστούµε κλασσικές απώλειες, όπως η 
τετραγωνική απώλεια.  Επειδή αυτή η τοποθέτηση είναι σχεδόν όµοια µε την παραγωγή 
µη-πληροφορικών εκ των προτέρων νόµων στην Bayesienne Ανάλυση, ανακαλούµε 
αρχικά τις συνθήκες αυτής της παραγωγής και µε βάση αυτές καταλήγουµε σε ορισµένες 
απαιτήσεις σχετικά µε τις σύµφυτες απώλειες.  Φαίνεται τότε ότι αυτές οι συναρτήσεις 
απώλειας εξαρτώνται µόνο από την κατανοµή του δείγµατος και πρέπει να είναι 
ανεξάρτητες από την παραµετρικοποιήση της κατανοµής.  Οι εκτιµητές που προκύπτουν 
είναι τότε equivariant.  Μελετάµε τις ιδιότητες δύο σύµφυτων απωλειών δηλαδή τις 
απώλειες της entropie και του Hellinger και αποδεικνύουµε ότι µπορούν να εκφρασθούν 
µε συγκεκριµένο τύπο για τις εκθετικές οικογένειες.  Επιπλέον η entropie απώλεια 
παρέχει αναλυτική έκφραση των εκτιµητών του Bayes, υπό συζυγείς εκ των προτέρων 
κατανοµές.  Η παραγωγή των εκτιµητών του Bayes που συνδέονται µε την Hellinger 
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απώλεια είναι περισσότερο «φορτική» όπως φαίνεται από τις περιπτώσεις Γάµµα και 
Poisson, ενώ και οι δύο απώλειες οδηγούν σε παρόµοιους εκτιµητές. 

Επειδή πολλές και σύνθετες είναι οι κατανοµές που εµφανίζονται στην ανάλυση των 
παραµετρικών µοντέλων ιδιαίτερα του Κεφαλαίου ΙΙ, το Παράρτηµα περιλαµβάνει τις 
απαραίτητες κατανοµές και κάποιες χαρακτηριστικές ιδιότητές τους χρήσιµες στη 
στατιστική µελέτη µας. 

 
Θεωρούµε απαραίτητο πριν αναπτύξουµε το θέµα µας, να δώσουµε ένα γενικό 

πλαίσιο περιγραφής της bayesienne µεταχείρισης (βλέπε π.χ. C. Robert (1992)) στο οποίο 
στηρίζεται η ανάλυση των παρακάτω κεφαλαίων. 

 
Το στατιστικό µοντέλο απαιτεί τρεις χώρους  
- το χώρο των παρατηρήσεων, X  
- τον παραµετρικό χώρο, Θ  
- το χώρο των αποφάσεων,  D

 
Το συµπέρασµα συνίσταται στο να πάρουµε µια απόφαση D∈δ  που αφορά το 

)( Θ∈θ , στη θέα µιας παρατήρησης )( Xx ∈ , τα x  και θ  πράγµατι δεδοµένα υπό το 
νόµο της τ.µ. x ,  )|( θxf . 

Στην πράξη µια θεµελιώδης αρχή της bayesienne µεθόδου είναι : 
Κάθε «στατιστικό συµπέρασµα» οφείλει να θεµελιώνεται στον αυστηρό καθορισµό 
των παρακάτω παραγόντων 
(1) της οικογένειας των νόµων των παρατηρήσεων, )|( θxf , ως προς ένα κυρίαρχο   

µέτρο v  
(2) της εκ των προτέρων κατανοµής των παραµέτρων, )(θπ  
(3) της συνάρτησης απώλειας που συνδέεται µε τις αποφάσεις δ , ),( δθL  

   ( . ): +→×Θ RDL
 

Τα (1) και (2) επιτρέπουν να κατασκευάσουµε 
α) τον από κοινού νόµο των x ,θ  

 
)()|(),( θπθθ xfxf =  

 
β) τον περιθωριακό ( ή predictive) νόµο του x  

 

∫
Θ

= θθ dxfxm ),()(  

 
γ) τον εκ των υστέρων νόµο του θ  δεδοµένου του x  

 

)(
)()|()|(

xm
xfx θπθθπ =  

 
 

Εφαρµογές αυτών περιλαµβάνει το Κεφάλαιο ΙΙ. 
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Το (2) µελετάται εν µέρει στο Κεφάλαιο Ι καθορίζοντας µεθόδους (υποκειµενικές ή 
αντικειµενικές) προσδιορισµού του π . 

Στο (3), το ),( δθL εκτιµά την «ποινή» που προκύπτει από τη χρήση της απόφασης 
δ όταν η παράµετρος είναι το θ .  Με άλλα λόγια, το ),( δθL παριστά την απώλεια η 
οποία εκτίθεται από την κακή εκτίµηση του θ . 

Τα (2) και (3) (εκτός από το (1) ) µπορούν γενικά να καθορισθούν και από εκτιµήσεις 
µερικώς υποκειµενικές.  Όπως θα φανεί στο Κεφάλαιο ΙΙΙ, το πρόβληµα κατασκευής του 
(3) είναι συχνά πιο σύνθετο από το (2) και ο καθορισµός της απώλειας είναι εξίσου 
ισχυρά συνδεδεµένος µε τις εκ των προτέρων πληροφορίες επί του µοντέλου παρά µε µια 
bayesienne ανάλυση. 

Επειδή είναι δυνατό να ελαχιστοποιήσουµε την απώλεια ),( δθL  όταν το θ  είναι 
άγνωστο, για να συγκαλύψουµε αυτό το πρόβληµα, θεωρούµε τη µέση απώλεια ή τον 
κίνδυνο 

 

∫=
X

dxvxfxLR )()|())(,(),( θδθδθ  

 
όπου )(xδ η συνάρτηση απόφασης (ή ο εκτιµητής του θ ) 
Βεβαίως µπορούµε να αναζητήσουµε, αν υπάρχει, µια απόφαση 0δ  η οποία 
ελαχιστοποιεί τον ),( δθR  οµοιόµορφα ως προς θ .  Αυτό όµως αποτελεί σπάνια 
περίπτωση. 

Η bayesienne µέθοδος αντί της ολοκλήρωσης επί του X , ολοκληρώνει επί του 
επειδή το Θ θ είναι η άγνωστη παράµετρος όταν το x  είναι γνωστό.  Ορίζουµε έτσι την 

εκ των υστέρων απώλεια 
 

∫
Θ

= θθπδθδπρ dxLx )|(),()|,(   ( ))|),(( xLE δθπ=  

 
η οποία αποτελεί το µέσο σφάλµα ακολουθώντας τον εκ των υστέρων νόµο του θ , 
δεδοµένης της παρατηρούµενης τιµής x .  Η εκ των υστέρων απώλεια είναι µια 
συνάρτηση του x , αυτή όµως η εξάρτηση δεν έχει τα ίδια αποτελέσµατα µε εκείνη η 
οποία συνδέει κίνδυνο και παράµετρο (επειδή το x , εν αντιθέσει µε το θ , είναι 
γνωστό).∆υνάµεθα εξίσου να ορίσουµε τον κίνδυνο του Bayes ( ή bayesienne κίνδυνο) : 
 

∫
Θ

= θθπδθδπ dRr )(),(),(  

 
o oποίος δίνει µια πραγµατική τιµή και όχι πλέον µια συνάρτηση του θ .  Ο κίνδυνος του 
Bayes αντισταθµίζει τους κινδύνους ακολουθώντας την πιθανοφάνεια της παραµέτρου 
θ . Οι παραπάνω δύο έννοιες εκτίµησης είναι ισοδύναµες µε την ακόλουθη έννοια : 

Ένας εκτιµητής ελαχιστοποιώντας τον κίνδυνο του Bayes ),( δπr  δύναται να 
προκύψει εκλέγοντας, για κάθε x , την τιµή )(xδ  η οποία ελαχιστοποιεί την εκ των 
υστέρων απώλεια )|,( xδπρ , επειδή 
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∫=
X

dxvxmxr )()()|,(),( δπρδπ  

 
∆υνάµεθα τότε να ορίσουµε την έννοια του εκτιµητή του Bayes συνδεδεµένη µε µια 

απώλεια και µε µια εκ των προτέρων κατανοµή ως εξής : 
 

Ορισµός : Ονοµάζουµε εκτιµητή του Bayes συνδεδεµένο µε ένα εκ των προτέρων νόµο 
π  και µε µια απώλεια , κάθε εκτιµητή ο οποίος ελαχιστοποιεί τον L πδ ),( δπr . 

Για κάθε , αυτός δίδεται από το )  που συµπεραίνεται από την : Xx∈ (xπδ
 

( )xLEx |),(min)|,(min δθδπρ π

δδ
=  

 
Έτσι προκύπτει µια κατασκευαστική µέθοδος καθορισµού των εκτιµητών του Bayes.  
Σηµειώνουµε ότι, από απόψεως καθαρά bayesienne, µόνο η εκ των υστέρων απώλεια 
είναι ενδιαφέρουσα επειδή το bayesien παράδειγµα θεµελιώνεται επί της δεσµευτικής 
µεθόδου. 

Το παραπάνω αποτέλεσµα είναι έγκυρο για τους propres   ή τους 

impropres νόµους, λοιπόν το ίδιο αν ο bayesien κίνδυνος είναι άπειρο. 









=∫

Θ

1)( θθπ d









+∞=∫

Θ

θθπ d)(

Στην περίπτωση ενός impropre νόµου, ορίζουµε τον συνδεδεµένο µε αυτόν  εκτιµητή 
του Bayes, καλούµενο γενικευµένο εκτιµητή του Bayes, σαν εκείνο ο οποίος 
ελαχιστοποιεί, για κάθε x , την εκ των υστέρων απώλεια.  Γενικά ο εκτιµητής του Bayes 
είναι µοναδικός. 

Οι δύο έννοιες της optimalite, “minimaxite” και “admissibilite” της Θεωρίας 
Αποφάσεων, εξεταζόµενες υπό την bayesienne οπτική φαίνεται να ικανοποιούνται από 
τους εκτιµητές του Bayes. ∆υστυχώς, σε ορισµένες περιπτώσεις η χρήση των σύµφυτων 
απωλειών υπό τις εκ των προτέρων συζυγείς που χρησιµοποιούµε στο Κεφάλαιο ΙΙΙ, µας 
οδηγούν σε εκτιµητές του Bayes µε αναλυτικές εκφράσεις πολύπλοκες καθιστώντας 
δύσκολη τη µελέτη της optimalite αυτών των εκτιµητών. 

 
Παρατήρηση : Γενικά στη Θεωρία των Πιθανοτήτων, χρησιµοποιούµε το κεφαλαίο X  
για να σηµειώσουµε µια τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) και το µικρό x  για να παραστήσουµε 
µια δυνατή τιµή της X .  Στην εργασία αυτή, σε όλα τα Κεφάλαια εκτός από το 
Παράρτηµα, για να ελαφρώσουµε τις διάφορες έννοιες που παρουσιάζονται , το x  θα 
σηµειώνει την τ.µ. ή µια τιµή της. 

Οι συµβολισµοί των παραπάνω εννοιών δεν τηρούνται αυστηρά στο παρακάτω 
κείµενο (Κεφάλαια Ι, ΙΙ) από το γεγονός ότι υπάρχει µεγάλη ποικιλία παραµέτρων που 
εµπλέκονται στα διάφορα µοντέλα που µελετάµε. Έτσι η επιλογή των συµβόλων για τις 
διάφορες έννοιες γίνεται κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο. 

Επίσης, πολλές φορές εξαιτίας της σύνθετης µορφής µιας πυκνότητας πιθανότητας 
(π.π) που εµφανίζεται στον λογισµό, κάνουµε χρήση του πυρήνα της δηλαδή του 
βασικού µέρους της συνάρτησης πυκνότητας χωρίς τη σταθερά. 
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Ι.  Καθορισµός της εκ των προτέρων κατανοµής 
 
 

Το bayesienne στατιστικό µοντέλο αναλύεται γενικά σε δύο µέρη : στην εκλογή της 
οικογένειας των πιθανοτήτων του δείγµατος και εκείνη της εκ των προτέρων κατανοµής 
των παραµέτρων.  Ο καθορισµός του µοντέλου του δείγµατος δεν είναι αντικείµενο της 
bayesienne ανάλυσης και το σύνολο των τεχνικών εκτίµησης του ( tests ή κριτήρια 
επιλογής του µοντέλου, robustes µέθοδοι κ.α.)  µπορούν να χρησιµοποιηθούν.  Ο 
καθορισµός της εκ των προτέρων κατανοµής είναι αντιθέτως η ουσία της bayesienne 
ανάλυσης και απαιτεί ένα σύνολο αρχικών συλλογισµών ως προς τη συµπερασµατική 
προσέγγιση η οποία θεµελιώνεται µοναδικά επί του δείγµατος. 

Πολύ σχηµατικά µπορούµε να εκθέσουµε δύο τρόπους bayesienne σκέψης.  Ο 
πρώτος είναι υποκειµενικός και θεωρεί ότι η εκ των προτέρων κατανοµή εκφράζει τις 
γνώσεις προ της παρατήρησης των δεδοµένων.  Η θεωρία αποφάσεως προτείνει µια 
αξιωµατική καθορισµού των εκ των προτέρων γνώσεων οδηγώντας στην κατασκευή των 
εκ των προτέρων πιθανοτήτων.  Εµείς δε θα αναπτύξουµε αυτή την αξιωµατική της 
οποίας η δικαίωση είναι περισσότερο θεωρητική παρά πρακτική.  Π.χ. προκειµένου περί 
ευαισθησίας και ιδιαιτέρως στη µελέτη των κινδύνων µε ασθενή πιθανότητα, είναι 
θεµελιώδες να συσσωµατώσουµε στη στατιστική µελέτη τη γνώµη των ειδικών.  Το 
αντικείµενο είναι τότε να συµβάλλουµε στο να εκφρασθούν αυτές οι γνώµες υπό τη 
µορφή εκ των προτέρων πιθανοτήτων.  Μακροπρόθεσµα όµως αυτός ο εκ των προτέρων 
ορισµός  οφείλει να ικανοποιήσει την ανάγκη απλότητας των υπολογισµών και αυτός 
είναι ιδιαίτερα ο λόγος της ανάπτυξης των «φυσικών συζυγών» (“naturelles conjuguees”) 
κατανοµών σ’ένα δειγµατοληπτικό µοντέλο που θα µελετήσουµε στο κεφάλαιο ΙΙ .  Η 
ανάπτυξη των αριθµητικών µεθόδων κερδίζει το ενδιαφέρον σ’αυτήν την απαίτηση 
απλότητας των υπολογισµών σε όφελος της ορθότητας της εκ των προτέρων κατανοµής. 

 Ο δεύτερος τρόπος είναι πιο αντικειµενικός και δεν παροχετεύει τις εκ των προτέρων 
γνώσεις πέραν του χρήστη.  Μπορούµε τότε να παραµείνουµε bayesiens απουσία της εκ 
των προτέρων πληροφορίας.  Αναζητούµε λοιπόν τις εκ των προτέρων « µη – 
πληροφορικές », εκφράζοντας την εκ των προτέρων άγνοια, αλλά χρησιµοποιούµε τις 
παραµέτρους σαν τυχαίες µεταβλητές και κατά συνέπεια χρησιµοποιούµε το σύνολο των 
bayesiens υπολογισµών.  Ο ορισµός της εκ των προτέρων « µη – πληροφορικής » δεν 
είναι µοναδικός και υπάρχουν διάφοροι τύποι αυτής της έννοιας.  Αντικειµενική 
προσέγγιση δε σηµαίνει αναγκαστικά εκ των προτέρων µη – πληροφορική και θα 
επικαλεσθούµε τότε την άποψη καλούµενη “ bayesienne empirique”.  
 
 
1. Εκ των προτέρων µη – πληροφορικές 
 

Στην παράγραφο αυτή θα φανεί ότι η εκλογή µιας εκ των προτέρων κατανοµής µη – 
πληροφορικής οδηγεί συχνά στον καθορισµό ενός µέτρου και όχι µιας πιθανότητας και 
θα εξετασθούν συνοπτικά τα µαθηµατικά συµπεράσµατα µιας τέτοιας τροποποίησης.Θα 
θεωρήσουµε δύο από τις πιο γνωστές µεθόδους : 

 
- την αναζήτηση µιας εκ των προτέρων αναλλοίωτης και 
- τη µέθοδο του Jeffrey 
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από τις οποίες τη δεύτερη θα επικαλεσθούµε κυρίως στα επόµενα κεφάλαια. 

Για οποιαδήποτε µέθοδο, ο καθορισµός ενός εκ των προτέρων µέτρου « µη – 
πληροφορικού » συνίσταται πάντοτε στο να ορίσουµε ένα µέτρο επί του παραµετρικού 
χώρου Θ δια µέσου του δειγµατικού µηχανισµού ο οποίος περιγράφεται από το δείγµα x  
και τη δειγµατική πιθανότητα )|( θxp .  Αυτή η δειγµατική πιθανότητα είναι δεσµευτική 
γενικά µε το µέγεθος του δείγµατος και µε ένα σύνολο επεξηγηµατικών µεταβλητών που 
περιγράφουν τις υποθέσεις της παρατήρησης.  Η εκ των προτέρων πιθανότητα που θα 
προκύψει δια µέσου των µεθόδων που θα παρουσιάσουµε θα εξαρτάται λοιπόν γενικά 
από το µέγεθος του δείγµατος και τις επεξηγηµατικές µεταβλητές. 

Το γεγονός ότι το εκ των προτέρων µέτρο εξαρτάται από το µέγεθος του δείγµατος 
µπορεί να είναι ενοχλητικό σε ό,τι αφορά τις συνήθεις ασυµπτωτικές ιδιότητες του 
µοντέλου και τη συνέπεια των εκτιµητών του Bayes .  Η παρουσία του µεγέθους του 
δείγµατος στην εκ των προτέρων συµβαίνει στα ανεξάρτητα και ισόνοµα µοντέλα αυτό 
το οποίο τονίζει τη δυσκολία της ασυµπτωτικής ανάλυσης.  

Το γεγονός ότι η εκ των προτέρων κατανοµή εξαρτάται από τις επεξηγηµατικές 
µεταβλητές είναι πιο φυσικό.  Σ’ένα µοντέλο παλινδρόµησης ( βλέπε κεφάλαιο ΙΙ) η 
ερµηνεία των παραµέτρων είναι συνάρτηση των υπό όρων µεταβλητών και δεν αποτελεί 
λοιπόν έκπληξη το ότι η εκ των προτέρων περιγράφει αυτή τη σχέση.  Από το άλλο 
µέρος µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η παρατήρηση των επεξηγηµατικών µεταβλητών 
έχει ήδη πραγµατοποιηθεί σε έναν πρώτο χρόνο και ότι το µέτρο επί των παραµέτρων 
συσσωµατώνει τις πληροφορίες που προέρχονται από αυτές τις µεταβλητές. 

 
 

1.1  Εκ των προτέρων µέτρα 
 

Θεωρούµε κατ’ αρχήν την αυτονόητη σύσταση : Αν το δειγµατοληπτικό µοντέλο 
ορίζεται από µια πυκνότητα )|( θxp  παραµέτρου θ , πεπερασµένης διάστασης , ένα εκ 
των προτέρων µέτρο θα χαρακτηρίζεται πολύ συχνά από την πυκνότητα του )(θm

+∞=( .

, 
αναφορικά µε το µέτρο του Lebesgue.  Αυτή η πυκνότητα είναι µια πραγµατική 
συνάρτηση θετική ή µηδέν αλλά το ολοκλήρωµά της δεν είναι αναγκαία πεπερασµένο.  
Στην πράξη, αν το ολοκλήρωµα είναι πεπερασµένο, µπορούµε να οδηγηθούµε στην 
περίπτωση µιας πιθανότητας χωρίς απώλεια της γενικότητας διότι ο υπολογισµός της εκ 
των υστέρων είναι δυνατός.  Το πρόβληµα λοιπόν τροποποιείται όταν   

Για να χρησιµοποιήσουµε σ’αυτήν την περίπτωση το θεώρηµα του Bayes, πρέπει να 
επαληθεύσουµε ότι ο παρονοµαστής δηλαδή η περιθωριακή πυκνότητα ( ή ο “predictive” 
του δείγµατος)  

∫
Θ

θθ dm )

 

∫
Θ

= θθθ dmxpxp )()|()(  

 
δεν είναι άπειρο.  Αν , ο τύπος του Βayes δεν µπορεί πλέον να δικαιολογείται 
σαν τύπος υπολογισµού ενός δεσµευτικού νόµου. 

+∞=)(xp

 
 
Παράδειγµα 1 : ‘Έστω ),(~| 21 θθθ Nx  όπου και )(),( *

21 +×=Θ∈= RRt θθθ θ  
ακολουθεί εκ των προτέρων το µέτρο του Lebesgue επί του 2R .  Τότε  
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( ) Rxxxp ∈∀








−−= −− ,)(
2
1exp2)|( 2

1
2

2/1
2

2/1 θ
θ

θπθ  και 1)( =θm . 

Λοιπόν , 

( ) Θ×∈∀








−−== −− Rxxmxpxp ),(,)(
2
1exp2)()|(),( 2

1
2

2/1
2

2/1 θθ
θ

θπθθθ  

και  

( )∫ ∫
Θ ×

−−

+ 







−−==
*

21
2

1
2

2/1
2

2/1 )(
2
1exp2),()(

RR

ddxdxpxp θθθ
θ

θπθθ  

                          ( ) 2

1),(.

1
2

1
2

2/1
2

2/1 ))(
2
1exp2(

*

2

θθθ
θ

θπ

θολοκληρ

ddx
R

x

R
∫ ∫

+

=Ν

−−









−−
4444444 34444444 21

=  

                      =                                                                                     ▲ +∞=∫
+
*

2
R

dθ

                                                                                   
 

Μαθηµατικότερα, η µεταχείριση ενός εκ των προτέρων µέτρου δύναται να 
παρουσιασθεί κατά τον ακόλουθο τρόπο : 

 Έστω µ  ένα µέτρο σ-πεπερασµένο επί ενός χώρου γινόµενο ,( Β×Α  A ⊗ B).Για να 
αποσυντεθεί το  µ  σ’ ένα περιθωριακό µέτρο επί του Α και ένα δεσµευµένο µέτρο επί 
του Β δεδοµένου ενός στοιχείου του Α, είναι αναγκαίο το περιθωριακό µέτρο επί του Α 
να είναι σ-πεπερασµένο ( δηλαδή να υπάρχει µια αριθµήσιµη οικογένεια  

A ε )
Nnn ∈Α )(  ,

:  µ∈Αn nΑ
n
∪=Α ,)( nn ∀+∞<Αµ .  Υπό αυτήν την υπόθεση το θεώρηµα των 

Radon – Nikodym εξασφαλίζει την ύπαρξη δεσµευµένης πιθανότητας ( µάζας 1 για 
σχεδόν κάθε τιµή της µεταβλητής δέσµευσης). 

Εφαρµόζοντας αυτό το αποτέλεσµα στην bayesienne ανάλυση επιτρέπει να 
κατασκευάσουµε το ακόλουθο : 

Θεωρούµε µια οικογένεια δειγµατοληπτικών πιθανοτήτων θP  επί του Χ  ( χώρος 
παρατηρήσεων ) και ένα εκ των προτέρων µέτρο  σ-πεπερασµένο επί του Θ.  
Ορίζουµε τότε ένα µέτρο σ-πεπερασµένο επί του γινοµένου 

m
Χ×Θ  και ο δεσµευµένος 

νόµος του Θ ως προς Χ θα είναι ορισµένος µόνο όταν ο περιθωριακός νόµος επί του Χ 
είναι σ- πεπερασµένος.  Σ’ αυτήν την περίπτωση ο εκ των υστέρων νόµος θα είναι σ.β. 
µια πιθανότητα.  

Αυτός ο συλλογισµός δύναται επίσης να εφαρµοστεί για τον καθορισµό µιας εκ των 
προτέρων επί ενός διανύσµατος : αν   , µπορούµε να ορίσουµε ένα από 
κοινού µέτρο επί του  t  καθορίζοντας µια πιθανότητα επί του 

),( 21 θθθ t=
),( 21 θθ 2θ  δεδοµένου του 

1θ  και ένα µέτρο σ-πεπερασµένο επί του  1θ .  Αντιθέτως, αν 21 , µµ  είναι δύο µέτρα επί 
των Θ  αντιστοίχως µε πυκνότητες 21 ,Θ )( 11 θm  και  )( 22 θm αντιστοίχως : 

 

∫
Θ

+∞=
1

111 )( θθ dm  και  ∫
Θ

+∞=
2

222 )( θθ dm

 
τότε το γινόµενο )()()( 2211 θθθ mmm = µε ) , ορίζει καλώς ένα µέτρο ,( 21 θθθ t= µ  επί του 

µε πυκνότητα m  και  21 Θ×Θ
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+∞====Θ×Θ ∫ ∫∫∫

Θ×Θ ΘΘΘ×Θ21 2121

22211121221121 )()()()()()( θθθθθθθθθθµ dmdmddmmdm  

 
Η ερµηνεία των 21 , µµ  ως περιθωριακά µέτρα δεν έχει καµία βάση αφού π.χ. 
 

))(()()()()()( 1122211222112

222

+∞=== ∫∫∫
ΘΘΘ

θθθθθθθθθ mdmmdmmdm  

 
Σηµειώνουµε τέλος για να κλείσουµε αυτήν την παράγραφο ότι :  αν )(θm  είναι 

τέτοια ώστε η predictive  +∞<)(xp , είναι το ίδιο για την   )(θcm , όπου c  οποιαδήποτε 
σταθερά.  Επιπλέον η )| x(m θ  θα είναι αµετάβλητη περνώντας από την  στην   . m cm
 
 
1.2 Αναλλοίωτα εκ των προτέρων µέτρα 
 

Θεωρείται φυσικό το γεγονός να τυποποιούµε την απουσία εκ των προτέρων 
πληροφορίας από µια ιδιότητα του αναλλοίωτου : αν η παράµετρος )( R∈θ   παριστά τη 
µάζα ενός αντικειµένου και αν το αντικείµενο κατέχει µια πληροφορία α  για το θ , οι εκ 
των προτέρων κατανοµές των θ  και  αθ +  αντιστοίχως δεν είναι βεβαίως ταυτόσηµες.  
Αντιθέτως θα λέµε ότι η κατανοµή του θ  και εκείνη του  αθ +  είναι ταυτόσηµες για 
κάθε α , εκφράζοντας σαφώς την άγνοια επί της τιµής του  θ . 

Λοιπόν, ένα µέτρο  επί του Θ  είναι  αναλλοίωτο ( invariante) υπό έναν 
µετασχηµατισµό 

Μ
Θ→Θ:ϕ  , αν το Μ συµπίπτει µε την εικόνα του µέσω του  ϕ )(, Μϕ : 

 
))(())((, 1

1
11 ΘΜ=ΘΜΘ∀ −ϕϕ  

 
Αν το Μ χαρακτηρίζεται από την πυκνότητα του και αν m ϕ  είναι 1-1 και επί και αυτή 
καθώς και η αντίστροφή της είναι παραγωγίσιµες, η πυκνότητα του )(Μϕ είναι ίση µε : 
 

11 |||| −−∂ ϕϕ om  
 

όπου  σηµειώνει την απόλυτη τιµή της ορίζουσας του πίνακα των µερικών 
παραγώγων της  και η υπόθεση του αναλλοιώτου είναι λοιπόν η ισότητα  

|||| 1−∂ϕ
1−ϕ

 
11 |||| −−∂= ϕϕ omm   σ.β. 

 
 

Παράδειγµα 2 : Το µέτρο του Lebesgue στον ) είναι αναλλοίωτο για όλες 
τις µεταφορές 

1)(( =θmRk

αθθϕ +=)( , kR∈α . 

Πράγµατι, θέτοντας αθ +=y  λαµβάνουµε αθ −= y  και ( ) k

kjij

i Ι=










∂
∂

=∂
=

−

,...,1,

1

θ
θ

ϕ

1|||| 1 =∂ −ϕ

, 

όπου  ο µοναδιαίος πίνακας τάξεως k.  Λοιπόν,  και 
.                                                                                           ▲  

kΙ

1 = )(1 y−ϕo||||)( 1 mym −∂= ϕ
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Θα λέµε ότι το Μ είναι  σχετικά αναλλοίωτο υπό τον ϕ , αν  
 

Μ∆=Μ )()( ϕϕ  
 

όπου ο πολλαπλασιαστικός συντελεστής )(ϕ∆  είναι συνάρτηση µόνο του 
µετασχηµατισµού ϕ .              
 
Παράδειγµα 3 : Το µέτρο του Lebesgue επί του kR  είναι σχετικά αναλλοίωτο υπό τους 
µετασχηµατισµούς  
 

αθθϕ += A)(  
 

όπου ( k )- πίνακας αντιστρέψιµος και . A k, kR∈α
Πράγµατι, θέτοντας αθ += Ay

)kα 1A =−

...)1 ika

 έχουµε ) .  Αν λοιπόν 
και , όπου , 

λαµβάνουµε  

(1 αθ −= − yA
) aa tj (=,...,(),,...,( 11

t
k

t ααθθθ ==

( 11ii ya
...( 21 kaaa MMM

)( ky
kjakjj ,...,1),,...,1 =

ααθ −++−= , k,...,1i = . 
Συνεπώς,  

( ) 1

21

22221

11211

,...,1,

1 −

=

− =



















=










∂
∂

=∂ A

aaa

aaa
aaa

y

kkkk

k

k

kjij

i

L

MOMM

L

L

θ
ϕ . 

 
Σηµειώνοντας µε Μ το µέτρο του Lebesgue επί του kR και την πυκνότητα του ( εδώ m

1)( =θm ) έχουµε ότι το )(Μϕ δέχεται π.π. την :  || , 
δηλαδή  

)(||||)( 11 ymAym −−− =∂ ϕϕ o||1

                                              Μ∆=Μ )()( ϕϕ  µε .               ||||)( 1−=∆ Aϕ
Αν ( )- πίνακας ορθογώνιος, υπό τον ίδιο µετασχηµατισµό,A kk, αθθϕ += A)( ,  

 και το Μ είναι πάλι αναλλοίωτο.                                                                      ▲ 1||1 =|| −A
  

Η θεωρία των µέτρων του Haar (βλέπε π.χ. στο [12]) και πιο γενικά των οµογενών 
χώρων ενδιαφέρεται για µέτρα αναλλοίωτα και σχετικά αναλλοίωτα για οµάδες 
µετασχηµατισµών και θεωρεί ιδιαιτέρως το πρόβληµα της µοναδικότητας (υπό έναν 
πολλαπλασιαστικό παράγοντα) ενός αναλλοίωτου µέτρου.  Βασιζόµενοι σ’αυτήν την 
θεωρία , σ’ένα bayesien µοντέλο µπορούµε να ορίσουµε την εκ των προτέρων άγνοια δια 
του αναλλοίωτου αναφορικά µε µια οικογένεια Φ , µετασχηµατισµών του Θ επί του 
εαυτού του  και αν η είναι αρκετά µεγάλη θα εκλέξουµε τότε σαν εκ των προτέρων 
µέτρο µη-πληροφορικό το µοναδικό αναλλοίωτο µέτρο αναφορικά µε την .  Το 
γεγονός ότι το µέτρο αυτό ορίζεται υπό έναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα δεν αποτελεί 
πρόβληµα διότι η εκ των υστέρων πιθανότητα δε θα τροποποιηθεί από τον παράγοντα.  
Για τον ίδιο λόγο ένα µέτρο  σχετικά αναλλοίωτο είναι µια κατάλληλη εκλογή διότι η εκ 
των υστέρων πιθανότητα θα παραµείνει η ίδια αν αντικαταστήσουµε το Μ µε το 

Φ
Φ

)(Μϕ .  
Πράγµατι ο πολλαπλασιαστικός παράγοντας )(ϕ∆  εξαφανίζεται στον λογισµό της εκ 
των υστέρων.  Ενδιαφέρον αποτελεί η στατιστική κατασκευή της οικογένειας  ( βλέπε  Φ
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στο [3]) από το δειγµατοληπτικό στατιστικό µοντέλο , η οποία είναι ιδιαίτερα χρήσιµη 
στους ελέγχους στατιστικών υποθέσεων. 

 
 

1.3 Εκ των προτέρων µέτρο του Jeffrey 
 

Ο τρόπος καθορισµού µιας εκ των προτέρων µη-πληροφορικής, γνωστή υπό το 
όνοµα  εκ των προτέρων µέτρο του Jeffrey, συνίσταται στο να προσδιοριστεί σ’ένα 
δειγµατοληπτικό µοντέλο το οποίο χαρακτηρίζεται από την πιθανοφάνεια )|( θxp , το εκ 
των προτέρων µέτρο, πυκνότητας 

 
[ ] 2/1)(det)( θθ Ι=Jm  
 

αναφορικά µε το µέτρο του Lebesgue.  Ο πίνακας )(θΙ  είναι ο πίνακας πληροφοριών του 
Fisher : 

( )
jiij ,

)()( θθ Ι=Ι  όπου 










∂∂
∂

−=Ι )|(log)(
2

θ
θθ

θ θ xpE
ji

ij . 

 
Αυτή η κατασκευή έχει έννοια µόνο όταν το θ  είναι ένα διάνυσµα πραγµατικών 
συντεταγµένων και υπό τις συνήθεις υποθέσεις της κανονικότητας.  Η πυκνότητα 

)(θJm δεν χαρακτηρίζει γενικώς µια πιθανότητα, αλλά ένα µέτρο όπως το δείχνει το 
παρακάτω παράδειγµα. 
 
 
Παράδειγµα 4 : Έστω ) τυχαίο δείγµα (  ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ.) 
µιας ) .  Θέτοντας 

,...,( 1 n
t xxx=

= ),( 21 θθθ t
ix

,( 2σµN =Θ∈= )(,( σµt RR × *
+ ), έχουµε : 

 

( )








−−== ∑∏
=

−−

=

n

i
i

nn
n

i
i xxpxp

1

2
12

2
2

2/

1

)(
2

1exp2)|()|( θ
θ

θπθθ    

και 

( ) ∑
=

− −−−=
n

i
i

n xnxp
1

2
12

2
2

2/ )(
2

1log2log)|(log θ
θ

θπθ . 

 
Απ’ όπου , λαµβάνοντας τις µερικές παραγώγους µέχρι 2ας τάξεως ως προς τις 
συντεταγµένες του θ , από τον ορισµό των )(θijΙ  και του γεγονότος ότι 

∑
=








 −n

j

jx

1

2

2

1 ~
θ

θ
X , προκύπτει : 2

n



















=



















=Ι

2
2

2
2

2
2

2
2

20

01

20

0
)(

θ

θ

θ

θθ nn

n

. 

Λοιπόν, 
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                                            2
2

2/1 2)](
θ

θ n
=Ι[det  και 2

2

1)(
θ

∝ymJ .                               ▲     

 
 

Το εκ των προτέρων µέτρο του Jeffrey ικανοποιεί ορισµένες ιδιότητες συνδεδεµένες 
µε τις χαρακτηριστικές του υλικού πληροφορίας : 

• Σε µια δειγµατοληψία από ανεξάρτητες και ισόνοµες δοκιµές( ) 

το µέτρο του Jeffrey εξαρτάται από το µέγεθος του δείγµατος µόνο διαµέσου ενός 
πολλαπλασιαστικού παράγοντα τον οποίο µπορούµε να παραλείψουµε. 

∏
=

=
n

i
ixpxp

1

)|()|( θθ

 
• Το εκ των προτέρων µέτρο του Jeffrey δεν κατασκευάζεται δια µέσου µιας επαρκούς 

στατιστικής συνάρτησης του αρχικού δείγµατος ( διότι η )(θΙ δεν τροποποιείται) 
 

• Το µέτρο του Jeffrey δεν είναι  αναλλοίωτο (γενικά) µε την έννοια του αναλλοίωτου 
για µια οικογένεια µετασχηµατισµών όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο.  
Όµως λέµε συχνά ότι αυτό το µέτρο είναι αναλλοίωτο χρησιµοποιώντας τον όρο υπό 
την εξής έννοια :  Θεωρούµε ένα µετασχηµατισµό Λ→Θ:ϕ ,1-1 και επί, ο οποίος 
µετασχηµατίζει την παράµετρο θ  στην )(θϕλ = .  ∆υνάµεθα τότε να ορίσουµε ένα 
καινούριο στατιστικό µοντέλο, δείγµατος x  και πιθανοφάνειας  

.  Αυτό το καινούριο µοντέλο έχει ένα εκ των προτέρων 
µέτρο του Jeffrey πυκνότητας )

))(|()|( 1 λϕλ −= xpxp
(~ λJm  και επαληθεύεται άµεσα ότι η )(~ λJm είναι η 

εικόνα της )(θJm µέσω της ϕ . 
Θεωρώντας χάριν απλότητας τη µονοδιάστατη περίπτωση έχουµε : 
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1
)( )(|(log)(~
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xpEmJ  

 
( όπου η παράγωγος είναι ως προς λ) 
 
Όµως,  
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( ) 
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− ))(|(log
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Όπου, λαµβάνοντας υπόψη τις υποθέσεις κανονικότητας ( βλέπε π.χ. στο [14]) 
 

 dxxpxp
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dxp
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Λοιπόν, ( JJ Μ=Μ ϕ )~ για τα αντίστοιχα µέτρα, πυκνοτήτων Jm~ και m  αντιστοίχως. J

 
Το αναλλοίωτο του µέτρου του Jeffrey οφείλει λοιπόν να εννοείται σαν  αναλλοίωτο 
αναφορικά µε την εκλογή της  παραµετρικοποίησης. 

 
 

2. Κατανοµές εκ των προτέρων πληροφορικές – Οικογένειες « φυσικές 
συζυγείς » µε µια οικογένεια δειγµατοληπτικών πιθανοτήτων 
 

Έστω , µια οικογένεια δειγµατοληπτικών πιθανοτήτων επί του χώρου των 
παρατηρήσεων Χ.  Η παράµετρος 

Θ∈θθ ,P
θ  δεν είναι αναγκαία πεπερασµένης διάστασης.  Έστω 

M µια οικογένεια πιθανοτήτων επί του Θ. 
1. Θα λέµε ότι η M είναι  κλειστή  αν για κάθε πιθανότητα της M εκλεγόµενη  εκ των 

προτέρων και κάθε παρατηρούµενο δείγµα, ο εξ αυτών συµπεραινόµενος  εκ των 
υστέρων νόµος , είναι επίσης ένα στοιχείο της M. 

2. Υποθέτουµε επιπλέον ότι τα στοιχεία της M υποδεικνύονται από µια 
«υπερπαράµετρο»  .  Αυτή η γραφή επιτρέπει να παραστήσουµε το bayesien 
συµπέρασµα δηλαδή το µετασχηµατισµό εκ των προτέρων – εκ των υστέρων, σαν 

Aa ∈
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µια συνάρτηση του XA×  µέσα στο , η οποία στην τιµή ) , όπου  
χαρακτηρίζει την εκ των προτέρων και 

A ,* xa( a*

x  το δείγµα, συνδέει την  χαρακτηρίζοντας 
την εκ των υστέρων πιθανότητα µέσα στην M .  Αυτή η παράσταση έχει ενδιαφέρον 
µόνο όταν η ένδειξη είναι «απλή».  Στα µοντέλα πεπερασµένης διάστασης ( βλέπε 
κεφάλαιο ΙΙ) θα αναζητήσουµε την οικογένεια M έτσι ώστε  το  να είναι επίσης 
πεπερασµένης διάστασης. 

a

1,
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},,..., ,θnx
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,...,( 1 xx
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),x() 1
p ΣΙ −n
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n
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jxp
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Σ− () 1
00 θ−
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∑ ||

1
x

n

j
− p |2/ a





)




exp2

(1
0 a−− θ

−θ 0j

1
0

t −Σ+ θ 2 t Σθ

2 tθ(0 nt Ι+ θ −

(1 xn Σ+)−2 tθ(0 nt Ι+ θ −

 
Παραδείγµατα οικογενειών M αναφέρονται αναλυτικά στο κεφάλαιο ΙΙ 

επαληθεύοντας την ιδιότητα της « κλειστότητας ».  Ενδεικτικά και περιληπτικά 
αναφέρουµε τα εξής : 

 
 

Παράδειγµα 5 :  Στο διωνυµικό µοντέλο, )1,0(0{),,(~| ∈∈θθ xnBin

0b

 η 
οικογένεια των νόµων Βήτα είναι κλειστή.  Ένας νόµος Βήτα υποδεικνύεται από δύο 
παραµέτρους )  και αν ),( ba ~ Betaθ - εκ των προτέρων, έχουµε : 

-εκ των υστέρων µε                                ▲ ), *b(~| *aBetaxθ ,x+ xnbb −+= 0
**a

                                                                                                                                        
 
Παράδειγµα 6 : Αν ) τυχαίο δείγµα από την )n

tx= ,( ppN Ιθ , η οικογένεια των 

κανονικών νόµων επί του είναι  κλειστή : αν ), 0(~ Σop aNθ - εκ των προτέρων , τότε 

),(~| ** ΣaNx pθ - εκ των υστέρων µε ( 1
0* +Σ= −

0
1

0 na +−a    

 και  11
0* )( −− Ι+Σ=Σ pn ixx . 

Πράγµατι, σηµειώνοντας µε  ||.||  τη συνήθη ευκλείδεια norme, έχουµε :  
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Συνεπώς,  
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Η έννοια της «φυσικής συζυγής» περιέχει περισσότερα από την απλή υπόθεση της 
κλειστότητας.  Αυτή περιέχει την διαισθητική ιδέα ότι µια εκ των προτέρων πιθανότητα, 
προερχόµενη από τη φυσική συζυγή οικογένεια, µπορεί να θεωρηθεί σαν µια εκ των 
υστέρων πηγάζουσα από µια  εκ των προτέρων µη- πληροφορική  και από ένα κατάλληλο 
δείγµα. 

Αυτό συµβαίνει θεωρώντας τις εκ των προτέρων πιθανότητες οι οποίες περιέχουν µια 
πληροφορία ισοδύναµη µε την παρατήρηση ενός προγενέστερου δείγµατος 
συνδεδεµένου µε µια µη-πληροφορική κατανοµή.  Για να δηλώσουµε αυτό το σηµείο 
θεωρούµε µια δειγµατοληψία ανεξάρτητη και ισόνοµη από την εκθετική.  Στην πράξη η 
χρήσιµη ιδιότητα είναι : 
για κάθε µέγεθος  του δείγµατος, υπάρχει µια επί συνάρτηση ) µε τιµές στο n ,( xns

⊂(S R ll , -σταθερό) έτσι ώστε η πυκνότητα των παρατηρήσεων να παραγοντοποιείται 
στην : 
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)),,((),()|( θυθ xnsxnuxp =  

 
Λοιπόν η υ  είναι µια πραγµατική συνάρτηση επί  του ⊂Θ× (S R ×l R )k  µε 

⊂Θ∈ (θ R )k . 
Υποθέτουµε δεδοµένο ένα µέτρο µ  επί του kR  τέτοιο ώστε : 
 

∫
Θ

∀+∞< sds ,)(),( θµθυ .  

 
Θεωρούµε τότε την οικογένεια πιθανοτήτων,  
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Κάθε στοιχείο  της M  µπορεί να θεωρηθεί σαν µια εκ των υστέρων : αν 

 δειγµατικό µέγεθος και ένα δείγµα )
Μ µ

0, nSa ∃∈ ,(: 000 xnsax = .  Θεωρούµε το µοντέλο 
που γεννάται από το δείγµα εφοδιασµένο µε την εκ των προτέρων πιθανότητα 0x µ .  Η 
εκ των υστέρων πιθανότητα είναι τότε ακριβώς η Μ , διότι : 

 

∫
Θ

=
Μ

)()),,((),(
)),,((),(

0000

0000

θµθυ
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µ dxnsxnu
xnsxnu

d
d . 

 
Η οικογένεια M  είναι κλειστή, διότι αν πάρουµε τώρα µ Μ , σαν εκ των προτέρων 

και αν παρατηρήσουµε ένα δείγµα µεγέθους  , η εκ των υστέρων πιθανότητα θα είναι 
ισοδύναµη µε την πιθανότητα  προκύπτουσα από την εκ των προτέρων 

n
µ  και την 

ταυτόχρονη παρατήρηση του δείγµατος µεγέθους 0n* nn += και πραγµατοποιήσεων 
( διότι η εκ των υστέρων πυκνότητα ως προς το µέτρο του Lebesgue *0 ),( xxx = λ ,θα 

ήταν :              )()(()()|(( θ
λ

|0 θ()| θ)θ)| µθ
µ

θθ mp
d
d

d
dxp ∝ xpxxm Μ

∝ ). 

Αυτή η πιθανότητα ανήκει βεβαίως στην M . Τέλος η οικογένεια  M  δεικνύεται 
κανονικά από το  a  και ο τύπος περάσµατος από το  στο  δίδεται από τη 
συνάρτηση s  (

µ

0x

µ

S∈
,( * xns

0a
,0 x

*a
))(),,(,), 00*0*** nsaxxnnna ==+== . 

Αυτή η κατασκευή εξαρτάται από την εκλογή του µέτρου βάσης µ .  Αυτό µπορεί να 
µην είναι ένα χαρακτηριστικό µέτρο απουσίας των εκ των προτέρων πληροφοριών αλλά 
να είναι µια πιθανότητα «πληροφορική».  Λαµβάνουµε τότε µια αντίληψη της 
«γενικευµένης» φυσικής συζυγής οικογένειας που χρησιµοποιείται π.χ. στην 
οικονοµετρία.  Μπορούµε τέλος να επεκτείνουµε ελαφρά την οικογένεια των νόµων 
πιθανότητας κατασκευασµένη από τον νόµο  µ  και την συνάρτηση υ  όπως το δείχνει το 
παρακάτω παράδειγµα : 
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)x )Παράδειγµα 7 : Θεωρούµε το τυχαίο δείγµα από την ,...,( 1 n

t xx= ,1( θBin  µε 
]1,0[∈θ  δηλαδή  και }1,0{∈ix n,...,1ixP i ,)1( === θθ .  Έστω µ  ένα µέτρο επί του 

 πυκνότητας αναφορικά µε το µέτρο του Lebesgue.  Το µοντέλο είναι 
εκθετικό και η δειγµατοληπτική πιθανότητα παραγοντοποιείται ως εξής :  

]1,0[ 1−1 )1(− −θθ
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Η οικογένεια των νόµων πιθανότητας που λαµβάνεται κανονικοποιώντας αυτή την 
έκφραση της ),( θυ s  στο θ  είναι τότε η οικογένεια των νόµων Βήτα , ακεραίων 
παραµέτρων.  Θεωρούµε τότε ότι η οικογένεια όλων των νόµων Βήτα είναι η «φυσική 
συζυγής» οικογένεια ακόµη αν µόνο οι Βήτα νόµοι των ακεραίων παραµέτρων 
ερµηνεύονται αυστηρά σαν δυνάµενοι να προκύψουν από ένα προγενέστερο δείγµα.    ▲                               
 
 

Η θεωρία των εκ των προτέρων φυσικών συζυγών έχει γίνει αντικείµενο 
συστηµατικής µεταχείρισης στις εκθετικές οικογένειες πυκνοτήτων ( βλέπε πχ κεφάλαιο 
ΙΙ και ΙΙΙ) καθώς στα µη-παραµετρικά ανεξάρτητα και ισόνοµα µοντέλα. 
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II. Μοντέλα Βάσης της Bayesienne Ανάλυσης 
 
 

Σ΄αυτό το κεφάλαιο, βασιζόµενοι στο [16], δείχνουµε πώς οι γενικές αρχές της 
bayesienne συµπερασµατολογίας εφαρµόζονται σε κάποια µοντέλα βάσης, χρήσιµα στη 
στατιστική ανάλυση.  Σε έκαστο των µοντέλων η διαδικασία η οποία γεννά τα δεδοµένα, 
χαρακτηρίζεται από ένα πεπερασµένο αριθµό άγνωστων παραµέτρων : θα µιλάµε λοιπόν 
περί παραµετρικών µοντέλων.  Θα εκλέξουµε τη µέθοδο «φυσική συζυγής» για να 
χαρακτηρίσουµε τους  εκ των προτέρων νόµους, δείχνοντας κάθε φορά πώς να 
παρίσταται σε κάθε οικογένεια νόµων, µια εκ των προτέρων «λίγο» ή «µη-
πληροφορική».  Για κάθε παρουσιαζόµενο µοντέλο θα δόσουµε την έκφραση των εκ των 
υστέρων νόµων καθώς και των predictives (περιθωριακών) νόµων.  Για όλα τα µοντέλα 
βάσης,από τις διαδικασίες Bernoulli µέχρι τις διαδικασίες της Κανονικής 
παλινδρόµησης, λαµβάνουµε τις αναλυτικές εκφράσεις αυτών των νόµων. 

 
 

1. ∆ιαδικασίες Bernoulli και Binomial 
 
1.1  Ορισµοί 
 

Μια διαδικασία Bernoulli µπορεί να ορισθεί σαν µια ακολουθία ταυτοτικών και 
ανεξάρτητων δοκιµών όπου έκαστη δοκιµή δύναται να δώσει δύο δυνατές καταστάσεις 
(τις οποίες θα ονοµάσουµε απλά «επιτυχία» και «αποτυχία»). Αν π  είναι η πιθανότητα 
επιτυχίας σε κάθε δοκιµή ,ο διωνυµικός νόµος  ),|( πmxp  επιτρέπει να εκτιµήσουµε την 
πιθανότητα του αριθµού των επιτυχιών x  σε µια ακολουθία m  δοκιµών Bernoulli, όπου 
το  είναι σταθερό.  Λοιπόν, m

),(~ πmBinx  

                                                                             (1)   )(1)1(),|( },...,1,0{ x
x
m

mxp m
xmx −−








= πππ

                                                                          
Mια διωνυµική διαδικασία είναι µια  ακολουθία από ανεξάρτητες τ.µ.  

διωνυµικού νόµου παραµέτρων ( m ,
,...),...,( 1 ixx

i π ) όπου τα  είναι σταθερά   Αυτός ο τύπος 
διαδικασίας συναντάται π.χ. στον ποιοτικό έλεγχο, όπου κάποιος παίρνει , κατά τη 
διάρκεια της παραγωγικής διαδικασίας, σε διαφορετικές στιγµές ,  αντικείµενα και 
λαµβάνει υπόψη τον αριθµό  των µη- ελαττωµατικών αντικειµένων. 

im

im

ix
Η διαδικασία Βernoulli αποτελεί λοιπόν µερική περίπτωση της  διωνυµικής 

διαδικασίας , όταν 1 , για κάθε .  Αυτή αποτελεί ιδιαίτερα περίπτωση πολύ 
χρήσιµη, π.χ. στις δειγµατοληψίες γνώµης.  Σε µια διαδικασία Bernoulli, κάθε   είναι 
µια δείκτρια συνάρτηση ( 1x  όταν έχουµε «επιτυχία» και  αν έχουµε 
«αποτυχία») και βεβαίως , 

=im i

ix
=i 0=ix

π  είναι η πιθανότητα επιτυχίας. Εδώ, 
 
                                                                                     (2) )(1)1()|( }1,0{

1
i

xx
i xxp ii −−= πππ



 18

        Ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους  µιας διωνυµικής διαδικασίας είναι λοιπόν η 
ακολουθία των ανεξάρτητων µεταβλητών )  της οποίας η πιθανοφάνεια 
δίδεται από τη σχέση :  
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Θέτουµε και , οπότε η τελευταία σχέση γράφεται πιο απλά : ∑
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Eπειδή ο συνολικός αριθµός Bernoulli, n , είναι δεδοµένος, αν στη σχέση (3)   θέσουµε  b
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τότε από το Παραγοντικό Θεώρηµα των Fisher και Neymann,  η στατιστική συνάρτηση 

 είναι επαρκής για το s π .  ∆ιαφορετικά,  λαµβάνοντας υπόψη µόνο τον παράγοντα που 
εξαρτάται από την παράµετρο π , παίρνουµε  : 
 
                                                                               (4) sns

nn
bxmxmL −−∝ )1(),,...,,,( 11 πππ

 
 

Από τη Στατιστική Συµπερασµατολογία (βλέπε π.χ. στο [15]), κάνοντας χρήση π.χ της 

µεθόδου µεγίστης πιθανοφάνειας, ο κλασσικός εκτιµητής του π  είναι ο 
bn
s

=π̂ .  

Επίσης,  είναι γνωστό ότι η µέση τιµή του π̂  και η διασπορά του, δίνοται από τις σχέσεις     
 
                                                        πππ =),|ˆ( bnE                                                         (5)     

b
b n

nVar )1(),|ˆ( ππππ −
=   

(αφού ). ),(~
1

πb

n

j
j nBinxs ∑

=

=
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Στη µερική περίπτωση της διαδικασίας Bernoulli ( 1=im , i∀ )   είναι ο αριθµός των 
επιτυχιών σε  ανεξάρτητες δοκιµές και ξαναβρίσκουµε τις γνωστές ιδιότητες του 

s
nnb =

π̂ , αναλογία των παρατηρούµενων επιτυχιών.  Στην πιο γενική περίπτωση ( m ), 
δεδοµένης της ανεξαρτησίας των  δοκιµών σε έκαστο των διωνυµικών πειραµάτων 
και της ανεξαρτησίας µεταξύ των διαφόρων παρατηρήσεων , ξαναβρίσκουµε το ίδιο 

αποτέλεσµα επειδή στην πράξη θα έχουµε ανεξάρτητες παρατηρήσεις µιας 

διαδικασίας Bernoulli παραµέτρου 

1≥i

im

ix

∑
=

=
n

i
bn

1
im

π  και είναι ο συνολικός αριθµός των 

παρατηρούµενων επιτυχιών. 

∑
=

=
n

i
xs

1
i

 
           
1.2 Φυσική συζυγής  
 

Η έννοια της «φυσικής συζυγoύς» οικογένειας σε µια δειγµατοληπτική διαδικασία 
έχει ορισθεί στο κεφάλαιο Ι.  Σηµειώνουµε εδώ ότι µια οικογένεια «φυσική συζυγής» 
είναι µια οικογένεια νόµων συνδεδεµένη µε τη µελετουµένη διαδικασία και η οποία είναι 
ιδιαιτέρως ενδιαφέρουσα στα παραµετρικά µοντέλα όπου επαρκείς στατιστικές 
συναρτήσεις µπορούν να ορισθούν ( βλέπε Ι , §2).  Πρόκειται για ένα σύνολο νόµων το 
οποίο από το ένα µέρος είναι αρκετά πλούσιο και εύκαµπτο για να παραστήσει την  εκ 
των προτέρων πληροφορία  την οποία κάποιος έχει επί των παραµέτρων του µοντέλου και 
από το άλλο µέρος αυτοί οι νόµοι συνδυάζονται αξιόλογα µε τη συνάρτηση 
πιθανοφάνειας στον τύπο του Bayes για να δώσει ένα  εκ των υστέρων νόµο επί των 
παραµέτρων του µοντέλου, ο οποίος ανήκει στην ίδια οικογένεια.  Θα δούµε ότι η εκλογή 
αυτής της οικογένειας συµπεραίνεται από τον πυρήνα της πιθανοφάνειας θεωρώντας τον 
σαν συνάρτηση των παραµέτρων. 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση, από τη σχέση (4), παρατηρούµε τον πυρήνα της 
πιθανοφάνειας συναρτήσει του π . Αναγνωρίζουµε σαν πυρήνα της φυσικής συζυγούς 
οικογένειας , τον πυρήνα µιας Βήτα πυκνότητας. 
 
 
a) Εκ των προτέρων 
 

Ένας νόµος Βήτα υποδεικνύεται από δύο παραµέτρους, έτσι αν εκλέξουµε εκ των 
προτέρων µια πυκνότητα Βήτα, θα έχουµε : 
 

                               ,  11 0)1()( −−− −∝ sns oop πππ 00 ns < ,                           (6) 00 >s
),(~ 000 snsBeta −π  

 
Έχουµε λοιπόν ( Παράρτηµα 3) τις ακόλουθες εκ των προτέρων ροπές  
 

                                                
o

o

n
s

E =)(π                                                             (7) 
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)1(
)(

)( 2 +

−
=

oo

ooo

nn
sns

πVar . 

 
Η επιλογή ιδιαιτέρως των τιµών των  και   εξαρτάται από την πληροφορία την 
οποία εκ των προτέρων έχουµε επί της παραµέτρου 

0n 0s
π .  Όπως αναφέραµε στο κεφάλαιο 

Ι,§2 µπορούµε να ερµηνεύσουµε τις τιµές του )  σαν προερχόµενες από ένα 
υποθετικό ισοδύναµο δείγµα από δοκιµές Bernoulli χορηγώντας  «επιτυχίες».  Θα 
δούµε δε στη συνέχεια ότι η τιµή  παριστά το βάρος της  εκ των προτέρων 
πληροφορίας 

,0n( 0s

0n 0s

0n
 και το  ισοσταθµίζει την  εκ των προτέρων µαθηµατική ελπίδα 0s  του π . 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η επιλογή του 10 =s  και 20 =n

s

αντιστοιχεί σε µια 
οµοιόµορφη κατανοµή επί του [0,1], η οποία αποτελεί µια εκ των προτέρων µη-
πληροφορική (περίπτωση της αναλλοιώτου).  Ενώ η περίπτωση και 2 1/10 = 0 =n  
είναι µια ακόµη δυνατή εκλογή µιας εκ των προτέρων µη – πληροφορικής προκύπτουσα 
από τη µέθοδο του Jeffrey. 

Στο παρακάτω γράφηµα 1.1 θα παραστήσουµε τις πυκνότητες  για 
διαφορετικές τιµές των  και  

),( 000 snsBeta −

0n 0s  κάθε φορά.  Συγκεκριµένα : 
- για   και , 10 προκύπτουν δύο καµπύλες των ( µη – 
πληροφορική) και (10,10)  µε 

00 2sn = 10 =s
Beta

)1,0()1,1( UBeta =

11 00 )1()( −− −∝ ssp πππ  και )(πE = ½, 
- για  και 2  προκύπτει µια καµπύλη της (2,4) µε  00 3sn = 0 =s Beta

121 00 )1()( −− −∝ ssp πππ  και  )(πE = 1/3, 
- για    και 1  προκύπτει ακόµη ένα γράφηµα της (1/2,1/2) (που είναι 
µη – πληροφορική) µε   

2/10 =s 0 =n Beta

12/112/1 )1()( −− −∝ πππp   και )(πE =  ½. 
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Γράφηµα 1.1 

 
 
              Οι πυκνότητες (γαλάζιο) , ( κόκκινο) ,  )4,2(Beta )1,1(Beta )2/1,2/1(Beta
                                          ( κυανούν) και ( κίτρινο). )10,10(Beta
 

 
 
b) Εκ των υστέρων 
 

Για να πάρουµε τον εκ των υστέρων νόµο  συνδυάζουµε τις σχέσεις (4) και (6) από 
τις οποίες έχουµε  

 
                                                                             (8) 1)(1 000 )1(),|( −+−+−+ −∝ ssnnss

b
bnsp πππ

 
Πράγµατι, έχουµε : 
 

11
11

000 )1()1()(),,...,,,(),|( −−−− −−∝∝ snssns
nnb

bpxmxmLnsp πππππππ  
                                                         1)(1 000 )1( −+−+−+ −= ssnnss bππ

Αναγνωρίζουµε τον πυρήνα µιας Βήτα πυκνότητας : 
 
             , µε    και   n                  (9) ),(~,,..,| ***

1 snsBetanxx bn −π 0
* sss += 0

* nn +=
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Βλέπουµε λοιπόν το ενδιαφέρον της φυσικής συζυγούς οικογένειας, ο εκ των υστέρων 
νόµος  είναι της ίδιας οικογένειας µε τον εκ των προτέρων νόµο , µόνο οι παράµετροι του 
νόµου έχουν αλλάξει.  ∆ηλαδή από τις ) περνάµε στις  µέσω των απλών 
γραµµικών σχέσεων που φαίνονται στην (9).Αυτό εδώ διευκολύνει τη σύγκριση των εκ 
των προτέρων και εκ των υστέρων νόµων.  Είναι π.χ. ενδιαφέρον το να αποσυνθέσουµε 
την εκ των υστέρων µέση τιµή του 

,( 00 sn ),( ** sn

π  για να δείξουµε το βάρος που αντιστοιχεί στην εκ 
των  προτέρων πληροφορία και στην πληροφορία που προέρχεται από το δείγµα : 
 

                         *

*

1 ),,...,|(
n
snxxE bn =π

0

0

nn
ss

b +
+

=
0

0

0
0

nn
n
sn

n
sn

b

b
b

+









+









=  

                                                      )(ˆ
0

0

0

ππ E
nn

n
nn

n

bb

b

+
+

+
=                                       (10) 

 
H (10) επιτρέπει να ερµηνεύσουµε καλύτερα την εκλογή των τιµών )σε όρους 
ισοδύναµου υποθετικού δείγµατος.  Παρατηρούµε επίσης ότι, όταν το µέγεθος του 
δείγµατος αυξάνει, , και λοιπόν 

,( 00 sn

+∞→n +∞→bn ,ξαναβρίσκουµε τον συνήθη 
κλασσικό εκτιµητή π̂  σαν την εκ των υστέρων µέση τιµή του π . 
 
 
1.3  Predictive νόµος 
 

Ο predictive ( εκ των προτέρων ) νόµος λαµβάνεται αναζητώντας τον περιθωριακό 
νόµο του x , αριθµός επιτυχιών επί  δοκιµών ( όπου σταθερό).  Αυτός λαµβάνεται 
ολοκληρώνοντας τον από κοινού νόµο του )

m m
,( πx  επί όλων των δυνατών τιµών του π .  

Είναι φανερό από τη σχέση (6) ότι, ο εκ των προτέρων νόµος  του π  δεν εξαρτάται από 
το  , τυπικά λοιπόν µπορούµε να γράψουµε ότι  m ))| (( ππ pmp =  αφού το  δεν 
θεωρείται ,όπως εδώ, τυχαίο. Οπότε : 

m

               ∫=
1

0

)|(),|()|( πππ dmpmxpmxp

∫=
1

0

)(),|( πππ dpmxp ∫ −=
1

0
000 ),|(),|( πππ β dsnsfmxfb  

                        ∫ −−−− −
−

−







1

0

11

000

000 )1(
),(

1)1( πππππ d
snsBx

m snsxmx=  

                        ∫ −−+−−+ −
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1

0
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000 )1(
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πππ d
snsB

x
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snsnm
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snxmsx

−ΓΓ+Γ
Γ+Γ

+−Γ+Γ
−+−Γ+Γ

= , 

                 

όπου 
)(
)()(),(

ba
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+Γ
ΓΓ

=Β  για  και 0 για να υπάρχει το ολοκλήρωµα 

της συνάρτησης Γάµµα.  Άρα παίρνουµε ένα νόµο Beta – Binomial ( βλέπε Παράρτηµα 
3.1) : 

00,0, snba >> 0 >s

 
                                               ),,|()|( 000 snsmxfmxp b −= β                                        (11) 

),,(~| 000 snsmBeBinmx −  
 

Ο εκ των υστέρων predictive λαµβάνεται κατά τον ίδιο τρόπο, αρκεί στη θέση του 
ζεύγους ) να βάλουµε το ζεύγος   µε τον περιορισµό φυσικά το 0  και 

 για να υπάρχουν τα επιµέρους ολοκληρώµατα.  ∆ηλαδή  
,( 00 sn ),( ** sn * >s

** sn >
 

∫=
1

0

),|(),|(),,|( πππ dnspmxpmnsxp bb  

 
και ακολουθώντας πιστά τα παραπάνω βήµατα καταλήγουµε στο : 
 

),,(~,,| *** snsmBeBinmnsx b − . 
 
 

Mπορούµε επίσης να υπολογίσουµε την predictive µέση τιµή του x  έχοντας ήδη 
παρατηρήσει ένα δείγµα .  Αυτή λοιπόν θα είναι η µέση τιµή του αριθµού των 
επιτυχιών µέσα σε ένα µελλοντικό διωνυµικό πείραµα παραµέτρων 

),...,( 1 nxx
),( πm  : 

 

*

*

),,|(
n
smmnsx b =Ε . 
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Αν η εκ των προτέρων επί του π  είναι η οµοιόµορφη στο [0,1] , τότε η αναµενόµενη 
τιµή του αριθµού των επιτυχιών x  επί   καινούριων δοκιµών σε ένα δείγµα Bernoulli 
(  = 1 , για κάθε  ) µεγέθους  ,είναι  

m
im i n

 

                                        
2
1),,|(

+
+

=Ε
n
smmnsx , 

 
(εδώ 1  και 2 , oπότε από τη σχέση (9) :  και 

). 
0 =s

0 =+ n
0 =n 10

* +=+= ssss
2* += nnn

 
 
Eφαρµογή:  Θεωρούµε ένα πρόβληµα ελέγχου της ποιότητας όπου ένα µέρος µεγάλου 
αριθµού τεµαχίων (ή αντικειµένων) είναι για ανάλυση: ενδιαφερόµαστε για την αναλογία 
π  των ελαττωµατικών αντικειµένων µέσα σ’αυτό το µέρος.  Γνωρίζουµε τον 
προµηθευτή ο οποίος κρίνει ότι το π  δεν είναι µακριά από την προτεινόµενη στάθµη 
0.10. 

Για να προσαρµόσουµε τη γνώµη του στο προτεινόµενο «µέρος», παίρνουµε ένα 
τυχαίο δείγµα  αντικειµένων από αυτό το µέρος και παρατηρούµε το συνολικό αριθµό 

 των ελαττωµατικών αντικειµένων.  Είναι γνωστό  από την Θεωρία των Πιθανοτήτων , 
ότι η  είναι µια διωνυµική τ.µ. µε παραµέτρους )

n
y

y ,( πn . Λοιπόν δέχεται π.π. 
 

)(1)1(),|( },...,1,0{ y
y
n

nyp n
yny −−








= πππ  

 
Θεωρώντας αυτή σαν µια συνάρτηση του π , η µέθοδος «φυσική συζυγής» επιτρέπει η 
αβεβαιότητα επί του π  να µοντελοποιηθεί από µία ),( 000 ynyBeta −  µε και 

 (

10 =y

110 =n ≈=
o

o

n
y

)(πΕ  0,09).  Ο εκ των υστέρων νόµος του π  δεδοµένου του , θα 

είναι: 

y

 
),(~| *** ynyBetay −π  

 
όπου   και , και  0

* nnn += 0
* yyy +=

 

πππ ˆ)()|( *

*

oo

o

o

o

nn
n

nn
n

nn
yy

n
yy

+
+Ε

+
=

+
+

==Ε    , όπου 
n
y

=π̂  

 
Σ’αυτόν τον κυρτό συνδιασµό βλέπουµε τα βάρη σχετικά µε την εκ των προτέρων 
πληροφορία που µετριέται από το  και µε την πληροφορία του δείγµατος που 
µετριέται από το . Ιδιαιτέρως  αν 

0n
n +∞n → ,   )|( yE π π̂→ , δηλαδή ξαναβρίσκουµε το 

συνήθη εκτιµητή του π . 
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Το γράφηµα 1.2 δείχνει την επιρροή του µεγέθους του δείγµατος επί της εκ των 
υστέρων πυκνότητας  για τρείς διαφορετικές τιµές του  : = 5, 10, 50 και αυτό για µια 
παρατηρούµενη αναλογία ελαττωµατικών αντικειµένων σταθερά στο  =0.20 και για 
την εκ των προτέρων  

n n
ny /

),( 000 ynyBeta − εκλεγόµενη ανωτέρω µε n = 11 και  =1.   0 0y
∆ιαπιστώνουµε ότι : όταν το  αυξάνει η εκ των υστέρων κατανοµή του n

π συγκεντρώνεται προοδευτικά γύρω από τον κλασσικό εκτιµητή 20,0ˆ ==
n
yπ .  Αν το 

µέγεθος του δείγµατος είναι υψηλό, ο ρόλος της εκ των προτέρων κατανοµής γίνεται 
αµελητέος, καθώς η )|( yE π εκφράζει τον τρόπο δια του οποίου οι δύο τύποι 
πληροφορίας συνδυάζονται. 
Για το γράφηµα 1.2 : 
για = 1 και   =11 , έχουµε την εκ των προτέρων πυκνότητα του 0y 0n π  να είναι η 

(1,10),ενώ η εκ των υστέρων για  = 0.20, είναι : Beta ny /
- για   = 5 :  η   (2, 14) n Beta
- για  n  = 10 :  η  (3, 18) Beta

   - για   n = 50 :  η   (11, 50) Beta
 

 
 

Γράφηµα  1.2  
 

 
 

Eκ των προτέρων πυκνότητα του π( γαλάζιο) για yo = 1 και  no =11, 
η εκ των υστέρων  για y/n =0.20 όταν n = 5( κόκκινο) ,  

 n = 10 ( κυανούν)και n = 50( κίτρινο) 
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Τα επόµενα γραφήµατα 1.3 ,1.4 και 1.5 επιτρέπουν ακόµα το να εκτιµήσουµε την 
ευαισθησία των αποτελεσµάτων στις διάφορες επιλογές των ,  για την εκ των 
προτέρων καθώς και το ρόλο του δειγµατικού µεγέθους. 

0y 0n

 
Για το γράφηµα 1.3 : 
για  = 1/2 και   =1 , έχουµε την εκ των προτέρων πυκνότητα του 0y 0n π  να είναι η  

 (1/2,1/2),ενώ η εκ των υστέρων για  = 0.20, είναι : Beta ny /
- για  = 5 :  η   (3/2, 9/2) n Beta

      - για   = 50 :  η (21/2, 81/2). n Beta
 
 

Γράφηµα 1.3  
 

 
 

             Eκ των προτέρων πυκνότητα του π ( κυανούν)για yo = 1/2 και  no =1, 
η εκ των υστέρων  για y/n =0.20 όταν n = 5 (κόκκινο) και n=50 ( γαλάζιο) 

 
 
Για το γράφηµα 1.4 : 
για  = 2 και  = 5 , έχουµε την εκ των προτέρων πυκνότητα του 0y 0n π  να είναι η   
Beta (2,3),ενώ η εκ των υστέρων για = 0.20 είναι : ny /

- για  = 5 :  η  (3, 7) n Beta
       - για  = 50 :  η  (12, 43). n Beta
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Γράφηµα 1.4 

 

 
 

Eκ των προτέρων πυκνότητα του π ( γαλάζιο) για yo = 2 και  no =5, 
η εκ των υστέρων  για y/n =0.20 όταν n = 5 (κόκκινο) και n = 50 ( κυανούν) 

 
 

Για το γράφηµα 1.5 : 
για = 1 και  = 2 , έχουµε την εκ των προτέρων πυκνότητα του 0y 0n π  να είναι η   
Beta  (1,1),ενώ η εκ των υστέρων για = 0.20 είναι : ny /

- για = 5 : η  (2, 5) n Beta
        - για n = 50 :  η  (11, 41) Beta
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Γράφηµα  1.5 
 

 
 

Eκ των προτέρων πυκνότητα του π (κόκκινο) για yo = 1 και  no =2, 
η εκ των υστέρων  για y/n =0.20 όταν n = 5(γαλάζιο) και  n = 50 (κυανούν) 

 
Αυτά επιβεβαιώνουν ότι για ένα ίδιο µέτριο δειγµατικό µέγεθος ( = 50) o ρόλος των εκ 
των προτέρων είναι αµελητέος.  Σε όλα αυτά τα γραφήµατα και για τις διάφορες 
προτεινόµενες επιλογές για τα  , 

n

0y 0n , η εκ των υστέρων πυκνότητα συγκεντρώνεται 
γύρω από το  όταν το  αυξάνει. ny / n
 
 
2. Πολυωνυµική δειγµατοληψία 
 

Στη στατιστική ανάλυση υπάρχουν πολλά φαινόµενα όπου η ενδιαφέρουσα 
χαρακτηριστική µπορεί να πάρει ένα πεπερασµένο και σταθερό αριθµό διαφορετικών 
τιµών.  Αυτό καλύπτει την περίπτωση των ονοµαστικών χαρακτηριστικών , όπου υπάρχει 
ένας σταθερός αριθµός από δυνατές τιµές (modalites).  Παράδειγµα, σε µια 
δειγµατοληψία γνώµης, για µια τιθέµενη ερώτηση, υπάρχουν τρείς δυνατές απαντήσεις : 
«υπέρ», «κατά», «αδιάφορη».  Σε άλλες περιπτώσεις, δυνάµεθα να µελετήσουµε τη 
συµπεριφορά µιας πραγµατικής διακριτής µεταβλητής , όπως τα δυνατά αποτελέσµατα 
σε µια ρίψη ενός ζαριού ( 6 δυνατά αποτελέσµατα).  Συµβαίνει επίσης στη µελέτη ενός 
φαινοµένου µοντελοποιηµένου υπό µια συνεχή τυχαία µεταβλητή x , να ενδιαφερόµεθα 
µοναδικά µε τις πιθανότητες ώστε η ενδιαφέρουσα µεταβλητή να ανήκει σε µια των 
κλάσεων µιας δεδοµένης διαµέρισης των δυνατών τιµών της x ( τάξεις µισθών,…). 

Όλα αυτά τα παραδείγµατα εµπίπτουν στο πλαίσιο του πολυωνυµικού µοντέλου.  
Είναι λοιπόν ένα µοντέλο ιδιαίτερα χρήσιµο.  Να σηµειώσουµε ακόµη ότι αυτό το 
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µοντέλο αποτελεί το βασικό εργαλείο για την bayesienne ανάλυση µη – παραµετρικών 
µοντέλων. 
 
 
2.1 Oρισµός 
 

Σε όλες τις περιπτώσεις επικαλούµενες ανωτέρω, έχουµε λοιπόν µια ακολουθία 
γεγονότων Α1,…,Αk+1 παριστάνοντας τα δυνατά αποτελέσµατα ενός πειράµατος τύχης.  
Οι παράµετροι του µοντέλου είναι οι πιθανότητες  jπ  πραγµατοποιήσεως των : jΑ

 
1,...,2,1:)Pr( +=Α= kjjjπ  

                                                      0≥jπ   :                                                    (12) ∑
+

=

=
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1
1

k

j
jπ

Υπάρχουν λοιπόν -παράµετροι k kjj ,...,2,1, =π , επειδή , αυτοί οι  – 

παράµετροι ανήκουν στο χωρίο S

∑
=

+ −=
k

j
jk

1
1 1 ππ k

k ⊂  R k  : 
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1,,...,1,0:),...,(
1

1

k

j
jj

k
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t
k kjRS ππππ  

 
Το πολυωνυµικό δείγµα συνίσταται από µια ακολουθία  ανεξάρτητων 

παρατηρήσεων αυτής της διαδικασίας, στην οποία λαµβάνεται υπόψη ο αριθµός  των 
φορών πραγµατοποίησης εκάστου γεγονότος  

n
jn

kjAj ,...,1, = .  Έχουµε λοιπόν : 
 

jn = αριθµός πραγµατοποιήσεων του 1,,...,1, += kkjAj  

                                                    και                                                    (13) 0≥jn nn
k

j
j =∑

+

=

1

1

 
Οι στοχαστικές ιδιότητες αυτού του µοντέλου δύναται να χαρακτηρίζονται  από τις  
τυχαίες µεταβλητές , επειδή  

k
kjn j ,...,1, =

∑
=

+ −=
k

j
jk nnn

1
1 . 

 
Η  πιθανοφάνεια του δείγµατος δίδεται από το διακριτό πολυωνυµικό νόµο : 
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11 :,...,1,0),...,(),...,(  

 
Παρατηρούµε ότι στη µερική περίπτωση όπου 1=k  , η διαδικασία βάσης είναι µια 
διαδικασία Bernoulli και ξαναβρίσκουµε το διωνυµικό δείγµα της προηγούµενης 
παραγράφου ( µε ).  Σ’ αυτή την περίπτωση ο διακριτός νόµος (14) είναι ο 
διωνυµικός 

imi ∀= ,1
,| 1 )( 1 πnnfb . 

Κάνοντας χρήση της µεθόδου µεγίστης πιθανοφάνειας καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι ο κλασσικός εκτιµητής του jπ  είναι ο kj
n
n j

j ,...,1,ˆ ==π . 

Πράγµατι , έχουµε  
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Έτσι, η λογαριθµική εξίσωση πιθανοφάνειας  γράφεται   
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 και λαµβάνουµε 
n
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j =π̂ .   

Ακολούθως , η λύση αυτή µεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας, αφού  
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και ο πίνακας των δευτέρων µερικών παραγώγων  στο )t  καταλήγει στον εξής : ˆ,...,ˆ( 1 kππ
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ο οποίος είναι αρνητικά ορισµένος πίνακας τύπου ) .  Άρα το t  
µεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας και εποµένως ο εκτιµητής µεγίστης 

πιθανοφάνειας του t  είναι το  

,( kk )ˆ,...,ˆ( 1 kππ

),...,( 1 kππ 
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n
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n
nk,...,t . 

 
2.1 Φυσική συζυγής 

 
Όπως και στην προηγούµενη παράγραφο, σηµειώνουµε την πιθανοφάνεια ως 

συνάρτηση των παραµέτρων : 
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Aπό τον παραπάνω τύπο αναγνωρίζουµε ως συνάρτηση του )  τον πυρήνα 
µιας πυκνότητας Dirichlet που  δίνεται από τον τύπο : 
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παράµετροι. 
Συνεπώς η φυσική συζυγής οικογένεια µέσα σ’αυτό το µοντέλο είναι µια οικογένεια 

πυκνοτήτων Dirichlet.  Περισσότερες λεπτοµέρειες για την κατανοµή Dirichlet 
αναφέρονται στο Παράρτηµα 5.2. 

 
 

a) Εκ των προτέρων 
 
Αν επιλέξουµε ως εκ των προτέρων µια πυκνότητα Dirichlet ),...,|,...,( 111 +kkdir aaf ππ   

έχουµε : 
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δηλαδή  

 
 t  ~ Dir (α),...,( 1 kππ 1,…,αk+1). 

 
Οι σηµαντικές ροπές της, δηλαδή η µέση τιµή, η διασπορά και η συνδιασπορά, είναι οι 
εξής : 
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b)  Εκ των υστέρων 
 
Συνδιάζοντας στη συνέχεια τις σχέσεις (15) και (16)  λαµβάνουµε τον εκ των 

υστέρων πυρήνα : 
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όπου n .  Οπότε οδηγούµαστε πάλι σε µια πυκνότητα Dirichlet  ∑
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Ιδιαιτέρως µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή του εκ των υστέρων νόµου : 
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Παρατηρούµε λοιπόν και σε αυτή την περίπτωση ότι, η µέση τιµή του εκ των 

υστέρων νόµου είναι ένας αντισταθµιζόµενος µέσος του κλασσικού εκτιµητή 
n
ni

i =π̂  

και της εκ των προτέρων µέσης τιµής του iπ  , µε βάρη αντιστοίχως το µέγεθος του 

δείγµατος  και το .  Aυτό µας επιτρέπει να ερµηνεύσουµε τις εκ των προτέρων 

«παραµέτρους»  σε όρους ισοδύναµου υποθετικού δείγµατος µεγέθους , οι 

ατοµικές τιµές  ισοσταθµίζοντας τις εκ των προτέρων µέσες τιµές των 
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3. ∆ιαδικασία Poisson 
 

Οι διαδικασίες Poisson είναι ιδιαιτέρως χρήσιµες στους περισσότερους τοµείς της 
στατιστικής (π.χ στις ασφαλίσεις, στη βιοϊατρική και αλλού) κάθε φορά που 
ενδιαφερόµαστε για τον αριθµό των φορών που ένα «γεγονός» πραγµατοποιείται σ’ένα 
διάστηµα χρόνου, µήκους, επιφάνειας ή όγκου κ.α.  Υπό ειδικές υποθέσεις µπορούµε 
πράγµατι να αποδείξουµε ότι αυτή η διακριτή µεταβλητή του µετρήµατος ακολουθεί ένα 
νόµο Poisson.  Για να απλοποιήσουµε την παρουσίαση αυτής της διαδικασίας θα 
θεωρήσουµε εδώ  ότι ενδιαφερόµαστε για το µέτρηµα γεγονότων σε χρονικά 
διαστήµατα. 
 
 
3.1 Ορισµός 
 

Θεωρούµε ένα διάστηµα χρόνου µήκους  >0.  Υποθέτουµε ότι : h
Η1 : το  είναι αρκετά µικρό, η πιθανότητα να παρατηρήσουµε ένα «γεγονός» επί 

διαστήµατος χρόνου  είναι ανάλογη του  : 
h

h h
 

P(“ ένα γεγονός κατά τη διάρκεια χρόνου h  ”) = λ  + , h )(ho
 

όπου το )  παριστάνει µια ποσότητα η οποία τείνει προς το µηδέν πιο γρήγορα από το 

: 

(ho

h 0→
)(

h
ho  του . H παράµετρος λ παριστάνει την ένταση της ανέλιξης0→h . 

 
Η2 : Η πιθανότητα να παρατηρήσουµε περισσότερα του ενός «γεγονότα» επί του 

διαστήµατος χρόνου  είναι αµελητέα αν το  είναι µικρό : h h
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P (“δύο ή περισσότερα γεγονότα κατά τη διάρκεια χρόνου h ”) = o . )(h

 
Η3 : Υπάρχει ανεξαρτησία µέσα στο χρόνο δηλαδή τα γεγονότα τα οποία 

πραγµατοποιούνται σε δύο ξένα διαστήµατα χρόνου είναι ανεξάρτητα. 
 
Υπό αυτές τις υποθέσεις η τ.µ. x , αριθµός γεγονότων που πραγµατοποιούνται σ’ένα 

διάστηµα δεδοµένου χρόνου t , ακολουθεί ένα νόµο Poisson παραµέτρου tλ  : 
 

)(~,| tPoitx λλ  

                                                    { } )(1
!
)(),|( ,...1,0 x

x
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x
t λλ λ−=                                   (19) 

 
H δειγµατοληψία Poisson συνίσταται, ορισµένες φορές απλά στην παρατήρηση του 

αριθµού των γεγονότων τα οποία πραγµατοποιούνται σ’ένα δεδοµένο διάστηµα χρόνου 
.  Σ’αυτή την περίπτωση η πιθανοφάνεια δίνεται αµέσως από την (19), ενώ αν 

θεωρήσουµε ότι αυτή είναι συνάρτηση µόνο του 
t

λ  µπορεί να γραφεί  : 
 

                                                                                                          (20) xtetxL λλ λ−∝),,(
 

Γενικότερα , δυνάµεθα να παρατηρήσουµε ένα δείγµα µεγέθους  από 
πραγµατοποιήσεις ανεξάρτητων µεταβλητών  ,που εκφράζουν τον αριθµό των 
γεγονότων τα οποία πραγµατοποιούνται σε σταθερά διαστήµατα δεδοµένων χρόνων , 

 : 

n
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Στη συγκεκριµένη περίπτωση η πιθανοφάνεια γράφεται: 
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Παρατηρούµε ότι οι δύο πιθανοφάνειες (20) και (21) είναι «ισοδύναµες».  Πράγµατι 
και στις δύο περιπτώσεις η επαρκής στατιστική συνάρτηση είναι ο συνολικός αριθµός 
των γεγονότων ( x  ή ) τα οποία πραγµατοποιούνται σε συνολικό χρόνο  και ακόµη το 

 ακολουθεί τον ίδιο δεσµευµένο νόµο µε το 
s t

s x , δηλαδή  
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Κάνοντας χρήση της µεθόδου µεγίστης πιθανοφάνειας καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα  ότι ο κλασσικός εκτιµητής του λ είναι ο 
t
s

=λ̂ . 

Στην πιο µερική περίπτωση όπου οι παρατηρήσεις   γίνονται επί διαστηµάτων 
χρόνου ίσου µε την µονάδα χρόνου (π.χ. το έτος, η ηµέρα κ.α ) έχουµε  =1,  
και λοιπόν t  =  . 

ix

iu ni ,...,1=
n

 
 
Παρατήρηση 1 : Είδαµε παραπάνω ότι στη δειγµατοληψία Poisson έχουµε 
σταθεροποιήσει το διάστηµα χρόνου  και παρατηρούµε την πραγµατοποιήση του 
αριθµού (τυχαίου) των γεγονότων 

t
x .  Θα µπορούσαµε, επίσης να αντιστρέψουµε τους 

ρόλους : να σταθεροποιήσουµε έναν αριθµό γεγονότων kx =  και να παρατηρούµε το 
χρόνο  (τυχαία)ο οποίος προκύπτει  µέχρι της πραγµατοποιήσης του -οστού 
γεγονότος.  Μπορούµε πολύ εύκολα να δούµε ότι : 

t k
)/1,| ,(~ λλ kkt Γ και µιλάµε τότε για 

δειγµατοληψία Gamma της ανέλιξης Poisson, δειγµατοληψία που θα µελετήσουµε 
παρακάτω. 
 
 
3.2 Φυσική συζυγής  
 

Αν θεωρήσουµε τον πυρήνα της πιθανοφάνειας ως συνάρτηση του λ στην σχέση (21) 
αναγνωρίζουµε αµέσως τον πυρήνα µιας Gamma πυκνότητας.  Συνεπώς, η  φυσική 
συζυγής οικογένειας µιας δειγµατοληψίας Poisson είναι η οικογένεια της Gamma  
πυκνότητας. 
 
 
a) Εκ των προτέρων 
 

Η εκ των προτέρων πυκνότητα του λ µπορεί να γραφεί  : 
 

00 1)( ts ep λλλ −−∝ , 
δηλαδή                                               

                                                                  )1,(~
0

0 t
sΓλ                                                 (22) 

Οι εκ των προτέρων ροπές δίνονται από τις σχέσεις : 

                                        
0

0)(
t
sE =λ    και    2

0

0)(
t
s

=λVar .                                         (23)       

 
Θα δούµε ότι η εκ των προτέρων πληροφορία µπορεί να θεωρηθεί ότι προέρχεται από ένα 
ισοδύναµο υποθετικό δείγµα όπου έχουν παρατηρηθεί  γεγονότα Poisson κατά τη 
διάρκεια ενός διαστήµατος χρόνου 

0s

0t  σταθερού. 
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Ένας τρόπος να παραστήσουµε µια εκ των προτέρων µη-πληροφορική είναι να 
εκλέξουµε την οριακή περίπτωση και 0  αυτό το οποίο δίνει µια πυκνότητα 
“impropre”( η οποία δεν έχει ολοκλήρωµα 1 ) : 

00 →s 0 →t

 
                                                                                                                     (24) 1)( −∝ λλp

 
Οφείλουµε να πούµε ότι αυτή συνιστάται συχνά στην bayesienne ανάλυση για τις θετικές 
παραµέτρους   ( λ  > 0).  Παρατηρούµε ότι αυτή η εκλογή συνεπάγεται ένα οµοιόµορφο 
νόµο «impropre» για τον λlog  : 
 

stecp ∝)(log λ ,         µε     logλ ∈ R . 
 
 

b) Εκ των υστέρων 
 

Συνδιάζοντας την πιθανοφάνεια (21)  και τον πυρήνα της εκ των προτέρων  (22) 
λαµβάνουµε : 

 
)(1),|( oo ttss etsp +−−+∝ λλλ , 

 
όπου αναγνωρίζουµε όπως το περιµέναµε ( ιδιότητες της φυσικής συζυγούς οικογένειας) 
τον πυρήνα µιας Gamma πυκνότητας  
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t
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όπου t   και  . 0
* tt += 0

* sss +=
Αν τώρα συγκρίνουµε για ακόµη µια φορά την εκ των προτέρων πληροφορία µε 

εκείνη την οποία διαθέτουµε εκ των υστέρων µέσω της εκ των υστέρων µέσης τιµής του 
λ , βλέπουµε  τα βάρη της εκ των προτέρων και του δείγµατος :   
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όπου  ο συνήθης εκτιµητής του λ̂ λ .  Αυτή η αποσύνθεση δικαιολογεί την ερµηνεία των 
«παραµέτρων» της εκ των προτέρων σε όρους ισοδύναµου υποθετικού δείγµατος. 

Παρατηρούµε επίσης ότι στην περίπτωση ενός εκ των προτέρων νόµου µη-
πληροφοριακού, δηλαδή αν  t , από τη σχέση (26) παίρνουµε .  Το 
ίδιο αποτέλεσµα θα πάρουµε αν το µέγεθος του δείγµατος  ( ή ο συνολικός χρόνος 

παρατήρησης  ) τείνει προς το 
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∑
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1
∞+ : το βάρος της εκ των προτέρων ελαττώνεται 

αν το µέγεθος του δείγµατος αυξάνει. 
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3.3 Predictive  νόµος 

 
Ο predictive ( εκ των προτέρων) νόµος του , δηλαδή ο αριθµός των γεγονότων τα 

οποία θα πραγµατοποιηθούν σε ένα  διάστηµα δεδοµένου χρόνου , λαµβάνεται 
ολοκληρώνοντας τον από κοινού νόµο του ( x ,

x
u

λ | u ) ως προς λ .  Όπως έχουµε 
προαναφέρει το λ είναι η ένταση της ανέλιξης Poisson και η εκ των προτέρων πυκνότητα 
της που δίνεται από τη σχέση (22) δεν εξαρτάται από το  (το µήκος του θεωρούµενου 
χρονικού διαστήµατος).  Τυπικά λοιπόν )

u
()|( λλ pup =  και από το άλλο µέρος θα 
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Έχουµε λοιπόν για αυτό τον predictive, ένα νόµο  Αρνητικό – ∆ιωνυµικό ( βλέπε 
Παράρτηµα 4) 
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Ο εκ των υστέρων predictive νόµος δηλαδή ο µετά νόµος, έχοντας παρατηρήσει ένα 

δείγµα περιγραφόµενο από τα ( t , ), λαµβάνεται κατά τον ίδιο τρόπο, αρκεί να 
αντικαταστήσουµε το ζεύγος ( t )  από το ζεύγος ( t ).  Και πάλι εδώ για να 
υπάρχει το ολοκλήρωµα θα πρέπει  > 0 : 
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 Ιδιαιτέρως, µπορούµε να υπολογίσουµε τον αναµενόµενο αριθµό γεγονότων επί του 

διαστήµατος δεδοµένου χρόνου  :u u
t
stsuxE *

*

),,|( = , και στην περίπτωση που έχουµε 
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µια εκ των προτέρων µη-πληροφορική ( t 0 ) ξαναβρίσκουµε ένα πολύ φυσικό 

αποτέλεσµα : 
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4. ∆ιαδικασία Gamma : παράµετρος µορφής σταθερά 
 

Οι Gamme νόµοι επιτρέπουν τη µοντελοποίηση θετικών συνεχών µεταβλητών και 
λοιπόν µπορούν να είναι χρήσιµοι στη µοντελοποίηση µιας µεταβλητής όπως ο χρόνος 
(αναµονής ή διάρκειας) που χάνεται προ της πραγµατοποίησης ενός ιδιαίτερου 
φαινοµένου. Ήδη, στην προηγούµενη παράγραφο, παρατηρήσαµε ότι ο νόµος Gamma 
υπεισέρχεται εξίσου µέσα σε µια διαδικασία Poisson σαν χρόνος αναµονής για την 
πραγµατοποίηση του -oστού γεγονότος του Poisson. 
 
 
4.1 Ορισµός 
 

Μια µεταβλητή  είναι µια Gamma µεταβλητή , αν η πυκνότητα πιθανότητάς της 
δίδεται από τη σχέση  

                                          ,
(

),|( xaxp λλ
Γ

=         0>∀x                                (29) 

 
Οι Gamma νόµοι χαρακτηρίζονται, λοιπόν, από δύο παραµέτρους : µια βαθµωτή 
παράµετρο λ (> 0) και µια παράµετρο µορφής .  Θα υποθέσουµε  εδώ ότι η 
παράµετρος µορφής   είναι σταθερή.  Η πλήρης µεταχείριση των Gamma νόµων είναι 
δυνατή αλλά καθιστά αναγκαίες  τις αριθµητικές µεθόδους  ( αριθµητική ολοκλήρωση 
για την παράµετρο µορφής). 

0>a
a
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Γράφηµα  4.1 
 

 
 

                 Μερικές Gamma πυκνότητες παραµέτρων λ = 1 ,  = 0.5 (γαλάζιο), a
                            =1(κόκκινο),  = 2 (κυανούν)  και  a = 5 (κίτρινο) a a
 
 

Το Γράφηµα  4.1 δίνει τη µορφή αυτών των πυκνοτήτων για τις διάφορες τιµές του , 
ενώ το 

a
λ  διατηρείται ίσο µε 1.  Όταν το a  = 1 λαµβάνουµε τον εκθετικό νόµο. 

Η διαδικασία Gamma  θα ορίζεται λοιπόν ως µια ακολουθία από τυχαίες µεταβλητές 
ανεξάρτητες και ισόνοµες κατά το νόµο (29).  Ένα δείγµα µεγέθους  θα 

χαρακτηρίζεται τότε από την ακολουθία ( x ) ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ.  Η 
πιθανοφάνεια θα γράφεται τότε : 
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όπου ( είναι µια επαρκής σ.σ. για το (
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Επειδή εδώ το  θεωρείται σταθερό και γνωστό, η s είναι επαρκής για το a λ  και ο 

κλασσικός εκτιµητής του λ  είναι ο 
s

na
=λ̂  (  εκτιµητής µεγίστης πιθανοφάνειας του λ̂

λ ).Ο πυρήνας πιθανοφάνειας σε αυτή την περίπτωση, όπου το a  είναι γνωστό, είναι : 
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                                                                                                         (31) snaesaL λλλ −∝),,(
 

 
4.2 Φυσική συζυγής 
 

Η ανάλυση της σχέσης (31), ως συνάρτηση του λ  επιτρέπει να ταυτήσουµε την 
οικογένεια των Gamma πυκνοτήτων µε τη φυσική συζυγή της Gamma διαδικασίας όπου 
το  είναι γνωστό. a
 
 
a) Εκ των προτέρων 
 

Η εκ των προτέρων πυκνότητα του λ  γράφεται ως εξής : 
 

                                           δηλαδή   λλλ osn ep −−∝ 10)( , )1,(~
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nΓλ )                          (32) 

 
Ως συνήθως, οι τιµές )  εκλέγονται κατά τρόπο ώστε να εκφράζουν την εκ των 
προτέρων πληροφορία την οποία έχουµε επί του 

,( 00 ns
λ  .  Έτσι έχουµε : 
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Θα δούµε στη συνέχεια ότι οι τιµές )  µπορούν να ερµηνευθούν σε όρους ενός 
ισοδύναµου υποθετικού δείγµατος.  Εδώ επίσης, όπως και για την παράµετρο της 
ανέλιξης Poisson, µια εκ των προτέρων µη – πληροφορική δύναται να προκύψει από την 
οριακή περίπτωση (πυκνότητα impropre) όπου 0  και λοιπόν  

,( 00 ns

, 00 →ns
 

1)( −∝ λλp   
 
 
b) Εκ των υστέρων 
 

Είναι φανερό ότι συνδιάζοντας την εκ των προτέρων (32) και την πιθανοφάνεια (31) 
λαµβάνουµε για  πυρήνα της εκ των υστέρων, έναν Gamma πυρήνα: 
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όπου s και . 0
* ss += nann += 0

*

Όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις τα αντίστοιχα βάρη της εκ των προτέρων και 
του δείγµατος φαίνονται µέσα στην παρακάτω ανάλυση του εκ των υστέρων µέσου 
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και στην περίπτωση µιας εκ των προτέρων µη – πληροφορικής ξαναβρίσκουµε, για την 
εκ των υστέρων µέση τιµή , τον κλασσικό εκτιµητή . λ̂
Πράγµατι, αν θεωρήσουµε ότι  έχουµε δηλαδή 1)( −∝ λλp sna easp λλλ −−∝ 1),|(  
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c) Συµπέρασµα επί του µέσου του x. 
 

Σε πολλές περιπτώσεις εφαρµογών, η ενδιαφέρουσα παράµετρος δεν είναι αναγκαία 
το λ , αλλά περισσότερο το µ , ο µέσος του x  :  

λ
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Επειδή το  είναι γνωστό πρόκειται για ένα απλό µετασχηµατισµό τουa λ . Αν 
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0 s
nΓλ  αποδεικνύεται ότι το µ  ακολουθεί µια Gamma – αντίστροφη κατανοµή:     
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  ( βλέπε Παράρτηµα 2). 

Έχουµε, προφανώς  εκ των υστέρων ένα ισοδύναµο αποτέλεσµα : 
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Πράγµατι, η  εκ των υστέρων πυκνότητα  του µ  δεδοµένου του  θα είναι  a
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∆ηλαδή,  η π.π. της     
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Γνωρίζουµε ότι, αν )1,(~ 1

β
ax −Γ , τότε η µέση τιµή της x  υπολογίζεται ως εξής : 
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Ακόµη για µια εκ των προτέρων µη – πληροφορική βρίσκουµε ότι  
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Πράγµατι, για µια εκ των προτέρων µη – πληροφορική µε , το 1)( −∝ λλp
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Στην περίπτωση ενός εκθετικού νόµου, ο οποίος λαµβάνεται για , ο συνήθης 
συµπερασµατικός εκτιµητής (εκτιµητής µεγίστης πιθανοφάνειας) του 

1=a
µ  είναι ο 

δειγµατικός µέσος  
n
sx ==µ̂  και η εκ των υστέρων µέση τιµή του µ  είναι : 
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4.3  Predictive νόµος 
 

∆υνάµεθα επίσης εδώ να λάβουµε µια αναλυτική έκφραση της predictive (εκ των 
προτέρων) πυκνότητας του x , ολοκληρώνοντας την από κοινού πυκνότητα του ),( λx  
επί όλων των δυνατών τιµών του λ , µε την προϋπόθεση ότι τα για να 
εξασφαλίζεται η ύπαρξη του παρακάτω ολοκληρώµατος.  Η εκ των προτέρων επί του λ 
δίδεται από τη σχέση (32), 
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Λαµβάνουµε λοιπόν, µια πυκνότητα της αντιστρόφου Βήτα –2 (βλέπε Παράρτηµα 3.3) : 
 

),,|()|( 002 snaxfaxp iβ= . 
 

Εκ των υστέρων, η predictive µιας καινούριας παρατήρησης x  δεδοµένου του ήδη 
παρατηρούµενου δείγµατος , µεγέθους , δίδεται από τη σχέση : nxx ,...,1 n
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εδώ αρκεί 0 για την ύπαρξη του ολοκληρώµατος. , ** >sn
Λαµβάνουµε επίσης 
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Στην περίπτωση µιας εκ των προτέρων µη – πληροφορικής η αναµενόµενη τιµή ενός 
µελλοντικού x  θα είναι : 
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Στην περίπτωση µιας εκ των προτέρων  µη-πληροφορικής,   
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Συνεπώς,  , οπότε   η µέση τιµής της είναι   ~,,...,| 1 axxx n ),,(2.. snaainvBe
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Σηµειώνουµε ότι αυτό το αποτέλεσµα είναι σύµφωνο µε τα λαµβανόµενα αποτελέσµατα 
πιο πάνω για τον εκ των υστέρων µέσο  ),|( axE λµ =  ( βλέπε (36) και (37)). 
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5.  ∆ιαδικασία της Κανονικής Παλινδρόµησης 
 

Τα µοντέλα της παλινδρόµησης µας επιτρέπουν να δούµε πώς οι µεταβλητές µιας 
ενδιαφέρουσας µεταβλητής  µπορούν να εκφρασθούν δια µέσου ενός συνόλου 
επεξηγηµατικών µεταβλητών . Σκοπός µας είναι η εκτίµηση των αποτελεσµάτων 
των µεταβολών από έκαστη των επεξηγηµατικών µεταβλητών, επί του , αλλά επίσης να 
προβλέψουµε την τιµή του  για τις νέες τιµές των .  Η κανονική παλινδρόµηση 
υποθέτει ένα γραµµικό µοντέλο και µια κανονική κατανοµή επί του .  

y
x1 px,...,

y
y pxx ,...,1

y
 

 
5.1 Το µοντέλο 
 

Η διαδικασία της p - διάστατης κανονικής παλινδρόµησης δύναται να θεωρηθεί σαν 
µια διαδικασία η οποία γεννά την ακολουθία των τ.µ. µονοδιάστατες και 
ανεξάρτητες, ακολουθώντας το µοντέλο : 

,...,...,1 iyy

 
                                        ipipiii xxxy εβββ ++++= ...2211                                        (39) 

 
όπου )  είναι ανεξάρτητες και της ίδιας κατανοµής.  Οι παράµετροι του 
µοντέλου είναι οι .  Τα  θεωρούνται µη – τυχαία, συνεπώς είναι 
δεδοµένοι αριθµοί. 

,0(~ 2σε Ni

( ),,...,, 2
21 σβββ p ijx

Παρατηρούµε ότι αυτό το µοντέλο είναι γραµµικό στα β , ενώ τα x δύναται να είναι 
µετασχηµατισµός των προτύπων µεταβλητών.  Έτσι τα µοντέλα 

 

ή   ,   
iiii

iiiii

xxy
xxxy
εββ

εββββ
++=

++++=

2211

3
4

2
321

loglog
pi ,...2,1=  

 
ανήκουν στην οικογένεια των µοντέλων που θεωρούµε εδώ. 

Χρησιµοποιώντας την διανυσµατική έννοια,  η σχέση (39) γράφεται επίσης υπό τη 
µορφή : 
  
                                                                                                                    (40) ii

t
i xy εβ +=

 
όπου και διανύσµατα του R),...,( 1 ipi

t
i xxx = ),...,( 1 p

t βββ = p.  Η διαδικασία της 
κανονικής παλινδρόµησης γεννά λοιπόν τις ανεξάρτητες κανονικές µεταβλητές : iy
 

),(~,| 22 σβσβ i
t

i xNy . 
 

Σε ορισµένες εφαρµογές όπου τα x είναι τυχαία, εργαζόµαστε δεσµευτικά µε τις 
παρατηρούµενες τιµές των  x .  Γράφουµε τότε: 
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                                                                                            (41) ),(~,,| 22 σβσβ i
t

ii xNxy
 

Αυτή είναι η γραφή την οποία θα ακολουθήσουµε σε αυτή την παράγραφο όπου τα x  θα 
είναι τυχαία ή σταθερά. 

Ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους  θα είναι λοιπόν µια ακολουθία των µεταβλητών 
 που ακολουθούν την κατανοµή (41).  Μπορούµε τότε να χρηµοποιήσουµε την 

matricielle έννοια : 

n
),...,( 1 nyy

 
εβ += Xy , 

 

όπου         , (),,...,( 1 n
t yyy=
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pn ) – πίνακας ,

 
      µε )  και = ο ταυτοτικός πίνακας τάξεως             (42) ),...,( 1 n

t εεε = ,0(~ 2
nn IN σε nI n

 
Όταν το µοντέλο περιλαµβάνει ένα σταθερό όρο, η πρώτη στήλη του πίνακα X  θα είναι 
µια στήλη από 1. 
Να παρατηρήσουµε ότι θα είναι πιο εύχρηστο στη συνέχεια να σκεφτόµαστε σε όρους 
της ακρίβειας περισσότερο παρά σε όρους της διασποράς.  Τότε το µοντέλο της 
γραµµικής παλινδρόµησης µπορεί να γραφεί ως εξής : 

2−= ση

 
                                                                                            (43) ),(~,,| 1

nn IXNXy −ηβηβ
 

Γνωρίζουµε ότι ο συνήθης εκτιµητής του β  , που προκύπτει µε τη µέθοδο ελαχίστων 
τετραγώνων (βλέπε π.χ. στο  [15]) είναι η στατιστική συνάρτηση, 

                                                             b                                                    (44) XyXX tt 1)( −=
 

Αυτός ο εκτιµητής (ε.ε.τ.) έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 
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( Η τελευταία σχέση προκύπτει από τον ορισµό της διασποράς µιας δ.τ.µ.:  
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],,|)()[(),,|( XEbbEbbEXbVar t ηβηβ −−= ) 
 
και                                                                                (45) ))(,(~,,| 11 −− XXNXb t

p ηβηβ
 
(αυτή επαληθεύεται από τις ιδιότητες της πολυδιάστατης Κανονικής κατανοµής , βλέπε 
Παράρτηµα, Θεώρηµα 6.2.3). 
Η διασπορά εκτιµάται γενικώς από τη διασπορά των υπολοίπων (residus) µέσω της 
συνήθους µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων : 

2σ

 

                                        ))((1)(1
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2 XbyXby
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= ∑
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                (46) 

 
Το κανονικό µοντέλο παλινδρόµησης (43) περιλαµβάνει πολλές ενδιαφέρουσες 

µερικές περιπτώσεις : 
 

1.  Μονοδιάστατη κανονική διαδικασία : 
Αν 1 και ) , ξαναβρίσκουµε τη µονοδιάστατη κανονική διαδικασία  =p 1,...,1(t

niX ==
 

                                                     , ),(~ 2σβNyi ni ,...,1=                                           (47) 
 

ανεξάρτητες και ισόνοµες. 
Οι εκτιµητές ελαχίστων τετραγώνων (44) και (46) γίνονται : 
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 ( εδώ έχουµε t ). nXX =
 
 
2.  Μοντέλο Ανάλυσης ∆ιασποράς (ΑNOVA) :  

Αν ο πίνακας X  έχει την παρακάτω κατασκευή, 
 

                                                                                              (48) 
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όπου   και nnnn k =+++ ...21 kp =  , ξαναβρίσκουµε µε την (43) το µοντέλο ανάλυσης 
της διασποράς µε ένα παράγοντα : 
 

),(~,| 22 σβσβ jjij Ny , jni ,...,1= , kj ,...,1=       
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ανεξάρτητα , τα οποία επιτρέπουν να συγκρίνουµε µέσω των  ανεξάρτητων δειγµάτων 
τους µέσους 

k
jβ , ,  k  – κανονικών πληθυσµών ίδιας διασποράς . kj ,...,1= 2σ

Εδώ παρατηρούµε ότι  
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t nndiag
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και   . ),...,()( 11
1

1 −−− = k
t nndiagXX

Οι εκτιµητές ελαχίστων τετραγώνων (44) και (46) γίνονται τότε : 
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j yy
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s ,  kj ,...,1= . 

Οι παρακάτω παράγραφοι προτείνουν την bayesienne ανάλυση του µοντέλου 
κανονικής παλινδρόµησης υπό τη γενική µορφή του (43) και θα περιορίσουµε τα 
λαµβανόµενα αποτελέσµατα στο µονοδιάστατο κανονικό µοντέλο (47). 
 
 
5.2 Η πιθανοφάνεια 
 

Επειδή ) , η συνάρτηση πιθανοφάνειας γράφεται : ,(~,,| 1
nn IXNXy −ηβηβ

 

                        






 −−−=

−
))((

2
exp)2(),,,( 22 ββηηπηβ XyXyXyL t

nn

                     (49) 

 
( βλέπε Παράρτηµα 6). 
Είναι χρήσιµο να εισάγουµε σε αυτό το σηµείο ορισµένες έννοιες.  Το διάνυσµα  των 
υπολοίπων (residus) της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων ( ΜΕΤ) γράφεται: 

e

 
yXyXXXyXbye X

tt Μ=−=−= −1)( , 
 

όπου  είναι ο πίνακας προβολής επί του γραµµικού χώρου ο 
οποίος είναι ορθογώνιος µε τον χώρο ο οποίος γεννάται από τις στήλες του πίνακα 

XXXXIy tt
nX

1)( −−=Μ
X .  

Οι παρακάτω ιδιότητες του Μ είναι ενδιαφέρουσες : X

0

2

=Μ
Μ=Μ=Μ

XX

XX
t

X  

 
Το άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων της ΜΕΤ γίνεται τότε 
 



 49

                         t                        (50) yyyyyyXbyXbyee X
t

X
t

XX
ttt Μ=Μ=ΜΜ=−−= 2))((

 
Η τετραγωνική µορφή που εµφανίζεται στο εκθετικό µέρος της συνάρτησης 

πιθανοφάνειας (49) δύναται να ξαναγραφεί κατά τον ακόλουθο τρόπο : 
 

))(())(( ββββ XXbXbyXXbXbyXyXy tt −+−−+−=−−  
 =  [ ][ ))(()()( ββ XXbXbyXXbXbyt −−−+− ]

.

                    
 ))(())(())(())(( ββββ XXbXXbXbyXXbXXbXbyXbyXby tttt −−+−−+−−+−−=

))((2))(())(( βββ XXbXbyXXbXXbXbyXby ttt −−+−−+−−=  
)()( ββ −−+= bXXbyyM tt

X
t ,  

 
η τελευταία ισότητα ακολουθεί από τις ιδιότητες του , αφού 

και t  
XΜ

)())(( ββ −Μ=−− bXyXXbXby X
ttt 0=Μ XX

 
Μπορούµε τώρα να ξαναγράψουµε την πιθανοφάνεια : 
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2
exp)2(),,,( 22 ββηηπηβ bXXbyyMXyL tt

X
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exp)2(

2
exp)2( 2222 ββηηπηηπ bXXbvu tt

ppvv

             (51) 

 
όπου pnv −=  παριστά τους «βαθµούς ελευθερίας» του µοντέλου, ενώ η έννοια  

yy XΜ
v

u t=
1  έχει ήδη ορισθεί παραπάνω (αυτός είναι  ο συνήθης εκτιµητής ελαχίστων 

τετραγώνων του ).  Η τελευταία παραγοντοποίηση της πιθανοφάνειας θα απλοποιήσει 
την ανάλυση η οποία ακολουθεί.  Ιδιαιτέρως αυτή επιτρέπει να δούµε ότι η σ.σ. (  
είναι επαρκής για την παράµετρο (

2σ
ub, )

ηβ , ). 
Η bayesienne ανάλυση αυτού του µοντέλου είναι σχετικά άµεση αν η παράµετρος 
( ή η ακρίβεια 2σ η ) είναι γνωστή.  Θα αρχίσουµε , λοιπόν, την παρουσίαση από αυτή 

την απλή περίπτωση έτσι ώστε να ετοιµάσουµε την ανάλυση του πιο γενικού µοντέλου 
όπου το  είναι άγνωστο. 2σ

 
 

5.3 ∆ιασπορά γνωστή 
 
a)Φυσική συζυγής 

 
Όταν η διασπορά είναι γνωστή, το µέρος της πιθανοφάνειας όπου φαίνεται 

η µοναδική παράµετρος 
)( 12 −= ησ

β , δίδεται από το δεύτερο εκθετικό παράγοντα της 
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πιθανοφάνειας (51).  Παρατηρούµε τότε ότι η  είναι επαρκής σ.σ. για το b β .  
Βλέποντας την πιθανοφάνεια σαν συνάρτηση του β   µόνο, λαµβάνουµε : 

−b β

p

)1
0
−

) 0B0b

))1−

 

                                      






 −−∝ )()(

2
exp),,,( βηηβ bXXXyL tt                            (52) 

 
Αναγνωρίζουµε σαν συνάρτηση του β , τον πυρήνα µιας p -διάστατης κανονικής.  Η 
φυσική συζυγής οικογένεια θα είναι λοιπόν, σ’αυτό το µοντέλο, η οικογένεια των -
διάστατων κανονικών πυκνοτήτων. 
 
 
b) Εκ των προτέρων 
 

Αν εκλέξουµε µια εκ των προτέρων µέσα στη φυσική συζυγή οικογένεια, έχουµε : 
 

,(~ 0 ΩbN pβ  
 

όπου βE=0b  είναι το διάνυσµα των εκ των προτέρων µέσων των στοιχείων του β και ο 
 είναι ο πίνακας των εκ των προτέρων ακριβειών : Var . 0Ω 1

0)( −Ω=β
Στην πράξη, επειδή το η  είναι γνωστό, για να απλοποιήσουµε τις έννοιες οι οποίες 

θα ακολουθήσουν, θα ορίσουµε την εκ των προτέρων ακρίβεια από τον πίνακα , ο 
οποίος θα είναι ο πίνακας των σχετικών ακριβειών του

0B
β  , «βάρους η » : 

 
00 Bη=Ω . 

 
Έχουµε τότε για την εκ των προτέρων πυκνότητα του β  τον ακόλουθο ορισµό : 
 







 −−−∝ )((

2
exp)|( 0bp t ββηηβ  

 
δηλαδή                                                                                       (53) (,(~| 00 BbN p ηηβ
 
Αν οι εκ των προτέρων διασπορές του β  τείνουν προς το ∞+ , θα έχουµε µια εκ των 
προτέρων µη- πληροφορική επί του β .  Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι αυτή η 
περίπτωση αντιστοιχεί στην οριακή τιµή των σχετικών ακριβειών 0 .  Οι 
παράµετροι 

0 →B
pjj ,...,1, =β  είναι τότε εκ των προτέρων ανεξάρτητες και κατανεµηµένες 

κατά ένα ( impropre) οµοιόµορφο νόµο : 
   
                                                      ctep ∝)|( ηβ                                                            (54) 
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c) Εκ των υστέρων 
 

Μπορούµε να πάρουµε τον πυρήνα της εκ των υστέρων συνδυάζοντας τις σχέσεις 
(52) και (53), αλλά σε αυτή την περίπτωση θα ήταν πιο απλό να χρησιµοποιήσουµε τις 
ιδιότητες της Πολυδιάστατης Κανονικής κατανοµής.  Είναι φανερό ότι η εκ των 
προτέρων πυκνότητα για το β  δεν εξαρτάται από τον πίνακα X , θεωρούµενος σαν 
πίνακας των σταθερών· τυπικά µπορούµε να γράψουµε  
 

),|()|( Xpp ηβηβ =  
 

Ανακαλώντας τις ιδιότητες του b  που δίδονται στην  (45), έχουµε 

 
))(,(~,| 1

00
−BbNX p ηηβ  

))(,(~,,| 11 −− XXNXb t
p ηβηβ  
 

Χρησιµοποιώντας τότε τις ιδιότητες της πολυδιάστατης κανονικής (βλέπε Παράρτηµα, 
Θεώρηµα 6.5.7 ii)) : 
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Από αυτή την από κοινού, χρησιµοποιώντας τώρα την αντίστροφη ανάλυση της 
πολυδιάστατης κανονικής (βλέπε Παράρτηµα ,Θεώρηµα 6.5.6 i) ) λαµβάνουµε: 
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δηλαδή    

~,,|~,,| XyXb ηβηβ  
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1
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1

0 )(,)()( −−−−−−−−−−− +−+−+Ν BXXBBBbbbXXBB tt
p η~              (56) 

 
Χάρη σε κάποιους αλγεβρικούς χειρισµούς βασιζόµενους στις ιδιότητες των 

αντιστρόφων διαχωρισµένων πινάκων  µπορούµε να αποδείξουµε τις παρακάτω 
ιδιότητες. 



 52

Από την άλγεβρα των πινάκων ανακαλούµε το διωνυµικό αντίστροφο θεώρηµα : 
Έστω  και A B  δύο ( ) – αντιστρέψιµοι πίνακες. Τότε: mm,

 
                                                                                       (57) 11111 )()( −−−−− +=+ BBAABA
                                                                          (58) 1111111 )()( −−−−−−− +−=+ ABAAABA
 
Αυτές οι δύο σχέσεις δίνουν διαδοχικά  τις σχέσεις : 
 

[ ] WXXXXBXXBB ttt =+=+ −−−−− 1
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111
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1
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111
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1
0 )(])([ −−−−−−− +=+− XXBBXXBBB tt  

 
Έτσι προκύπτει αµέσως ότι : 
 

)()()()(),,|( 00
1

0000 XXbbBXXBWbbWbbWbXnbE tt
p ++=+−Ι=−+= −β  

                                              Var                                      (59) 1
0

1 )(),,|( −− += XXBXnb tηβ
 

Μπορούµε λοιπόν τελικά να γράψουµε : 
 

))(,(~,,| 1** −BbNXb p ηηβ  
 

όπου  

                                                                                         (60) 
XXBB
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Οι εκφράσεις των εκ των υστέρων ροπών του β  δεδοµένες από τις (59) και (60) 
επιτρέπουν να καταλάβουµε καλύτερα πως οι πληροφορίες εκ των προτέρων και του 
δείγµατος συνδυάζονται : 
 
1. Πρόσθεση ακριβειών 

Ο πίνακας των εκ των προτέρων ακριβειών δίδεται από τον 0Bη και η δειγµατική 
ακρίβεια του  , ο ε.ε.τ., δίδεται από την .  Βεβαιώνεται ότι η εκ των υστέρων 
ακρίβεια, δεδοµένη από την , είναι το άθροισµα της εκ των προτέρων και του 
δείγµατος. 

b XXtη
*Bη

 
 
2. Εκ των υστέρων µέσος 

Ο εκ των υστέρων µέσος  είναι ο βεβαρυµένος µέσος του  , ο εκ των προτέρων 
µέσος, και του  , ο ε.ε.τ., τα αντίστοιχα βάρη όντως οι ακρίβειες εκ των προτέρων και η 
δειγµατική  

*b 0b
b

 
XXbXXBbBXXBb ttt 1

000
1

0
* )()( −− +++= . 
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Αυτό εδώ επιτρέπει  να ερµηνεύσουµε εκ νέου τις τιµές )  της εκ των προτέρων σε 
όρους ισοδύναµου υποθετικού δείγµατος. 

,( 00 Bb

 
3. Εκ των προτέρων µη – πληροφορική 

Παρατηρούµε ότι, αν , pW00 →B Ι→  και τότε  
 

11 )(),,|(
),,|(

−−→

→

XXXbVar
bXbE

tηηβ

ηβ
 

 
και ξαναβρίσκουµε τα συνήθη αποτελέσµατα της Στατιστικής Συµπερασµατολογίας.  
Λοιπόν, ένας εκ των υστέρων µη – πληροφορικός νόµος για το β  θα ήταν 
ο . ))(,( 11 −− XXbN t

p η

4. Ασυµπτωτικά αποτελέσµατα 
Υπό τις συνήθεις υποθέσεις της κανονικότητας, αν +∞→n , και 

.  Έχουµε τότε : 
0)( 1 →−XXt

pW Ι→
 

0),,|(
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→
→

XbVar
bXbE

ηβ
ηβ

 

 
Αν το µέγεθος του δείγµατος αυξάνει, το εκ των προτέρων βάρος ελαττώνεται και η εκ 
των υστέρων συγκεντρώνεται γύρω από το b , o ε.ε.τ. 
 
 
d) Predictive νόµος 
 
Η εκ των προτέρων predictive  του   προκύπτει εύκολα αν συνδυάσουµε την εκ των 
προτέρων και την πιθανοφάνεια του  για ένα πίνακα τιµών, 

y
y X , των επεξηγηµατικών 

µεταβλητών, δεδοµένο. 
∆εδοµένου, λοιπόν, ότι 
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χρησιµοποιώντας όπως και προηγουµένως τις ιδιότητες της πολυδιάστατης κανονικής 
(βλέπε Παράρτηµα ,Θεώρηµα 6.5.7 ii)) λαµβάνουµε : 
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Από αυτή την από κοινού κατανοµή λαµβάνουµε αµέσως τον predictive ( ή περιθωριακό)  
νόµο του  : y
 
                                                                       (61) ))(,(~,| 1

0
1

0 XXBIXbNXy t
pn

−− +ηη
 

Πρέπει εδώ η εκ των προτέρων να έχει µια πυκνότητα, δηλαδή ο  να είναι 
αντιστρέψιµος. 

0B

Για να πάρουµε την predictive πυκνότητα του , για καινούριες τιµές που 
παράγονται από την ίδια διαδικασία της κανονικής παλινδρόµησης (39) και για ένα 
δεδοµένο πίνακα , τύπου ) , επεξηγηµατικών µεταβλητών, αρκεί να 

αντικαταστήσουµε το  µε το , τον  µε τον 

fy fn

fX

0b

,( pn p

0B*b *B και τον X  µε τον  µέσα στην 
σχέση (61) : 

fX

 
                                              (62) )))((,(~,,,| 1*1*

f
t

fnfnff XBXIbXNXXyy
ff

−− +ηη
 

Σ’αυτήν την περίπτωση, για να υπάρχει η predictive πυκνότητα αρκεί ο να 
είναι αντιστρέψιµος. Αυτή υπάρχει λοιπόν για µια εκ των προτέρων impropre ( µη – 
πληροφορική : )  αν ο 

XXBB t+= 0
*

00 →B X  είναι πλήρης τάξεως ( pXrg =)( ). 
 
 
e) Μερική περίπτωση: Η διαδικασία της µονοδιάστατης Κανονικής µε διασπορά 
γνωστή 
 

Σ’αυτήν τη µερική περίπτωση, . Λοιπόν το nXXiXp t
n === ,,1 β  είναι βαθµωτό 

και ,1(
1

∑
=

==
n

i
iy

n
yb  δειγµατικός  µέσος). Σηµειώνοντας ,διαδοχικά 

λαµβάνουµε : 

)

)

,...,1( n
t yyy=

 
),(~,| 1

nnn IiNy −ηβηβ ,         2−= ση
 

δηλαδή οι  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ. µε κατανοµή ,  iy ,( 2σβN
)(,(~ 1Ny ηβ ) 1−n , 

την εκ των προτέρων επί του β  :   )1,(~|
0

01 B
bN

η
ηβ  

και την εκ των υστέρων επί του β  :    )1,(~,| *
*

1 B
bNy

η
ηβ , 

όπου       ,
0

0
0

0* y
nB

nb
nB

B
+

+
+

=b   . nBB += 0
*
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Σχολιάζοντας, όπως και στην παράγραφο c), τα παραπάνω αποτελέσµατα 
παρατηρούµε ότι :  

1ο. Ο εκ των υστέρων µέσος b  γράφεται :  *

 

y
nB

nb
nB

B
b

ηη
η

ηη
η

+
+

+
=

0
0

0

0*    και    ηηη nBB += 0
*

 
Λοιπόν ο  είναι ένας αντισταθµιζόµενος µέσος του εκ των προτέρων µέσου  
και του δειγµατικού µέσου 

*b 0b
y .  Τα σχετικά βάρη είναι οι αντίστοιχες ακρίβειες. 

 

2ο. Η εκ των υστέρων διασπορά  είναι :  1* )( −Bη
ηη

η
nB

B
+

=−

0

1* 1)(  

Λοιπόν , η εκ των υστέρων ακρίβεια θα είναι :  , δηλαδή το 
άθροισµα της εκ των προτέρων ακρίβειας 

ηηη nBB += 0
*

0Bη και της δειγµατικής ακρίβειας ηn . 
 
3ο. Με βάση το 1ο και το 2ο µπορούµε να δούµε και κάποιες οριακές καταστάσεις 
•  Αν n , διατηρώντας το σταθερό, έχουµε : +∞→ 0B yb →*  και  ( . 0) 1* →−Bη
Όλη λοιπόν η εκ των υστέρων κατανοµή του β  συγκεντρώνει τη µάζα της στο 
y (δειγµατικό µέσο) για οποιαδήποτε εκ των προτέρων ακρίβεια 0Bη : 
ξαναβρίσκουµε δηλαδή  τον κλασσικό εκτιµητή του β  . 
 
•  Αν το  και εποµένως 0 , το εκ των προτέρων βάρος γίνεται 
αµελητέο και όλη η πληροφορία προέρχεται µόνο από το δείγµα.  Εδώ θα 
µπορούσαµε να πούµε ότι υπάρχει εκ   των προτέρων λίγη ή καθόλου πληροφορία 
και ξαναβρίσκουµε επίσης τον κλασσικό εκτιµητή του 

+∞→−1
oB 0 →B

β : 
 

yyEb →= ),|(* ηβ  

n
B

2
1* )( ση →−  

Μια εκ των υστέρων µη – πληροφορική θα είναι τότε η ),(
2

n
yN σ  

•  Αντίστροφα, αν 0 και εποµένως 1 →−
oB +∞→0B

0

, έχουµε µια εκ των προτέρων 
«δογµατική» ( µάζα του Dirac στο σηµείο b ).  Εδώ γνωρίζουµε µε βεβαιότητα την 
τιµή του β   και το δείγµα δεν µπορεί να τροποποιήσει αυτή την εκ των προτέρων 
πληροφορία 
 

Για παράδειγµα, µπορούµε να παραστήσουµε γραφικά την εκ των προτέρων 
πυκνότητα του β , την εκ των υστέρων πυκνότητα του β  και την εκ των υστέρων 
πυκνότητα του β  για µια εκ των προτέρων µη – πληροφορική.  Στα γραφήµατα που 
ακολουθούν το  είναι το µόνο που µεταβάλλεται για να φανεί ο ρόλος του βάρους της n
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πληροφορίας που προέρχεται από το δείγµα.  Βεβαιώνεται ότι, όταν το  αυξάνει, η εκ 
των υστέρων πληροφορία επί του 

n
β , συγκεντρώνεται γύρω από την παρατηρούµενη τιµή 

y και ότι το εκ των προτέρων βάρος είναι ήδη ελαττωµένο στην περίπτωση που = 50. n

β

=

 
 

          Γράφηµα 5.1  
 

 
 
               Η εκ των προτέρων πυκνότητα του β  ( γαλάζιο) , η εκ των υστέρων 
                πυκνότητα του β (κόκκινο) και η εκ των υστέρων πυκνότητα του  
                         για µια εκ των προτέρων µη – πληροφορική (κυανούν) 
                               µε 12 =σ 2,26,10,25, 00 === nyBb  
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              Γράφηµα 5.2  
 

 
 
          Η εκ των προτέρων πυκνότητα του β  ( γαλάζιο) , η εκ των υστέρων πυκνότητα 
                      του β  (κόκκινο) και η εκ των υστέρων πυκνότητα του β  για 
                              µια εκ των  προτέρων  µη – πληροφορική (κυανούν) 
                                  µε 12 =σ 10,26,10,25, 00 ==== nyBb  
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               Γράφηµα 5.3 

 

 
 

           Η εκ των προτέρων πυκνότητα του β  ( γαλάζιο) , η εκ των υστέρων πυκνότητα 
                     του β  (κόκκινο) και η εκ των υστέρων πυκνότητα του β  για  µια 
                                εκ των προτέρων µη – πληρoφορική (κυανούν)  
                                   µε  12 =σ 50,26,10,25, 00 ==== nyBb . 
 
 

Τελικά όµως, αυτό που ενδιαφέρει τους περισσότερους µηχανικούς στο πλαίσιο του 
ελέγχου ποιότητας, είναι η προβλεπόµενη τιµή ( κόστους, βάρους κ.ά.) ενός 
βιοµηχανικού προϊόντος, διότι αυτή είναι εκείνη η οποία οφείλει να σεβαστεί ορισµένους 
κανόνες. 

Αυτή η τιµή είναι µια τ.µ. την οποία σηµειώνουµε µε , ανεξάρτητη του ήδη 

εξεταζόµενου αρχικού δείγµατος . 
fy

),...,( 1 n
t yyy=

Γνωρίζουµε ότι ο νόµος πιθανότητας του , αν το fy β  είναι σταθερό, είναι : 
 

),(),(~,| 12 −= ηβσββ NNyy f  
 

Συνδυάζοντας αυτή την κατανοµή µε την εκ των προτέρων κατανοµή του β και µε την 
κατανοµή του y  , και χρησιµοποιώντας εκ νέου τις ιδιότητες της πολυδιάστατης 
κανονικής λαµβάνουµε όπως στην παράγραφο d) : 
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- την εκ των προτέρων  predictive κατανοµή του : fy
 

                                                                                            ))(,(~ 1
0

1
0

−− + BbNy f ηη
 

- την εκ των υστέρων predictive κατανοµή του :  fy
 

                                       ))11(,(~,| *
1*

B
bNyy f +−ηη                                              

 
Μπορούµε να συγκρίνουµε τις ανωτέρω δύο κατανοµές για να εκτιµήσουµε καλύτερα 
αυτό το οποίο έχουµε πληροφορηθεί επί της διαδικασίας παρατηρώντας το y .  Αυτή η 
σύγκριση φαίνεται στο παρακάτω γράφηµα για   =10. n
 
 

              Γράφηµα 5.4 
 

 
 
               Η εκ των προτέρων predictive  του  ( γαλάζιο) ,και  η εκ των υστέρων fy

               predictive του  (κόκκινο)  µε fy 10,26,10,25,1 00
2 ===== nyBbσ . 

 
 

Μέσω αυτής της predictive  κατανοµής µπορούµε να δούµε αν η παραγωγική 
διαδικασία είναι ακόµη υπό έλεγχο ή υπάρχει ανάγκη ρύθµισης ( ή αναπροσαρµογής) 
αυτής. 
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5.4 ∆ιασπορά άγνωστη 

 
Αυτή η περίπτωση είναι  λίγο περισσότερο περίπλοκη από την προηγούµενη, αλλά 

πρόκειται να χρησιµοποιήσουµε τα λαµβανόµενα αποτελέσµατα αποσυνθέτοντας τον 
από κοινού νόµο του ),( ηβ  σ’ένα δεσµευµένο του ηβ | , τον οποίο θα µεταχειρισθούµε 
όπως στην προηγούµενη παράγραφο και ένα περιθωριακό του η .  Η πιθανοφάνεια 
σ’αυτή την γενική περίπτωση έχει δοθεί από την (51). Την γράφουµε : 

 

( ) ( )






 −−−×







−= −− )()(

2
exp2

2
exp2),,,( 2222 ββηηπηηπηβ bXXbvuXyL tt

ppvv
, 

 
όπου υπενθυµίζουµε  pn −=v  παριστά τους «βαθµούς ελευθερίας» και  
είναι ο αµερόληπτος εκτιµητής του . 

vyyMu x
t /=

2σ
Αν η πιθανοφάνεια θεωρηθεί σαν συνάρτηση των β  και η , έχουµε : 
 

         






 −−−×







−∝ )()(

2
exp

2
exp),,,( 22 ββηηηηηβ bXXbvuXyL tt

pv

                      (63) 

 
 

a)  Φυσική συζυγής  
 
Παρατηρώντας  τη σχέση (63) µπορούµε να αναγνωρίσουµε σε αυτήν , ως συνάρτηση 

των ),( ηβ , τον πυρήνα µιας πυκνότητας Κανονικής – Γάµµα πολυδιάστατης ( βλέπε 
Παράρτηµα 7), για το ),( ηβ . 

 
 

b) Εκ των προτέρων  
 
Επιλέγουµε λοιπόν ως εκ των προτέρων για το ),( ηβ  έναν νόµο Κανονικό – Γάµµα.  

Γνωρίζοντας ότι ο X   θεωρείται µη – τυχαίος ή σταθερός µε την παρατηρούµενη τιµή 
του και σηµειώνοντας ότι ο X  δεν υπεισέρχεται µέσα στους εκ των προτέρων νόµους, 
έχουµε τυπικά  :       X|)~), ,(( ηβηβ  
Θα γράφουµε τότε για την εκ των προτέρων ότι : ( . ),,,(~|), 00

1
00 vuBbNX p
−γηβ

Η εκ των προτέρων πυκνότητα είναι τότε : 
 

               00
00

2
11

2
000

2 )()(
2

exp)|,(
vu

v
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p

ebBbXp
η

ηββηηηβ
−−

×






 −−−∝                      (64) 

 
όπου  είναι µια έννοια που εισάγουµε για να µας βοηθήσει να παραστήσουµε το 
βαθµό του πίνακα .  Γνωρίζουµε ότι ( βλέπε Παράρτηµα 7) για να πάρουµε µια 

0p

0B
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«proper» πυκνότητα, πρέπει ο  να είναι αντιστρέψιµος, άρα .  Αλλά θα 
διατηρήσουµε αυτή την έννοια  για να µπορέσουµε να µεταχειρισθούµε την οριακή 
περίπτωση της εκ των προτέρων µη – πληροφορικής όπου 0και συνεπώς . 

0B

0p
pp =0

0 →B 00 →p

|

,|

η

ηβ

β

η 0b

η

0

=
0

2
0

2
vu

|β

0 →B

β(p

Αυτή η εκ των προτέρων πυκνότητα , όταν pp =0 , αποσυντίθεται σε δύο µέρη : 
 

και                                             








Γ

−

00

0

1
00

2,
2

~

))(,(~

vu
v

X

BbNX p η
                                          (65) 

 
Παρατηρώντας τη σχέση (65) είναι φανερό ότι η δεσµευµένη πυκνότητα του  όταν 

το η  είναι δεδοµένο, συµπίπτει µε την εκ των προτέρων (53) που έχουµε επιλέξει στην 
προηγούµενη παράγραφο, όταν το  υποτίθετο γνωστό, µε   ως εκ των προτέρων µέση 
τιµή και  ως σχετική εκ των προτέρων ακρίβεια. 0B
Εδώ επειδή το η  είναι άγνωστο, έχουµε επιπλέον ένα εκ των προτέρων νόµο επί του  
µε : 

00

0 1)|(
uvu

v
XE =η   και  2

0
2
0

0 4
2

)|(
vu

v
X ==ηVar . 

 
Η εκ των προτέρων περιθωριακή  του β  είναι τότε ένας νόµος Student πολυδιάστατος :   

 
),,(~ 0

1
000 vBubtX p
−  

 
µε τις δύο πρώτες ροπές : 
 

0)|( bXE =β  

                      1
00

0

0

2
)|( −

−
= Bu

v
v

XβVar    ,      20 >v

( βλέπε Παράρτηµα 7,8 ) 
Μια εκ των προτέρων µη – πληροφορική αντιστοιχεί στην περίπτωση όπου  , 

συνεπώς 0και από το άλλο µέρος 0 . Από τη σχέση (64) προκύπτει τότε 
ότι : 

0 →p , 00 →vu
0

η
ηβη 1)|,(), ∝= Xp . 

 
 

c) Εκ των υστέρων  
 
Γνωρίζουµε ότι η χρήση της φυσικής συζυγής οφείλει να χορηγεί εκ των υστέρων µια 

νέα Κανονική – Γάµµα.  Συνδυάζοντας την εκ των προτέρων (64) και εκείνη της 
πιθανοφάνειας (63), βρίσκουµε : 
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),,|,(),|,( XubpXyp ηβηβ =  
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όπου     Q . ))()(()()( 000 ββββ −−+−−= bXXbbBb ttt

 
Αναλύοντας τις τετραγωνικές µορφές που εµφανίζονται στο  και ορίζοντας 

 και ) , παίρνουµε διαδοχικά : 
Q

XXBB t+= 0
* ( 00

1** XXbbBBb t+= −

 
******

000000 )()(2)(2 bBbbBbXXbXXbXXbbBbbBBQ ttttttttttt −++−++−= ββββββ  
             ββ **** 22 BbBb tt +−

βββββ **********
00000

* 22)(2)(2 BbBbbBbbBbXXbbXXbbBbBb ttttttttttt +−−+−++−= βB
 

  

. 

444444 3444444 21
0

**
00000

****** 2)(22)()()( βββββ BbXXbBbbXXbbBbbBbbBb ttttttttt +−−++−−−=

bXXbbBbbBbbBb ttttt )()()( 000
****** ++−−−= ββ

 
 

αφού 
 

ββββββ *1*
0000

**
00 )(2)(222)(22 BBXXbbBXXbBbBbXXbBb tttttttttt −++−−=+−−  

                                               0)(22)(22 0000 =++−−= ββββ XXbBbXXbBb tttttt

 
Τότε µπορούµε να γράψουµε : 
 

00000
******

00 )()()( uvvubXXbbBbbBbbBbuvvuQ ttttt ++++−−−=++ ββ     
                      , ***** )()( uvbBbt +−−= ββ
 

όπου  ορίζουµε   . 00000
***** )( uvvubXXbbBbbBbuv tttt ++++=−
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Τέλος, ορίζοντας , µπορούµε να γράψουµε τον πυρήνα της εκ των 

υστέρων κατά τον ακόλουθο τρόπο  
00

* pvvv ++=
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− **1
2***2

2
exp)()(

2
exp),,|,(

*

uvbBbXubp
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t
p ηηββηηηβ           (66) 

 
όπου αναγνωρίζουµε τον πυρήνα µιας Κανονικής – Γάµµα.  Έχουµε, λοιπόν, πάρει : 
 

                                                                          (67) ),,,(~,,|, **1** vuBbNXub p
−γηβ

 
όπου                b  ,  , v   )()( 00

1
0

* XXbbBXXB tt ++= − XXBB t+= 0
*

00
* pvv ++=

και  

{ }00
***

000*
* )(1 uvvubBbbXXbbBb

v
u tttt ++−+= . 

 
Υπενθυµίζουµε ότι pBrgp == )( 00  αν η εκ των προτέρων είναι µια «propre»  

πυκνότητα. 
Οι εκ των προτέρων περιθωριακές είναι λοιπόν για το β  µια  p  – διάστατη Student 

και για το η  µια Γάµµα κατανοµή : 
 
                                                                                    (68) ),,(~,,| *1*** vBubtXub p

−β
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vXubη                                               (69) 

Ιδιαιτέρως, 
 

,),,|( *bXubE =β     v  1* >
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vXubVar β     v . 2* >

 
Αν 21 , ββ  είναι συντεταγµένες του β  , η περιθωριακή του 1β  ή η δεσµευµένη του 

21 | ββ  προκύπτουν αµέσως από τις ιδιότητες της  p – διάστατης Student ( βλέπε 
Παράρτηµα 8). 

Παραδείγµατος χάριν, αν ενδιαφερόµαστε για την περιθωριακή µιας συντεταγµένης 
jβ  του β  , έχουµε : 

                                                                                                  (70) ),,(~ **** vbubt jj
jjβ

 
όπου b είναι το (*jj jj, ) στοιχείο του πίνακα 1*−B . 

Στην περίπτωση µιας εκ των προτέρων µη – πληροφορικής 
επαληθεύεται ότι : )0,,,( 0000 →vupB
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XXB t→*  ,  b ,  u  , v . b→* u→* v→*

 
Μπορούµε, επίσης, να επαληθεύσουµε ότι σ’αυτήν την περίπτωση οι εκ των υστέρων 

νόµοι γίνονται : 
 

),,),((~,,|, 1 vuXXbNXub t
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−γηβ  

),)(,(~,,| 1 vXXubtXub t
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vXub 2,
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d) Predictive νόµος 
 

Η εκ των προτέρων predictive του  λαµβάνεται συνδυάζοντας την εκ των προτέρων 
επί του )

y
,( ηβ  και την πιθανοφάνεια του  για έναν πίνακα y X  δεδοµένο.  Πράγµατι, 

λόγω της ιδιαίτερης κατασκευής της Κανονικής – Γάµµα, µπορούµε να εκµεταλλευτούµε 
τα αποτελέσµατα που έχουµε ήδη πάρει για την περίπτωση που το η  είναι γνωστό.  
Έχουµε: 
 

))(,(~,| 1
00

−BbNX p ηηβ  

),(~,,| 1
nn IXNXy −ηβηβ . 

 
Λαµβάνουµε τότε, όπως ανωτέρω στην (61) την κατανοµή του Xy ,|η : 
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Επειδή X|~ ηη 
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, έχουµε ( βλέπε Παράρτηµα 7,8 ) ότι η από κοινού 

κατανοµή για το ( η  είναι η Κανονική – Γάµµα: 
 

),),(,(~|),( 00
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Η εκ των προτέρων predictive για το  είναι η αντίστοιχη περιθωριακή, δηλαδή µια - 
διάστατη Student : 

y n

 
                                                                             (71) )),(,(~| 0
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Πρέπει και εδώ η εκ των προτέρων να έχει µια πυκνότητα, δηλαδή  αντιστρέψιµη και 

, ώστε αυτή η εκ των προτέρων predictive να έχει µια «propre» πυκνότητα. 
0B

00,0 >vu
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Έχουµε τότε τις εκ των προτέρων predictive ροπές του  : y
 

0)|( XbXyE =  
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)|( 1
00
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0 XXBIu
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v
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n
−+

−
=     . 20 >v

 
Για να προκύψει η εκ των υστέρων predictive πυκνότητα του  όταν έχουµε νέες 

τιµές που γεννιούνται από την ίδια διαδικασία γραµµικής παλινδρόµησης (39) και για 
ένα δεδοµένο πίνακα ,  επεξηγηµατικών µεταβλητών, αρκεί να 

αντικαταστήσουµε το µε το )  και τον 

fy fn

fX

,0 uB

),( pn f

0v ),,( 00b ,,,( **** vuBb X  µε τον  στη 
σχέση (71): 

fX

 
                                                     (72) )],[,(~,,| *1*** vXBXIubXtXXyy f

t
fnfnff ff

−+

 
όπου  εδώ ο *B  υποτίθεται  αντιστρέψιµος. 
 
 
Παράδειγµα : Αν η εκ των προτέρων είναι µη – πληροφορική η εκ των υστέρων 
predictive  του  χρησιµοποιεί µόνο την πληροφορία του δείγµατος, αν ο fy X  είναι 
πλήρης τάξεως ( ) αυτή δίνεται από την  pX =)(rg
 
                                                    (73) )],)([,(~,,| 1 vXXXXIubXtXXyy f

tt
fnfnff ff

−+

 
λαµβάνοντας υπόψη ότι   

),,),((~,,|,~,|, 1 vuXXbNXubXy t
p

−γηβηβ  
 και 

),(~,,| 1
ff nfnff InXNXy −βηβ . 

 
 
e) Μερική περίπτωση: Η µονοδιάστατη Κανονική διαδικασία µε άγνωστη διασπορά 
 

Σ’αυτήν τη µερική περίπτωση όπου 1=p , , παίρνουµε όλα 
τα επιθυµητά αποτελέσµατα από αυτά που προηγήθησαν.  Εδώ το 

nXXiX tt
n === ),1,...,1(

β  είναι βαθµωτό και 
yb = . Σηµειώνοντας  µε   έχουµε την πιθανοφάνεια : ),...,( 1 n

t yyy=
 

),(~,| 1
nnn IiNy −ηβηβ  

 
Οι εκ των προτέρων χαρακτηριστικές είναι οι ακόλουθες : 
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Για την εκ των υστέρων µε  1−= nv  και 2
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 έχουµε : 
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µε 1 αν η εκ των προτέρων είναι «propre» και 00 =p 0 =p  για µια εκ των προτέρων µη – 
πληροφορική . )0,,( 000 →vuB

Αν ενδιαφερόµαστε για µια εκ των υστέρων predictive µιας «µελλοντικής» τιµής 
της διαδικασίας, έχουµε : fy
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Στην ιδιαίτερη περίπτωση µιας εκ των προτέρων µη – πληροφορικής θα είχαµε : 
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ΙΙΙ. Σύµφυτες απώλειες 
 
 

Στην bayesienne ανάλυση έχει αναπτυχθεί, σχετικά µε τα µη-πληροφορικά µοντέλα, 
ένας συγκεκριµένος τύπος εκ των προτέρων νόµων.  Αυτοί οι εκ των προτέρων νόµοι 
λέγονται, όπως αναφέραµε στο Κεφάλαιο Ι, µη – πληροφορικοί και µπορούν να 
καθοριστούν αυτόµατα από την κατανοµή του δείγµατος.  Οι ιδιότητες τους είναι αρκετά 
γνωστές και συχνά ανταποκρίνονται στις κλασσικές διαδικασίες ( εκτιµητής µεγίστης 
πιθανοφάνειας, καλύτερος αµερόληπτος εκτιµητής,…).  Επιπλέον, παρέχουν µια βάση 
για περισσότερες υποκειµενικές προσεγγίσεις ενός δοθέντος προβλήµατος 
συµπερασµατολογίας µε την έννοια ότι υπάρχει µια πλατιά γνώµη µεταξύ των 
στατιστικών σχετικά µε το συνολικό κύρος τέτοιων εκ των προτέρων αναφορών. 

Είναι εκπληκτικό ότι πολύ λίγα έχουν γίνει σχετικά µε την ισότιµη παραγωγή 
βασικών απωλειών που µπορούν να χρησιµοποιηθούν όταν η συνάρτηση ωφέλειας που 
σχετίζεται µε το πρόβληµα συµπερασµατολογίας δεν µπορεί να δοθεί από στατιστικούς.  
Για αυτό το λόγο ο C.Robert (1996) προτείνει, όπως θα αναπτύξουµε στη συνέχεια, την 
κατασκευή ορισµένων εναλλακτικών των κλασσικών απωλειών, έτσι ώστε να 
προκύψουν απώλειες που µπορούν να θεωρηθούν µη-πληροφορικές όπως οι αντίστοιχες 
εκ των προτέρων κατανοµές.  Αυτές οι απώλειες ονοµάζονται «σύµφυτες» γιατί 
παράγονται αυτόµατα από την κατανοµή του δείγµατος χωρίς υποκειµενική εισαγωγή 
δεδοµένων. 

 
 

1. Συνήθης συνάρτηση απώλειας και επικρίσεις 
 

Εδώ αναφερόµαστε στη συνηθισµένη πρακτική της Στατιστικής Θεωρίας 
Αποφάσεων και στα σχετικά µειονεκτήµατα χρήσης κλασσικών απωλειών µαζί µε την 
έννοια των µη-πληροφορικών εκ των προτέρων νόµων. 

Η Στατιστική Θεωρία Αποφάσεως βασίζεται σε δύο κύριες έννοιες: την κατανοµή του 
δείγµατος )|( θxf , ,Xx∈ Θ∈θ  και τη συνάρτηση απώλειας ),( dL θ , (  ο 
χώρος των αποφάσεων). Οι στατιστικές διαδικασίες τότε εξετάζονται και συγκρίνονται 
σε όρους της συναρτήσεως κινδύνου : 

Dd ∈ D

 

∫==
X

dxvxfxLLER )()|())(,()],([),( θδθδθδθ θ  

 
και οι έννοιες της optimalite , όπως η «admissibilite» και « minimaxite» ορίζονται σε 
σχέση µε µια συγκεκριµένη συνάρτηση απώλειας ( βλέπε π.χ. στο [12]). Η bayesienne 
µέθοδος απαιτεί επιπρόσθετα µια εκ των προτέρων κατανοµή π  επί του , η οποία 
παρέχει ένα καλά ορισµένο (και συνήθως µοναδικό) εκτιµητή αποφάσεως (ή εκτιµητή του 
Bayes) , όπου ) είναι η λύση της: 

Θ

πδ (xπδ
 

[ ] ∫
Θ

= θθπθθπ dxdLxdLE
dd

)|(),(min|),(min  

όπου )|( xθπ σηµειώνει την εκ των υστέρων πυκνότητα του θ   ( )()|()|( θπθθπ xfx ∝ ). 
Ένα κλειδί παράµετρος της Στατιστικής Θεωρίας Αποφάσεων είναι ως εκ τούτου η 

συνάρτηση απώλειας ),( dL θ και αυτό το στατιστικό παράδειγµα συχνά δέχεται επίθεση 
λόγω του αυθαιρέτου της συνάρτησης απώλειας στις περισσότερες µελέτες της Θεωρίας 
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Αποφάσεων.  Πράγµατι, αρχικά µε τον Gauss (1810) η εισαγωγή της τετραγωνικής 
απώλειας γίνεται για λόγους ευκολίας παρά πραγµατικά βασιζόµενη σε µια 
προκαταρτική χρήσιµη ανάλυση.  Αυτό το στοιχείο της αυθαιρεσίας στις 
συµπερασµατικές µεθόδους εµφανίζεται ακόµη στο µοντέλο της bayesienne ανάλυσης. 

Μια συνάρτηση απώλειας που χρησιµοποιείται συχνά είναι βεβαίως η τετραγωνική 
απώλεια  για τη µονοδιάστατη περίπτωση και 

για τη διανυσµατική περίπτωση.  Ο κύριος λόγος για τη 
δηµοτικότητά της είναι ότι οι τετραγωνικές απώλειες οδηγούν σε εύλογους 
υπολογισµούς για πολλά προβλήµατα σηµειοεκτιµητικής.  Συγκεκριµένα, ο εκτιµητής 
του Bayes που συνδέεται µε την εκ των προτέρων κατανοµή 

2))((),( dhdL −= θθ
2||)( d−θ||),( hdL =θ

π  και µε µια τετραγωνική 
συνάρτηση απώλειας είναι η εκ των υστέρων µαθηµατική ελπίδα : που 
φαίνεται ένας φυσικός εκτιµητής για να εµποδίσει στην πράξη την παραγωγή µιας 
αληθινής συνάρτησης ωφέλειας.  Ένας δεύτερος λόγος για τη χρησιµοποίηση των 
τετραγωνικών απωλειών είναι η αρχική σύγχυση µεταξύ του σφάλµατος µε την έννοια 
της µεταβλητότητας που συνυπάρχει σε διάφορα φαινόµενα, συνήθως παρουσιάζεται 
από τη διασπορά όταν ο 

)|)(( xhE θπ

2))()(( xhE δθθ − δ  είναι αµερόληπτος εκτιµητής για το )(θh  
και του σφάλµατος µε την έννοια του συµπεράσµατος µιας εσφαλµένης απόφασης 
δηλαδή της προσέγγισης της αληθινής τιµής του θ  από το δ . 

Η συστηµατική προσφυγή στις τετραγωνικές απώλειες έχει επικριθεί κατά πολύ στην 
βιβλιογραφία (βλέπε Lehmann και Casella, 1995) ενώ µερικοί έχουν προτείνει πιο 
ισχυρά υποκατάστατα απωλειών, όπως την «κολοβή» απώλεια του Huber: 

 





−−
−

= 22

2

||||2
||||

),(
cdc

d
dL

θ
θ

θ ,  
ύa

cdav
λλο

θ 22|||| ≤−

 
Άλλοι περισσότερο ριζοσπαστικοί, απορρίπτουν εντελώς την Θεωρία Αποφάσεων µε 

βάση το γεγονός ότι η συνάρτηση απώλειας δεν µπορεί να εκτιµηθεί στην πράξη. 
(Σηµειώνουµε την οµοιότητα µε την απόρριψη της Bayesienne προσέγγισης επειδή οι εκ 
των προτέρων κατανοµές καθορίζονται συνήθως δύσκολα).  Για παράδειγµα, αυτό είναι 
ένα µεγάλο επιχείρηµα των υποστηρικτών της «εγγύτητας του Pitman» ένα κριτήριο που 
παρουσιάστηκε από τον Pitman (1937) , το οποίο συγκρίνει δύο εκτιµητές 1δ  και 2δ  
µέσω της πιθανοφάνειας : 

 
(θP  ||)(|| 1 xδθ −  ≤  || ||)(2 xδθ −  ) 

 
Οι υποστηρικτές αυτής της προσέγγισης θεωρούν ότι η εγγύτητα του Pitman είναι 
περισσότερο «σύµφυτη» από µια συγκεκριµένη συνάρτηση απώλειας επειδή εµπλέκει 
την κατανοµή του εκτιµητή. 

Βεβαίως πολλοί είναι εκείνοι που ενώ συµφωνούν στην απόρριψη µιας αυτόµατης 
απώλειας όπως η τετραγωνική απώλεια, εναντιώνονται ισχυρά στην απόρριψη της 
Θεωρίας Αποφάσεων επειδή αυτή αποτελεί το κατάλληλο αξιωµατικό σύστηµα για την 
ανάλυση προβληµάτων συµπερασµατολογίας και τη συναφή σύγκριση των διαθέσιµων 
µεθόδων. Μια συνάρτηση απώλειας είναι τότε αναγκαία. 

Πολλά αξιωµατικά συστήµατα είναι διαθέσιµα στη βιβλιογραφία που υποστηρίζουν 
την παραγωγή µιας συναρτήσεως ωφέλειας/απώλειας µε διάφορους βαθµούς 
γενικότητας.  Ο Rubin (1987) προτείνει ένα γενικό αξιωµατικό σύστηµα στο οποίο η 
ωφέλεια και η εκ των προτέρων κατανοµή δε διαχωρίζονται, αλλά τα οποία χορηγούνται 
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για µια απόφαση.  Έτσι τέτοιες διαδικασίες εξασφαλίζουν την ύπαρξη µιας 
συγκεκριµένης απώλειας, αλλά η πραγµατική παραγωγή της µπορεί να είναι αρκετά 
δυσκίνητη και χρονοβόρα. Σε άλλες περιπτώσεις, τα αξιώµατα αυτών των θεωριών 
ωφέλειας δεν ικανοποιούνται απαραίτητα ή είναι δύσκολο να ελεγχθούν.  Υπάρχει 
λοιπόν πραγµατική ανάγκη για εναλλακτικές συναρτήσεις απώλειας που µπορούν να 
δουλέψουν σε τέτοια µοντέλα.  Αυτή η ανάγκη περιλαµβάνει πολύ συγκεκριµένες 
µελέτες όπου ο στατιστικός δεν είναι ο αποφασιστής και δεν µπορεί να εξασφαλίσει µια 
ακριβή συνάρτηση απώλειας είτε εξαιτίας ελλείψεως χρόνου και χρήµατος είτε εξαιτίας 
προβληµάτων επικοινωνίας µε τον αποφασιστή. 

Σ’αυτό το σηµείο παρατηρείται η ισχυρή οµοιότητα µε την bayesienne παραγωγή µη-
πληροφορικών εκ των προτέρων νόµων που χρησιµοποιούνται όταν καµία εκ των 
προτέρων πληροφορία δεν είναι διαθέσιµη και οι οποίοι νόµοι παράγονται από την 
κατανοµή του δείγµατος  )|( θxf  όπως στη µέθοδο Jeffrey του Κεφαλαίου Ι.  Η 
επέκταση του bayesien παραδείγµατος είναι πράγµατι απαραίτητη για να υποδείξουµε 
µια ολοκληρωµένη συµπερασµατική µέθοδο που να οδηγεί σε µια σαφή απόφαση (µε 
την έννοια ότι δεν υπάρχει αυθαιρεσία στην επιλογή της διαδικασίας απόφασης).  Τα 
τελευταία χρόνια υπάρχει αξιοσηµείωτο ενδιαφέρον για τις µη-πληροφορικές εκ των 
προτέρων κατανοµές και νέες έρευνες έχουν δείξει την καλή εκτέλεση κάποιων µη-
πληροφορικών εκ των προτέρων κατανοµών, τόσο από τη συµπερασµατική άποψη όσο 
και από την bayesienne άποψη.  Η στάνταρ µέθοδος σ’αυτή την περιοχή καλούµενη 
«µέθοδος της εκ των προτέρων πληροφορίας» που αναπτύχθηκε από τον 
Bernardo(1979), συνδέεται µε τη γνώση της συνάρτησης απώλειας αφού η εκ των 
προτέρων πληροφορία επιλέγεται έτσι ώστε να µεγιστοποιεί την αναµενόµενη ωφέλεια 
του πειράµατος.  Η τελευταία µη-πληροφορική µέθοδος στην Bayesienne Θεωρία 
Αποφάσεων, καθιστά αναγκαία την ταυτόχρονη παραγωγή µιας εκ των προτέρων 
κατανοµής π  και µιας συνάρτησης απώλειας  που βασίζεται στη µόνη διαθέσιµη 
πληροφορία καλούµενη δειγµατική κατανοµή 

L
|(. )θf . 

 
 

2. Απαιτήσεις για µια µη-πληροφορική συνάρτηση απώλειας 
 

Θα αποκαλούµε σύµφυτες απώλειες τις συναρτήσεις απώλειας που παράγονται από 
την κατανοµή του δείγµατος µε αυτόµατο τρόπο.  Μπορούν να χρησιµοποιηθούν µε 
ακριβώς τον ίδιο τρόπο που χρησιµοποιούνται οι συνηθισµένες συναρτήσεις απώλειας 
και ιδιαιτέρως βοηθούν στον καθορισµό µη-πληροφορικών εκ των προτέρων κατανοµών 
όπως οι εκ των προτέρων αναφορές.  Εφόσον ολόκληρος ο σκοπός αυτής της µεθόδου 
είναι να αποφύγει πιθανή εισαγωγή δεδοµένων από τον αποφασιστή ( έτσι ώστε να 
υπάρχει περισσότερη αντικειµενικότητα) η αυτόµατη παραγωγή της  πρέπει να 
ακολουθείται από απρόσβλητες για τους στατιστικούς αρχές επί των οποίων υπάρχει 
ισχυρή συµφωνία. 

L

Αν αναλογιστούµε τη µακρά ιστορία των µη-πληροφορικών εκ των προτέρων νόµων 
µπορούµε να δούµε ότι τα πρώτα επιχειρήµατα του Laplace στις αρχές του 19ου αιώνα, 
αργότερα απορρίφθηκαν από τους Venn και Bertrand βασιζόµενοι σε δικές τους 
αυθαιρεσίες.  Μια από τις κύριες επικρίσεις της µη-πληροφορικής προσέγγισης του 
Laplace είναι η απουσία του αναλλοίωτου υπό την παραµετρικοποίηση.  Για παράδειγµα, 
ο Laplace πρότεινε τη χρήση οµοιοµόρφου εκ των προτέρων κατανοµής για φραγµένους 
παραµετρικούς χώρους.  Έτσι, αν ) µε ],(~ pnBinx 1,0[∈p , η εκ των προτέρων του 
Laplace στο p θα είναι 1)( =pπ ( δηλαδή )1,0(~p U=π ).  Ενώ µια αλλαγή µεταβλητής 
από το p στο )p(q +=  συνεπάγεται ότι ) µε ],( 2qn~x Bin 1,0[∈q  και µια άµεση 
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εφαρµογή των κανόνων του Laplace συνεπάγει ότι η εκ των προτέρων 
µετασχηµατισµένη πρέπει να είναι qq 2)( =π .  Άρα η προσέγγιση του Laplace δεν 
µπορεί να διατηρηθεί αν δεν υπάρχει προτιµητή παραµετρικοποίηση του µοντέλου.  
Μετέπειτα εξελίξεις των µη-πληροφορικών εκ των προτέρων νόµων, όπως οι εκ των 
προτέρων του Jeffrey, σκόπευαν να καταβάλουν αυτό το µεγάλο µειονέκτηµα. 

δ
(θ

= (|( ψxg

θ
)δ

) |(.f

) |(. δf
(⊆X

Είναι λοιπόν λογικό να επιβάλλουµε τη συνθήκη του αναλλοίωτου (invariante) υπό 
την παραµετρικοποίηση ώστε να ισχύει επίσης για τη συνάρτηση απώλειας : αν 

)|(~ θxfx και το θ  εκτιµάται από το , υπό τη συνάρτηση απώλειας ),( δθL , µια 1-1 
αλλαγή της παραµέτρου θ  σε )ψη =  έτσι ώστε )|(~ ηxgx  πρέπει να οδηγεί στην 
ίδια απώλεια ),( δθL  αν το η  εκτιµάται από το )(δψ , δηλαδή ))(,,( () δψηδθ L=L , 
διότι  =)|( θxf )|( ηxg  και )|( δxf ))δ . 
Συνεπώς οι σύµφυτες απώλειες θα είναι ελεύθερης παραµετρικοποίησης. Αυτός ο 
περιορισµός είναι λογικός αν κάποιος θεωρήσει ότι τέτοιες τοποθετήσεις οφείλουν να 
µην επιτρέπονται για ειδικές παραµετρικοποιήσεις : σ’ αυτή την περίπτωση ο κύριος 
σκοπός της συµπερασµατικής ανάλυσης µπορεί να είναι µόνο ο οραµατισµός διαµέσου 
µιας «σφαιρικής» συνάρτησης ωφέλειας η οποία να ερµηνεύει την εκτίµηση υπό την 
έννοια της πρόβλεψης δηλαδή µέσω των συµπερασµάτων, σαν µια προσέγγιση της 
κατανοµής µελλοντικών παρατηρήσεων.  Εποµένως η πυκνότητα )|( θxf  είναι τότε 
ταυτόσηµη µε την )|( ηxg όσον αφορά τις πιθανοθεωρητικές ιδιότητές τους. 

 Η ανάγκη της ελεύθερης παραµετρικοποίησης υποδηλώνει ότι ο εκτιµητής πρέπει να 
είναι equivariant : για κάθε 1-1 µετασχηµατισµό )(θh της παραµέτρου θ , ο εκτιµητής 
του )(θh  θα πρέπει να είναι o µετασχηµατισµός υπό την  του εκτιµητή του h
θ .Ιδιαιτέρως αυτή θα είναι η περίπτωση των εκτιµητών του Bayes (§6).  Όµως, ο 
περιορισµός του αναλλοίωτου επί της συναρτήσεως απώλειας περιορίζει ισχυρά την 
επιλογή της , επειδή οι συνήθεις απώλειες οδηγούν συνήθως σε εξαρτώµενους από την 
παραµετρικοποίηση εκτιµητές του Bayes. (Σηµειώνουµε ότι η ιδιότητα του αναλλοίωτου 
ικανοποιείται από τους εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας, παρόλο που αυτοί δε 
συνδέονται µε τις συναρτήσεις απώλειας).  

L

Το αποτέλεσµα της εκτίµησης του  από το δ  πράγµατι εκτιµάται µέσω της 
διαφοράς µεταξύ )|(. θf και |(.f , για αυτό οι σύµφυτες απώλειες πρέπει να 
εκφράζονται από τη µέση απόσταση µεταξύ των )|(. θf  και )|(. δf , ( ))|(.),|(. δθ ffd

d

.  
Αυτός ο περιορισµός δεν υποβαθµίζει την επιλογή της  σε µια µόνο δυνατότητα, αλλά 
θα δούµε στις επόµενες παραγράφους ότι οι δύο φυσικές υποψήφιες για την , δηλαδή 
αποστάσεις Hellinger και Kullback-Leibeler, οδηγούν σε παρόµοιες παραστάσεις των 
εκτιµητών του Bayes. 

L

 
3. Αποστάσεις µεταξύ κατανοµών 
 

Παρόλο που το πρόβληµα αξιολόγησης των εκτιµητών στις µη-πληροφορικές 
συναρτήσεις ωφέλειας έχει πράγµατι µετατραπεί  στον καθορισµό µιας απόστασης 
µεταξύ των δύο κατανοµών |(. θf και )δ , υπάρχει ακόµη κάποιο υπόλειµµα 
αµφιβολίας γύρω από την εκλογή µιας απόστασης ( ))|(.),|(. δθ ffd .  Όµως, αν και 
πολλές εκλογές είναι πράγµατι δυνατές , µια φυσική υποψήφια είναι η Hellinger- 
απόσταση η οποία χρησιµοποιείται στη Θεωρία Συνάφειας του Le Cam(1986). 
∆οθέντων δύο πυκνοτήτων |(. θf και )  αναφορικά µε ένα κυρίαρχο µέτρο  επί 
του χώρου των παρατηρήσεων ) , η Hellinger-απόσταση 

v
1, ≥nRn

( )|(.),|(. )δθ ffH , ορίζεται από τη σχέση: 



 71
 

( ) ( ) )()|()|(
2
1)|(.),|(.

22 dxvxfxfffH
X
∫ −= δθδθ                            (1) 

 
και είναι πάντοτε καλά ορισµένη επειδή ο )|( θxf και )|( δxf  είναι στον .  
Πράγµατι,  

)(2 vL

 

( )








−+= ∫ ∫ ∫
X X X
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2
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                                      ∫−
X

dxvxfxf )()|()|(1 δθ=                                                   (2) 

 
Επειδή  )()|(.,)|(. 2 vLff ∈δθ , από την ανισότητα του Schwarz έχουµε,  
 

1)()|()()|()()|()|(
2/12/1

=















≤ ∫∫ ∫

XX X

dxvxfdxvxfdxvxfxf δθδθ . 

 
Λοιπόν το ολοκλήρωµα της (1) υπάρχει πάντοτε. 
Από την (2) προκύπτει ότι η H φράσσεται από την 1.  Αυτή είναι επίσης ισοδύναµη µε 
την -απόσταση, αφού  1L

( ) ∫ 





 −=−≤

X

ffdxvxfxfffH
1

2 )|(.)|(.
2
1)(|)|()|(|

2
1)|(.),|(. δθδθδθ  

                                           ( ))|(.),|(.2 δθ ffH≤                                                         (3) 
 
Πράγµατι, θέτοντας ff =)|(. θ και gf =)|(. δ , έχουµε : 
 

( ) ( )∫ ∫ −−=−=
X X
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2
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2
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Όµως από την ανισότητα του Schwarz, 
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2
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Λοιπόν, 

( )∫ ∫ 
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X X
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2)()()(

2
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                                                             ( )
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X

dxvxgxfgfH= . 

 
Λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση (2) έχουµε ότι : 
 

( ) 2),(2)()()(1)()()(
2
1 22

≤−=+=+∫ ∫ gfHdxvxgxfdxvxgxf
X X

. 

 
Συνεπώς, από τις δύο τελευταίες ανισότητες προκύπτει η σχέση (3). 

Η Hellinger-απόσταση σχετίζεται µε την  K 2- απόσταση που ορίζεται από τη σχέση :  
 

                       ( )
∫ +

−
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X

dxv
xfxf

xfxfffK )(
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2
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επειδή 
 
                                (5) ))|(.),|(.(2))|(.),|(.())|(.),|(.( 222 δθδθδθ ffHffKffH ≤≤

 
Πράγµατι, σύµφωνα µε τον Le Cam (1986, σελ.47-48), χρησιµοποιώντας τις 

παραπάνω έννοιες και f g , έχουµε : 
 

( ) )),()((2)()()()(
2

xgxfxgxfxgxf +≤+≤+     Xx∈∀ . 
 
 

Πολλαπλασιάζοντας όλα τα µέλη της ανισότητας αυτής µε το  
( )

)()(
)()(

2

xgxf
xgxf
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λαµβάνουµε  
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Ολοκληρώντας στη συνέχεια τη σχέση αυτή αναφορικά µε το µέτρο v , προκύπτει : 
 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ −≤
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δηλαδή 

 
),(4),(2),(2 222 gfHgfKgfH ≤≤  

 
απ’όπου  η σχέση (5). 
Να σηµειώσουµε ότι η K 2- απόσταση έχει χρησιµοποιηθεί εκτός από τον Le Cam 
(1982,1986) και από άλλους συγγραφείς. 

Μια δεύτερη δυνατότητα η οποία είναι ένας σοβαρός ανταγωνιστής της Hellinger 
απόστασης είναι η εντροπία (entropie) ή Kullback-Leibler-απόσταση που προτείνεται 
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στην επεξεργασία σήµατος, στη στατιστική µηχανική και στην οικονοµετρία για την 
εκλογή του µοντέλου.  Εδώ αυτή η απόσταση ορίζεται ως : 
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dxvxf
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)|(log)|(.),|(. θ

δ
θδθ                          (6) 

 
όπου το δεξιό µέλος της (6) είναι πάντοτε θετικό.  Πράγµατι, επειδή η συνάρτηση 

 είναι κυρτή, από την ανισότητα του Jensen έχουµε : xx log−a
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Να σηµειώσουµε ότι, εν αντιθέσει µε τις (1) και (4), η εντροπία , E , µπορεί να είναι ∞+  
ακόµη όταν οι κατανοµές στην οικογένεια { }Θ∈= θθθ );|(.fF  έχουν τον ίδιο φορέα.  
(βλέπε Παράδειγµα 1, κατωτέρω).  Επιπλέον η E  δεν είναι απόσταση (µε τη µαθηµατική 
έννοια) επειδή αυτή δεν είναι συµµετρική: αρκεί να παρατηρήσουµε ότι,  
 

( ) ∫ 
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dxvxf
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Ένα κίνητρο για την E , είναι ότι αυτή είναι η οριακή απώλεια που σχετίζεται µε την 
εκτίµηση µεγίστης πιθανοφάνειας επειδή , δεδοµένου ενός τυχαίο δείγµατος  από 

την )

nxx ,...,1

|( θxf , ο µέσος όρος της λογαριθµικής πιθανοφάνειας , )|1
1

δ∑
=

n

jn
(log jxf  

συγκλίνει σ.β. του , στην +∞n → ( ) xfxfxfE
X

()|(log)|(log( δδθ ∫= dx)|θ  δηλαδή στο 

αντίθετο του ελάσσονος µέρους της (6). 
 
 
Παράδειγµα 1 :  Θεωρούµε το γεωµετρικό µείγµα µιας Cauchy C ( και µιας 
κανονικής ) -κατανοµής : 

)1,0
1,0(N

)1(22 )1()(
2

a
ax

aa xeKxf −−−
+= ,   0 1≤≤ a ,  Rx∈  

 
Παρατηρούµε ότι : 

για    ,   µε  0=a 12
00 )1()( −+= xKxf

π
1

0 =K  ( περίπτωση της C ( ) )1,0

για    , 1=a 2
11

2

)(
x

eKxf
−

=    µε  
π2

1
1 =K  ( περίπτωση της ). )1,0(N

Τότε, για , 0>a
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Λοιπόν, 
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όπου τα δύο τελευταία ολοκληρώµατα δεν συγκλίνουν στη γειτονιά του .  Παρά του 
γεγονότος ότι η )  δεν ορίζεται για , η οικογένεια αυτών των κατανοµών 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να αποτιµηθεί η βαρύτητα των ουρών της κατανοµής.    ▲ 

∞+
,( 0 affE 0>a

                                                                                                                                        
 
Υπάρχει επίσης µια σχέση µεταξύ της E  και της H , αφού  
 
               (7) { } )]|(.),|(.(1log[2))|(.),|(.()),|(.),|(.(min 2 δθθδδθ ffHffEffE −−≥
 
Πράγµατι, θέτοντας όπως ανωτέρω ff =)|(. θ και gf =)|(. δ , έχουµε : 
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Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Jensen για την κυρτή συνάρτηση , 
λαµβάνουµε : 

xx log−a

 



 75

∫ −=







−≤












−=−−

X
gg dxvxg

xg
xf

xg
xfE

xg
xf

EgfH )()(
)(
)(log2

)(
)(log2

)(
)(

log2)),(1log(2 2

                                                                     ∫ =







=

X

gfEdxxg
xf
xg ),()(

)(
)(log . 

 
Επίσης, επειδή η ) είναι συµµετρική έχουµε ότι : ,(2 gfH
 

),()),(1log(2)),(1log(2 22 gfEfgHgfH ≤−−=−− , 
 

εργαζόµενοι όπως παραπάνω.  Άρα,  
 

{ }),(),,(min)),(1log(2 2 fgEgfEgfH ≤−− . 
 

Οι δύο αποστάσεις δε συγκρίνονται επιπλέον και δεν υπάρχει αντίστροφη της (7) 
δίδοντας ένα άνω φράγµα της )  σε όρους της άλλης συνάρτησης ) .  Όµως 
οι δύο αντίστοιχες συναρτήσεις απώλειας 

,( gfE ,( gfH
),( δθHL και ),( δθEL είναι κλειστές υπό την 

έννοια ότι αυτές οδηγούν στην ίδια δευτέρας τάξεως προσέγγιση, µέχρι µια σταθερά, 
όπως φαίνεται στο παρακάτω αποτέλεσµα. 
 
Λήµµα 3.1 

Το ανάπτυγµα 2ας τάξεως των συναρτήσεων απώλειας  και είναι : HL EL
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Απόδειξη : Για λόγους απλότητας παρουσιάζουµε µόνο τη µονοδιάστατη περίπτωση.  Η 
επέκταση στον nR είναι άµεση. 
α) Θεωρούµε πρώτα την απόσταση Hellinger. Τότε, υπό ορισµένες συνθήκες 
κανονικότητας, λαµβάνουµε : 
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Επίσης, 
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Γνωρίζουµε ότι το ανάπτυγµα  Taylor µιας συνάρτησης )  σε µια γειτονιά του 

σηµείου )  είναι: 
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Εφαρµόζοντας τον τύπο αυτό για την  όταν 
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β) Για την entropie απώλεια έχουµε : 
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Επίσης,  
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                                              )()( θδ II == . 
 
Εποµένως, όπως στο α), λαµβάνοντας το ανάπτυγµα Taylor της 

))|(.),|(.(),( δθδθ ffELE = σε µια γειτονιά του σηµείου ),( θθ , έχουµε : 
 

...)()(
2
1),( 2 +−= θθδδθ ILE  

Λοιπόν, 

                                                   )()(
2
1),( 2 θθδδθ IEE −≅                                              ▲ 

 
 

Από το παραπάνω Λήµµα προκύπτει ότι οι δύο συναρτήσεις απώλειας 
συµπεριφέρονται παρόµοια σε µια γειτονιά του θ , µε την έννοια ότι είναι περίπου 
συµµετρικές και πλησίον µιας τετραγωνικής συνάρτησης απώλειας.  Αυτό το 
αποτέλεσµα είναι ενθαρρυντικό επειδή αυτό σηµαίνει ότι και οι δύο απώλειες µπορούν 
να χρησιµοποιηθούν αδιάφορα σε µια γειτονιά του θ .  Είναι επίσης εκπληκτικό ότι το 
αποτέλεσµα του Λήµµατος διατηρείται για κάθε παραµετρικοποίηση της κατανοµής. 

Θα δούµε στις παρακάτω παραγράφους ότι οι και  παράγουν παρόµοιους 
εκτιµητές του Bayes σε ορισµένες ειδικές περιπτώσεις ακόµη και αν η µορφή της 
συνάρτησης απώλειας είναι εντελώς διαφορετική.  Το γεγονός αυτό µαζί µε το Λήµµα 
3.1 υποδηλώνει ότι η επιλογή µεταξύ των και  είναι ελάχιστης σηµασίας.  Όταν η 

 οδηγεί σε µια απλή παραγωγή εκτιµητών του Bayes (βλέπε §5), η απώλεια της 
εντροπίας θα είναι προτιµότερη. 

EL HL

EL HL

EL

 
 

4. Σύµφυτες απώλειες για τις εκθετικές οικογένειες 
 

Γενικά, εκτός των εκθετικών οικογενειών, ο υπολογισµός Hellinger ή ακόµη και της 
entropie απώλειας είναι δύσκολος και συχνά αποτυγχάνει στην παραγωγή εκφράσεων 
αναλυτικού τύπου.  Όµως αυτό δεν συµβαίνει για τις εκθετικές οικογένειες πυκνοτήτων  
(αναφορικά µε το µέτρο v ) της µορφής : 

 
                                                                                                       (8) )()|( θψθθ −•= xexf

 
όπου  θ • x  σηµειώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο : θ • >=< xx ,θ xtθ= . Στην 
πραγµατικότητα παίρνουµε το παρακάτω αποτέλεσµα : 
 
Πρόταση 4.1 

Για τις εκθετικές οικογένειες της µορφής (8), έχουµε: 
 

                                   






 +

−





 +

−=
2

)()(
2

exp1),( δψθψδθψδθHL                               (9) 

 
και υπό ορισµένες συνθήκες κανονικότητας,  
 
                                 )()()()(),( θψδψθψδθδθ −+∇•−=EL                                     (10) 
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όπου ψ∇  σηµειώνει το ανάδελτα της ψ . 
 
Απόδειξη : α) Για την Hellinger απώλεια,  

)()|()|(1))|(.),|(.(),( 2 dxvxfxfffHL
X

H ∫−== δθδθδθ  

               { } { }{ }∫ −•−•−=
X

dxvxx )()(exp)(exp1 2
1

δψδθψθ  

               { }{ }∫ +−•+−=
X

dxvx )())()(()(exp1 2
1

δψθψδθ  

               )(
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exp
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)()(exp1 dxvx
X
∫ 
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δθδψθψ  

               )(
22
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X 44444 344444 21
∫
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δθψδθδψθψδθψ  
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 +

−=
2

)()(
2

exp1 δψθψδθψ  

 
 
β) Για την entropie απώλεια,  

 ∫ 







==

X
E dxvxf

xf
xfffEL )()|(

)|(
)|(log))|(.),|(.(),( θ

δ
θδθδθ  

                { } { }( ) { }∫ −•+•−−•=
X

dxvxxx )()(exp)(exp)(explog θψθδψδθψθ  

                { }( ) { }∫ −•−−•−=
X

dxvxx )()(exp))()(()(explog θψθδψθψδθ  

                { } { }∫ −•−−•−=
X

dxvxx )()(exp))()(()( θψθδψθψδθ  

                { } { }∫ ∫ −•−−−•−=
X X

dxvxdxvx )()(exp))()(()()(exp)(

1
444 3444 21

θψθδψθψθψθδθ  

                 { } ))()(()()(exp)( δψθψθψθδθ −−−••−= ∫
X

dxvxx

                ))()(()()( δψθψδθ θ −−•−= xE  
 
όµως, )()( θψθ ∇=xE . 
Πράγµατι, για τη µονοδιάστατη περίπτωση έχουµε : 
 

{ } )}(exp{))(()(exp θψθθψθψθ
θ

−′−=−
∂
∂ xxx  

                                                               { } )}(exp{)()(exp θψθθψθψθ −′−−= xxx  
 
κατά συνέπεια και υπό ορισµένες συνθήκες κανονικότητας, έχουµε : 
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{ }∫ −=

X

dxvxxxE )()(exp)( θψθθ  

           { } { } )()(exp)()()(exp

1

dxvxdxvx
XX 44 344 21
∫∫ −′+−

∂
∂

= θψθθψθψθ
θ

 

           { } )()()(exp

1

θψθψθ
θ

′+−
∂
∂

= ∫ dxvx
X 44 344 21

 

           )(θψ ′= . 
 
Η γενίκευση στη διανυσµατική περίπτωση είναι άµεση λαµβάνοντας υπόψη ότι : 
 

( ))(),...,()( 1 n
t xExExE θθθ =     όταν  τ.µ. ),...,( 1 n

t xxx=
και  

                       







∂
∂

∂
∂

= )(),...,()(
1

θψ
θ

θψ
θ

θψ
n

t

∇  όταν   ( )n
t θθθ ,..,1=                         ▲ 

 
 

Ως εκ τούτου, εφόσον το )(θψ µπορεί να εξασφαλισθεί σε συγκεκριµένη µορφή, οι 
δύο απώλειες είναι διαθέσιµες.  Ο πίνακας 4.1 δίνει αυτές τις δύο απώλειες για τις 
συνήθεις εκθετικές οικογένειες.  Λόγω της ιδιότητας του αναλλοίωτου που εγκλείουν 
αυτές οι απώλειες, χρησιµοποιούνται επίσης για τους µετασχηµατισµούς των συνήθων 
εκθετικών οικογενειών όπως είναι οι κατανοµές : log-Normale, F ή  Weibbul..  
Επιπρόσθετα, κάποια µη-εκθετικά µοντέλα, όπως φαίνεται στα παρακάτω παραδείγµατα, 
επιτρέπουν συγκεκριµένου τύπου εκφράσεις των Hellinger και entropie απωλειών. 

 
 

Παράδειγµα 2 :  Θεωρούµε την οικογένεια των κατανοµών Pareto , Pa ),( θa µε  
 
                                  ,   )(1)|( ),[

1 xxaxf aa
+∞

−−= θθθ 0,0 >> θa                                   (11) 
 

η οποία περιέχει µια ειδική περίπτωση της οµοιόµορφης κατανοµής.  Συγκεκριµένα, αν 

( )],0[~ θUx , ~1
x

 Pa 







θ
1,1 .   

Επειδή ο φορέας (support) της )|( θxf εξαρτάται από το θ , η  δεν µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί.  Αντίθετα η Hellinger απώλεια ορίζεται και δίδεται από τη σχέση : 

EL

 

                                           
a

HL 







−=

),max(
1),(

δθ
θδδθ                                                 (12) 

 
Πράγµατι,  
                    dxxfxfL

RX
H ∫

=

−= )|()|(1),( δθδθ  

dxxxxaxa
R

aaaa )(1)(11 ),[),[
11

+∞+∞
−−−−∫−= δθδθ  
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                                  ∫ +∞∩+∞
−−−=

R

a
a

dxxxa )(1)(1 ),[),[
12

δθθδ  

                                  ∫
+∞

−−−=
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12)(1
δθ

θδ dxxa a
a

 

                                  a

a

)),(max(
)(1

2

δθ
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−=

),max(
1

δθ
δθ                                                                          ▲ 

 
 
Παράδειγµα 3: Παρά το όνοµά της, η διπλή εκθετική κατανοµή L(θ ), στερείται της 
δοµής των εκθετικών οικογενειών, αφού 
 

                               { }||exp
2
1)|( θθ −−= xxf   ,   ,Rx∈∀  R∈θ                                 (13) 

 
Όµως άµεσα αποδεικνύεται ότι : 
 
                                       { } 1||exp||),( −−−+−= θδθδδθEL                                      (14) 
και 
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 −
−−= ||

2
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2
||exp1),( θδθδδθHL                               (15) 

 
Πράγµατι,  
α) για την entropie απώλεια, 
 

                ∫
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=

RX
E dxxf

xf
xfL )|(

)|(
)|(log),( θ

δ
θδθ   

( ){ } { }∫ −−−+−−=
R

dxxxx ||exp
2
1||||explog θδθ  

                               ( ) {∫ −−−−−=
R

dxxxx ||exp||||
2
1 θθδ }                                          (16) 

 
όπου µέσω απλών παραγοντικών ολοκληρώσεων λαµβάνουµε : 
 

{ } { } { }∫ ∫∫
∞−

+∞
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θ

θ

θθθθθθ dxxxdxxxdxxxI
X
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     { }∫∫
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θ
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Υποθέτοντας ότι θδ < , εργαζόµενοι όπως ανωτέρω έχουµε : 
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dxxxII ||exp|| θδ  
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      )1()1( δθδθ θδθδ −++−+−+= −− ee
      θδδθ −+−= e2)(2 .
 
Λοιπόν από τις τιµές των I και II  για θδ < , η σχέση (16) δίνει : 
 

{ } { } 1||exp||1)(22)(2
2
1),( −−−+−=−+−=−+−= −− θδθδδθδθδθ θδθδ eeLE . 

 
Οµοίως, για θδ > , αρκεί να παρατηρήσουµε ότι : 
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β) Για την Hellinger απώλεια,  
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Λοιπόν, για θδ < , έχουµε : 
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Εργαζόµενοι οµοίως για θδ >  , καταλήγουµε στη σχέση (15)                                        ▲                              
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Πίνακας 4.1 
 

Entropie και Hellinger απώλειες για τις φυσικές παραµετρικοποιήσεις των συνήθων 
εκθετικών οικογενειών 
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*  όπου στην περίπτωση της Κανονικής ) , σηµειώνουµε : ,( 2σµN
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Πίνακας 4.2 
 

Hellinger και Entropie απώλειες για τις αρχικές παραµέτρους ορισµένων εκθετικών 
οικογενειών 

(οι εκτιµητές των λµσ ,,  και p  σηµειώνονται µε  και αντιστοίχως ) λµσ ˆ,ˆ,ˆ p̂
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Σηµειώνουµε ότι ο Πίνακας 4.1 δεν περιλαµβάνει την ),( βaBeta - κατανοµή επειδή 

σ’αυτή την περίπτωση και οι δύο απώλειες είναι αρκετά πολύπλοκες.  Αν ξαναγράψουµε 
τις Hellinger και entropie απώλειες του Πίνακα 4.1 για τις αρχικές παραµετρικοποιήσεις 
λαµβάνουµε τις µετασχηµατισµένες απώλειες του Πίνακα 4.2  Παρατηρούµε ότι και 
στους δύο πίνακες οι δύο απώλειες είναι εντελώς διαφορετικές.  Ο Πίνακας 4.1 
περιλαµβάνει µεταξύ των άλλων την τόσο συχνά καλούµενη «entropie απώλεια» 
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η οποία φαίνεται στις κατανοµές  και ),0( 2σN ),( βaΓ . 

Τέλος να σηµειώσουµε το εκπληκτικό χαρακτηριστικό της entropie απώλειας στην 
- περίπτωση.  Αυτή µπορεί να ξαναγραφεί ως εξής : ),( 2σµN
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και ως εκ τούτου η τετραγωνική απώλεια βαρύνεται από το 2ˆ
1
σ

 αντί του 2

1
σ

. 

 
 
5. Εκτιµητές του Βαyes υπό σύµφυτες απώλειες 
 
 

Από bayesienne άποψη, κάποιες απώλειες είναι περισσότερο ενδιαφέρουσες από 
άλλες γιατί οδηγούν σε αναλυτικές εκφράσεις των εκτιµητών του Bayes ( τουλάχιστον 
για ορισµένες εκ των προτέρων οικογένειες).  Σε αυτήν την παράγραφο θα δούµε ότι µια 
τέτοια περίπτωση είναι εκείνη της entropie απώλειας εν αντιθέσει µε την Hellinger 
απώλεια. 

Πράγµατι, οι εκτιµητές του Bayes υπό την entropie απώλεια, για συζυγείς εκ των 
προτέρων, δίδονται από το παρακάτω αποτέλεσµα. 

 
Πρόταση 5.1 
    Αν και  ο εκτιµητής του Bayes, , για το )()|(~ θψθθ −•= xexfx )(0)(~ θλψθθπθ −•∝ xe πδ
θ , υπό την  δίδεται από τη σχέση : EL
 

1
))(( 0

+
+

=∇
λ

δψ π xx
x  

 

Ιδιαιτέρως ο εκτιµητής του Bayes για το )(θψ∇ είναι 
1
0

+
+
λ

xx
 και συµπίπτει µε τον 

εκτιµητή του Bayes για το )(θψ∇  υπό την τετραγωνική απώλεια. 
 
Απόδειξη: Από τον ορισµό του εκτιµητή του Bayes ( βλέπε §2) δεδοµένων της εκ των 
προτέρων συζυγούς )(θπ και της απώλειας , ο ) αποτελεί λύση της  EL (xπδ
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[ ] θθπδθδθ
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όπου από την Πρόταση 4.1,  
 

)()()()(),( θψδψθψδθδθ −+∇⋅−=EL , 
ενώ 
 

)()1()( 0)()|()|( θψλθθπθθπ +−+•∝∝ xxexfx . 
 

Λαµβάνουµε λοιπόν τον εκτιµητή του Bayes, συνδέοντας µε το x  το στοιχείο του 
στο οποίο η συνάρτηση 

)(xπδ
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{ }∫

Θ

+−+•−+∇−=Φ θθψδψθψδθδ θψλθ de xx
x

)()1()( 0)()()()()(  

 
λαµβάνει την ελάχιστη τιµή της ( υπό την προϋπόθεση ότι ένα τέτοιο σηµείο υπάρχει για 
κάθε x ). 
Επειδή 

∫ ∫
Θ Θ

+−+•+−+• ∇•−∇•=Φ θθψδθθψθδ θψλθθψλθ dede xxxx
x

)()1()()()1()( 00 )()()(  

                                                       ∫∫
Θ

+−+•

Θ

+−+• −+ θθψθδψ θψλθθψλθ dede xxxx )()1()()()1()( 00 )()( ,

 
παραγωγίζοντας ως προς δ , έχουµε: 
 

∫∫
Θ

+−+•

Θ

+−+• ∇+∇−=Φ∇ θδψθθψδ θψλθθψλθ dede xxxx
x

)()1()()()1()( 00 )()()( . 

 
Συνεπώς, 
 

           
∫

∫

Θ

+−+•
Θ

+−+•∇
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θ

θθψ
δψδ

θψλθ
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∫∫
Θ
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Θ

∇=
θ

θψ
θψλθ

θψλθ
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e

xx

xx

)()1()(

)()1()(

0

0

)(  

                                                 θθπθψ dx)|()(∫
Θ

∇=

                                               (  εκ των υστέρων µέσος του )|)(( xE θψπ ∇= )(θψ∇ ) 
 
και ο  θα ικανοποιεί την τελευταία εξίσωση µόνο όταν ο πίνακας των δεύτερων 
µερικών παραγώγων ως προς 

)(xπδ
δ του )(δψ είναι θετικά ορισµένος. 

 
Υπολογισµός της . ( )xE |)(θψπ ∇
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Περιοριζόµενοι στη µονοδιάστατη περίπτωση, υπό µια απλή παραγοντική 
ολοκλήρωση, έχουµε : 
 

( ) ∫ ∫
Θ

+−+′=′=∇ θθψθθπθψθψ θψλθπ dcedxxE xx

R

)()1()( 0)()|()(|)(  

                         θθψ θψλθ deec
R
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+∞
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+−+∞+
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+−+ +
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+
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−= θ
λλ

θψλθθψλθ dexxceec xxxx )()1()(
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)()1()( 00 )(
11 44444 344444 21

 

                        
444 3444 21

1

)()1()(0 0

1 ∫
+−+

+
+

=
R

xx dce
xx

θ
λ

θψλθ . 

 
Για την πολυδιάστατη περίπτωση αρκεί να παρατηρήσουµε : 
 









∂
∂

∂
∂

=∇ )(),...,()(
1

θψ
θ

θψ
θ

θψ
n

t

και ( )n
t xxx ,...,1=  

 
Λοιπόν, 
 

( )
1

|)( 0

+
+

=∇
λ

θψπ xx
xE . 

 
Παρατηρούµε επίσης ότι , ο εκ των υστέρων µέσος ( )xE |)(θψπ ∇  αποτελεί τον 

εκτιµητή του Bayes για το )(θψ∇ υπό την τετραγωνική απώλεια. 
Πράγµατι, υπό την τετραγωνική απώλεια,  

 

∫
Θ

−∇=Φ θθπδθψδ dxx )|(||)(||)( 2  

            ∫∫∫
ΘΘΘ

∇•−+∇= θθπθψδθθπδθθπθψ dxdxdx )|()(2)|(||||)|(||)(||

1

22

43421

 
και  παραγωγίζοντας ως προς δ , έχουµε: 
 

θθπθψδδ dxx )|()(22)( ∫
Θ

∇−=Φ∇ . 

Συνεπώς, 
 

∫
Θ

∇=⇒=Φ θθπθψδδ dxxx )|()()(ˆ0)( . 

 
Επειδή ο πίνακας των δευτέρων µερικών παραγώγων του )(δxΦ ως προς δ  είναι 

(θετικά ορισµένος) , ο  είναι ο εκτιµητής του Bayes του )nI2 δ̂ (θψ∇ υπό την 
τετραγωνική απώλεια.                                                                                                        ▲ 
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)

 
 

Αυτό το σηµειακό αποτέλεσµα υποδηλώνει ότι η τετραγωνική απώλεια είναι 
πράγµατι επαρκής ως µια µη-πληροφορική συνάρτηση απώλειας µόνο για τη µέση 
παραµετρικοποίηση µιας εκθετικής οικογένειας ( ( () θψθ ∇=xE ).Επιπλέον, 
εξουσιοδοτεί την ανάκτηση του εκτιµητή µεγίστης πιθανοφάνειας για οποιαδήποτε 1-1 
µετασχηµατισµό του θ  σαν ένα εκτιµητή του Bayes υπό µια εκ των προτέρων σταθερά 
( 0,0 0 == xλ ) επειδή ο εκτιµητής µεγίστης πιθανοφάνειας του θ , , είναι λύση της θ̂

x=∇ )(θψ .  Είναι ενδιαφέρον ότι το γεγονός αυτό υπαινίσσεται την αποκατάσταση της 
εκ των προτέρων σταθεράς του Laplace ως εκ των προτέρων µη-πληροφορικής όταν 
χρησιµοποιείται η entropie απώλεια. 

Σηµειώνουµε την περιπλοκή των συµπερασµάτων στις εκ των προτέρων του Jeffrey 
στη διαδικασία προσέγγισης που δίδεται από το Λήµµα 3.1.  Πράγµατι, θεωρώντας τη 
µονοδιάστατη περίπτωση, επειδή η entropie απώλεια συµπεριφέρεται περίπου όπως το 

, χρησιµοποιώντας µια εκ των προτέρων σταθερά επί του )()( 2 θδθ I− θ  υπό αυτή την 
απώλεια είναι ισοδύναµο µε το να χρησιµοποιήσουµε την εκ των προτέρων )(θI  υπό την 

τετραγωνική απώλεια αντί του 2
1

))(( θI  που αποτελεί την εκ των προτέρων του Jeffrey.  
Υπάρχει ταυτότητα µεταξύ των δύο προσεγγίσεων όταν 1)( =θI  δηλαδή για µια 
«οµοιόµορφη παραµετρικοποίηση».  Αλλά αυτό συµβαίνει µόνο για τη µέση 
παραµετρικοποίηση δηλαδή όταν η παράµετρος είναι η ( )( ))( θψθ ∇=xE , επειδή τότε 
( ) 1)( =∇ θψI  και το θ  είναι η φυσική παράµετρος.  Παρά του ότι δίδεται έµφαση στην 

έλλειψη αλληλεπίδρασης µεταξύ απώλειας και εκ των προτέρων µη-πληροφορικής του 
Jeffrey, η φυσική παραµετρικοποίηση των εκθετικών οικογενειών είναι η προτιµότερη 
παραµετρικοποίηση για αµφότερες τις εκ των προτέρων µη-πληροφορικές των Laplace 
και Jeffrey. 

Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, οι δύο σύµφυτες απώλειες οδηγούν σε 
equivariant εκτιµητές του Bayes όταν η εκ των προτέρων κατανοµή δεν εξαρτάται από 
την παραµετρικοποίηση : 

 
Λήµµα 5.2 

Για κάθε 1-1 µετασχηµατισµό )(θh  και υπό τις σύµφυτες απώλειες  και , ο 
εκτιµητής του Bayes του 

EL HL
)(θh  είναι ο όπου ο εκτιµητής του Bayes για το )π(δh πδ θ . 

 
Απόδειξη: Εξ’ ορισµού, ο εκτιµητής του Bayes για το )(θh  είναι η λύση της  
 
               ∫∫

Θ
=

Θ

= θθπθθθπθ dxthhLdxdhL
dthtd

)|())(),((min)|()),((min
)(:

                                                          ∫
Θ

=
= θθπθ dxtL

dtht
)|(),(min

)(:

                                                         ( )xtLE
dtht

|),(min
)(:

θπ

=
=  

 
όπου η απώλεια  είναι είτε η  είτε η . L EL HL
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tΛοιπόν, αν ο )  ελαχιστοποιεί (στο ) τον εκ των υστέρων κίνδυνο 

, ο  ελαχιστοποιεί (στο ) τον εκ των υστέρων κίνδυνο 
.                                                                                                             ▲ 

(xπδ
)(( xh πδ

)
( )xtLE |),(θπ

( dhLE |)),(( θπ

) d
x

 
 
Συνεπώς, κάθε µη-πληροφορική µέθοδος που βασίζει την επιλογή µιας εκ των 

προτέρων κατανοµής επί της δειγµατικής κατανοµής, θα οδηγεί σε αναλλοίωτους υπό 
την παραµετρικοποίηση εκτιµητές, αν χρησιµοποιούνται οι σύµφυτες απώλειες. 

Επιστρέφοντας στην Hellinger απώλεια, θα δούµε µέσω παραδειγµάτων ότι δεν 
µπορούµε να έχουµε σ’αυτήν την περίπτωση ισοδύναµη της Πρότασης 5.1. 

 
 

Παράδειγµα 4 : Αν )1,(~ θNx , από τον πίνακα 4.1, η entropie απώλεια είναι : 
 

2)(
2
1),( ddLE −= θθ   ( = τετραγωνική απώλεια ) 

 

όταν η φυσική παράµετρος είναι το θ  και 
2

)(
2θθψ = . 

Θεωρώντας ως εκ των προτέρων π  επί του θ  την ) , από την Πρόταση 5.1 για ,( 2τµN

20 τ
µ

=x  και 2

1
τ

λ = , έχουµε ότι ο εκτιµητής του Bayes , του πδ θ  υπό την  δίδεται 

από τη σχέση : 

EL

 

2

2

2

2

111
)(

τ
τµ

τ

τ
µ

δ π

+
+

=
+

+
=

xx
x  

 
Επειδή ) , αυτός αποτελεί και τον εκτιµητή του Bayes για το |()( xEx θδ π = θ  υπό την 
τετραγωνική απώλεια. 

Αναζητούµε στη συνέχεια τον εκτιµητή του Bayes πδ~ , του θ  υπό την Hellinger 
απώλεια η οποία, από τον Πίνακα 4.1, είναι : 

 







 −
−−=

8
)(1),(

2depxdLH
θθ  

 
Ως γνωστό, για , ο RXx =∈ πδ~  συµπεραίνεται από την  
 

( ) ∫
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=
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HdHd
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ισοδύναµα, από την  
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∫∫
ΘΘ 






 −−⇔
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Όµως, 
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Λοιπόν, 
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Επειδή 
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το οποίο επιτυγχάνεται όταν 2
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1 τ
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+
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Συνεπώς, 
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2

2

xxx ππ δ
τ
τµδ =

+
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=                                                  ▲ 

 
 

∆υστυχώς αυτή η ισότητα των εκτιµητών µεταξύ  και  σπανίως συµβαίνει και 
η παραγωγή ενός εκτιµητή του Bayes γίνεται όπως στα παρακάτω παραδείγµατα. 

EL HL

 
 

Παράδειγµα 5: Θεωρούµε τη Γάµµα περίπτωση : 





Γ

θ
1,~ ax , 








Γ

0

1,~
x

vθ .  Η εκ των 

υστέρων κατανοµή του x|θ  είναι τότε η 







+

+Γ
0

1,
xx

va ( βλέπε ΙΙ, §4) και η Hellinger 

απώλεια, από τον Πίνακα 4.1, είναι : 
 

a

H d
ddL 








+
−=

θ
θθ 21),(  

 
Ως γνωστό, για , ο εκτιµητής του Bayes του *

+=∈ RXx )(xπδ θ  λαµβάνεται από τη 
λύση του  
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( ) ∫
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Όµως,  
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και θέτοντας στο τελευταίο ολοκλήρωµα , ( )duddud
d

⋅==⇒= θθu θ ,   έχουµε: 
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Λοιπόν, ο ) θα λαµβάνεται ισοδύναµα από την  (xπδ
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ισοδύναµα , θέτοντας , από την  dxxK )( 0+=
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δηλαδή ο )  θα έχει τη µορφή : (xπδ
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K
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+
=πδ                                                         (17) 

 
όπου το  θα αποτελεί λύση της vaK ,
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Από τη φόρµουλα (13.2.5) των Abramowitz και Stegun (1964), 



 94
  







 +++






 +Γ=+∫

+∞
−−−+

KvavaFvadueuu Kuava

,1
2

,
2

3
2

3)1( 11
0

1
2

3

 

 
όπου  1  είναι η confluent hyper geometric function.  Λοιπόν, η σταθερά  
θα είναι λύση της 

( zbaF ,,1 ) vaK ,
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ή ( κατά τον Olver, 1974) της  
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Θέτοντας 

,()( 11
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a
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−− , 

από τη φόρµουλα (13.4.22) των  Abramowitz και Stegun (1964), έχουµε: 
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και ο 0  οδηγεί στην συµπερασµατική εξίσωση υπολογισµού του )( =Φ′ K K  : 
 

                                              






 −−+







 −−

=
KvaaF

KvaaF
K

,
2

2,1

,
2

1,
2

11

11

                                           (19) 

 
Φαίνεται δια µέσου αριθµητικών υπολογισµών ότι η  είναι πλησίον του 

.  Το γράφηµα 5.1 δίνει τη διαφορά µεταξύ της λύσεως της (19) και της 
 για τις διάφορες τιµές των  και .  Αυτή η διαφορά είναι ασήµαντη στις 

περισσότερες περιπτώσεις αν και φαίνεται να είναι σηµαντική για µεγάλες τιµές των 
και . 

vaK ,

5,0−+ va
5,0−+ va

a v

a v
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Γράφηµα 5.1 

 

Τιµές της σταθεράς  για τον εκτιµητή του Bayes vaK ,
0

,)(
xx

K
x va

+
=πδ  του θ  στην 









Γ÷






Γ

0

1,1,
x

va
θ
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 96
 

 
 
 Αναζητούµε στη συνέχεια τον εκτιµητή του Bayes πδ~  του θ  υπό την entropie 

απώλεια η οποία, από τον Πίνακα 4.1, είναι : 
 







 −−= 1log),(

θθ
θ ddadLE  

 

Επειδή η δειγµατική πυκνότητα 
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θ
θ 1,~)|( axf  και η εκ των προτέρων πυκνότητα 



















Γ
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vθπ είναι της εκθετικής µορφής, εφαρµόζοντας την Πρόταση 5.1 για  

θθψ log)( a−=  και 
a

v 1−
=λ , 

λαµβάνουµε 
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1)(~
xx

vax
+
−+

=πδ . 

 
Παρατηρούµε ότι ο πδ~  έχει την ίδια µορφή µε τον και η διαφορά τους είναι µόνο ως 
προς την σταθερά.                                                                                                              ▲ 

πδ

 
 
Παράδειγµα 6: Θεωρούµε την Poisson περίπτωση : )(~| λλ Px . 
Βασιζόµενοι στο ΙΙ,§3, λαµβάνουµε ως εκ των προτέρων επί του λ  την 
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β
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Γ

β
λ 1,~ a ) οπότε η εκ των υστέρων επί του λ  δεδοµένου του x  θα είναι η 
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λ axx ). 

Στην Poisson περίπτωση, η Hellinger απώλεια, όπως φαίνεται στον Πίνακα 4.2 είναι  
 







 −−−= 2)(

2
1exp1),( ddLH λλ . 

 
Συνεπώς, ο εκτιµητής του Bayes  του πδ λ  υπό την  απώλεια, θα αποτελεί λύση της  HL
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=
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∫
+∞

−+







 +−−−⇔

0

21 )1()(
2
1expmax λλβλλ ddax

d
. 

 
Αν θέσουµε  και )  το τελευταίο πρόβληµα 

µεγιστοποίησης, γίνεται : 

2ϕ=d 2(2 θλθλ dd =⇒=
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Επειδή 
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θέτοντας στο τελευταίο ολοκλήρωµα 
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έχουµε 
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Έτσι το πρόβληµα µεγιστοποίησης (20), ισοδυναµεί µε το : 
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de ax∫

+∞
−+−









−
0

2
1)(22

2
expmax

2

                                    (21) 

 
Για τη λύση του προβλήµατος (21), θέτουµε  
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Τότε, µε τη δυνατότητα εναλλαγής παραγώγου και ολοκληρώµατος, έχουµε : 
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και η 0)( =Φ′ ϕ  οδηγεί στην συµπερασµατική εξίσωση του ϕ , 
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 0
2

exp
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exp
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Λοιπόν, ο εκτιµητής του Bayes ϕ  του )( θλ = , θα αποτελεί λύση της (22).  
Χρησιµοποιώντας τη φόρµουλα (19.5.3) των  Abramowitz και Stegun (1964) : 
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( µε σηµειώνει την Whittaker συνάρτηση) αφενός για U
2
1)(2 −+= axα , γϕ−=z  και 

αφετέρου για 
2
1)(2 ++= axα , γϕ−=z  µε Nax ∈+ )(2 , στην (22), λαµβάνουµε : 

 

( )

( ) 





 −−++Γ







 −++++Γ

=









−









−
=

∫

∫
∞+

−+

+∞
+

ϕγ

ϕγ
γ

ηηηγϕη

ηηηγϕη
γϕ

,
2
1)(2)(2

,
2
1)(21)(2

2
exp

2
exp

0

2
1)(2

0

2
)(2

axUax

axUax

d

d

ax

ax

     

                                                          
),

2
1)(2(

),
2
1)(2(

)(2
ϕγ

ϕγ
γ

−−+

−++
+=

axU

axU
ax                          (23) 

 
Εφαρµόζοντας στην (23) τη φόρµουλα (19.12.3) των  Abramowitz και Stegun (1964) : 
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µε τις προφανείς αντικαταστάσεις των α  και x , λαµβάνουµε µετά από στοιχειώδεις 
πράξεις τη σχέση (24): 
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Ακριβώς, όπως για τη Γάµµα περίπτωση ( Παράδειγµα 5) είναι αρκετά δύσκολο να 
µελετήσουµε τις ιδιότητες της συµπερασµατικής εξίσωσης (24). 
 
Υπολογισµός του εκτιµητή του Bayes  του λ̂ λ , υπό την entropie απώλεια 

Θεωρώντας όπως ανωτέρω 
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axxa
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υπό την entropie απώλεια ( ) λλλλ −+−= dddLE loglog),(   ( Πίνακας 4.2) ο εκτιµητής 
του Bayes  του λ̂ λ , θα αποτελεί λύση της : 

( ) ∫
+

=
*

)|(),(min|),(min
R

EdEd
dxdLxdLE λλπλλπ  

                                                        (25) λλλλλ λβ dedd ax

d ∫
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+−−+−+−⇔
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)1(1])log(log[min

 
Για την επίλυση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης (25), θέτοντας 
 

λλλλλ λβ deddd ax∫
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έχουµε 
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και η   δίνει τον ζητούµενο εκτιµητή του Bayes  0)( =Φ′ d λ̂
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                     (26) 

 
Όπως φαίνεται στο γράφηµα 5.2, ο C. Robert παρουσιάζει κάποιες συγκρίσεις του 

προκύπτωντος από την (24), εκτιµητή τουλ , µε τον , εκτιµητή του Bayes υπό την 2ϕ λ̂
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ϕ λ̂entropie απώλεια.  Η διαφορά των δύο εκτιµητών  και  είναι περισσότερο 

ενδιαφέρουσα από τη γάµµα περίπτωση. Όµως αµφότεροι οι εκτιµητές έχουν όµοια 
συµπεριφορά για τη µη-πληροφορική περίπτωση (

2

0,0 == βa ). 

HL

)(λ

4 6 8

4 6

 
Γράφηµα 5.2 

 
Τιµές του εκτιµητή του Bayes του 2ϕ λ  υπό την -απώλεια (ροζ ) και σύγκριση µε 

τον εκτιµητή του Bayes υπό την -απώλεια (µπλε)  για EL ~ Px , 







Γ
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και ,0=β 1, 2 
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6. Συµπέρασµα 
 

Σ’ αυτό το κεφάλαιο έχουν δοθεί οι βασικές ιδιότητες των σύµφυτων απωλειών, 
δηλαδή ότι µπορούν να εκφρασθούν αναλυτικά για τις περισσότερες εκθετικές 
οικογένειες και ότι η entropie απώλεια παρέχει πάντα µια αναλυτικού τύπου έκφραση για 

συζυγείς εκ των προτέρων όταν η εξίσωση 
1

)ˆ( 0

+
+

=∇
λ

θψ
xx

 µπορεί να αντιστραφεί.  Τα 

παραδείγµατα της Γάµµα και της Poisson στην §5 έδειξαν επίσης ότι η απώλεια 
Hellinger είναι λιγότερο εύχρηστη, παρόλο που είναι πιο φυσική ( ως µια πραγµατική 
απόσταση κατανοµής, καθώς αυτή είναι µια φραγµένη απώλεια ισοδύναµη της -norme 
και της 

1L
2K -απόστασης ).  Ωστόσο, η αντικατάσταση της Hellinger απώλειας από την 

entropie απώλεια δεν οδηγεί σε µεγάλες τροποποιήσεις στη συµπεριφορά του 
αντίστοιχου εκτιµητή του Bayes και συνεπώς µπορούµε να εισηγηθούµε τη χρήση της 
entropie απώλειας στην πράξη.  Στην πραγµατικότητα, είναι αδύνατον να 
κατασκευαστούν επαρκείς κλάσεις εκ των προτέρων κατανοµών, όµοιες µε τις συζυγείς 
κλάσεις, έτσι ώστε η εκ των υστέρων Hellinger απώλεια να είναι εύχρηστη. 

Σηµειώνουµε επίσης ότι η επίκληση της entropie απώλειας έναντι της Hellinger 
απώλειας, περιορίζεται στις εκ των προτέρων συζυγείς επειδή αυτές εµφανίζονται εξίσου 
επιβλητικές όπως οι άλλες εκ των προτέρων κατανοµές.  Μια πιο γενική συγκριτική 
µελέτη είναι λοιπόν απαραίτητη για να αποτιµηθούν οι διαφορές µεταξύ των δύο 
απωλειών και η ευπείθειά τους. Όπως αναφέρθηκε στην αρχή της §5, φαίνεται επίσης ότι 
οι σύµφυτες απώλειες απαιτούν διάφορες µη-πληροφορικές εκ των προτέρων που 
προσαρµόζονται στη µορφή τους. Συγκεκριµένα, οι εκ των προτέρων του Jeffrey 
φαίνονται ανεπαρκείς σε αυτή την τοποθέτηση επειδή µιας δευτέρας τάξεως προσέγγιση 
των απωλειών της entropie και του Hellinger, δείχνει ότι αυτές οι απώλειες ήδη 
ενσωµατώνουν την πληροφορία κατά Fisher.  Πράγµατι, αυτή η απαίτηση µπορεί να 
επανατοποθετηθεί σε µια πιο γενική προοπτική όπου οι απώλειες και οι εκ των προτέρων 
κατανοµές να καθορίζονται ταυτόχρονα σε όρους µιας πέρα για πέρα ωφέλειας.  Εδώ 
λοιπόν έχουµε δώσει πολύ λίγα σ’ένα τόσο µεγάλο θέµα ( βλέπε Rubin,1987). 
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Παράρτηµα 
 

Σ’ αυτό το παράρτηµα θα δώσουµε κάποια µαθηµατικά αποτελέσµατα και βασικές 
ιδιότητες ορισµένων κατανοµών που συναντάµε συχνά στην bayesienne ανάλυση και τις 
οποίες επικαλούµαστε στην εργασία. 

 
 

1. Οι συναρτήσεις Γάµµα και Βήτα 
 
1.1 Η συνάρτηση Γάµµα 
 

Για κάθε   η συνάρτηση Γάµµα , Γ( ) , ορίζεται από την εξής σχέση : 0>a a
 

∫
+∞

−−=Γ
0

1)( dteta ta . 

 
Ολοκληρώνοντας κατά µέρη παίρνουµε:   Γ( a +1) = Γ( )a a ) 
Εφαρµόζοντας αυτό τον τύπο διαδοχικά για ένα ακέραιο a  = n  έχουµε :   
 

)!1()( −=Γ nn  
 

Mερικές φορές χρησιµοποιούµε την τιµή:  Γ(1/2) = π . 
 
 
1.2 Η συνάρτηση Βήτα  
 

Για κάθε β,a  > 0, η συνάρτηση Βήτα ορίζεται από το ολοκλήρωµα : 
 

∫ −− −=Β
1

0

11 )1(),( dttta a ββ , 

 

αυτή συνδέεται µε τη συνάρτηση Γάµµα µέσω της σχέσης :  
)(
)()(),(

β
ββ

+Γ
ΓΓ

=Β
a
aa . 

 
 
2. Γάµµα κατανοµή και σχετικές µε αυτήν κατανοµές 
 

Μια τ.µ. Χ  θα λέµε ότι ακολουθεί την Γ(α,β) – κατανοµή , αν δέχεται π.π. την  
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όπου Γ( ) η συνάρτηση Γάµµα στο σηµείο . a a
Οι πρώτες ροπές της Γ( β,a ) – κατανοµής είναι  : 

 
βaXE =)(  

2)( βaXVar =  
 

Ειδικές περιπτώσεις : 
(i) Εκθετική κατανοµή  E( λ ) = Γ( a  =1 , β = 1/ λ ) , λ  >0. 
(ii) X2 – κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας : X = Γ( a  = ν/2 ,2

v β =2), ν∈N 
(iii) Γάµµα αντίστροφη κατανοµή : ,),(1 βa−Γ β,a  >0 
 

Αν η τ.µ. ),(~ βaX Γ  τότε η τ.µ Y  µε π.π. την  ),(~/1 1 βaX −Γ=
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και οι πρώτες ροπές της δίνονται από τις σχέσεις : 
 

β)1(
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a
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aaaaa
YVar  ,   για a  > 2. 

(βλέπε π.χ. στο [17] ). 
 

(iv) X2 - αντίστροφη : Η X2 – αντίστροφη είναι η κατανοµή της αντιστρόφου µιας  X2–
τ.µ. συνεπώς είναι µια µερική περίπτωση της Γάµµα αντιστρόφου :  
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v 






Γ− 2,

2
1 v  

λοιπόν δέχεται π.π. την  
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Για τις πρώτες ροπές έχουµε : 
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(v) F-κατανοµή (ή κατανοµή Fischer-Snedecor): 
1.   Έστω ανεξάρτητες τ.µ. τέτοιες ώστε X , X  τότε η τ.µ.   21 , XX ~1X 2

1v ~2X 2
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Για τις πρώτες ροπές έχουµε : 
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(βλέπε π.χ στο [17] ). 

2.   Θεωρώντας τον µετασχηµατισµό 
Y

Z 1
=  λαµβάνουµε ότι η τ.µ Z  δέχεται π.π. την : 
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Σ’ αυτήν την περίπτωση λέµε ότι η Z ακολουθεί την αντίστροφη F - κατανοµή µε ν1, ν2 
βαθµούς ελευθερίας και σηµειώνουµε Z ~F   Παρατηρούµε ότι η π.π. της 1

, 21

−
vv Z    µπορεί 

να γραφτεί ως εξής : 
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που αποτελεί την π.π. µιας F   κατανοµής.  ∆ηλαδή, F   = F  ( βλέπε π.χ. στο [17]). 
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3. Bήτα κατανοµή και σχετικές µε αυτήν κατανοµές 
 

Μια τ.µ. X  θα λέµε ότι ακολουθεί την Βήτα κατανοµή µε παραµέτρους α , β >0 και 
σηµειώνουµε :  ),(~ βaBetaX  αν  X (Ω) = [0,1] και δέχεται π.π την : 
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όπου Β( β,a ) η Βήτα συνάρτηση.  
Οι πρώτες ροπές της ),( βaBeta – κατανοµής είναι : 
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Και για τη διασπορά έχουµε : 
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Οπότε 
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ββ aa

aa 2)(
β+

−
a

a  

 

             2

2

))(1(
)1())(1(

ββ
ββ

+++
++−++

=
aa

aaaaa   2

223223

))(1( ββα
αββαβ

+++
−−−+++

=
a

aaaaa  

             2))(1( ββα
β

+++
=

a
a  

           
Μια ενδιαφέρουσα µερική περίπτωση αυτής της κατανοµής είναι η οµοιόµορφη στο 

[0,1] ( U(0,1) ) η οποία προκύπτει για β=a = 1. 
 

 
3.1 Βήτα – ∆ιωνυµική διακριτή κατανοµή 
 
Η κατανοµή Βήτα – ∆ιωνυµική εµφανίζεται σαν ένα µείγµα των νόµων ),( πnBin  , όπου 
π  κατανέµεται ακολουθώντας έναν νόµο ),( βaBeta  (µε ),( πnBin σηµειώνουµε τη 
διωνυµική κατανοµή παραµέτρων π,n

,(
 και µε  θα σηµειώνουµε την π.π. 

της).Συγκεκριµένα έχουµε :  
bf

)~| ππ nBinX και ),(~ βπ aBeta .  Τότε η προκύπτουσα 
κατανοµή για την X  θα εξαρτάται από τρεις παραµέτρους ( ,n β,a ) και η πυκνότητά της 
δίδεται από τη σχέση : 

          πβππβ ββ dafnxfanxf bb ),|(),|(),,|(
1

0
∫=

                                  
4444 34444 21

ςκατανοµβλοκλ

β πππ
β

ήxnaxetao

xnax d
ax

n

−+−+Β

−+−−+∫ −
Β








=

),(.

1

0

11 )1(
),(

1  

                                  ),(
),(

1 β
β

+−+Β
Β








= xnax

ax
n

 

 

                                  
)(

)()(
)()(
)(

)!(!
!

n
xnax

a
a

xnx
n

++Γ
+−Γ+Γ

ΓΓ
+Γ

−
=

βα
β

β
β  

 

            
)(

)()(
)()(
)(

)1()1(
)1(

n
xnax

a
a

xnx
n

++Γ
+−Γ+Γ

ΓΓ
+Γ

+−Γ+Γ
+Γ

=
βα

β
β
β  

 

                                  
)()()(

)()1(
)1()1(
)()(

na
an

xnx
xnax

++ΓΓΓ
+Γ+Γ

+−Γ+Γ
+−Γ+Γ

=
ββα
ββ   , ∀ ,  { }nx ,...,2,1,0∈

µε  N και n ∈ β,a > 0. 
Το γεγονός ότι η τ.µ. X  ακολουθεί µια τέτοια κατανοµή σηµειώνεται : 

),,(~ βanBeBinX . 
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Για τις πρώτες ροπές έχουµε : 

β+
=

a
anXE )(  

)1()(
)()( 2 +++

++=
ββ

ββ
aa

aannXVar  

 
Πράγµατι έχουµε : 

                          ∑ ∑
= = ++ΓΓΓ+−Γ+Γ

+Γ+Γ+−Γ+Γ
==

n

x

n

x
X naaxnx

anxnxaxxxfXE
0 1 )()()()1()1(

)()1()()()()(
ββ

ββ  

 

                                                        ∑
= +−ΓΓ

+−Γ+Γ
++ΓΓ

+Γ+Γ
=

n

x xnx
xnxa

naa
an

1 )1()(
)()(

)()(
)()1( β

β
β     , 

 
επειδή     . )()1( xxx Γ=+Γ
Θέτοντας  , η παραπάνω σχέση γράφεται : )1(1 +=⇒=− jxjx
 

                           )(XE ∑
−

= +−−Γ+Γ
+−−Γ++Γ

++ΓΓ
+Γ+Γ

=
1

0 )11()1(
)1()1(

)()(
)()1( n

j jnj
jnja

naa
an β
β

β           

 

                             
)1()(

)11()()1(
)()(
)()1(

β
ββ

β
β

++ΓΓ
−+++ΓΓ+Γ

++ΓΓ
+Γ+Γ

=
an

naa
naa

an         

 

                                      
)1()(

)()()1(
)()(
)()1(

++ΓΓ
++ΓΓ+Γ

++ΓΓ
+Γ+Γ

=
β

ββ
β

β
an

naa
naa

an  

 

                                      
)(

)1(
)1(

)(
)(

)1(
a

a
a

a
n

n
Γ

+Γ
++Γ

+Γ
Γ

+Γ
=

β
β  

                                      
β+

=
a

na . 

 
Για να υπολογίσουµε τη διασπορά )Var , µπορούµε να κάνουµε χρήση του τύπου : (X
 

2))(()()]1([)( XEXEXXEXVar −+−=  
όπου : 
                           

∑ ∑
= = ++ΓΓΓ+−Γ+Γ

+Γ+Γ+−Γ+Γ
−=−=−

n

x

n

x
X naaxnx

anxnxaxxxfxxXXE
0 2 )()()()1()1(

)()1()()()1()()1()]1([
ββ

ββ  

 

                     ∑
−

= +−−Γ++Γ
+−−Γ++Γ

++ΓΓ
+Γ+Γ

=
2

0 )12()12(
)2()2(

)()(
)()1( n

j jnj
jnja

naa
an β
β

β  
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)2()1(

)22()()2(
)()(
)()1(

β
ββ

β
β

++Γ−Γ
−+++ΓΓ+Γ

++ΓΓ
+Γ+Γ

=
an

naa
naa

an  

 

                         
)1)((

)1()1(
+++

+−
=

ββ aa
aann  

 

                          
)1)((

)( 222

+++
−−+

=
ββ aa

nanaanna  

 
Oπότε έχουµε  : 

             Var )(X
)1)((

)( 222

+++
−−+

=
ββ aa

nanaanna + 2

2

)(
)(
ββ +

−
+ a

na
a

na  

 

                           
)1()(

2
2

2222

+++
++−

=
ββ

ββββ
aa

nananana
)1()( 2

222

+++
++

=
ββ

βββ
aa

nanana  

 

                          
)1()(

)(
2 +++

++
=

ββ
ββ

aa
anna . 

 
Παρατηρούµε ότι η µερική περίπτωση β=a  = 1, δίνει για την X  µια διακριτή 
οµοιόµορφη κατανοµή επί του {0,1,…, }.  Πράγµατι : n
 

,|( nxf bβ 1, 1 ) )(1
)1()1(

)1(
)2()1()1(

)2()1(
)1()1(
)1()1(

},..,1,0{ x
nn

n
n

n
xnx
xnx

n+Γ+
+Γ

=
+ΓΓΓ

Γ+Γ
+−Γ+Γ
+−Γ+Γ

=  

 

                                )(1
1

1
},..,1,0{ x

n n+
= . 

 
 
3.2  Πυκνότητα της αντιστρόφου Βήτα – 1 
 

Αυτή την πυκνότητα την λαµβάνουµε µετασχηµατίζοντας την τ.µ. Υ ~ ),( βaBeta  

στην 
Y
cX = , όπου > 0. H πυκνότητα της c X  είναι τότε η  

)(1)(
)()(
)(),,|( ),[

1

x
x

cxc
a
acaxf ca

a

+∞+

−−
ΓΓ
+Γ

= β

β

β
ββ  

 
µε β,a >0 και c > 0 .  
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Πράγµατι, θέτοντας 
x
cy

y
cx =⇒= (  και )2x

c
dx
dy

−= , έχουµε : 

 

)(11
),(

1),,|( ),[2

11

2 x
x
c

x
c

x
c

aBx
c

x
cfcaxf c

a

Y +∞

−−







 −






=−






=

β

β
β  

                                       )(1
),(

1
),[2

11

x
x
c

x
cx

x
c

aB c

a

+∞

−−







 −







=

β

β
 

                     

                                        )(1)(
),(

1
).,[

1

x
x

cxc
aB ca

a

+∞+

−−
= β

β

β
 

 
Αυτή θα τη σηµειώνουµε µε ),,|(1 caxfi ββ και το γεγονός ότι η X  ακολουθεί µια τέτοια 
κατανοµή θα το σηµειώνουµε  

),,(1..~ cainvBeX β  
 

Οι πρώτες ροπές της δίνονται από τις σχέσεις : 
 

1
1)(

−
−+

=
a

acXE β  ,    >1 a

)2()1(
)1()( 2

2

−−
−+

=
aa

acXVar ββ . 

 
Πράγµατι ,έχουµε 

 

dxcaxxfXE i∫
+∞

∞−

= ),,|()( 1 ββ   = dx
x

cx
aB
cdx

x
cxc

aB
x

caBeinvo

c
a

a

c
a

a

43421
),,1(1..

1

11 )(
),(

)(
),(

1

βολκλ

β

β

β

β

ββ
−

+∞

−+

−+∞

+

−

∫∫
−

=
−  

          1

),1(
),( −

−
⋅= a

a

c
aB

aB
c β

β )1(
)()1(

)()(
)(

−+Γ
Γ−Γ

ΓΓ
+Γ

=
β

β
β
β

a
a

a
ac

)1(
)(

)(
)1(

−+Γ
+Γ

Γ
−Γ

=
β

β
a

a
a

ac     

 

          
1

1
−

−+
=

a
ac β . 

 
Επίσης,  

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

+

−−
==

c
a

a

i dx
x

cxc
aB

xdxcaxfxXE β

β

β β
β

1
2

1
22 )(

),(
1),,|()(  
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2

),,2(1...

2

1 ),2(
),(

)(
),( −

−

+∞

−+

− −
=

−
= ∫ a

a

cainvBeo

c
a

a

c
a

aB
cdx

x
cx

aB
c β

ββ
βολκλ

β

β

43421

⋅
B

)2(
)()2(

)()(
)(2

−+Γ
Γ−Γ

ΓΓ
+Γ

=
β

β
β
β

a
a

a
ac  

 

       
)2(

)(
)(

)2(2

−+Γ
+Γ

Γ
−Γ

=
β

β
a

a
a

ac
)2)(1(

)2)(1(2

−−
−+−+

=
aa
aac ββ  

 
  Οπότε προκύπτει ότι  

  Var ( )22 )()()( XEXEX −=
)2)(1(

)2)(1(2

−−
−+−+

=
aa
aac ββ

2

22

)1(
)1(

−
−+

−
a

ac β  

 

               
)2()1(

)2()1()1)(2)(1(
2

2
2

−−
−−+−−−+−+

=
aa

aaaaac βββ  

 

               ( ))2)(1()1)(2(
)2()1(

)1(
2

2

−−+−−−+
−−
−+

= aaaa
aa

ac βββ  

 

               )22222(
)2()1(

)1( 22
2

2

−++−+−+−−+−
−−
−+

= aaaaaaaa
aa

ac βββββ  

 

               
)2()1(
)1(

2

2

−−
−+

=
aa

ac ββ  

 
 
3.3 Πυκνότητα της αντιστρόφου Βήτα – 2 
 

Αυτή η πυκνότητα λαµβάνεται όταν µετασχηµατίσουµε την τ.µ. Υ ~ ),( βaBeta   

στην 
Y

YcX
−

=
1

, όπου c  > 0.  Η πυκνότητα της X είναι τότε 

)(1
)()()(

)(),,|( ),0[

1

x
cx
xc

a
acaxf a

a

+∞+

−

+ΓΓ
+Γ

= β

β

β
ββ , 

 
 

µε β,a , >0.  Αυτή θα τη σηµειώνουµε µε c ),,|(2 caxfi ββ . 
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Πράγµατι, αν ))((
1

yg
y

ycx =
−

=  έχουµε 
cx

xy
+

=  µε x ),0[ +∞∈  αφού   

Επειδή ο µετασχηµατισµός )

].1,0[∈y

(ygx =  είναι µονότονος )  και διαφορίσιµος µε (↑

2
1

)(
)(

xc
cyg

dx
d

dx
dy

+
== − , έχουµε : 

                 )(1
)(

),,|( ),0[2 x
xc

c
cx

xfcaxf Y +∞+








+
=β  

 

                )(1
)(

1
),(

1
),0[2

11

x
xc

c
cx

x
xc

x
aB

a

+∞

−−

+








+
−








+
=

β

β
 

 

                                      )(1
)(),(

1
),0[2

11

x
xc

c
cx

c
xc

x
aB

a

+∞

−−

+








+








+
=

β

β
 

 

                                      )(1)(
),(

1
),0[

2)1()1(111 xcxcx
aB

aa
+∞

−−−−−+−− += ββ

β
 

                      

                                      )(1)(
),( ),0[

1 xcxx
aB
c aa

+∞
−−− += β

β

β
. 

 
       
Το γεγονός ότι η X  ακολουθεί µια τέτοια κατανοµή θα το σηµειώνουµε ως εξής  
 

),,(2..~ cainvBeX β  
 

Οι πρώτες ροπές της δίδονται από τις παρακάτω σχέσεις 
 

1
)(

−
=

β
acXE ,   β  >1 

 

)2()1(
)1()( 2

2

−−
−+

=
ββ

βaacXVar ,   β > 2 . 

 
Πράγµατι ,  

∫
+∞

∞−

= dxcaxfxXE ),,|()( 2 β  dx
cx

x
cxaB

c a









++∫
+∞

0 )(
1

),( β

β

β
=  

           = 1
0

),1,1(2...

)1()1(

11 )1,1(
),()(),( −

+∞

−+Β

−++

−+ −+
⋅=

+∫ β

β

βαολοκλ

β

β β
ββ c

aB
aB
cdx

cx
x

aB
c

cinve

a

a

444 3444 21
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1)(

)1(
)(

)1(
−

=
Γ

−Γ
⋅

Γ
+Γ

=
ββ

β ac
a

ac ,   β >1 

 
 
Για τον υπολογισµό της διασποράς έχουµε: 
 

dx
cx

x
aB
cdxcaxfxXE a

a

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

+

+

+
==

0

1
22

)(),(
),,|()( β

β

β
β  

       

            = 2
0

),2,2(2...

)2()2(

12 )2,2(
),()(),( −

+∞

−+Β

−++

−+ −+
⋅=

+∫ β

β

βαολοκλ

β

β β
ββ c

aB
aB
cdx

cx
x

aB
c

cinve

a

a

444 3444 21

   

           )2,2(
),(

2

−+= β
β

aB
aB
c

)(
)2(

)(
)2(

)(
)2()2(

)()(
)( 22

β
β

β
β

β
β

Γ
−Γ

Γ
+Γ

=
+Γ

−Γ+Γ
ΓΓ
+Γ

=
a

ac
a

a
a
ac  

 

           
)2)(1(

)1(2

−−
+

=
ββ

aac ,   β >2. 

 
Άρα, όταν β  >2 , 

( ) =−= 22 )()()( XEXEXVar 2

2
22

)1()2)(1(
)1(

−
−

−−
+

βββ
acaac  

 

                             )2(
)2()1(

2222
2

2

aaaaaac
+−−+−

−−
= βββ

ββ
 

 

                                             
)2()1(
)1()(

)2()1( 2

2
2

2

2

−−
−+

=−+
−−

=
ββ
ββ

ββ
aacaaac . 

 
Μερική περίπτωση : Πυκνότητα της Fisher- Snedecor 

Aν ),,(2..~ cainvBeX β  και λάβουµε 
2
1va = , 

2
2v

=β  και 
1

2

v
vc =  µε ∈21 ,vv N, 

προκύπτει η Fisher – Snedecor κατανοµή µε v  βαθµούς ελευθερίας: F (βλέπε §2). 21 ,v
21 ,vv

 
 
4. Αρνητική – ∆ιωνυµική κατανοµή 
 

Θα λέµε ότι µια τ.µ. X  ακολουθεί αρνητική διωνυµική κατανοµή και γράφουµε 
, αν έχει συνάρτηση πυκνότητας την : ),(~ prNegBinX

)(1)1(
1

),|( ,..}1,0{ xpp
x
xr

prxf xr −






 −+
= . 
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Αυτή θα τη σηµειώνουµε µε  ),|( prxfnb

Οι πρώτες ροπές της αρνητικής διωνυµικής κατανοµής είναι : 
 

p
prXE )1()( −

=  

2

)1()(
p

prXVar −
=  

 

Πράγµατι, γνωρίζοντας ότι : , όταν 1∑
+∞

=

−−=






 −+

0
)1(

1

x

rx qq
x
xr

|| <q , έχουµε :  

 x

x

rxr

x
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xrxpp

x
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)!1(!
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1
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−
−+

=−






 −+
= ∑∑
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=
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=
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−
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=

1
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x
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=
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−

+
=

0
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)!1(!
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=
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=

−
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−=−

+
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00
)1()1()1(

!!
)!()1(

y
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y

yr p
y
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prpp

ry
yrprp  

            . 1)1( )1()1( −+− −=−= pprpprp rr

 
Αντίστοιχα για τη διασπορά παίρνουµε : 
 

       ∑
+∞

=

−






 −+
−=−

0
)1(

1
)1())1((

x

xr pp
x
xr

xxXXE ∑
+∞

=

−
−−

−+
=

2
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)!1()!2(
)!1(

x

xr p
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+∞

=
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−
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=
0

2

0

2 )1(
1

)1()1()1(
)!1(!
)!1(

y
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y

yr p
y
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rrppp
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                             2

2
)2(2 )1()1()1()1(

p
prrppprr rr −

+=−+= +− . 

 
Άρα, 

2

22

2

2
2 )1()1()1()1())(()())1(()(

p
pr

p
pr

p
prrXEXEXXEXVar −

−
−

+
−

+=−+−=         

 

              2

222 )1()1()1)(1(
p

prprpprr −−−+−+
=  

              2
))1()1)(1)((1(

p
prpprpr −−+−+−

=  

 

               2
)1)(1(

p
rprpprprpr +−+−+−−

=  2
)1(

p
pr −

= . 
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5. Πολυωνυµική κατανοµή και κατανοµή Dirichlet 
 
5.1 Πολυωνυµική κατανοµή 
 

Η πολυωνυµική κατανοµή παραµέτρων (n, π1,…,πκ) χαρακτηρίζεται από τη συνάρτηση 
πιθανότητας  – µεταβλητών: k

 
kk nnn

k
n

k
n

kk
kk nnnnn

nnnnf −−−−−−
−−−

= ...
11

11
11

11 )...1(...
)!...(!!...

!),..,,|,...,( ππππππ  

 
 

Οι παράµετροι )( ,...,1 kππ  ανήκουν στο χωρίο ( ⊂kS R k)  : 









≤=≥∈= ∑
=

k

j
jj

k
k

t
k kjRS

1
1 1,,...,2,1,0:),...,( ππππ  

 
Αυτός ο νόµος εµφανίζεται σε µια ακολουθία  ανεξάρτητων παρατηρήσεων ενός 
πειράµατος τύχης, όπου λαµβάνεται υπόψη ο αριθµός  των φορών όπου ένα γεγονός 

 1 πραγµατοποιείται : τα  σχηµατίζουν µια διαµέριση του 
συνόλου των δυνατών αποτελεσµάτων του πειράµατος και 

n

kA
jn

jA ,...,2,1 += kj 11 ,.., +A
)( jj AP=π , 1,...,2,1 += kj  

µε   Έχουµε λοιπόν,  ∑
+

=

=
1

1

.1
k

j
jπ jn { }n,...,1,0∈ ,  1,...,2,1 += kj  και Το γεγονός 

ότι µια –διάστατη τ.µ. t  ακολουθεί µια τέτοια κατανοµή παραµέτρων  

,

∑
+

=

1

1

k

j
jn = .n

k

k

)kX,...,( 1X

n ππ ,...,1 j  µε π ≥  0  και , σηµειώνεται : ∑
+

=

1

1

k

j
= 1jπ

 
),...,( 1 k

t XX  ~ Mult(n, π1,…,πκ). 
 
 

Αποδεικνύεται ότι : 
ii nXE π=)(  

)1()( iii nXVar ππ −=  

jiji nXXCov ππ−=),( ,  },..,1{,, kjiji ∈≠∀  
 

Πράγµατι, κάνοντας χρήση του πολυωνυµικού αναπτύγµατος, έχουµε :  ∀ , },...,2,1{ ki ∈
 

∑
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=
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kkiiX
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i
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,,...,1,
11 ),...,,|,...,(),|( πππ  
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Άρα, ),(~ ii nBinX π  και εποµένως  
 

ii nXE π=)(  και Var )1()( iii nX ππ −= , },...,2,1{ ki ∈∀  
 
Για να υπολογίσουµε τη συνδιασπορά θα κάνουµε χρήση της σχέσης: 

)()()(),( jijiji XEXEXXEXXCov −⋅=  
 
Παρατηρούµε ότι :  ∀  και  },...,2,1{, kji ∈ ji ≠ , 

∑
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∑
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δηλαδή t , ),,(~),( jiji nMultXX ππ },...,2,1{, kji ∈∀  και  ji ≠ . 
Εποµένως,  
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∑
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Λοιπόν, 
 

jijijiji nnnnXXCov ππππππ −=−−= 2)1(),( , },...,2,1{, kji ∈∀  και  . ji ≠
 
 
5.2 Κατανοµή Dirichlet 
 

H πυκνότητα Dirichlet είναι µια πολυδιάστατη γενίκευση της Βήτα κατανοµής.  Εδώ 
η τ.µ µε µια κατανοµή Dirichlet είναι συνεχής και µε π.π. ),...,( 1 k

t XXX =
 

),...,(1)...1(...
)()...(
)...(),...,|,...,( 1

1
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a
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a
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k
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ΓΓ
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≤=≥∈= ∑
=

k

i
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k
kk xkixRxxS

1
1 1,,...,1,0:),...,( 1,..,1,0 +=> kja j , 

παράµετροι. 
Αυτή την πυκνότητα θα την σηµειώνουµε µερικές φορές  :  και 
το γεγονός ότι η τ.µ. , ακολουθεί µια τέτοια κατανοµή θα το 
σηµειώνουµε : 

),...,|,...,( 111 +kkdir aaxxf
),...,( 1 k

t XXX =

Χ ~ Dir(α1,…,αk+1) 
 

Οι κύριες ροπές της είναι : 
 

11 ...
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a
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Πράγµατι, για να υπολογίσουµε τις παραπάνω ροπές αρκεί να υπολογίσουµε την 
παραγοντική ροπή )(  –τάξης της ,τότε : ,...,1 krr ),...,( 1 k
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Για 0  για , παίρνουµε : ,1 == si rr is ≠
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Οµοίως από την  παραπάνω σχέση,  για isrr si ≠∀== ,0,2 ,έχουµε : 
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Άρα,                       
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Τέλος , αν  θέσουµε jisrrr sji ≠≠∀=== ,0,1,1  παίρνουµε : 
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Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι για 1=k  ξαναβρίσκουµε την - κατανοµή. ),( 21 aaBeta
 
 
6. k – διάστατη Κανονική Κατανοµή (ή κατανοµή των Laplace-Gauss 
στον Rk) 
 

Η πολυδιάστατη Κανονική κατανοµή παίζει θεµελιώδη ρόλο στη Στατιστική 
Ανάλυση.  Αυτή περιγράφεται µέσα σ’ όλα τα βασικά συγγράµµατα της 
Στατιστικής(βλέπε π.χ. στο [4]). 

 Είναι γνωστό ότι την κατανοµή µιας τ.µ. µπορούµε να την ορίσουµε από την 
συνάρτηση κατανοµής της ή από την χαρακτηριστική της συνάρτηση (χ.σ.).  Στην 
περίπτωση της L-G κατανοµής φαίνεται πιο κατάλληλη η χρήση της χ.σ. 
 
 
6.1. Ορισµοί 
 
6.1.1. Έστω Γ ένας ( k , )- πίνακας συµµετρικός και θετικός επί του R.Θα λέµε ότι η 
διανυσµατική τ.µ  ακολουθεί την κεντρική - διάστατη Κανονική(ή  την 
κεντρική κατανοµή των L-G µέσα στον )  αν δέχεται χ.σ. την  

k
1X ),..., kXM (t= k

kR
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k
k

ttuMi
M RuuuuueEu

t

∈=∀






 Γ−== ),...,(,

2
1exp)()( 1ϕ  

 
Αν ο πίνακας Γ είναι αντιστρέψιµος, ο νόµος του M  λέγεται µη – εκφυλισµένος, ενώ θα 
λέγεται εκφυλισµένος στην αντίθετη περίπτωση.     
 
Παρατήρηση :  Το ανάπτυγµα της )(uMϕ  µέχρι 2ας τάξεως, ερµηνεύει τον Γ σαν τον 
πίνακα των διασπορών – συνδιασπορών του M  : 
 

)()( jiij
t XXEMME =⇔=Γ γ    i kj ,...,1, =  

 

Πράγµατι ,   ( ) L+++==






 Γ− 2

2

)(
!2

)(1)(
2
1exp uMEiuMiEeEuu ttuMit t

 

 
όπου    [ ] ,)()()()( 2 uMMuEMuuMEuMuMEuME ttttttt ===  αφού t . MuuM t=
 
Τότε,    

L+++=






 Γ− uMMuEiMuEiuu tttt )(

!2
)(1

2
1exp

2

, 

 ισοδύναµα  

...)(
2

)(1...
2
11

2

+++=+Γ− uMMuEiMuEiuu tttt  

Απ’ όπου  
 .   Άρα,   και k

k
tttt RuuuuMMuEuuME ∈=∀=Γ= ),...,(,)(,0)( 1 )( MME t=Γ 0=EM . 

 
6.1.2 Έστω . Θα λέµε ότι η διανυσµατική τ.µ.  
ακολουθεί την k- διάστατη Κανονική αν η δ.τ.µ.

k
k

t R∈= ),...,( 1 µµµ ),...,( 1 k
t XXM =

µ−M  ακολουθεί την κεντρική κατανοµή 
των Laplace – Gauss : 
 

),0(~),(~ Γ−⇔Γ kk NMNM µµ . 
 

Η χαρακτηριστική της συνάρτηση  δίνεται από τη σχέση :   
k

k
ttt

M Ruuuuuuiu ∈=∀






 Γ−= ),...,(,

2
1exp}exp{)( 1µϕ . 

Έχουµε τότε : )(ME=µ   και   . )]()[( µµ −−=Γ MME t

 
 
6.2  Ιδιότητες σχετικές µε ένα διαχωρισµό του Μ 
 

Έστω 1.  Χωρίζουµε τις συντεταγµένες του ),,0(~),...,( 1 >Γ= kNXXM kk
t M  σε 

δύο οµάδες  µε 21 , MM p  και pk −  στοιχεία αντίστοιχα ( kp <<0  ). 
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Έτσι , , όπου  και ο πίνακας διασπορών – 

συνδιασπορών Γ γράφεται τότε : 
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Θεώρηµα 6.2.1  

 Κάθε περιθωριακή κατανοµή του νόµου των L – G είναι επίσης L – G.  
π.χ.      ),0(~ 111 ΓpNM  

 

Απόδειξη : ∀  ( )[ ] ( )
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u
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 Γ− 11112

1exp uut= .     

 
 
Θεώρηµα 6.2.2  

Έστω .  Οι δ.τ.µ.  είναι ανεξάρτητες ανν  ),0(~ ΓkNM 21 , MM
0)( 122121 ==Γ=Γ MME tt  

 
Απόδειξη : Έστω  ανεξάρτητες. Τότε από το Θεώρηµα 6.2.1 έχουµε : 21 , MM







 Γ−







 Γ−=== 222211112121, 2

1exp
2
1exp)()(),()(

2121
uuuuuuuuu tt

MMMMM ϕϕϕϕ  

 

                                                                          






 Γ+Γ− )(

2
1exp 22221111 uuuu tt=   

Οπότε   







 Γ− uut

2
1exp







 Γ+Γ−= )(

2
1exp 22221111 uuuu tt  

22221111 uuuuuu ttt Γ+Γ=Γ⇔ 222211112121121222221111 uuuuuuuuuuuu tttttt Γ+Γ=Γ+Γ+Γ+Γ⇔  
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021211212 =Γ+Γ⇔ uuuu tt 021212121 =Γ+Γ⇔ uuuu tt 0)(2 2121 =Γ⇔ uut .  

Aπ’όπου    . 2112 0 Γ==Γ
 
 
6.3 Ιδιότητες σχετικές µε τους γραµµικούς µετασχηµατισµούς 
 
Θεώρηµα 6.3.3  
i) Έστω ) (Γ αντιστρέψιµος ή όχι) και Α ένας )  – πίνακας (µη – τυχαίος) 
επί του R.  Τότε   

,0(~ ΓkNM ,( kl

),0(~),...,( 1 Γ′′′==′ ll
t NXXAMM  όπου AA tΓ=Γ′  

ii) Έστω ),(~ ΓµkNM
(b
µε και Γ ως ανωτέρω. Έστω επίσης Α )   γνωστός 

πίνακας επί του R και ) σταθερό διάνυσµα.  Τότε 

kR∈µ
l

,( kl
R∈

),(~),...,( 1 AAbANXXbAMM t
ll

t Γ+′′=+=′ µ . 
 

Απόδειξη : i)  )()()()()( )( AueEeEeEu t
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Πόρισµα 6.3.1  

Η δ.τ.µ.  σχηµατίζεται από ανεξάρτητες τ.µ. ανν ο Γ)),0()(~,...,( 1 Γ′′′=′ kl
t NXXM ΄ 

είναι ένας διαγώνιος πίνακας. 
 

Απόδειξη : Έστω Γ .   
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1exp
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1exp
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1exp)( ϕγγϕ , 

απ’ όπου βάσει του κριτηρίου ανεξαρτησίας τ.µ., οι τ.µ. lXX ′′,...,1  είναι ανεξάρτητες. 
Αντιστρόφως : Αν  ανεξάρτητες, τότε ljX j ,...,1, =′ jiXXE ji ≠∀=′′ ,0)( ˙ αυτό σηµαίνει 
ότι ο Γ  καταλήγει σε ένα διαγώνιο πίνακα. ′
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Πόρισµα 6.3.2  

Υποθέτουµε ότι ο Γ είναι αντιστρέψιµος.  Τότε υπάρχει ένας πίνακας Α 
αντιστρέψιµος τέτοιος ώστε η δ.τ.µ. να σχηµατίζεται από 
ανεξάρτητες τ.µ. µε κατανοµή (0,1), δηλαδή 

−),( kk
),...,( 1 l

t XXAMM ′′==′

,0(~ kk INMN )′ . 
 
 
Για την απόδειξη αυτού του Πορίσµατος θα χρειαστούµε το παρακάτω Λήµµα 
 
Λήµµα : Έστω Γ  πίνακας, συµµετρικός, αντιστρέψιµος και θετικός.  Τότε 
υπάρχει  πίνακας Α , αντιστρέψιµος  :  . 

−),( kk
−),( kk k

t IAA =Γ
 
Απόδειξη: Εφόσον ο Γ είναι αντιστρέψιµος , υπάρχει S −),( kk

,...,1{j

 πίνακας ορθογώνιος :   
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Απόδειξη Πορίσµατος 6.3.2. : Εφόσον ο Γ είναι ένας  −),( kk  πίνακας, αντιστρέψιµος 
και θετικός, σύµφωνα µε το Λήµµα υπάρχει ένας −)k

~ NAM
,(k
=′

 πίνακας Α αντιστρέψιµος : 
.  Τότε από το Θεώρηµα 6.3.3 έχουµε,    k

t IAA =Γ ).,0(),0( kk
t

k INAAM =Γ
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Θεώρηµα 6.3.4  
Μια αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε η δ.τ.µ.  να ακολουθεί την 

κατανοµή L-G µέσα στον R
),...,( 1 k

t XXM =
k , είναι ότι κάθε γραµµικός συνδυασµός των συντεταγµένων 

της να ακολουθεί την L-G στον R. 
 
Απόδειξη : Αρκεί να υποθέσουµε ότι η δ.τ.µ. M  είναι κεντρική : = 0.  Το ότι η 
υπόθεση είναι αναγκαία είναι προφανές, αρκεί να πάρουµε  

)(ME
1=l  στο Θεώρηµα 6.3.3.  

Θα αποδείξουµε ότι αυτή είναι ικανή. 
Έστω  ένας γραµµικός συνδυασµός των  µε 

και έστω ότι : 
uML t

u =
k

k R∈)
kXXX ,...,, 21

t uuu= ,...,( 1

( ) 2)(
2
1

1 )(,),...,(
tuQuMit

L
k

k
t eeEtRuuu

t

u

−
==∈=∀ ϕ , µε ,Q   t . 0)( >u R∈

 
Η  είναι µια τετραγωνική µορφή, θετική στο u  διότι  : Q
 
 ( ) ( )( )22)( uMEuMu tt == σQ  = . uMMuEMuuMEuMuME tttttt )())())(( ==
 

Λαµβάνοντας , έχουµε :  1=t ( )[ ] )()(
2
1 ueEuQ M

uMit

ϕ==






−exp , δηλαδή η M  

ακολουθεί την L-G µέσα στον Rk. 
 
 
6.4 Μη – εκφυλισµένος νόµος των  Laplace – Gauss στον Rk 

  
Θεώρηµα 6.4.5  

Έστω ) , όπου Γ αντιστρέψιµος πίνακας.  Τότε η δ.τ.µ ,0(~ ΓkNM M  δέχεται 
πυκνότητα πιθανότητας (π.π) της µορφής : 

 

( ) k
k

tt
k

Rxxxxxxf ∈=∀






 Γ−Γ= −−− ),...,(,

2
1exp||2)( 1

12
1

2π , 

 
όπου |Γ| σηµειώνει την ορίζουσα του πίνακα Γ  ( |Γ| = det(Γ) ). 
 
Απόδειξη : Επειδή ο πίνακας Γ είναι αντιστρέψιµος από το Πόρισµα 6.3.2, έχουµε ότι 
υπάρχει ένας  πίνακας  αντιστρέψιµος :  και −),( kk A k

t IAA =Γ ),0(~ kk INAMM =′ , 
απ’ όπου, | . Έτσι η δ.τ.µ. 2||| −= AΓ M ′  δέχεται π.π. την : 
 

∏
=

−−







 ′′−=







 ′−=′

k

i

t
k

xxxxf
1

22
1

2
1

2
1exp)2()(

2
1exp)2()(~ ππ , όπου . k

k
t Rxxx ∈′′=′ ),...,( 1

 
Επειδή ο  είναι αντιστρέψιµος , το A M  δέχεται εξίσου µια π.π f(x) λαµβανόµενη από 

την ανωτέρω π.π. θεωρώντας το µετασχηµατισµό : Axx =′ . 
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Εποµένως,  







−Γ==

−−
AAxxAAxfxf tt

k

2
1exp||)2(|det|)(~)( 2

1
2π  

                                                               






 Γ−Γ= −−−

xxt
k

12
1

2

2
1exp||)2( π . 

 
 
Παρατήρηση: Αν ),(~ ΓµkNM και Γ είναι αντιστρέψιµος, τότε η  M  δέχεται π.π. την  
 

( ) k
k

tt
k

Rxxxxxxf ∈=∀






 −Γ−−Γ= −−− ),...,(,)()(

2
1exp||2)( 1

12
1

2 µµπ . 

 
 

6.5 ∆εσµευµένες Ροπές 
 

Στις ιδιότητες που αναφέραµε παραπάνω ο νόµος των L-G δεν ήταν αναγκαίως µη – 
εκφυλισµένος ( δηλαδή ο Γ αντιστρέψιµος).  Όµως για τη µελέτη των δεσµευµένων 
κατανοµών τούτο είναι αναγκαίο και θα το δεχθούµε σ’αυτή την παράγραφο. Θεωρούµε 
τις έννοιες της παραγράφου 6.2. 

Έστω ) και Γ αντιστρέψιµος. Χωρίζουµε τις συντεταγµένες του ,0(~ ΓkNM M  σε 
δύο οµάδες  µε 21 , MM p  και pk −  στοιχεία αντίστοιχα ( kp <<0  ). 

Έτσι ,  , όπου  και ο πίνακας διασπορών – 

συνδιασπορών Γ γράφεται τότε : 
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i)   Θεωρούµε τη δ.τ.µ.  δοθέντος ότι ) .  Αυτό θα το σηµειώνουµε µε 

 και αναζητούµε το νόµο αυτής της τ.µ. 
1M (22

pkRxM −∈=

21 | xM
 
1o  Θεωρούµε  την αλλαγή µεταβλητής  
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όπου ο  είναι  ένας ) – πίνακας τον οποίο ζητούµε να καθορίσουµε έτσι    
ώστε το ζεύγος να είναι µη – συσχετισµένο ( δηλαδή  ανεξάρτητες 
δ.τ.µ. επειδή το εν λόγω ζεύγος είναι των L –G).   

A ,( pkp −
)2′,( 1 MM ′ 21 , MM ′′

Γράφοντας ότι 0 , έχουµε αµέσως ότι . )( 21 =′′ MME t 1
2212
−ΓΓ=A

 

2ο Οι δ.τ.µ.     είναι ανεξάρτητες και  η  είναι µια 




=′
ΓΓ−=′ −

22

2
1

221111

MM
MMM

1M ′ p  – 

διάστατη τ.µ. των L –G, κεντρική µε πίνακα διασπορών – συνδιασπορών τον  
 

21
1

22121111211 )( ΓΓΓ−Γ=′′=Γ −
• MME t  

 
3ο  Από το 2ο προκύπτει ότι η δ.τ.µ.  είναι δυνατό να εκφρασθεί σαν το άθροισµα δύο 
ανεξάρτητων όρων ως εξής :   

1M

,12
1

22121 MMM ′+ΓΓ= −   22( MM ′=  ). 
∆εσµευτικά, όταν , αυτή η έκφραση γίνεται :  22 xM =

12
1

221221 | MxxM ′+ΓΓ= − . 
  
ii)  Θεωρούµε τη  δ.τ.µ. δοθέντος )και αναζητούµε όπως στο i) το νόµο 
της .  Θεωρώντας το µετασχηµατισµό 

2M (11
pRxM ∈=

12 | xM
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M

KML

M

L , 

όπου ο πίνακας B  τύπου ),( ppk −  επιλέγεται έτσι ώστε οι να είναι µη 
συσχετισµένες δ.τ.µ.  (δηλαδή 0 ) παίρνουµε, όπως παραπάνω : 

21 , MM ′′

)1 =′( 2′ MME t

 
1

1122
−ΓΓ=B   και  . 21

1
11222112 | MxMBxxM ′+ΓΓ=′+= −

 
 
Θεώρηµα 6.5.6  

Αν , όπου και  

αντιστρέψιµος, τότε : 
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Ιδιαιτέρως, αν ),(~ ΓµkNM , όπου , τότε  pkp RR −∈∈















= 21

2

1

,, µµ
µ

µ
µ L

i′ )  ),(~| 2112121 •• ΓµpNxM , όπου  )( 22
1

2212121 µµµ −ΓΓ+= −
• x

 
ii ′ ) ),(~| 1221212 ••− ΓµpkNxM , όπου . )( 11

1
1121212 µµµ −ΓΓ+= −

• x
 
 
Θεώρηµα 6.5.7 (Ανασύνθεση της από κοινού Κανονικής)  

i) Έστω . Αν, 
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M

M
M L ),(~| 221 Ω+′ bxANxM p και ),(~ 2222 Γ− µpkNM , µε Α,b, Ω 

γνωστούς πίνακες τύπων ) και )(  αντιστοίχως, τότε : 1,(),,( ppkp − , pp
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ii) Αν ),(~ 1111 ΓµpNM  και ),(~| 112 Ω′′+′− bxANxM pk

)1, ,( pkpk
, όπου  γνωστοί 

πίνακες τύπων και )
Ω′′′ ,,bA

(),,( ppk − pk − −− αντιστοίχως, τότε 
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Απόδειξη  i) Έστω και . Τότε  pRx ∈1

pkRx −∈2

)()|(),( 221|21 22121
xfxxfxxf MxMMM =  

                      






 +−Ω+−−Ω −−−

))(())((
2
1exp||)2( 21

1
21

2
1

2 bAxxbAxxt
p

π=                        

                               






 −Γ−−Γ −−

−
−

)()(
2
1exp||)2( 22

1
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2
1
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2 µµπ xxt
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×  

                       2
1

2 ||)2(
−−

Ω
k

π= 2
1

22 ||
−

Γ  

             






 −Γ−++−Ω+−− −− ))()())(())(((

2
1exp 22

1
222221

1
21 µµ xxbAxxbAxx tt×  

όπου  
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)()())(())(( 22
1

222221
1

21 µµ −Γ−++−Ω+− −− xxbAxxbAxx tt  
)()()))((()))((( 22

1
22222221

1
2221 µµµµµµ −Γ−+++−−Ω++−−= −− xxbAxAxbAxAx tt  

)()())())((())())((( 22
1

22222221
1

2221 µµµµµµ −Γ−+−−+−Ω−−+−= −− xxxAbAxxAbAx tt
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1
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        −  ))()(())(()( 22

1
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Αλλά ( βλέπε Rao, σελ.32,33): 
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και 
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λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες των οριζουσών. 
 
ii) Εργαζόµενοι κατά τον ίδιο τρόπο, παίρνουµε : 

)()|(),( 112|21, 11221
xfxxfxxf MxMMM =  
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Παρατηρούµε όµως ότι : 
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(Από τον Rao, σελ.32,33, έχουµε ότι : 
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,  
από τις ιδιότητες των οριζουσών.  Απ’ όπου το αποτέλεσµα. 
 
 
7.  Κανονική – Γάµµα  Πολυδιάστατη κατανοµή 
 

Έστω X  = t( ) ( ) διανυσµατική τ.µ. και pXX ,...,1 1≥p Y  µια τ.µ. θετική.  Η Κανονική 
– Γάµµα κατανοµή προκύπτει συνδυάζοντας την περιθωριακή της Y  ( µια κατάλληλη 
Γάµµα κατανοµή) και την δεσµευµένη της  yYX =|  ( µια  p - διάστατη Κανονική 
κατανοµή) 
Λοιπόν, αν έχουµε : 

),(:,),,(~| 1 ppBRByNyX p
p ∈− µµ πίνακας συµµετρικός και θετικά ορισµένος 
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και 
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τότε λέµε ότι    

                  (Χ,Υ) ~ Npγ(µ,B,u,v) 
 
µε πυκνότητα πιθανότητας  
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Έχουµε τις παρακάτω ροπές : 

µ=)|( yXE  
ByyXVar 1)|( −=  

u
YE 1)( =  

2

2)(
vu

YVar = . 

 
Παρατηρούµε ότι η 1−B  δύναται να ερµηνευθεί σαν µια σχετική ακρίβεια της X  σε 
µονάδες .   y
Με δεδοµένο ότι , ( ),,,(~), vuBNYX p µγ  µπορούµε να υπολογίσουµε τις περιθωριακές 
ροπές του διανύσµατος X  : 
 

( ) µ== )|()( YXEEXE  

( ) ( ) ( ) uB
v

vBYEBYEYXEVarYXVarEXVar
2

)()|()|()( 11

−
===+= −− , όταν  2>v

η τελευταία ισότητα προκύπτει από το γεγονός ότι η 





Γ−−

uv
vY 2,
2

~ 11 , ενώ ο 

χρησιµοποιούµενος τύπος της διασποράς αποδεικνύεται ως εξής : 
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]]|)[([])[()( 22 YEXXEEEXXEXVar −=−=  

             =  ]]|))|()|([([ 2 YEXYXEYXEXEE −+−
             =  ]]|))|([([]]|))|([([ 22 YEXYXEEEYYXEXEE −+−
                        ]]|))|())(|([([2 YEXYXEYXEXEE −−+  
              =  ]))|([()]|([ 2EXYXEEYXVarE −+
                        ]]|))|([())|([(2 YYXEXEEXYXEE −−+  
              

4444 34444 21
0

))]|()|(())|([(2))|(()]|([ YXEYXEEXYXEEYXEVarYXVarE −−++=  

              =  ))|(()]|([ YXEVarYXVarE +
 

Να σηµειώσουµε ότι  η πολυδιάστατη Κανονική – Γάµµα κατανοµή ορίζεται γενικά 
όταν )∆έχεται την π.π. της παραπάνω µορφής µόνο όταν ()( prBrg <= pBrg =)( , 
δηλαδή όταν ο B  είναι θετικά ορισµένος. 
 
Παρατήρηση : Μερικές φορές στην baysienne ανάλυση είναι χρήσιµες οι οριακές 
περιπτώσεις όπου ο νόµος της )   τείνει προς έναν impropre ( µη – ολοκληρώσιµο) 
νόµο :  

,( YX

y
yxf 1),( ∝ . 

 
Προκύπτει έτσι για το )  ένας οµοιόµορφος νόµος επί του Rlog,( YX p+1 , µε όλες τις 
συντεταγµένες ανεξάρτητες.  Ο παραπάνω νόµος αντιστοιχεί στην πράξη στην 
περίπτωση όπου 1−B  ,u 0, σ’αυτήν την περίπτωση πρέπει προφανώς και το .  
Εκτός της οριακής αυτής περίπτωσης έχουµε γενικά 

v,  → 0→r
pr = και οι πυκνότητες υπάρχουν 

και είναι propres ( το ολοκλήρωµά τους είναι 1).  
Ο περιθωριακός νόµος της  X  είναι ένας νόµος Student- πολυδιάστατος.  Συγκεκριµένα 
θα δείξουµε ότι : 
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όπου η τελευταία παράσταση είναι η π.π. µιας p- διάστατης Student µε παραµέτρους 

uB,µ  και το , δηλαδή )v ,,(~ vuBtX p µ (βλέπε κατωτέρω). 
Όταν 1, για το ζεύγος ( X ) λαµβάνουµε την Κανονική – Γάµµα και τότε =p

,( uB
Y,

),~ 1 vtX µ . 
 
 
8. Πολυδιάστατη Student κατανοµή 
 
8.1 Ορισµός 
 

Η  p- διάστατη Student κατανοµή ορίζεται σαν ένα µίγµα του p -διάστατου κανονικού 
νόµου και ενός κατάλληλου Γάµµα νόµου. 
Συγκεκριµένα αν, δεδοµένου ότι Y y=  , 
 

),(~| 1VyNyX p
−µ  και 
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τότε ως γνωστό από την παράγραφο 7,  ( ),,,(~), vuVNYX p µγ   µε  . 1=u
Συνεπώς η τ.µ. X , δέχεται π.π την  
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Το γεγονός ότι η τ.µ. X  ακολουθεί µια τέτοια κατανοµή το σηµειώνουµε µε 
 

),,(~ vVtX p µ .  
 

Αποδεικνύεται, όπως στην παράγραφο 7, ότι οι ροπές της X  είναι : 
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Σηµειώνουµε ότι η µερική περίπτωση 1=p , αντιστοιχεί στη µονοδιάστατη Student µε 
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Λαµβάνοντας υπόψη ότι : π=Γ )2/1( , η παραπάνω πυκνότητα γράφεται : 
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δηλαδή ),,(~ 1 vVtX µ όπου V,µ  βαθµωτά. 
Τέλος, αν ,0=µ   και 1=V ),,(~ 1 vVtX µ  λέµε ότι η X  ακολουθεί την κεντρική t- 
κατανοµή µε v – βαθµούς ελευθερίας και σηµειώνουµε )),1,0(( 1 vtX v~ t = .  Σε αυτή την 
περίπτωση η π.π. της X  γίνεται : 
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8.2 Περιθωριακές και ∆εσµευµένες 
 

Από τις ιδιότητες της p- διάστατης Κανονικής , βρίσκουµε αµέσως τις ιδιότητες των 
περιθωριακών και δεσµευµένων µιας p- διάστατης Student.  Αν   ( )21 XXX ttt

M= −p  

διάστατη τ.µ. µε -διάστατη τ.µ., ii pX , ppp =+ 21 ,  και  V  
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Επειδή   ),,(~ vVtX p µ  , από τον ορισµό της  −p διάστατης Student, αυτή προκύπτει 
όταν : 
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• Από το Θεώρηµα 6.2.1 λαµβάνουµε  
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Λοιπόν, δεδοµένου ότι  : 
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από τον ορισµό της πολυδιάστατης Student  
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• Για τον καθορισµό της δεσµευµένης κατανοµής της τ.µ. 112 | xXX =  
εργαζόµαστε ως εξής : 
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όπου το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι εκείνο µιας Γάµµα κατανοµής : 
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στην τελευταία παράσταση, έχουµε : 
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Λοιπόν, 
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Περιθωριακά, κάθε συντεταγµένη piX i ,...,1, =  του X  ακολουθεί µια µονοδιάστατη 

Student: 
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όπου u είναι το )( - στοιχείο του πίνακα V . ii , ii
 
 
8.3 Γραµµικοί µετασχηµατισµοί 
 

Οι ιδιότητες των γραµµικών µετασχηµατισµών των πολυδιάστατων κανονικών 
κατανοµών µεταφέρονται, µέσω του ορισµού της Student, στις πολυδιάστατες Student 
µεταβλητές. 

Έστω ),,(~ vVtX p µ και bAXZ += , όπου  (A pr, ) πίνακας γνωστός και  ( 1r ) 
διάνυσµα  γνωστό µε 

b ,
pr ≤ .  Τότε 
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Από το Θεώρηµα 6.3.3 ii), 
 

),(~| 1 AAVybANyYZ t
r

−+= µ  
 

Με δεδοµένο λοιπόν ότι : 
 

),(~| 1 AAVybANyYZ t
r

−+= µ  και  





Γ

v
v 2,
2

~  Y

 
έχουµε  
 

),,(~ vAAVbAtZ t
r +µ . 

 
 
 



 138

Βιβλιογραφία  
 
 
[1]  M.Abramowitz and I.Stegun (1964). Handbook of Mathematical Functions,  Dover. 
 
[2]  J.M. Bernardo (1979). Reference posterior distribution for Bayesian inference (with 
      discussion). J.Ryal Statist.Soc.(Ser.B)41,113-147. 
 
[3]  J.P. Florens(1998). La specification de la distribution a priori. Jurnnees d’ Etude en 
      Statistique, C.I.R.M. 
 
[4]  G.Fourgeau, A.Fuschs (1972). Statistique. Dunod 
 
[5] C.F.Gauss (1810). Methode des moindres carres.Memoire sur lu combination des 
      opservations, Trad.J.Bertrand.Mallet-Bachelier, Paris(1985) 
 
[6]  L.Le Cam (1982). On the risk of Bayes estimates, in Statistical Decision Theory and 
       Related Topics III, Vol.2, J.L.Berger and S.S.Gupta (Eds). Academic Press, New  York. 
 
[7]  L.Le Cam (1986). Asymptotic Method, in Statistical Decision Theory. Springer – 
      Verlag, New York. 
 
[8]  E.L. Lehmann and G. Casella (1995). Theory of Point Estimation. Wadsworth, 
       Pacific Grove, California. 
 
[9]  F.W.J. Olver(1974). Asymptotics and Special Functions. Academic Press, New York. 
 
[10]  E. Pitman (1937). The closest estimates of statistical parameter. Proc.Cambridge 
         Phil.Soc.33,212-222. 
 
[11]  C.R.Rao (1973). Linear Statistical Inference and its Applications. Wiley. 
 
[12]  C.Robert (1992). L’Analyse Statistique Bayesienne. Economica. 
 
[13]  C. Robert (1996). Intrinsic Losses. Theory and Decision, 40, 191-214, INSEE. 
 
[14]  H.Rubin (1987). A weak system of axioms for “rational” behavior and the 
         nonseparability of utility from prior. Statist.Decisions 5,47-58. 
 
[15]  G.Roussas (1973). A first course in mathematical statistics. Addison Wesley. 
 
[16]  L.Simar (1998). Methods Bayesienne en Statistique. Jurnees d’ Etude en Statistique, 
         C.I.R.M. 
 
[17]  Γ. Χριστοδούλου (2003). Το Bayesien Παράδειγµα και Minimax Bayes Εκτιµήσεις. 
        ∆ιπλωµατική εργασία. Τµήµα Μαθηµατικών, Πανεπιστήµιο Κρήτης. 


